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Aufgabe 1: (17 Punkte)

(a) Gegeben sei die folgende Boolesche Funktion f:

z|000OO0OOOO0OO0OT1TT11111T1T71
|0 0001 11100O0O01T1T171
rz3/0 01 1 0011001100171
401 01 010101010101
flzy,...,x)|1 1.0 100001 1011101

(i) Wenden Sie das Karnaugh-Verfahren auf die DNF von f an, um eine moglichst
kurze disjunktive Form von f zu erhalten.

(ii) Zeigen Sie, daf die in (i) gefundene Darstellung DF,,;, in folgendem Sinne
nicht optimal ist:
Es existiert eine Boolesche Formel, die f beschreibt und weniger zweistellige
Operatoren benoétigt als DF ;.

(b) Gegeben sei die folgende Boolesche Funktion f:

/0000000011 111111
220 0001 111000071111
250 001 1001100110011
24/0 101 0101010107101
Fl@1,...z)|0 0 1 1 0 1 0110101100

(i) Bestimmen Sie alle Primimplikanten von f.

(ii) Bestimmen Sie zwei unterschiedliche disjunktive Formen (DF) von f, die beide
das Ergebnis des Quine-McCluskey-Verfahrens sein kénnen.

Aufgabe 2: (16 Punkte)

(a) Geben Sie das Schaltbild eines 4-Bit-Serien-Addierwerks an und beschreiben Sie
dessen Funktionsweise.

(b) Beschreiben Sie das 4-Bit-Serien-Addierwerk durch einen Mealy-Automaten.



Aufgabe 3: (17 Punkte)
Schreiben sie ein gut kommentiertes Assembler-Programm, welches das folgende Pro-
gramm — den Euklidischen Algorithmus zur Bestimmung des grofiten gemeinsamen
Teilers — umsetzt. Sie diirfen dabei jeden der in der Vorlesung vorgestellten Assembler
benutzen.

Funktion ggt(a,b);

Eingabe: a,b
Ausgabe: ggt(a,b)

repeat

r := a mod b;
f := a div b;
a := b;

b :=r1;

until r = 0;
ggt(a,b) := a;

Beachten Sie:

Sie diirfen nicht die Operation “mod” direkt in Assembler ausfiihren.

Beim Teilen zweier Zahlen erhalten Sie nur den ganzzahligen Anteil.

Gehen Sie von folgender Speicherbelegung aus:

a steht in  M(1)
b steht in  M(2)
ggt(a,b)  sollin M(0) abgelegt werden.

Y
Y

Die Inhalte von M(1) und M(2) diirfen nicht verédndert werden.
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Aufgabe 1: (10 Punkte)
Beweisen Sie, daB8 die folgenden Mengen funktional vollstandig sind:
a: {V, A, -}, b: {V, -}, c: {®, N}, d: {1}, e: {l}.

Verwenden Sie nur den Darstellungssatz fiir Boolesche Funktionen, d.h. Zwischenschritte sind zu bewei-
sen.

Aufgabe 2: (10 Punkte)
a: Vervollstandigen Sie das folgende Schema eines 4-Bit-von Neumann-Addierwerks und beschreiben
Sie dessen Funktionsweise.

ISl
Siglgle

b: Wieviele Takte braucht ein n-Bit-von Neumann-Addierwerk im schlechtesten Fall? Begriinden sie
lhre Antwort.
c: Beschreiben Sie ein n-Bit-von Neumann-Addierwerk als Mealy-Automat fiir ein beliebiges n € IN.

Aufgabe 3: (10 Punkte)
a: Definieren Sie die Aufgabe eines d-Demultiplexers (d—DeMUX) fiir ein beliebiges d € IN.

b: Entwerfen Sie einen 3-DeMUX.

c: Benutzen Sie Ihren 3-DeMUX als Baustein fiir ein Schaltnetz zur Berechnung der folgenden Funktion:

fy1,v2,y3) = T1y2ys V 11Tays V T1TUsTs-

Aufgabe 4: (10 Punkte)
Schreiben Sie ein gut kommentiertes Assemblerprogramm im orthogonalen Assembler zur Losung der
folgenden Aufgabe:
Im Speicher steht eine Matrix M der GroBe n x n mit Eintragen aus IN. Bestimmen Sie den Index der
lexikographisch kleinsten Zeile. D.h. es ist x € {1,...,n} zu bestimmen mit folgender Eigenschaft:
Vie{l,...,n}:3ke{l,..,n+ 1} mit:
Vied{l,...k—1}:my;=m;; und my <m;Vk=n+l.

Die Speicherbelegung ist wie folgt gegeben:

n=0(My) und m;; =0(Mjin1)) fir 1 <i,7 <n.
Der Index der lexikographisch kleinsten Zeile soll am Ende im Register 0 liegen.
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Musterlosungen zu Blatt 1

Losung zu Aufgabe 1

Sei b € N mit b > 0.

Behauptung: Dann ist jede natiirliche Zahl z mit 0 < z < " — 1 (n € N) eindeutig als
Wort der Liange n iiber dem Alphabet ¥, darstellbar durch

n—1 )
z=> z- b
i=0
mit z; € ¥, firi € {0,1,...,n— 1}.

Beweis:
Zur Existenz der b-adischen Darstellung:
Gegeben sei eine natiirliche Zahl 0 < x5 < b™ — 1.
Konstruktives Verfahren zur Bestimmung der Darstellung der Zahl xy zur Basis b:
Dividiere die gegebene Zahl zy mit Rest durch die Basis b. Fiihre dies so lange fort, bis
das Divisionsergebnis x; Null wird:

) /b =TI Rest 20

x1 /b= x5 Rest 21

xo /b= x3 Rest 2y

Tpo1 [Jb=x, Rest z, 4

Da zy < 0" — 1 gilt, terminiert das Verfahren nach hoéchstens n Schritten und liefert
die Reste z, 1,..., 2.

Zeige: xo = (21 ... 20)p-

Beweis dazu: Es gilt:

Tog = $1b+2’0
= (.’L‘2b+21)b+20 = .’L‘2b2 +21b+20

= ( .. (Z'nb +Zn_1)b .. )b +2yp = Zn_lbnfl —+ Zn_szL*Z 4+ -+ 2
=0
n—1 .
= Z Zibl
1=0

== (Zn—l e ZO)b 1



Zur Eindeutigkeit der b-adischen Darstellung:
Wir benétigen zunéchst die folgende Hilfsbehauptung:

n—1

Y (b—1)-b" < b (1)

i=0
Beweis von (1) mit vollstéandiger Induktion iiber n:
n = 1: Es gilt: E(b—l) b =0"=1<b =0
n—n+1: Es g1lt

Sb-1)-b = (b—1) bn+Zb—1

i=0
< (b—1)-0"+ b” (nach Induktionsvoraussetzung)
_ bn+1

Wir beweisen nun die Eindeutigkeit der b-adischen Darstellung mit Worten der Lénge n
einem Widerspruchsbeweis:

Annahme: Es existiert eine Zahl x mit 0 < z < b" — 1, die zwei verschiedene b-adischen
Darstellungen x = (z,—1...20)s = (2},_1 - . . 2)p besitzt. Sei x die kleinste Zahl mit dieser
Eigenschaft.

Sei 0.B.d.A. 2z, 1 # 0. [Falls z, 1 = 2/, ; = 0 gilt, so kann man die b-adische Darstellung
von z mit Worten der Lénge n — 1 betrachten.] Dann gilt

n—1 n—1
ozt =Y" 20 (2)
=0 1=0

Da z die kleinste Zahl mit zwei verschiedenen b-adischen Darstellungen ist, mufl z,_; #
', gelten, da sonst auch die Zahl © — z,_1 - "' = (2,0...20) = (2, _5...2}) zwei

verschiedene b-adische Darstellungen hétte.

Sei 0.B.d.A. 2z, 1 > 2] ;. Dann muf} gelten:

n—2
Z 2 b — Z 2 - (Zno1 — 2, 1) - 0" !
i=0

Also gilt insbesondere
n—2

doab >0

1=0

Dies ist ein Widerspruch zu (1).

Losung zu Aufgabe 2

Sei die Struktur (B, +,-,”) gegeben. Seien z,y,z € B.

Die in (i) bis (iv) behaupteten Gleichheiten lassen sich durch das Aufstellen von Wahr-
heitstafeln beweisen:



(i) Behauptung: (z+y) -z ==z

(iii)

Beweis: = yl|z+y|(x+y)-x|x
0 0 0 0 0
01 1 0 0
1 0 1 1 1
11 1 1 1
Behauptung: (z-y)+x ==z
Beweis: =z y|z-y|(x-y)+x|x
0 0 0 0 0
01 0 0 0
1 0 0 1 1
11 1 1 1
Behauptung: z + (y-2) = (z + y) - (x + 2)
Beweis: z y z|y-2z|x+(y-2z)|z+y|o+z|(x+y)  (x+2)
0 0 0] O 0 0 0 0
0 01 0 0 0 1 0
0 1 0 O 0 1 0 0
0 11 1 1 1 1 1
1 0 0 O 1 1 1 1
1 01 0 1 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1 1
1 11 1 1 1 1 1
Behauptung: (z+y)=7-7
Beweis: =z yl|lz+y|(x+y)|T|7|X-¥
0 0 0 1 111 1
01 1 0 110] O
1 0 1 0 01 O
11 1 0 00 O
Behauptung: (z-y) =T +7
Beweis: =z yl||z-y|(x-y)|T|7|X+7F
0 0 0 1 111 1
01 0 1 110 1
1 0 0 1 01 1
11 1 0 00 0
Behauptung: t =z +rx=x-2=7T
Beweis: z || x|x+x|x - x|7|X
010 0 0O |1]|0
11 1 1 (01



Losung zu Aufgabe 3

Zum Beweis der Behauptung reicht es aus zu zeigen:
(1) (Zn C 2221)8 -8 = (Zn ce 22210)87

(i) (2n-1---21%20)8/8 = (2n—1...21)s Rest zp .
= (Zn—l ce 21)8 + 20/8

Beweis: .
(i): 8 (2p...2021)8 = 8- X 241 -8 (nach Satz 1.1)
=0

n—1 i1
— 3
= > Ziy1-8
i=0

= i zZj - 8J
j=1
= 0+ 28
j=1
= 28+ Y 2 -8 (mit zp = 0)
7j=1
= 2§ 8/
j=0
n—1 .
(ii). (Zn—l e 2120)8/8 = (;0 Zi 82)/8
nil .
= (Z 2281+2080)/8
=1
n—1 .
= Y 2814 2/8
i=1
n—2

<
Il
o

Losung zu Aufgabe 4
Sei n =3m,m € N.

n—1 X m—1 .
Behauptung: 'Eo 22" = 'Zo (23512%3j41235)2 - &
= j=

Beweis: Es gilt:

m—1 m—1
' 2 1 0\  o3j
> (23j4023j41235)2 - 8 = (2354227 + 235412 + 23;27) - 2%
Jj=0 Jj=0
m—1
_ 3j+2 3j+1 3
= (23542 + 2777 + 23541 - 297 + 235 - 2%)
Jj=0
n—1 )
= 22", dan = 3m.
i=0

Losung zu Aufgabe 5
Die Multiplikation von zwei zweistelligen Dualzahlen a;a, und b;by nach der Schulmetho-
de liefert folgendes Diagramm:



(ay az) by by)

a1b1 CLle
a1b2 asz
a1b1 Cllbl agbl agbg
S S

a;bjazbs ajbjaszbe a1by

Dabei stellen die fettgedruckten Terme die Ubertriige dar.
Hieraus ergeben sich die folgenden Booleschen Funktionen, wobei f; das hichstwertige
Bit des Produkts beschreibt und f; das niederwertigste Bit des Produkts:

fl(ala az, b1,b2) = a1brasby

falar, az,b1,b2) = ai1by @ arbiaszhy
fa(ar, az,b1,b2) = ashy @ arby

Ja( )

ap, az,b1,b2) = agbe
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Musterlosungen zu Blatt 2

Losung zu Aufgabe 6
Behauptung: Die DNF einer Booleschen Funktion ist in folgendem Sinne eindeutig:
Seien I, I, C {0,...,2" — 1}. Dann gilt fiir jede Boolesche Funktion f : B" — B:

f(z1,.yxy) = Z mi(T1,y .oy Tp) = Z mi(T1, .y p) = 11 = I

1ely 1€l

Beweis: Wir zeigen die Behauptung mit einem Widerspruchsbeweis:
Annahme: Es existieren zwei verschiedene Darstellungen, d.h.
a6, I, € {0,...,2" — 1} mit I} # I, und es gilt:

f:Zmi:Zmi.

i€l i€ls
Da I # I, gilt, existiert oBdA ein Index k mit k& € I} und k ¢ I,. Dann gilt:

Zm,(k) = ]_, da k EIl

1€l

> mi(k) = 0,dak ¢,

i€l

Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

Losung zu Aufgabe 7
Sein e N,n>1.
Behauptung: Jede Boolesche Funktion f : B™ — B li}t sich darstellen als

flz1,29,...,2,) = A azifﬁl+x%7ﬂ2+...+xi’ﬂ"
(Bpseees Bn)EB™
f(B1,-++,Bn)=0
= H Mi(l'l,l'g,...,l'n).

i€{0,1,...,20 1} —I ¢

Beweis: Nach dem Darstellungssatz fiir Boolesche Funktionen (Satz 1.3 aus der Vorle-
sung) ist jede Boolesche Funktion f : B™ — B in disjunktiver Normalform darstellbar.
Insbesondere ist also auch die Funktion

fiB" = B, (v1,72,...,7,) = f(x1,72,...,7,) = f(x1,T2,...,7,)



darstellbar als:

Nun gilt aber:

f(l'l,xg,...,l'n) —

= [I mi(z1, 29, ..., 2,) (de Morgan)

= I Mi(z1,20,...,2,) (Lemma 1.1)

Beachtet man nun, dafl

= {i=(i1,...,0n)2 € {0,1,...,2" = 1}[f(ir,...,0n) = 1}
= {i=(i1,... i) €{0,1,...,2" — 1}|f(i1,...,in) =0}
= {0,1,...,2" —1}\ Iy,

so folgt die Behauptung.

Losung zu Aufgabe 8

Aus der Vorlesung ist bekannt, daB{+, } vollstindig ist. Daher geniigt es zu zeigen, daf}
x + y und 7 mit Hilfe von | darstellbar sind:

Behauptung:

) zT=xlx
(i) z+y=(zdy | (zly)

Beweis: Wir beweisen (i) und (ii) durch das Aufstellen von Wahrheitstafeln:

(i): xHi x| x
1] 1
ol o
(ii): =z yllx+ylzly|xly)lxly)
0 0 O 1 0
01| 1 0 1
1 0| 1 0 1
1 1] 1 0 1

Damit ist {]} funktional vollstindig.

Losung zu Aufgabe 9
Sei die Boolesche Funktion f : B> — B gegeben durch



r1 wy w3 | (21,79, 73)
0 0 O 0
0O 0 1 0
0O 1 0 0
0O 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1

Darstellung von f in DNF:
f(x1, 29, 23) = (Trwaws) + (1122T3) + (117273)
Darstellung von f in KNF:
flar, w2, m3) = (21 + 22+ 23) (21 + 22 + T3) (21 + T2 + 23) (T4 + 22 + 23) (T1 + 22 + T3)
Darstellung von f in RNF:
f(x1, 20, 23) = (Trwows) © (1109T3) © (v17273)
Komplementfreie Ringsummendarstellung von f:

f(x1,29,03) = (Tiwaws) @ (117273) @ (T12973)
= (ZUI ) 1)272.1'3 ) £U1372(£U3 ) 1) ) T1T2X3
= T172%3 D T2T3 B x1T273 @ x17T2 B T17273

= X1T223 D Tox3 B 172

Darstellung von f, die nur 1 benutzt:
Wir zeigen zunichst die folgenden Hilfsbehauptungen:

Y,

i) Ty+ 27+ oy =
(i) zy =z 1 y.
Beweis der Hilfsbehauptungen:

(i):

Ty+ay+ay = Ty+2(y+vy)

—_——
=1

= Tyt

= TyT

= (r+7)7

= 2T +(y-7T)

=0

=TT
(ii): Wir zeigen (ii) durch das Aufstellen einer Wahrheitstafel:
r y|xy|lzTy|xTy
0 0 O 1 0
0 1] O 1 0
10 0 1 0
11 1 0 1




Mit Hilfe der Aussagen (i) und (ii) ergibt sich aus der DNF der Funktion f:

f(x1, 20, w3) = (Tiwaws) + (x12273) + (v17273)
= x9(T1w3 + 2173 + x173)
= 29(77 - 73) nach (i)
= zo(xy + x3)
= X1T9 + ToXs
= (21 T ) + (2 1T 23) nach (ii)
= (21 1T 22) (72 T 73)
(x1 1 22) T (22 T 3) nach (ii)

Losung zu Aufgabe 10
Durch Bestimmung der DNF von f und Vereinfachung ergibt sich:

f(w1,m9,203) = T1-Tg-03+T1 Ty T3 +2) Ty T3+ 21Ty T3+ 1 - Ty - T3
= Ty-x3- (Tr+x)+ae-25- (Tr+x)+a1 -T2 T3
= T2 T3+ T2 T3 +T1 T2 T3
= T3+ T1-T2 T3
= T3-(T1+ 22+ 2x3) (de Morgan)
= (%1 7T3) + (72 T3)
= T3 (T +12)

= 23+ (21 -T2)

Damit ergibt sich also folgendes Schaltnetz:

X1 x2 X3

|

Es bleibt zu zeigen:
a) Es existiert kein Schaltnetz mit < 2 Stufen, das f realisiert.

b) Es existiert kein Schaltnetz mit < 2 Gattern, das f realisiert.



Beweis von a): Offenbar ist f mit nur einer Stufe (und somit mit nur einem Gatter)
nicht realisierbar.
Mit zwei Stufen sind folgende drei Typen von Schaltnetzen moglich:

1) NOT-Gatter auf der zweiten Stufe:
Da die Hintereinanderschaltung von zwei NOT-Gattern offenbar nicht sinnvoll ist,
ergeben sich die folgenden beiden Moglichkeiten:

X1 x2 X3 X1 x2 X3
. +
o o

Offensichtlich 148t sich f so jedoch nicht realisieren, da dies einer Darstellung von
f mit genau einem Minterm in DNF oder mit genau einem Maxterm in KNF ent-
spriche.

2) AND-Gatter auf der zweiten Stufe:

AND-Gatter auf der ersten Stufe lassen sich offenbar durch direkte Eingéinge in das
AND-Gatter der zweiten Stufe ersetzen.

Folgende Gatter (bzw. Eingéinge) lassen sich auf der ersten Stufe jedoch nicht ver-
wenden, da dies zu einem falschen Ergebnis bei der Verkniipfung auf der zweiten
Stufe fithren wiirde:
X1, To, X1 + X9, da f 1
T1, Ta, T3, da f(lv L, 1) =1,
r3,Te + 23, da f(1,0,0) =

Ty +T2,T1 T3, da f((), ]_, ].) =1

—
=
<o
~—
I
\_P—‘

X1l x2 x3 x1 X3




wobei beliebige Gatter der ersten Stufe entfernt werden kdnnen.
Offensichtlich 148t sich f so nicht realisieren, da f(1,1,0)=0 gilt.

3) OR-Gatter auf der zweiten Stufe:
OR-Gatter auf der ersten Stufe konnen offenbar ersetzt werden durch Eingdnge in
das OR-Gatter der zweiten Stufe.
Hierbei lassen sich folgende Gatter/Eingéinge auf der ersten Stufe nicht verwenden:
T, X2, T1 - T, da f(1,1,0) =0,
T1, T3, T3, da £(0,0,0) = 0.
Somit ergibt sich folgendes Schaltnetz,

X1 X2 X3 x1 x3 X2 x3 x3

wobei ebenfalls beliebige Gatter der ersten Stufe bzw. Eingidnge des OR-Gatters
entfernt werden kénnen.
Offensichtlich realisiert auch keines dieser Netze f, da £(1,0,0)=1 gilt.

Beweis von b): Diese Behauptung folgt direkt aus a): Da das Schaltnetz aus mindestens
drei Stufen aufgebaut werden muf}, kann es auch nicht weniger als drei Gatter enthalten.
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Losung zu Aufgabe 11
a) Konstruktion:

Aus gegebenen Bauteilen mit der Funktion eines 6-MUX kann man folgendermaflen einen
8-MUX konstruieren:

Y8

X0 e X63 X64...ooierrina X127 X128 ... X191 X192 ........... X255
Y3 — Y3 — Y3 —
6-MUX | 6-MUX — 6-MUX — 6-MUX
Y8 — Y8 — Y8 —
z0 Z1 z2 Z3
0
6-MUX

Y1
Y2

b) Korrektheit der Konstruktion:
Zu zeigen: Z (Xo, X1, o, Xos 1, Vi, Y) =V Xay,oa, i Ye2 o VS

Beweis: Es gilt:

A

A

Vo Y YSY Y Y52 Zi0000a, as)s

(a1,02)€B?
\/ YY" Z(aras),
(a1,02)€B?
V YiY5™ Xaras), 204(15..¥5),
(a1,02)€B?
(VA i ( Vv (X(ala2)2'26‘1'(0‘3"'0‘8)2}/}’(13 o .}/80‘8)>
(a1,02)EB2 (as,...,ag)€BS

V YIQIYQ@( Vv (X<a1---as>253a3"‘1@a8)>

(al,a2)632 (a3 ..... Oég)GBG

\/ X(al...ag)QYVlal Yoy ..y



c) Komplexitit (Anzahl der Gatter) des 6-MUX:

GemiB der Vorlesung kann man einen 6-MUX mit 3 - (2° — 1) = 189 AND- und OR-
Gattern sowie 6 Invertern realisieren. Die Konstruktion aus a) bendotigt fiinf 6-MUX,
jedoch insgesamt nur 8 Inverter, also insgesamt 5 - 189 4+ 8 = 953 Gatter.

Losung zu Aufgabe 12

a) Rekursive Konstruktion: Ein 1-MUX wird konstruiert, wie in der Vorlesung be-
schrieben.

Nach 1.2.2. in der Vorlesung kann ein 2d-MUX aus d-MUX-Bauteilen konstruiert werden.
Fiihrt man diese Konstruktion m-mal rekursiv aus, so kann man damit einen 2"-MUX
aus 2°™-MUX-Bauteilen konstruieren.

b) Korrektheit mittels vollstindiger Induktion:
m = 0 : trivialerweise erfiillt.

m — m + 1 : Die Konstruktion d-MUX — 2d-MUX wurde in der Vorlesung verifiziert.
D.h. nach jedem Iterationsschritt erhdlt man einen MUX mit doppelt so vielen

Dateneingéngen. Folglich hat man nach den m Iterationen aus a) einen korrekt
arbeitenden 2™~1 . 23 = 24m_MUX konstruiert.

c) Komplexitit: Ein nach der Konstruktion aus 1.2.2 der Vorlesung aufgebauter d-MUX
besteht aus d + 3 - (2¢ — 1) Gattern.

Da in a) genau diese Konstruktion angewendet wurde, besteht der konstruierte 24™- MUX
also aus 24" + 3. (22" — 1) Gattern.

Losung zu Aufgabe 13

Um fiir d > 3 eine d-stellige Boolesche Funktion f mit Hilfe eines (d — 1)-MUX zu
realisieren, konstruiere eine Funktion f (1, za, - -, 24—, ) aus der Funktion f(zy, 2, - -+, xq)
wie folgt:

e}

falls f(x1,...,24-1,0) = f(z1,...,24.1,1) =0
~ 1 fall _1,0) = ., 1)=1
Flan, .. wa) = alls f(xy, ,7q-1,0) = f(21, , Tg—1,1)
g falls f(xq,...,2q1,24) = 24
(

T falls fa,. .., 04-1, 24) = Tq

Wenn man die Werte von f(0,...,0),..., f(1,...,1) als Eingangsdaten und a1, x, - - - , 24_1
als Steuersignale fiir einen (d —1)-MUX benutzt, dann berechnet der (d — 1)-MUX genau
die Funktion f.

Berechnung der Anzahl der bendtigten Gatter:

Ein (d — 1)-MUX kann mit d — 1 + 3+ (27! — 1) Gattern realisiert werden (wie in der
Vorlesung bewiesen). Zusétzlich wird noch ein Inverter bendtigt, um %y zu berechnen.
Insgesamt ist die Anzahl der benétigten Gatter also héchstens:

d+3-(27" 1),



Losung zu Aufgabe 14
Wir zeigen die Aussage fiir ¢ = 2:
Behauptung: Fiir d > 9 existiert eine d-stellige Boolesche Funktion f, so daf} jedes

Schaltnetz fiir f mindestens
2d—3

2.2
d

Knoten hat.

Beweis: In der Vorlesung wurde der Beweis der Abschitzung fiir ¢ = 1 iiber die Lénge
einer Kodierung Kod(S) des Schaltnetzes S gefiihrt.

Idee: Verkiirzung der Kodierung, d.h. Definition einer neuen Kodierung Kod'(S) mit
|Kod'(9)| < |[Kod(9)|

Seien die Knoten als vy, ..., vg, ..., v, _1 numeriert. Kodiere wie folgt:

1. Falls v ein Input (d. h. ein Gatter mit indeg(v) = 0) ist, dann sei Kod'(v) = (11z)a,
wobei mit x der Index des Eingangs kodiert wird (mit |x| = [log, d]).
= |Kod'(v)| = 2 + [log, d]

2. Falls v ein Gatter mit indeg(v) = 1, dann sei Kod'(v) = (10z€)2, wobei mit x die
gewiinschte einstellige Boolesche Funktion und mit e der Eingangsknoten kodiert
wird (mit |e| = [log, m]).
= |Kod'(v)| = 4 + [log, m]

3. Falls v ein Gatter mit indeg(v) = 2, dann sei Kod'(v) = (Odeiey)s, wobei d die
gewiinschte 2-stellige Boolesche Funktion und e; und e, die Eingéinge kodieren (mit
4] = 4, |e1] = |ea] = [ogy m)).
= |Kod'(v)| =5+ 2- [log, m]

Daraus folgt, dafl
|Kod'(S)| <m - (5+2- [log,m])

= g (5+2flogym)+1 > 92 (analog zur Vorlesung)
=m-(5+2-[logy,m]) +1> 2%

d—3 . .
Umm>2- QT zu zeigen, reicht es aus,

2d72 d—2 p
zu zeigen. Es gilt:

2d72 21172

B 2flogy () +1 < B2 (T+2((d - 2) — logyd)) + 1
< L7202 4 27 M(d — 2 — log, d)) + 1
< 1.4y 29472 4]
< g2t 4a
S 2d—2+2d—1_|_1
< 24
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Losung zu Aufgabe 15

I———{ d-Decoder

Yo Ya-1

Es werden 2¢ UND-Gatter mit einem (d+1)-Fan-In und d Inverter zur Invertierung der
Dateneingénge vy, ..., yq—1 benotigt. Jedes der UND-Gatter G; ist mit dem Dateninput
1 und fiir ¢ = 1,---,d entweder mit y; oder 7; verbunden. Fiir das Gatter G; mit j =
(Jg—1,° 5 Jo)2 mit (0 < j < 2¢ —1) wiihle folgende Belegung:

Eingang i (0 <i < d — 1): Ist mit y; verbunden, falls j; = 1, anderenfalls mit ;.
Eingang d: Hier liegt das Steuersignal 1 an.

1
v Zz
v, gj
Ya-1 —|= ij
N
20 Zgdg



Losung zu Aufgabe 16
a) (i) Anzahl der bendtigten Gatter:

Baustein | Anzahl verwendete Gatter )y
siehe 1.2.3.: 5 - 4 ( Ripple-Carry-Adder mit
Ay 2 zusétzlichem Ubertrag als Eingang, 40

Existenz 1-stufiger @-Gatter vorausgesetzt)
20 [fiir den A4-Baustein]
+ 8 [in 1. Stufe Carry-Select]
A : + 14 2 + 3 + 4 [2-stufige (!) UND-Gatter] 12
+ 4 [2-stufige ODER Gatter fiir Carry]

1 [Inverter]

Ry g 1 + 5 - (2 [UND] + 1 [ODER)) 10

Insgesamt werden also 98 Gatter benétigt.

ii) Zeitkomplexitit des Addiernetzes:

Um die Zeitkomplexitit des Netzes zu ermitteln, ist es ausreichend, zu bestimmen, wann
das Ergebnis des Ausgangs Rg anliegt. (Offensichtlich haben alle anderen Ausgéinge eine
geringere Komplexitét.) Nach 1.2.3. liefert ein Ripple-Carry-Adder sein Ergebnis in 2-n—1
ZE. Da hier auch an der ersten Stelle schon ein Ubertrag beriicksichtigt werden mus8, liefert
A, seine Ergebnisse nach 2 -n + 1 ZE. Das bedeutet, dafl die Ergebnisse vg, - - -, v4 bzw.
ug, - - -, ug nach 9 ZE verfiighar sind. Die Bestimmung von U mittels Carry-Select geschieht
in 6 ZE. Benennt man namlich die fiinf Eingéinge in das (grofie) ODER-Gatter (siehe
Vorlesung — 2-stelliges Carry-Select-Addierwerk) beim Carry-Select mit Cy, - -+, Cy, so
ergeben sich folgende Zeiten fiir die Bereitstellung eines giiltigen Wertes:

Eingang C() 01 02 03 04
Komplexitat [ZE] || 1 | 2 | 3 | 3 | 4

W@i =

Geschickte Bildung von Cy + C; + Cy + C3 + Cy (sieheﬁkizze) liefert U nach 6 ZE, also
noch vor dem Zeitpunkt, zu dem die Ergebnisse der A;-Bausteine vorliegen, so dafl U
nach 7 ZE vorliegt.




CpCy C2C5 Cy

U

Folglich miissen die Ergebnisse nur noch den Baustein R, g durchlaufen. Da U bereits
bestimmt ist, werden noch zwei weitere ZE benotigt (sieche Skizze).

Vi Uuj

— U

Folglich steht das Ergebnis nach 11 ZE.

b) 12-stelliges Carry-Select-Addiernetz:

Die Idee kann direkt aus der Vorlesung iibernommen werden. Der Aufbau eines Ripple-
Carry-Adder A,-Gatters mit Ubertrag als zusitzlicher Eingabe (insbesondere hier fiir n
= 6) ist bekannt. Bleibt also noch die Konstruktion eines Carry-Look-Ahead-Bausteins
Ag.

In diesem Fall berechnet sich der Ubertrag U zu:

U = z5-ys+ @5+ ys) 2a-ya+ (x5 +ys) - (x4 +ya) -3 Y3

(25 +ys) - (24 +ya) - (23 +Y3) - T2 - 2

+(5 +ys) - (T4 +ya) - (23 +y3) - (2 +42) 21 11

+(w5 +ys) - (T +ya) - (23 +y3) - (w2 +y2) - (21 + 1) - o - Yo

+(25 +ys) - (24 +ya) - (w3 +y3) - (w2 +y2) - (21 +y1) - (2o +10) - u

Das Schaltbild fiir A,, sieht also wie folgt aus:



X5Ys X4Ys X3¥3 X2¥s X1y XoYy
@nll
3
(1
.
@nll
.
(1
.
(1]
.
@nll
3
w Il o B o B~ l
Y T T ~
l_ A6 u
RG
U=R, R, R, R, R, R, R,
Der Aufbau des Bausteins R;5 ¢ ist klar. Folglich:
X11¥Y11 - X0 Yo
IIRINT i
Ri2.6
Ri2 Ri1 Rip Rg Rg R; Rg Rs;R4R3RoR R

Benennt man die sieben Eingéinge in das (groie) ODER-Gatter beim Carry-Select mit
Co, - - -, Cs, so ergibt sich folgende Komplexitit:

Eingang Co

Ch

Cy

Cs

Cy

Cs

Cs

Komplexitét [ZE] | 1

2

3

3

4

4

4

Geeigneter Einsatz von ODER-Gattern liefert Cy + - - - + Cg in drei ZE, so da{i Ris ¢ nach
insgesamt 8 ZE sowohl mit U als auch U beliefert wurde. Die Ergebnisse der Ag-Bausteine

4



sind nach 2 -6 4+ 1 = 13 ZE giiltig, so dafl das Endergebnis nach Durchlauf durch Ris g
nach 15 ZE ausgegeben wird.

Dieses Ergebnis I8t sich noch dadurch verbessern, daffl man statt der Ripple-Carry-
Addierer Ag 6-stellige Carry-Select-Addierer verwendet. Mit analoger Rechnung wie oben
ergibt sich, daf} diese die Ergebnisse nach 9 ZE liefern, das Endergebnis liegt in diesem
Fall also nach 11 ZE vor.

Losung zu Aufgabe 17

Hier bietet sich die Verwendung von CSA-Bausteinen an.

To 71 7o 73 74 75 g 7 T
N N A N I N
[ n-CSA | | n-CSA | [ n-CSA |
[(n+1)-CSA| n+1)-CSA
[(n+2)-CSA|
|
[(n+3)-CSA|

| n+4 i—ADDl

Diese reduzieren das Problem der Addition von neun n-stelligen Dualzahlen zunichst
auf das Problem sechs (n+1)-stellige Dualzahlen zu addieren. Im n#chsten Schritt kann
dieses Problem auf die Addition von vier (n+2)-stelligen Zahlen heruntergebrochen werden
werden, die jetzt in zwei Schritten addiert werden. Schliefllich werden die resultierenden
zwei (n+4)-Zahlen addiert. Es existiert keine giinstigere Berechnung mit Hilfe von CSAs,
da die maximal dadurch erzielbare Reduktion 3 — 2 Additionen in jeder Ebene erreicht
wird.

Die Gesamtkomplexitédt berechnet sich zu:

3+ 3+ 3+ 3[CSA] + [log2(n+4)] [ADD] ZE.

Losung zu Aufgabe 18

(a) Um einen Halbaddierer aus NOR-~Gattern zu konstruieren, reicht es aus, ein UND-
Gatter und ein XOR-Gatter mit NOR-Gattern wie folgt zu simulieren. Es gilt:

T = xlx
vty = (zly)lzly)

vy = (zlz)llyly)

@y = (TH+7Y)(r+y) * Maxterm von XOR *
= (@+l@E+y) Iz +y)l(=+y) * siche oben *
= (+y)d@T+79) Iz +y) * siehe oben *
= (@E+DIE@E+D))(ely)  F@t+y) =zly*
= (

zly) * siehe oben *
) ety =aly ¥
(zlz) L (ydy)) L (zly) * siehe oben *

5



Damit ergibt sich folgendes Schaltbild:

R U

(b) Fiir einen ausschlieBlich aus NOR-~Gattern bestehenden Volladdierer ergibt sich un-
ter Verwendung der in a) konstruierten Halbaddierer folgendes Schaltbild:

HA

HA




(c) Es ergeben sich folgende Schaltzeiten:
Resultat des Halbaddierers: 60 psec
Ubertrag des Halbaddierers: 40 psec
Resultat des Volladdierers: 120 psec
Ubertrag des Volladdierers: 140 psec
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Losung zu Aufgabe 19
a): Es gilt:
f = IL‘1'52'53'544‘?1'52'53'1'4/4—?1'52'1'3'1'44‘
e S fo
IL‘1'52'53'544‘%'1'52'53'1'454—331'52'1'3'1'44‘

~” ~~ ~~

fa fs fe
T 'Z‘Q'fg'f;;"i‘%’l * T2 'Tg'l’é‘F%‘l L 0 B 1 S W/
fr fs fo
= I 'fg'fg‘i‘fl 'Tg'l’4+l’1 'fg'f;{"‘
-~ o N ~~ g N ~~ g
fitfe=q f2+fa=g2 fatfs=g3
\.1'1 'fg'l'%‘i“xl ‘.fg'f;i—f—g?l ‘.1'2'.1'41

5+ fe=94 fr+fs=g5 fs+fo=ge
= T9'T3 + To- Ty + X1-T3 + X124
—— ~—— —— ——

g1+g93=h1  g2+ga=hs  g3+gs=h3z  gat+gs=ha

Ganz offensichtlich kann man f mit der Karnaugh-Methode nicht mehr weiter optimieren.
b) Dennoch ist diese Darstellung noch nicht optimal im Sinne der Anzahl der verwendeten
zweistelligen Operatoren, denn es gilt:

f = ?3 (T2 +$12+§4 - (T2 +$1)J

h1+;lr3:i1 h2+;4:i2
= \(fg, + 1'4) . (fg + 1‘1)1
. v.
11+22

Diese Darstellung ben6tigt nur 3 statt 7 zweistellige Operatoren.

Losung zu Aufgabe 20
a): Zunichst werden alle Implikanten von f bestimmt. Zur Veranschaulichung empfiehlt
es sich, die Funktionswerte in ein Karnaugh-Diagramm einzutragen:

0 0 1 1]as
T 2210 1 1 0] x4
0 0|0 O 1 1
0O 170 1 1 0
1 11 1 0 O
1 011 0 0 1

—_



Aus dieser Ubersicht kann nun leicht das Quine-McCluskey-Verfahren formal durchgefiihrt
werden:

fo = T Ty 2314 fot+tfi = g = T1-w3-74
fii = T xp- 2324 fitfe = g1 = T w14
fo = T x9-T3-14 fotfs = g = @2-T3-14
fs = @1 29Tz 14 fatfo = g3 = w1-12-T3
fi = X1 -22-T3-Ty fatfs = g4 = 31-T3-Ty
fs = X1 Ty -T3-Ty fs+fe = g5 = @1-To Ty
fo = @1 -Ty 13-4 Jet+fr = g6 = To- w374
fr = Ty Ty 137y Jr+fo = g1 = T1 Ty 13

Da das Verfahren keine weiteren Vereinfachungen zuldfit, sind dies alle Implikanten.
b): Die Primimplikanten lassen sich leicht ablesen:

Ty T3 Ty Ty T Xy
Tg - T3 Ty 1T T3
Ty - T3 Ty 1T - Ty
To - T3 Ty Ty T2 23

Wie man auch dem Karnaugh-Diagramm entnehmen kann, sind dies alle Primimplikanten.
c): Wihle als Darstellung etwa:

f1 = fl'$3'1‘4+$2'53'JI4+5L’1'53'544‘52'1'3'54
f2 = fl'IL‘Q'JI4‘|‘IL’1'$2'53+$1'52'f4+51'fg'l‘g

Da jeder Primimplikant genau von zwei Mintermen impliziert wird und es acht Minterme
gibt, sind diese Darstellungen optimal. Eine analoge Begriindung wére: Da die zugehorigen
Primblocke im Karnaugh-Diagramm disjunkt sind (nur horizontale bzw. nur vertikale
Blocke), sind diese Darstellungen optimal.

Losung zu Aufgabe 21

a): Die Idee ist es, die einzelnen Summanden sukzessive zu addieren. Dazu geht man
davon aus, das die Delays zu Beginn mit Nullen gefiillt sind. Dieser Inhalt (die Zahl 0) ist
dann der erste Summand, zu dem die erste der 8-stelligen Dualzahlen addiert wird. Das
Ergebnis wird in den Delays gespeichert und dient erneut als Operand fiir die néchste
Addition. Das Schaltnetz sieht folgendermafien aus:



€7 €5 €5 €4 €3 €9 €1 €

100 11-ADD

“

b): Der zugehorige

Mealy-Automat A = (Q, %, A, g5, F, 0) ist definiert durch:

| Tupelelement | Idee
Q= BY Wir benétigen 11 Register, um das Ergebnis (und die Zwischenwer-
te) zu speichern.
Y =B Die Eingabewerte sind 8-stellige Dualzahlen.
A_ Bl Nach jeder Addition soll der komplette Inhalt der Register (Delays)
ausgegeben werden.
0 0 Zu Beginn sind alle Delays gel6scht, enthalten also den Wert 0
¢ =(0,...,0) (hierauf werden die Summanden sukkzessive addiert).
F=0 Wir benotigen keinen ausgezeichneten Zustand.
5:QXT QXA (g0) > (@ egde).
Dabel ist mit @ jeweils die Addition der bindren Zahlen in IFy: (=
Abschneiden des Ubertrags) gemeint, also:
)
d: (q = (ql()a"' 7q0)7€ = (677"' 760)) = (q~: (q~107-" 7@0)7@)7
wobei:
410, - -+ ,0)2 = e 0,e7,...
(q107 7q0)2 (qu; 7q0)2 +12(0707 ) €7, 760)2
mod?2

Das hier beschriebene Schaltwerk ist in der Lage, zwischen zwei und acht 8-stellige Dual-

zahlen korrekt zu addieren. Um zu erreichen, dafl das Schaltwerk nur sechs Zahlen ad-
diert, kann man einen zusétzlichen bindren Zihler einbauen, der die Eingaben zdhlt. Im

Mealy-Automaten

entspricht dies einer zusétzlichen Komponente in jedem Zustand, d. h.

(QQ = B x B3. Endzustiinde sind dann alle Zusténde, in denen die letzte Komponente
gleich (110), ist, und die Ausgabe ist immer dann leer, wenn der Zustand kein Endzustand

1st.




Losung zu Aufgabe 22

Zunéchst noch einmal das Schaltwerk:

o
D

qn— k-2

qn—k—3 [N

g

—(+)
)

(0

e
)

9,

o

€ qn—k— 1

Der Mealy-Automat A = (Q, %, A, g5, F,0) zur Polynom-Multiplikation iiber dem endli-
chen Korper IF ist gegeben durch:

| Tupelelement | Idee |
Q= Wir benétigen (n—k) Register, in denen die zu Terme des Polynoms

- gespeichert werden.
Die Eingabewerte geben den Koeffizienten des Eingabepolynoms

=1 an. Diese werden sukzessive in die Multiplikationskette geschoben,
beginnend mit dem ho6chsten Koeffizienten.

A-TF Nach dem i-ten Schritt wird der Koeffizient von 2" ~* des Ergebnis-
polynoms ausgegeben.

gs = (0,...,0) | Zu Beginn sollen alle Delays gel6scht sein.
F=0 Wir benotigen keinen ausgezeichneten Zustand.

5 : Q XY — Q X Aa ((qnfk717 s 7(1076) = ((€:ank71, R 7(11)760)

Die Zustandsverdanderung ist klar: Die Eingabe e kommt in das De-
0 lay ¢,_x—1, wihrend die Inhalte der anderen Delays um eine Stelle
verschoben werden. Bei der Eingabe wird dabei mit dem héchsten
Koeffizienten begonnen. Die Ausgabe a ergibt sich zu:

n—k—1

a=¢e-h,_1 ® @ gi+ hi
i=0

Dies ist unmittelbar aus dem Schaltwerk ersichtlich.

Auch hier kann man noch einen bindren Zihler einfiigen, der die eingegebenen Koeffizi-
enten zdhlt (vgl. Aufg. 21).
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Losung zu Aufgabe 23
a) Diese Losung verwendet einen Timer, der die verschiedenen Zeitpunkte bei der Losung
des WZK-Problems beschreibt. Die Zeitpunkte ¢ werden folgendermaflen definiert:

‘ t ‘W Z K B Inhalt ‘ Links Rechts ‘ Ausgabe binéir‘

ooooo | 1 1 1 1 0 wzk(O 0 Ly 010
oooor | 1 1 1 1 z wk® 0 F 000
ooozo| 1 0 1 O z wk @ E 111
ooo1r{ 1 0 1 O 0 wk Oz F 000
00100 1 0 1 1 0 wkO z Ly 100
oororj 1 0 1 1 w k@) z F 000
00110 0 0 1 O w k Wz E 111
oo1ir{ 0 0 1 O 0 k Owz Ly 010
01000 0 0 1 O z k @w F 000
01001 0 1 1 1 z k@ w E 111
01010 0 1 1 1 0 kz(O w Lk 001
01011 0 1 1 1 k 7z® w F 000
01100 0 1 0 O k z ©w E 111
01101 0 1 0 O 0 z Owk F 000
01110} 0 1 0 1 0 zO) wk Ly 010
01111y 0 1 0 1 z @ wk F 000
10000 0 0 0 O z 0 @wk E 111

Der Mealy-Automat A = (Q, X, A, qo, F, §) kann definiert werden durch:



| Tupelelement | Idee / Bemerkung |

Wir benétigen 5 Delays, um den Zeitpunkt ¢ = (t4,...,%) zu

_ s

Q=25 speichern.

S — g Es gibt keine Eingabe. Der Zustand ist durch den Zeitpunkt ¢
gegeben.
Es gibt fiinf verschiedene Ausgaben; diese werden folgenderma-
Ben definiert:

A=DB3

Ly | Lz |Lg | E | F
100 | 010 | 001 | 111 | 000

g0 = (0,0,0,0,0) | Der Automat startet zum Zeitpunkt ¢ = 0.
F ={(1,0,0,0,1)} | Zu diesem Zeitpunkt ist das Problem gelost.

5:Q,_>QXA7q}—>(q~7a),

wobei a = (ag, ay, ag) wie in der Tabelle definiert sind, Q' = {q €

Q | (Q)Z S 16}7 und q~ - (q~47 s aq~0) fllI' q= (q47 s 7q0) gegeben
ist durch:

(q~47"' 7q~0)2: (q4a"' aq0)2+1

b) Die in a) beschriebene Losung des WZK-Problems 148t sich wie folgt durch ein Schalt-
werk realisieren. Dabei werden die Eingénge der drei 5-MUX-Bauteile entsprechend der
Tabelle belegt. Die Anfangsbelegung der Register ist tg = --- =1, = 0.

0

1 1

i
G [t [t [] Hgﬁl [ 5-ADD

[

5-MUXs | :f 5-MUX; | :f 5-MUX,

l l l

a2 a ag

Losung zu Aufgabe 24
Mit der Bemerkung nach der Definition der Zweier-Komplementdarstellung ganzer Zahlen
gilt:

(Ka(2))2 = (Ki(7))2+1
— -1 -—z+1
= 2"—x (1)



Es folgt:
K> (((K2(z))2 + (Ka(y))2) mod 27) = K>((2" — 2+ 2" —y) mod 2") nach (1)
= Ky((2"™ — 2 —y) mod 2")
= Ky((—x —y) mod 2")

Losung zu Aufgabe 25
Fiir die normalisierte Gleitkomma-Darstellung, in der der Exponent in Zweier-Komplement-
Darstellung dargestellt wird, ergeben sich folgende Werte:

| Darstellung: | Gleitkomma | Festkomma |
grofite Zahl 2127 (1 — 27%) pi
kleinste Zahl 27128 . 9=l — 9=129 278
groBter Rundungsfehler (absolut) 2103 279
groBter Rundungsfehler (relativ) ﬁ 1

Dabei berechnet sich der absolute Rundungsfehler der Zahl x als |rd(z) — x| und der
relative Rundungsfehler als Mﬂ, wobei rd(z) die Zahl ist, auf die x gerundet wird.
Der grofite Rundungsfehler tritt in der Gleitkomma-Darstellung fiir z = 2127. (271 +2-24)
und in der Festkomma-Darstellung fiir x = 272 auf.

Losung zu Aufgabe 26

‘ Tupelelement ‘ Idee / Bemerkung ‘

Es werden 4n Register benétigt, um den Zustand
q=(x,2) = (Top_1,-..,%0, 220 1,---,20) ZU speichern:

e Das Schieberegister x ist 2n Bits gro3 und wird in den

Q — B4n . . .
hoherwertigen Stellen von ¢ kodiert.

e Der Akkumulator z benotigt 2n Bits und soll durch die
niederwertigen Stellen von ¢ reprisentiert werden.

Die einzelnen Bits der Bindrdarstellung von y werden sukzessive
durch die Multiplikationsschlange geschoben.

Nach jeder Operation soll der Akkumulator ausgegeben werden.
Dieser ist 2n Bits grof.

Der Wert x = (z,,...,%9)2 mufl oben mit n Nullen aufgefiillt
werden. Der Akkumulator ist zu Beginn geloscht (2n Nullen).
F=10 Es gibt keinen ausgezeichneten Zustand.

J:Q XX —=QXxA,(rz,e) — (T2, 2), wobei:

Y=108

A =B

qo = Onxn,1 TN .1'0027"

Ton—1y--- ,.I'o)

(
(Zon—1,- -+, 20)
(
(

SIS I
Il

Top—2,- -+, 20, x?nfl)
Zon—1,---,%20)2 + € (Tan_1,...,%0)2 (mod 2°7)

w
I




Losung zu Aufgabe 27

a) Die Idee hierbei ist es, jeweils drei Schritte auf einmal zu bearbeiten. Das wird dadurch
erreicht, dafl bei jedem Schritt drei Stellen der Eingabezahl y eingelesen werden. Diese
Stellen yo, y; und yo werden nun mit der Zahl = (Schieberegister) multipliziert und dann
entsprechend addiert. Hier bei bedeutet ,entsprechend®, dafl das Ergebnis y, - © um zwei
Stellen und das Ergebnis y; - « eine Stelle nach links geschoben in den CSA eingegeben
wird. Hieraus folgt, dafl eine Sonderregelung fiir das Schieberegister nétig ist, das nach
jedem Schritt um dre: Stellen rotieren muf}. Die CSA’s fithren schnelle Zwischenadditionen
durch, bevor die Werte mit einem ,,normalen* Addierer bearbeitet werden. Das Schaltwerk
ist in Abbikdung 1 gezeigt.

b) Das Schaltwerk aus a) kann durch folgenden Mealy-Automaten beschrieben werden:

‘ Tupelelement ‘ Idee / Bemerkung ‘

Es werden 28 Register benotigt, um den Zustand
q = (x,2) = (z13,...,%0,213,-.-,2) zu speichern. Dabei soll

_ 128

Q=25 x wieder den Inhalt des Schieberegisters beinhalten und z den
Zustand des Akkumulators représentieren.

v _ g3 Bei diesem Schaltwerk werden in jedem Schritt drei Stellen von

y eingegeben.

A = B!" Der Akkumulator ist 14 Bit grof.

Der Wert z = (z7,...,29)2 mul oben mit 7 Nullen aufgefiillt
werden. Der Akkumulator ist zu Beginn geloscht (14 Nullen).
F=10 Es gibt keinen ausgezeichneten Zustand.

g =0"27...200"

§:Q XY —=QxA, (xz,e) — (iZ,2),

wobei:
) r = (3013, ,xo)
zZ = (213, ..,Zo)
e = (e e1,6)
.'Z' = (1'10,...,1'3,1'13,1'12,1'11)
(2)2 = (213,---,20)2
+ ez - (xlla -5 20, 070)2
+ep - (w12, ..,20,0)2
+eg - (l‘lg, ce ,IL'O)Q (HlOd 214)
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Abbildung 1. Das Schaltwerk zu Aufgabe 27 a)



Losung zu Aufgabe 28

Wir zeigen, dafl die bisher verwendeten Addierwerke zur Addition von Zahlen aus INy auch
fiir Zahlen im Zweierkomplement verwendet werden kénnen, d.h. es sind keine zusétzlichen
Mechanismen zur Addition von Zahlen im Zweierkomplement nétig.

Seien also x,y ganze Zahlen in Zweierkomplement-Darstellung.

Wir fiihren folgende Fallunterscheidungen durch:

Dies

r,y > 0:
Dieser Fall ist trivial.

x>0und y <0:
In diesem Fall wird y dargestellt als Ky(—y). Aus der Vorlesung (Lemma) ist be-
kannt: a — b = a + (K3(b))2 (mod 2"). Damit folgt: v + Ky(—y) =2 — (—y) =z +y.

r<0und y>0:
Dieser Fall ist aufgrund der Kommutativitéit der verwendeten Operationen in einem
Addierwerk analog zum zweiten Fall.

r<0und y<O0:

Hier werden die Zahlen x und y durch Ky(—z) und Ky(—y) dargestellt. Mit dem
oben zitierten Lemma aus der Vorlesung folgt: Ko(—2)+ Ko (—y) = Ko(—2)—(—y) =
Ky(—z)+y=y—(—2)=z+y.

bedeutet, dal die bisher entwickelten Additionswerke weiterhin genutzt werden

konnen. Dies gilt auch fiir die Verfahren zur Beschleunigung der Addition.
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a) Hier besteht das Programm aus drei Vergleichs- / Vertauschblocken:

e Der erste Block besteht aus den Anweisungen 1-8. Dabei werden die Register R,
und Ry verglichen und gegebenenfalls vertauscht.

e Der zweite Block beginnt bei Anweisung 9 und endet mit Anweisung 17. Hier werden
die Register Ry und Rj sortiert.

e Der dritte und letzte Block geht von Zeile 18 bis Zeile 26, vergleicht das Register
R; mit dem (eventuell neu belegten) Register Ry und sortiert diese gegebenenfalls.

Es ist klar, dal durch diese Vergleiche (und Vertauschungen) die drei Zahlen in der
gewiinschten Reihenfolge sortiert werden.



| Adresse | Befehl Operand |

Kommentar

OO Ut i~ Wi — O

10
11

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27

LoadR
SubR
GotoLe
LoadR
StoreR
LoadR
StoreR
LoadR
StoreR

LoadR
SubR
GotoLe

LoadR
StoreR
LoadR
StoreR
LoadR
StoreR
LoadR
SubR
GotoLe
LoadR
StoreR
LoadR
StoreR
LoadR
StoreR
Stop

1

2
9
1
0
2
1
0
2

\]

3
27

N — WO N WONN

27

N O =N =

Lade den Wert von R; in den Akkumulator.
Subtrahiere den Wert von R,.

Ist Ry grofler als Ry dann weiter...

Sonst lade den Wert von R; in den Akkumulator.
Und speichere diesen in Rj.

Lade den Wert aus Rs...

...und schiebe ihn nach R;.

Lade den urspriinglichen Inhalt aus Rj...

..und schreibe diesen nach Ry. Jetzt ist §(Ry) >
§(Ry).

Lade den Wert von Ry in den Akkumulator.
Subtrahiere den Wert von Rj.

Ist R3 grofler als Ry dann sind die Werte richtig
sortiert.

Sonst lade den Wert von R, in den Akkumulator.
Und speichere diesen in Rj.

Lade den Wert aus Rs...

...und schiebe ihn nach Rs.

Lade den urspriinglichen Inhalt aus Rs...

...und schreibe diesen nach Rj.

Lade den Wert von R; in den Akkumulator.
Subtrahiere den Wert von R,.

Ist Ry grofler als Ry dann sind die Werte sortiert.
Sonst lade den Wert von R; in den Akkumulator.
Und speichere diesen in Rj.

Lade den Wert aus Rs...

...und schiebe ihn nach R;.

Lade den urspriinglichen Inhalt aus R;...

...und schreibe diesen nach R,.




b) Die Idee hier ist es, zwei Zeiger zu verwenden. Der eine Zeiger steht im Register
Ry und zeigt auf eine Adresse in der unteren Hilfte des Arrays. Der andere Zeiger ist
im Register R; gespeichert und adressiert die (an der Arraymitte gespiegelte) Adresse
101 — Ry. Nun werden die Inhalte der entsprechenden Speicherzellen vertauscht und die
Zeiger entsprechend verdndert. Dabei beginnt das Programm bei der Mitte des Arrays und
arbeitet sich bis an die Arraygrenzen vor, d.h. daf§ Ry dekrementiert und R; inkrementiert
wird.

‘ Adresse ‘ Befehl Operand ‘ Kommentar ‘
0 Load 51 Es werden jeweils die Speicherzellen Mg, ...
1 StoreR 1 ...und Mp, vertauscht. Dazu miissen...
2 Load 50 ...die entsprechenden Adressen geladen werden.
3 StoreR, 0 Speichere die linke Adresse.
4 LoadIR 0 Lade die Speicherzelle Mp, in den Akkumulator.
5) StoreR 2 Speichere den Wert temporér in Rs.
6 LoadIR 1 Lade die Speicherstelle Mg, in den Akkumulator.
7 StorelR 0 Lege in Inhalt des Akkumulators in der anderen
Speicherzelle ab.
8 LoadR 2 Hole den temporir gespeicherten Wert aus Rs...
9 StorelR 1 ...und schreibe in an die andere Adresse.
10 LoadR 1 Lade die Adresse auf der rechten Seite.
11 Add 1 Und gehe zur néichsten Adresse.
12 StoreR, 1 Speichere den neuen Wert.
13 LoadR 0 Lade die Adresse auf der linken Seite.
14 Sub 1 Und gehe zur nichsten Adresse.
15 GotoGt 3 Wenn nicht 0, dann weitermachen.
16 Stop Fertig.
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Hier wird das bisher berechnete Minimum bzw. Maximum in dem Register R; bzw. Ry
gespeichert und das Feld von der Zelle My, ab durchsucht. In jedem Schritt wird der
Inhalt der Speicherzelle Mp, mit dem Wert von R; und R, verglichen und dann gege-
benenfalls iibernommen. Nach Beendigung der Suche, d.h. nach Erreichen der Adresse 0,

werden die Werte in die entsprechenden Speicherpliatze Mjy; und Mg, iibertragen.

| Adresse | Befehl Operand | Kommentar

0 Load 100 Lade die Adresse der letzten Zahlenadresse.

1 StoreR, 0 Speichere sie im Register Ry, das als Zeiger dient.

2 LoadIR 0 Lade die Zahl in My in den Akkumulator.

3 StoreR, 1 Diese Zahl ist Startminimum...

4 StoreR 2 ... und Startmaximum.

5 LoadR 0 Lade die Adresse der letzten bearbeiteten Zahl.

6 Sub 1 Gehe zur neuen Adresse.

7 GotoEq 20 Wenn bei Adresse 0 angelangt, beenden.

8 StoreR 0 Anderenfalls speichere die neue Adresse.

9 LoadIR 0 Lade die Zahl an der neuen Adresse in den Akku-
mulator.

10 SubR 1 Subtrahiere das bisherige Minimum.

11 GotoGt 14 Ist das Ergebnis groier als 0 7 (Sonst neues Mini-
mum)

12 LoadIR 0 Lade die Zahl erneut.

13 StoreR 1 Und speichere diese im Minimumregister M;.

14 LoadIR 0 Lade die Zahl an der neuen Adresse in den Akku-
mulator.

15 SubR 2 Subtrahiere das bisherige Maximum.

16 GotoLe 5 Ist das Ergebnis kleiner als 0 7 (Sonst neues Ma-
ximum)

17 LoadIR 0 Lade die Zahl erneut.

18 StoreR, 2 Und speichere diese im Maximumregister M.

19 Goto 5 Sonst wiederhole den Vorgang mit der néchsten
Adresse.

20 LoadR 1 Lade das Minimum in den Akkumulator...

21 StoreM 101 ...und speichere es an Adresse Miq;.

22 LoadR 2 Lade das Maximum in den Akkumulator...

23 StoreM 102 ...und speichere es an der Adresse Migs.

24 Stop Das war es...
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In diesem Programm wird der Zihler n, der im Register Ry enthalten ist, dekrementiert,
bis er den Wert 0 erreicht hat. In jedem Schritt wird aus den Werten F'(i —2) und F'(i —1),
die im Register R; bzw. Ry enthalten sind, der Wert F'(i) berechnet und in das Register
R5 eingetragen, danach wird der Inhalt von R, in das Register R; geschrieben. Nach n
Schritten befindet sich somit das gewiinschte Ergebnis im Register R;.

| Adresse | Befehl Operand | Kommentar |

0 Load 1 Lade den Wert 1 in den Akkumulator.

1 StoreR 1 Register Ry enthélt nun den Wert F'(1) = 1.

2 StoreR 2 Register Ry enthélt nun den Wert F'(2) = 1.

3 LoadR 0 Lade n in den Akkumulator.

4 Add -1 Subtrahiere 1 von der Anzahl der noch durch-
zufiithrenden Schritte.

5) GotoEq 13 Wenn nur noch 0 Schritte durchzufiihren sind,
dann beende das Programm.

6 StoreR 0 Anderenfalls speichere die Anzahl der verbleiben-
den Schritte.

7 LoadR 2 Lade den Wert von F'(i — 1) in den Akkumulator.

8 AddR 1 Addiere den Wert von F'(i —2) um F'(i) zu berech-
nen.

9 StoreR 2 Lege F'(i) in Ry ab.

10 SubR 1 Subtrahiere F'(i — 2) um F(i — 1) zu erhalten.

11 StoreR 1 Und lege den Wert F'(i — 1) in Ry ab.

12 Goto 3 Wiederholen.

13 Stop Beende das Programm. Das Ergebnis steht in R;.

Dieses Programm bendtigt nur drei Register zur Ermittlung der n-ten Fibonacci-Zahl.



Losung zu Aufgabe 32
Es gilt: Ein Von-Neumann-Rechner mit endlichen Speicher und selbstmodifizie-
rendem Programm kann durch einen Mealy-Automaten beschrieben werden.

Beweis: In einem Von-Neumann-Rechner R existiert nur eine begrenzte Anzahl von Re-
gistern, wie etwa der Akkumulator A, ein Multiplikationsregister MR, ein Linkregister L
sowie ein Pufferregister MBR (vgl. Oberschelp/Vossen: Rechneraufbau und Rechnerstruk-
turen). Zusétzliche Register werden benétigt, um etwa die aktuell auszufithrende Position
im Assemblerprogramm zu speichern. Seien also insgesamt k£ Register verfiighar. Diese
Register konnen jeweils (da dies sonst der Annahme des endlichen Speichers widerspre-
chen wiirde) nur endlich viele verschiedene Werte aufnehmen. O.B.d.A. gehen wir davon
aus, daf} es sich hierbei um natiirliche Zahlen aus I' = {0,...,n;} handelt. Der endliche
RAM-Speicher enthilt sowohl das Programm als auch die Daten. Er besteht (da endlich)
aus m Speicherzellen, die jeweils Werte aus einem endlichen Symbolalphabet beinhalten.
Dieses Symbolalphabet sei 0.B.d.A. durch Q = {0,...,ny} gegeben. Hieraus folgt, dafl
wir den kompletten Zustand des Von-Neumann-Rechners R durch ein Tupel der Form
(1, Ths Y1y - -5 Ym) € TF x Q™ modellieren kénnen. Als Eingabealphabet Y wihlen
wir die leere Menge. Auch auf Ausgaben koénnen wir verzichten und setzen A = (). Un-
ser Anfangszustand ¢ ist durch die anfingliche Registerbelegung in den z; und die im
Speicher enthaltenen Instruktionen bzw. Daten in y; gegeben. Auf einen ausgezeichneten
Zustand verzichten wir und setzen: F' = ). Unsere Ubergangsfunktion § bildet nun in
jedem Schritt den Zustand, d.h. die Registerinhalte sowie den Speicher auf die Register-
und Speicherbelegungen nach der Abarbeitung der aktuellen Instruktion ab. Befindet sich
die Maschine beispielsweise in Zustand ¢ = (z1,...,Zk, Y1, - ., Ym) und wird der Befehl
StoreM 1 ausgefiihrt (der Akkumulator enthalte den Wert 7), so gilt

5((x1,...,xk,y1,...,ym)) = (2%, 2y, ),

wobei der Instruktionszeiger (beispielsweise durch x5 gegeben) eine Stelle weiterriickt
(zf = x5 + 1), die Speicherzelle 1 den Wert 7 enthélt (y; = 7) und alle anderen Kom-
ponenten unveréndert bleiben (z; = z; und y; = y; fiir alle i € {1,... &k} \ {5} und
j€{2,...,m}). In analoger Weise kénnen séamtliche Assemblerbefehle in eine geeignete
0-Abbildung iiberfiihrt werden.

Daraus folgt die Behauptung.
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Losung zu Aufgabe 33
a) Nach der ersten Ausfiihrung von Zeile 9 liegen folgende Belegungen vor: (siehe auch
kommentiertes Programm in Aufgabenteil c))

e Register: Wie man leicht sieht, wird lediglich das Register Ry in den Zeilen 1 bis 9
benutzt. Nach dem Schleifendurchlauf (Zeile 2 bis Zeile 7) wird in Zeile 8 mit Load
2 der Wert 2 in den Akkumulator geladen und dann (Zeile 9) in das Register Ry
geschoben (StoreR 0).

e Speicher: In den Zeilen 1 und 2 wird der Inhalt der Speicherzelle Mj in das Re-
gister Ry transferiert. In die dadurch adressierte Speicherzelle Mg,y wird eine 1
geschrieben (Zeile 3,4). Ry wird nun heruntergezihlt (Zeile 6: Sub 1), bis durch
das Subtrahieren der Wert 0 erreicht wird. Dabei wird jedesmal eine 1 in die ent-
sprechende Speicherzelle geschrieben. Man beachte jedoch, dal das Dekrementieren
nach dem Speicherzugriff stattfindet, so dafl kein Zugriff auf die Speicherstelle M,
vorgenommen wird.

Ro [ Mo | My [ My [ ... | My s | My | Mysr [ My
2 n 1 1 1 1 ?

b) Das Programm enthilt zwei Fehler:

e Fehler 1: Beim Lischen der Vielfachen der Primzahl p wird diese selber geldscht.
Das Programm beginnt beim Loschen der Vielfachen der Primzahl p = Ry mit der

Zahl L%J - p, d.h. mit dem grofiten Vielfachen von p, das kleiner ist als M. Die

Abbruchbedingung im Zeile 19 (GotoGt 13) fiihrt erst dann zu einem Abbruch,
wenn durch das Subtrahieren die Zahl 0 erreicht wird, verzweigt also auch dann
zur Zeile 13, wenn der Akkumulator den Wert p enthélt. In die Speicherzelle M, =
Msr,) = Ms(ry) wird nun nach dem Verzweigen die Zahl 0 eingetragen.

Losung: Nach Beendigung der Schleife Zeile 13 bis Zeile 19 muf$ in die Speicherzelle
M, = Msg,) der Wert 1 geschrieben werden.

e Fehler 2: Die gefundene ndchsthohere Primzahl in Ry wird tiberschrieben.
Nach dem Markieren der Nichtprimzahlen (Vielfache von p) mufl die néchsthohere
Primzahl p gesucht werden. Dies geschieht in den Zeilen 20 bis 27 des urspriinglichen



Programms. Dort werden die Speicherzellen M; (i =p+1,p+ 2,...) solange nach
einer Eins durchsucht, bis entweder eine neue Primzahl p gefunden wurde oder aber
iiber die Zahl n = §(M,) (die betrachtet werden soll) hinausgelaufen wurde. Die
Abfrage, ob die Speicherzelle Mg, eine 1 enthélt, geschieht in den Zeilen 25 und
26 (LoadIR 0, GotoGt 9).In der Zeile 25 wird der Inhalt der Speicherzelle Ms g,
in den Akkumulator geladen. In Zeile 26 erfolgt der Sprung, wenn der Akkumulator
nun eine 1 enthélt. In diesem Fall enthilt das Register Ry die neue Primzahl p. Nun
geschieht der Fehler: Beim Sprung in die Zeile 9 wird der Inhalt von Ry durch den
Akkumulator iiberschrieben, d.h. Ry enthélt nun eine 1.

Losung: Ersetze Anweisung 26 (bzw. 28) durch GotoGt 10.

c¢) Hier also das korrekte kommentierte Programm:

‘ Adr. ‘ Befehl Op. ‘ Kommentar

1: | LoadM 0 Lade die Zahl n aus M, in den Akkumulator.
2: | StoreR 0 | Speichere sie im Register R.
3: | Load 1 | Lade eine 1 in den Akkumulator.
4: | StoreIR 0 Schreibe die 1 an die Speicherstelle Mg,y = M,.
5: | LoadR 0 | Lade die Adresse in den Akkumulator...
6: | Sub 1 | und erniedrige die Adresse um 1.
7: | GotoGt 2 | Wiederhole, bis die Speicherstellen M,,, ..., M; mit Einsen
belegt sind.
8: | Load 2 | Lade die Startprimzahl p = 2 in den Akkumulator...
9: | StoreR 0 | ...und speichere sie als Schrittweite in R.
10: | LoadM 0 | Lade die Zahl n = §(M)) in den Akkumulator.
11: | DivR 0 | Teile sie durch die Primzahl p (runde ab)...
12: | MulR 0 .. und multipliziere sie mit p. (D.h. bilde: {%J - p).
13: | StoreR 1 | Speichere die aktuelle Position im Register R;.
14: | Load 0 Lade die Zahl 0 in den Akkumulator.
15: | StoreM 1 | Die Zahl 1 ist keine Primzahl, also M; 16schen.
16: | StoreIR 1 | R; enthélt ein Vielfaches von p, also Msg,) mit 0 belegen.
17: | LoadR 1 | Lade die Position in den Akkumulator...
18: | SubR 0 .. und subtrahiere p um zum néchstkleineren Vielfachen
zu gelangen.
19: | GotoGt 13 | Wiederhole, wenn noch nicht alle Vielfachen geléscht.
20: | Load 1 | Lade eine 1 in den Akkumulator.
21: | StoreIR 0 | Die Zahl p in Ry ist Primzahl, Msg,) wurde aber geloscht
(siehe b)). Also wieder eine 1 reinschreiben.
22: | LoadR 0 | Lade die letzte Schrittweite in den Akkumulator...
23: | Add 1 ... und erhohe sie um eins.
24: | StoreR 0 | Speichere die neue Schrittweite in Ry.
25: | SubM 0 | Subtrahiere die Zahl n.
26: | GotoGt 30 | Wenn die Schrittweite grofer ist als n, dann ist das Pro-
gramm fertig.
27: | LoadIR 0 | Lade den Inhalt von Mg,y in den Akkumulator.
28: | GotoGt 10 | Ist dieser = 1, so ist die neue Schrittweite eine Primzahl.
Filtere also deren Vielfache raus.
29: | Goto 22 | Anderenfalls versuche es mit der néichsten Schrittweite.
30: | Stop Das war es...
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Der Trick liegt darin, dafl man s; induktiv berechnen kann als:

0 fallst =0
S; = Si—1 + a; falls 1 <17 <10
S;_1+a; —a;_1p sonst

Im folgenden Programm enthélt das Register Ry den Wert s;, wihrend R; den Wert ¢
selber, Ry die Zahl ¢ — 10 und R3 die Zahl 7 + 100 enthélt.

‘ Adr. ‘ Befehl Op. ‘ Kommentar ‘
1: | Copy RO,0 Lade den Wert sy = 0 in das Register R,.
2: | Copy R1,1 Lade die aktuelle Adresse ¢ = 1 nach R;.
3: | Copy R2,-9 | Lade den Wert i — 10 = 6(R;) — 10 = —9 nach R,.
4: | Copy R3,101 | Lade den Wert ¢ + 100 = 6(R;) + 100 = 101 nach R;.
5: | LoadIR 1 Lade den Wert a; in den Akkumulator...
6: | Add RO,RO0 | ...und addiere ihn auf Ry, das nun den Wert s; ;1 + a;
enthélt.
7: | LoadR 2 Lade den Wert ¢ — 10 in den Akkumulator.
8: | GotoGt 11 Wenn (i — 10) > 0, also ¢ > 10, dann subtrahiere a;_1.
9: | LoadR 0 Sonst lade den Wert s; in den Akkumulator.
10: | Goto 13 Und springe zur Verarbeitung des Wertes.
11: | LoadIR 2 Lade den Wert 0 in den Akkumulator.
12: | Sub «,R0O Berechne den Wert —a;_q.
13: | StoreIR 3 Speichere s; in Adresse M;1g0-
14: | Load 1 Lade die Zahl 1 zum Inkrementieren in den Akkumulator.
15: | Add R1,R1 | Gehe zur neuen Adresse (i :=i+ 1).
16: | Add R2,R2 | Berechne das neue i — 10.
17: | Add R3,R3 | Berechne das neue 7 + 100.
18: | LoadR 1 Lade die neue Adresse in den Akkumulator.
19: | Sub 100 Subtrahiere 100, d.h. Akku enthélt 1, wenn ¢ = 101.
20: | GotoLe 5 Wenn nicht, wiederhole.
21: | Stop

Das Programm benétigt 100 (Zeile 6) + 100 (Zeile 15) + 100 (Zeile 16) + 100 (Zeile 17)
= 400 Additionen sowie 90 (Zeile 12) + 100 (Zeile 19) = 190 Subtraktionen.
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a) 5(&) = 5(M5(R0)).

‘ Befehl Op. ‘

Mikroprogramm

LoadIR 0 | 1) Schalte wy, rm.

3) Schalte mbrin.
4) Schalte wm, ra.

2) Schalte mbrmar.

b) 6(ar) := max(d(Rp), 0(Ry)).

‘ Befehl Op. ‘ Mikroprogramm
LoadR 0 | 1) Schalte wy, ra.
SubR 1 | 1) Schalte w;.
2) Anweisung ALU: Subtrahiere.
3) Schalte akk.
Falls Akku kleiner Null Sonst
Befehl Op. ‘ Mikroprogramm | | Befehl Op. ‘ Mikroprogramm

| LoadR 0 | 1) Schalte wy,ra. | | LoadR 1 | 1) Schalte wy,ra. |
¢) 0(a) == 6(Mi(ro)-ats(ry))-
‘ Befehl Op. ‘ Mikroprogramm
LoadR 0 | 1) Schalte wy, ra.
Mul 4 | 1) Anweisung ALU: Multipliziere.
AddRr 1 | 1) Schalte w;.
2) Anweisung ALU: Addiere.
3) Schalte akk.
StoreR 2 | 1) Schalte wa,r;.
LoadIR 2 | 1) Schalte wsy, rm.
2) Schalte mbrmar.
3) Schalte mbrin.
4) Schalte wm, ra.
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Die Idee hier ist es, im Register R; die Anzahl der aufeinanderfolgenden Nullen zu z&hlen
und dieses Register dann bei der 1-er Folge wieder zu dekrementieren. Dadurch wird ein
einfaches Kriterium (R; = 0) fiir den Programmabbruch gewonnen.
Zunichst sucht das Programm nach der ersten 1 (Zeile 2 bis 5) und setzt das Register
Ry dann auf -1. Dadurch ist garantiert, dafl durch das Dekrementieren R; niemals den
Wert 0 annimmt und diese Programmschleife also bis zur néchsten 0 durchlaufen wird.
Jetzt wird der Zidhler Ry auf Null gestetzt (Zeile 16) und die aufeinanderfolgenden Nullen
werden gezihlt (Zeile 17-23). Sobald eine 1 gelesen wird, springt das Programm in die
Programmschleife, die die len bearbeitet und dabei R; herunterzéhlt.

‘ Adr. ‘ Befehl Op. ‘ Kommentar
1: | Copy RO,0 | Wir beginnen bei Adresse 1 (da R, sofort inkrementiert
wird, setze also: Ry := 0).
2: | Load 1 Lade eine 1 in den Akkumulator zum Inkrementieren...
3: | Add RO,RO | ... und erhohe die Position um eins.
4: | LoadIR 0 Lade das Zeichen, das in dieser Position steht.
5: | GotoEq 2 Wenn es eine 0 ist, dann lese die néchste Stelle.
6: | Copy R1,-1 | Ansonsten setzte die Anzahl vorldufig auf -1, um die Einsen
zu iiberlesen.
7: | Load 1 Lade eine 1 in den Akkumulator zum Inkrementieren.
8: | Add RO,RO | ... und erhohe die Position um eins.
9: | Load -1 Lade eine -1 in den Akkumulator zum Dekrementieren.
10: | Add R1,R1 | ... und erniedrige die Anzahl um eins.
11: | Load R1 Vergleiche die Anzahl mit 0.
12: | GotoEq 25 Wenn ja, dann wurde das ¢ gefunden.
13: | LoadIR O Lade das Zeichen, das auf der aktuellen Position M;sg,)
steht.
14: | GotoEq 16 Wenn dort eine 0 steht, dann verlasse die Schleife.
15: | Goto 7 Ansonsten lese weitere Einsen.
16: | Copy R1,0 | Setze die Anzahl der gelesenen Nullen auf 0.
17: | Load -1 Lade eine -1 in den Akkumulator zum Dekrementieren.
18: | Add R2,R0 | Und setze R, auf das potentielle ¢, das sich eine Stelle vor
der ersten Null befindet.
19: | Load 1 Lade eine 1 in den Akkumulator zum Inkrementieren.
20: | Add R1,R1 | ... und erhohe die Anzahl um eins.
21: | Add RO,RO | ... und erhohe die Position um eins.
22: | LoadIR O Lade das Zeichen, das in dieser Position steht.
23: | GotoEq 19 Wenn es eine Null ist, dann lese die néchste Stelle.
24: | Goto 7 Anderenfalls bestimme die Anzahl der Einsen.
25: | Stop Die Zahl i steht im Register Rs.




RWTH AACHEN Ahornstr. 55
LEHRSTUHL FUR INFORMATIK I 52056 Aachen
Prof. J. Hromkovié

Ubungen zur Vorlesung
,Rechnerstrukturen®

29. Juni 1998

Musterlésungen zu Blatt 9

Losung zu Aufgabe 37
Fiir dieses Programm wird erwartet, dafy die Parameter folgendermaflen iibergeben wer-
den:

Das Register R; enthélt die Hohe k£ der Matrix A.

In R, befindet sich die Breite ¢ der Matrix A.

Die Hohe k' der Matrix B wird im Register R3 iibergeben.

Die Breite ¢’ dieser Matrix ist durch R, gegeben.

Dies kann offensichtlich durch vier Copy-Befehle erreicht werden. Anstatt von festen Po-
sitionen der Matrizen werden diese ebenfalls als Parameter iibergeben.

e Die Adresse der Matrix A ist im Register R5 gespeichert.
e Die Position von B wird mit Rg iibergeben.

Die festen Adressen fiir die Matrix A (4) und Matrix B (k- ¢+ 4) kénnen durch folgende
Assembleranweisungen bestimmt werden:

‘ Adr. ‘ Befehl Op. ‘ Kommentar ‘
1: | Copy R5,4 Die Matrix A befindet sich stets an Adresse 4.
2: | Mul R6,R1,R2 | Die Adresse von B berechnet sich zu: k - ¢ + 4.
3: | Add R6,R6,R5

Da Multiplikationen bei den meisten Prozessoren teuerer sind als Additionen wird das
Assemblerprogramm dahingehend optimiert, dafl keine Multiplikationen benutzt werden.
Dazu werden die neuen Adressen bei Zeilenspriingen stets durch Offsetverschiebungen
und nicht durch Multiplikationen berechnet.



‘ Adr. ‘ Befehl Op. Kommentar
1: | Sub R1,R1,R3 Maximale y-Position bestimmen, in der Matrix B
in A liegen kann. Dieser Wert dient auch gleichzei-
tig als Offsetverschiebung.
2: | Copy R7,R5 Dies ist die Adresse (!), in der die Suche in A star-
tet.
3: | Add R8,R2,-1 Dies ist die Anzahl, die in A noch in x-Richtung
zu bearbeiten sind.
4: | Sub R8,R8,R4 Davon muf} natiirlich die Breite der Matrix B sub-
trahiert werden.
5: | Add R9,R1,-1 Dies ist die Anzahl der Stellen, die A noch in y-
Richtung zu bearbeiten ist.
6: | Copy R10,R7 Dies ist die Startposition in Matrix A, von der ab
an A durchsucht wird.
7: | Copy R11,R6 Die Matrix B wird von links oben durchsucht und
jeweils mit A verglichen.
8: | Copy R13,R4 Es miissen ¢ Werte in x-Richtung verglichen wer-
den...
9: | Copy R12,R3 ..und k" Werte in y-Richtung, um die gesamte Ma-
trix B auf A zu legen.
10: | Sub R14,[R10],[R11] | Lade den Wert aus A in den Akkumulator und
subtrahiere den Wert aus Matrix B.
11: | GotoEq 13,R14 Weitermachen, wenn = 0 also Werte gleich sind.
12: | Goto 21 Sonst mit néichster Position versuchen.
13: | Add R10,R10,1 Nachste Position in A.
14: | Add R11,R11,1 Nichste Position in B.
15: | Sub R12,R12,1 Es wurde eine weitere Stelle bearbeitet.
16: | GotoGt 10,R12 Wenn die Spalte noch nicht bearbeitet wurde,
dann néchste Position.
17: | Add R10,R10,R1 Ansonsten gehe mit Offsetverschiebung in die
nichste Zeile von A.
18: | Sub R13,R13,1 Anzahl der noch zu bearbeitenden Zeilen.
19: | GotoGt 9,R13 Wenn diese grofler als 0 ist, weitere Zeile bearbei-
ten.
20: | Goto 29 Ok, wir haben B in A gefunden.
21: | Add R7,R7,1 Neue Position in der Suche in A.
22: | Sub R9,R9,1 Anzahl der zu bearbeitenden Spalten.
23: | GotoGt 6,R9 Wenn noch Spalten zum Bearbeiten iibrig sind,
dann tue dies.
24: | Add R7,R7,R3 Springe (mit Offsetverschiebung in die néichste Zei-
le) ...
25: | Sub R7,R7,1 ... Position korrigieren.
26: | Sub R8,R8,1 Es wurde eine Zeile bearbeitet.
27: | GotoGt 5,R8 Sind noch Zeilen iibrig 7 Wenn ja, dann springen.
28: | Copy R14,1 Setze R4 auf 1, da nicht gefunden.
29: | Stop Programmende, R, enthilt den Wert 0, wenn B
in A gefunden wurde.




Losung zu Aufgabe 38

Fiir dieses Programm wird erwartet, dal} die Parameter folgendermaflen iibergeben wer-
den:

e Das Register 7y enthilt den Wert n.
e Im Register Ry befindet sich die Adresse der Matrix A.
e In R; befindet sich die Adresse der Matrix B.

e Das Register R, enthélt die Adresse berechneten Matrix A - B.

Die Gréfie n der Matrizen sowie die festen Adressen fiir die Matrix A (1), B (n*+ 1) und
A-B(2 n*+1) kénnen durch folgende Assembleranweisungen bestimmt werden:

| Adr. | Befehl Op. | Kommentar |
1: | Copy R2,1 Die Matrix A befindet sich stets an Adresse 1.
2: | Mul R3,[0],[0] | Die Adresse von B berechnet sich zu: n? + 1.
3: | Add R4,R3,R3 Die Zielmatrix an der Adresse 2 -n? + 1.
4: | Add R3,R3,1
5: | Add R4,R4,1
6: | Copy R1, [0] Lade das Register Ry mit dem Wert in Adresse 0.

Um die Darstellung zu vereinfachen, wurde hier die Bezeichnung [0] fiir den Inhalt von
Speicherzelle M, verwendet. Dies kann offenbar durch die Verwendung eines zusétzlichen
Registers umgangen werden. Auch hier wird wieder mit der Technik der Offsetverschie-
bung gearbeitet. Die Register sind wéihrend des Programmablauf folgendermaflen belegt.

e Die aktuelle Position in Matrix A wird im Register Ry festgehalten.
e Das Register Ry enthilt die aktuelle Position in Matrix B.
e Die Summanden a; - by; werden in Ry aufaddiert, um (A - B);; zu bestimmen.

e Das Register Rg enthilt die aktuelle Zeilenposition.



‘ Adr. ‘ Befehl Op. Kommentar
1: | Mul R9,R1,R1 Wir benétigen den Wert n? — 1.
2: | Sub R9,R9,1 Dieser steht im Register Ry.
3: | Add R5,R2,R9 Wir beginnen rechts unten in Matrix A.
4: | Add R6,R3,R9 Ebenso in der Matrix B...
5: | Add R4,R4,R9 .. und Matrix A - B.
6: | Copy R8,R1 Wir beginnen mit der Zeile n.
7: | Copy R7,0 Die Summe Zzzl ;i - bi; ist zuerst 0.
8: | Mul R10, [R5], [R6] | Bestimme den Wert a;j, - by;...
9: | Add R7,R7,R10 ... und addiere ihn zu R;.
10: | Sub R5,R5,R1 Gehe in die neue Spalte, also n Adressen weiter.
11: | Sub R6,R6,1 Gehe in die neue Zeile, also eine Adresse weiter.
12: | Sub R10,R2,R5 Wir wollen testen, ob R5 > Rs.
13: | GotoLeq 8,R10 Wenn ja, dann néchste Position berechnen.
14: | Copy [R4],R7 Sonst: (A - B);; eintragen.
15: | Sub R4,R4,1 Neue Position in A ... B.
16: | Add R5,R5,R9 Alte Position in B ermitteln.
17: | Add R6,R6,R1 Adresse der nichsten Zeile in A berechnen.
18: | Sub R8,R8,1 Subtrahiere die Zeilenposition.
19: | GotoGt  7,R8 Berechne die Spalte zu Ende.
20: | Sub R6,R6,R1 Gehe in die néchste Spalte.
21: | Add R5,R5,R1 Und in die letzte Zeile von A.
22: | Sub R10,R6,R3 Wir wiederholen, solange k6 > R3.
23: | GotoGt  6,R10 Bearbeite ggf. neue Spalte.
24: | Stop Ende

Hierbei wurde zur Vereinfachung der bedingte Sprungbefehl GotoLeq benutzt, der ein
Register darauf testet, ob der Inhalt kleiner oder gleich Null ist.

Losung zu Aufgabe 39

Bei Verwendung eines Stacks kann dieses Problem sehr einfach und elegant gel6st werden.
Da die Klammern nie den Wert 0 annehmen koénnen, dient dieser Wert an Adresse n + 1
zur Begrenzung des Eingabefeldes und als Endmarke. Der Stack beginnt an der Position
n + 2 und iiberschreibt daher die Endmarke nicht. Eine 6ffnende Klammer wird auf dem
Stack abgelegt (beginnend an Position n + 2). Wird eine Klammer geschlossen, so wird
diese mit dem Klammerwert auf dem Stack verglichen. Ist die Summe der Werte gleich
0, so wurde die Klammer korrekt geschlossen und die 6ffnende Klammer wird vom Stack
entfernt. Anderenfalls ist die Differenz zwischen Ausdruckszeiger Ry und dem Stackzeiger
R; ungleich Null, so daf} der berechnete Wert fiir R3 nicht Null ist. Wird bis zu der
Endmarke keine inkorrekte Klammerung festgestellt, so mufl noch verifiziert werden, daf}
alle gedffneten Klammern auch geschlossen wurden. Dies wird dadurch erreicht, daf die
Endposition (diese ist n + 1) von dem Stackpointer subtrahiert wird. Der Stackpointer
ist genau dann gleich n + 1, wenn keine Klammer mehr getffnet ist, so daf§ R3 nur dann
den Wert Null erhiilt, wenn die Klammerung vollstéindig abgeschlossen wurde. Beachte,
daB, wenn eine Klammer zuviel geschlossen wird, der Wert dieser Klammer zu 0 (der
Endmarke) addiert wird. Dies fiihrt zu einem resultierenden Wert ungleich 0, so daf} die
inkorrekte Klammerung erkannt wird.



‘ Adr. ‘ Befehl Op. Kommentar
1: | Add R1,[0],1 Der Stack beginnt an Adresse n + 1.
2: | Copy [R1],0 Die Null dient als Endmarke.
3: | Copy R2,0 R, enthilt die aktuelle Position.
4: | Add R2,R2,1 Gehe zur néichsten Position.
5: | Copy R3, [R2] Lade die Klammer an der aktuellen Position.
6: | GotoEq 14,R3 An der Endmarke angekommen 7
7: | GotoGt 11,R3 Schlieffende Klammer ?
&: | Add R1,R1,1 Oﬁnende, also néchste Stackposition.
9: | Copy [R1],R3 Trage dort die aktuelle Klammer ein.
10: | Goto 4 Und fahre mit der néchsten Position fort.
11: | Add R3,R3, [R1] | Addiere den Wert der schlieSenden Klammer auf
den der 6ffnenden auf dem Stack.
12: | Sub R1,R1,1 Losche die 6ffnende Klammer auf dem Stack.
13: | GotoEq 4,R3 Korrekte schliefende Klammer ?
14: | Sub R3,R2,R1 Wenn die aktuelle Position gleich der Stackpositi-
on ist, dann ist der Ausdruck korrekt.
15: | Stop R3 enthélt den Wert 0, wenn die Klammerung kor-
rekt war.

Losung zu Aufgabe 40

Hier ist die Idee einfach: Laufe das Feld beginnend bei 1 durch, sortiere jeweils die Werte
{a;,...,a;16} und trage den viertgroBten Wert in M; ein. In dem folgenden Programm ist
der Wert i stets im Register Ry gespeichert. Die Werte {a;, ..
cherzellen Mgy, ... Mgo7 iibertragen und dort mit einem vereinfachten Bubblesortver-
fahren sortiert. Dieses sucht (absteigend vom Ende des Arrays) nach einem Paar A, M,
mit M; > M, (j € {1001,...1006}), vertauscht dann diese Werte und beginnt erneut
beim Ende des Arrays. Wurde kein solches Paar mehr gefunden, so wurde das Array
Mioor, - . . Mygo7 aufsteigend sortiert. Der Wert Mig4 wird dann in den Speicherplatz M;

iibertragen und die néchste Stelle bearbeitet.

., 16} werden in die Spei-



‘ Adr. ‘ Befehl Op. ‘ Kommentar
1: | Copy R1,1 Wir beginnen mit ¢ = 1.
2: | Copy R4,1000 Wir benétigen diese Werte zur indirek-
ten...
3: | Copy R5,1001 Adressierung im Array.
4: | Copy R2,7 Es miissen 7 Werte kopiert werden.
5: | Sub R2,R2,1 Subtrahiere die Anzahl um eins.
6: | Copy [R6+R2], [R1+R2] Ubertrage den Wert a;+; an die Adresse
Mioo1+4-
7: | GotoGt b5,R2 Kopiere alle sieben Werte.
8: | Copy R2,6 Beginne am Ende des Arrays.
9: | Sub R3, [R4+R2], [R6+R2] | Vergleiche die Werte M; und M; ;.
10: | GotoLe 15,R3 Wenn der Wert M; < M;,, dann nicht
vertauschen.
11: | Copy R3, [R5+R2] Speichere den Wert aus M;; in Rs.
12: | Copy [R6+R2], [R4+R2] Schreibe den Wert aus M, nach M;_;.
13: | Copy [R4+R2] ,R3 Schreibe den alten Wert aus M;,; nach
Mj.
14: | Goto 8 Fiihre eine erneute Arraysuche durch.
15: | Sub R2,R2,1 Gehe zur néchsten Arrayadresse.
16: | GotoGt 9,R2 Und durchsuche das komplette Array.
17: | Copy [(R1], [1004] Trage den viertgrofiten Wert in a; ein.
18: | Add R1,R1,1 Bearbeite das néchste 1.
19: | Sub R2,995,R1 Berechne den Wert 995 — 4.
20: | GotoGt 4,R2 Wiederhole, wenn nétig.
21: | Stop Fertig.

Dieses Assemblerprogramm bendétigt sieben zusétzliche Speicherstellen und fiinf Register.
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Blatt 1
Aufgabe 1

Beweisen Sie den folgenden Satz aus der Vorlesung iiber die b-adische Darstellung natiirli-
cher Zahlen:

Satz: Sei b € N mit b > 0.
Dann ist jede natiirliche Zahl z mit 0 < z < ™ —1 (n € N) eindeutig als Wort der Lénge
n iiber dem Alphabet ¥, darstellbar durch

n—1 )
z=> z- b
i=0
mit z; € ¥, firi € {0,1,...,n— 1}.

Hinweis: Hierfiir miissen Sie konstruktiv die Fzistenz und mit Hilfe eines Widerspruchs-
beweises die Eindeutigkeit einer solchen Darstellung nachweisen. 10 Punkte

Aufgabe 2
Zeigen Sie, daB fiir die Struktur (B,+,-,7) fiir alle z,y,z € B die folgenden Gesetze
gelten:

(i) (z+y) -z =z (Verschmelzungsgesetze)
(z-y)+zr=x

(ii) x+ (y- 2) = (x + y) - (x + 2) (Distributivgesetz)

(iii) (r+y)=7-y (de Morgansche Regeln)

10 Punkte



Aufgabe 3
Zeigen Sie, dafl die Multiplikation einer beliebigen natiirlichen Zahl mit 8 sowie die Divisi-

on einer beliebigen natiirlichen Zahl durch 8 im Oktalsystem nur eine Stellenverschiebung
(Shift) ist. 10 Punkte

Aufgabe 4
Sei n = 3m,m € IN. Zeigen Sie, daf

(Zn—1zn—2 cee 2120)2 = ((Zn—1Zn—2Zn—3)8 cee (222120)8)8

gilt, d. h., zeigen Sie, daf}

n—1 m—1
S 228 = (z354273511%35)s &
=0 =0
gilt. 10 Punkte

Aufgabe 5

Stellen Sie die Multiplikation von zwei zweistelligen Dualzahlen a;as und b,bs als Schalt-
funktion M, : B* — B* dar, d. h. geben Sie fiir ; € {1,...,4} Boolesche Funktionen
fila1, ag, by, by) an, so daf

Mos(aq, az,b1,b2) = (fi(ar, az,b1,02), fa(ar, az, b1,b2), f3(a1, az, b1, b2), fa(ar, az, b1, b2))

gilt. 10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 27. April 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem
Sekretariat des Lehrstuhls.
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Blatt 2
Aufgabe 6

Zeigen Sie, daf§ die disjunktive Normalform (DNF) einer Booleschen Funktion in folgen-
dem Sinne eindeutig ist:
Seien I, I, C {0,...,2" — 1}. Dann gilt fiir jede Boolesche Funktion f : B" — B:

flzy,...,x,) = Zmi(xl,...,xn) = Zmi(xl,...,xn) =1, = I,.
el i€l

10 Punkte

Aufgabe 7

Beweisen Sie den folgenden Satz iiber die Darstellung einer Booleschen Funktion als Kon-
junktion von Maxtermen:

Satz: Sei n € IN,n > 1. Dann 148}t sich jede Boolesche Funktion f : B™ — B darstellen
als

T S N
(Bpseees Bn)EB™
F(B1,-sB1)=0
== H Mi(l'l,l'z,...,l'n).
i€{0,1,..,2n—1}—1I;
10 Punkte

Aufgabe 8
Zeigen Sie, dafl das System {|} funktional vollsténdig ist. 10 Punkte
Aufgabe 9

Sei die Boolesche Funktion f : B> — B gegeben durch

r1 Ty w3 | f(w1,79,73)
0O 0 O 0
0O 0 1 0
0O 1 0 0
0O 1 1 1
1 0 0 0
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1




Stellen Sie f dar in
a) disjunktiver Normalform (DNF),
b) konjunktiver Normalform (KNF),

d

)
)
¢) Ringsummen-Normalform (RNF),
) komplementfreier Ringsummendarstellung,
)

e) einer Darstellung, die nur 1 benutzt.

10 Punkte

Aufgabe 10
Sei die Boolesche Funktion f : B> — B gegeben durch

x1 wy w3 | f(w1,79,73)
0O 0 O 0
0O 0 1 1
0O 1 0 0
0O 1 1 1
1 0 O 1
1 0 1 1
1 1 0 0
1 1 1 1

Konstruieren Sie ein Schaltnetz fiir f, das nur die Gatter +, - und ~ benutzt, so daf3
a) die Anzahl der Stufen minimal wird,
b) die Anzahl der Gatter minimal wird.

10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 4. Mai 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem Sekre-
tariat des Lehrstuhls.
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Blatt 3
Aufgabe 11

a) Gegeben seien fertige Bauteile mit der Funktion eines 6-MUX. Konstruieren Sie
hieraus einen 8-MUX.

b) Beweisen Sie, dafl Thre Konstruktion korrekt ist.

c¢) Berechnen Sie die Komplexitét (Anzahl der Gatter) IThres 8-MUX-Entwurfs, ausge-
hend von der in der Vorlesung beschriebenen Komplexitit des 6-MUX.

10 Punkte

Aufgabe 12
Sei d = 2™,

a) Konstruieren Sie rekursiv einen d-MUX aus 2*™-MUX-Bauteilen.

b) Beweisen Sie die Korrektheit Threr Konstruktion.

¢) Berechnen Sie die Komplexitét (Anzahl der Gatter) Thres d-MUX-Entwurfs.
10 Punkte

Aufgabe 13
Zeigen Sie, dal man fiir d > 3 jede d-stellige Boolesche Funktion mit Hilfe eines (d — 1)-
MUX derart realisieren kann, dafl das entstehende Schaltnetz hochstens
d+3-(2471 —1)
Gatter enthélt. 10 Punkte

Aufgabe 14
Verbessern Sie die Aussage von Satz 2.2, indem Sie beweisen, daf fiir d > 9 eine d-stellige
Boolesche Funktion f existiert, so daf} jedes Schaltnetz fiir f mindestens

2d—3
a4
Knoten fiir ein ¢ € R, ¢ > 1 hat.
Versuchen Sie dabei, das ¢ so grofl wie moglich zu wihlen. 10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 11. Mai 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem Se-
kretariat des Lehrstuhls.
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Blatt 4
Aufgabe 15
Konstruieren Sie fiir d € IN einen d x 2%-Decoder, der Gatter von beliebigem Fan-in
benutzen darf. 10 Punkte
Aufgabe 16

a) Berechnen Sie die Anzahl der benétigten Gatter und die Zeitkomplexitét eines 8-
stelligen Carry-Select-Addiernetzes, das nur Gatter mit Fan-in < 2 benutzt.

b) Entwerfen Sie ein 12-stelliges Carry-Select-Addiernetz mit moglichst geringer Zeit-
komplexitit. Hierbei diirfen Sie Gatter mit beliebigem Fan-in benutzen.

10 Punkte
Aufgabe 17
Konstruieren Sie ein Schaltnetz fiir die Addition von 9 n-stelligen Dualzahlen mit méglichst
geringer Zeitkomplexitét. 10 Punkte
Aufgabe 18

a) Entwerfen Sie ein Schaltnetz fiir einen Halbaddierer (Resultat und Ubertrag), der
ausschliefflich aus NOR-Gattern mit 2 Eingingen besteht und begriinden Sie die
Korrektheit Thres Entwurfs. Verwenden Sie nicht mehr als 5 NOR-Gatter.

b) Konstruieren Sie einen ausschliefilich aus NOR-Gattern bestehenden Volladdierer
(unter Verwendung der in a) konstruierten Halbaddierer).

¢) Wir nehmen nun an, da} ein NOR-Gatter eine Schaltzeit"von 20 psec hat. Wann
liegt bei [hrem Halbaddierer das Resultat vor? Wann der Ubertrag? Wie sehen die
Zeiten fiir Ihren Volladdierer aus?

10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 18. Mai 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem Se-
kretariat des Lehrstuhls.
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Blatt 5
Aufgabe 19
Gegeben sei die folgende Boolesche Funktion f:
2|0 0 00O0O0O0OO0OT1TT11T111T11
20 0 001 1 1 100001111
xz3(0 01 1001100110011
|01 01 010101010101
f,...,z)|l 1 01 00O0O0TLT1O0TI1TITIoO0T1

19. Mai 1998

a) Wenden Sie das Karnaugh-Verfahren auf die DNF von f an, um eine moglichst
kurze disjunktive Form von f zu erhalten.

b) Zeigen Sie, daf} die in a) gefundene Darstellung DF,,;, in folgendem Sinne nicht

optimal ist:

Es existiert eine Boolesche Formel mit < Kost(DF ;) zweistelligen Operatoren, die

f beschreibt.

Aufgabe 20

Gegeben sei die folgende Boolesche Funktion f:

T
T2
T3
Ty

0

f(fL'l,..

'71.4)

oo O OO

0
0
1
0

o = O O

el e =)

oo o = O

o~ O

oo = = O

el e =)

o O O

Ol—= O O

a) Bestimmen Sie alle Implikanten von f.

b) Bestimmen Sie alle Primimplikanten von f.

o — o =

O|l= = O =

RO o= K~

e B e

olo R — —

O = = = =

10 Punkte

¢) Bestimmen Sie zwei unterschiedliche disjunktive Formen (DF) von f, die beide das

Ergebnis des Quine-McCluskey-Verfahrens sein kénnen.

10 Punkte



Aufgabe 21

a) Entwerfen Sie ein Schaltwerk fiir die Addition von sechs 8-stelligen Dualzahlen,
ausgehend von einem 11-stelligen Carry-Select-Addier-Schaltnetz.

b) Beschreiben Sie Ihr Schaltwerk aus a) durch einen Mealy-Automaten.

10 Punkte

Aufgabe 22

In der Vorlesung wurde ein linearer Schaltkreis fiir die Polynommultiplikation angegeben,
der ein beliebiges Polynom a(z) = ag + ayz + - - - + ap_2* = mit einem fest vorgegebenen
Polynom h(x) = hg + hiz + -+ - + h,_p2™ * multipliziert.

Beschreiben Sie dieses Schaltwerk durch einen Mealy-Automaten. 10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 25. Mai 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem Se-
kretariat des Lehrstuhls.
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Blatt 6
Aufgabe 23

Gegeben sei das folgende Problem, im weiteren kurz WZK-Problem genannt:

Ein Farmer steht mit einem Wolf, einer Ziege und einem Kohlkopf am Ufer
eines Flusses und mochte diesen Fluf§ iiberqueren. Dafiir steht ihm aber nur ein
kleines Boot zur Verfiigung, das nur den Farmer und einen weiteren Passagier
bzw. Gegenstand tragen kann. Weiterhin darf der Farmer nicht den Wolf und
die Ziege oder die Ziege und den Kohlkopf unbeaufsichtigt an demselben Ufer
zuriicklassen, da sonst der Wolf die Ziege oder die Ziege den Kohlkopf frifit.

a) Beschreiben Sie formal einen Mealy-Automaten, der das WZK-Problem 16st. Sie
konnen hierfiir z. B. 6 Register mit der folgenden Bedeutung verwenden: Je ein
Register beschreibt, ob sich der Wolf, die Ziege, der Kohlkopf oder das Boot am
linken Ufer befinden und die restlichen zwei Register beschreiben den Inhalt des
Bootes. Das Ausgabealphabet kénnte in diesem Fall aus den folgenden 5 Buchstaben
bestehen: A ={ Ly ( Lade den Wolf in das Boot),

Ly ( Lade die Ziege in das Boot),

Lk ( Lade den Kohlkopf in das Boot),

E  ( Entlade das Boot),

F  ( Fahre das Boot iiber den Fluf})}

b) Entwerfen Sie ein Schaltwerk fiir das WZK-Problem.

10 Punkte

Aufgabe 24

Seien z,y € {0,1,...,2" — 1}.

Beweisen Sie, dafl Ky((K2())2 + (K2(y))2 mod 2™) die Zweier-Komplement-Darstellung
von —x — y ist. 10 Punkte



Aufgabe 25

Wie grof ist die gréfite Zahl, die in Gleitkomma-Darstellung mit Basis b = 2, Mantis-
senldnge 23 und Exponentenlinge 8 darstellbar ist? Wie grof§ ist die absolut kleinste Zahl
(d. h. die kleinste positive Zahl), die in dieser Gleitkomma-Darstellung darstellbar ist?
Wie grofl kann der Rundungsfehler fiir die Zahlen aus diesem Intervall sein?

Vergleichen Sie diese Ergebnisse mit der Festkomma-Darstellung mit b = 2, 23 Vorkomma-

Bits und 8 Nachkomma-Bits. 10 Punkte
Aufgabe 26
Beschreiben Sie das Multiplikationswerk zur Multiplikation von zwei Dualzahlen der
Liange n aus der Vorlesung durch einen Mealy-Automaten. 10 Punkte
Aufgabe 27

a) Konstruieren Sie ein Schaltwerk fiir die Multiplikation von 7-stelligen ganzen posi-
tiven Dualzahlen, das dadurch eine Beschleunigung gegeniiber dem Multiplikations-
werk aus der Vorlesung erreicht, dafl ein Carry-Save-Addiernetz verwendet wird.

b) Beschreiben Sie Ihr Schaltwerk aus a) durch einen Mealy-Automaten.

10 Punkte

Aufgabe 28

Entwerfen Sie ein Addierwerk fiir die Addition von zwei ganzen Zahlen in Zweier-Komple-
ment-Darstellung. Dabei soll auch das Resultat in Zweier-Komplement-Darstellung aus-
gegeben werden. 10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 8. Juni 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem Sekre-
tariat des Lehrstuhls.
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Aufgabe 29

a) Schreiben Sie ein Programm in der in der Vorlesung vorgestellten Assemblersprache,
das drei in den Registern R;, R, und R3 stehende Zahlen aufsteigend sortiert.

b) Gegeben seien 100 aufsteigend geordnete Zahlen in den Speicherzellen M, ..., Migp.
Schreiben Sie ein Assemblerprogramm, das diese Zahlen absteigend ordnet. Verwen-
den Sie dabei maximal drei zusétzliche Register.

10 Punkte

Aufgabe 30

Gegeben seien 100 Zahlen in den Speicherzellen My, ..., Mjgy. Schreiben Sie ein Assem-
blerprogramm, das das Minimum und das Maximum dieser Zahlen berechnet. Das Mini-
mum (bzw. Maximum) soll am Ende der Rechnung in der Speicherzelle Mg, (bzw. Migs)
stehen. Verwenden Sie dabei maximal drei zusétzliche Register. 10 Punkte

Aufgabe 31
Die Fibonacci-Zahlen F (i) sind fiir ¢ € N folgendermaflen rekursiv definiert:

F(1) =1
F2) =1
F(i) = F(i—1)+F(i—2) firn>3.
Schreiben Sie ein Assemblerprogramm, das die n-te Fibonacci-Zahl berechnet, wobei n

durch den Inhalt des Registers Ry gegeben sei. Ihr Programm sollte dabei fiir beliebig
grofle Werte von n nur héchstens vier Register verwenden. 10 Punkte



Aufgabe 32

Bei einem Von-Neumann-Rechner liegen Programm und Daten in demselben Speicher.
Bisher wurde in der Vorlesung davon ausgegangen, dafl das Programm nur auf den Daten
operiert. Es ist aber auch denkbar, da§ das Programm sich selbst modifiziert (vgl. z. B.
Computerviren).

Beweisen oder widerlegen Sie:

Ein Von-Neumann-Rechner mit endlichem Speicher und selbstmodifizierendem Programm
kann durch einen Mealy-Automaten beschrieben werden. 10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 15. Juni 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem
Sekretariat des Lehrstuhls.
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Aufgabe 33

16. Juni 1998

Das folgende Assemblerprogramm soll alle Primzahlen berechnen, die kleiner oder gleich
der in der Speicherzelle M, gegebenen natiirlichen Zahl n > 2 sind. Als Ergebnis soll in
der Speicherzelle M; eine 1 stehen, wenn 7 prim ist und sonst eine 0 fiir alle 1 < i < n.

1: LoadM O 8: Load 2 15: StoreM 1 22:
2: StoreR 0 9: StoreR 0 16: StorelR 1 23:
3: Load 1 10: LoadM O 17: LoadR 1 24:
4: StorelR O 11: DivR O 18: SubR O 25:
5: LoadR 0 12: MulR O 19: GotoGt 13 26:
6: Sub 1 13: StoreR 1 20: LoadR 0 27:
7: GotoGt 2 14: Load O 21: Add 1 28:

StoreR 0
SubM 0
GotoGt 28
LoadIR O
GotoGt 9
Goto 20
Stop

a) Beschreiben Sie die Situation (Speicher und Register) nach der ersten Ausfiihrung

von Zeile 9.

b) Leider ist dem Programmierer ein Fehler unterlaufen. Finden Sie diesen Fehler und
korrigieren Sie das Programm. (Hinweis: Es reicht aus, zwei zusétzliche Zeilen ein-
zufiigen und die Sprungadressen geeignet an die neue Numerierung anzupassen.)

¢) Kommentieren Sie das korrekte Programm.

Bemerkung zu der Idee des Programms:

Das Programm benutzt das Sieb des Erathostenes, d. h. es basiert auf folgender Beobach-
tung: Falls p eine Primzahl ist, so ist jede Zahl der Form i - p fiir ¢+ > 1 keine Primzahl.

10 Punkte



Aufgabe 34

Gegeben seien 100 Zahlen aq, ..., a9 in den Speicherzellen M, ..., M. Schreiben Sie

ein Programm in dem in der Vorlesung vorgestellten erweiterten Assembler, das die Teil-

summen s; = Z;.-:max{l,ifg} aj fiir i € {1,...,100} berechnet und s; in die Speicherzelle

MlOO—l—i schreibt.

Die Ausfithrung Ihres Programms sollte deutlich weniger als 900 Additionen bené&tigen.
10 Punkte

Aufgabe 35

Geben Sie fiir folgende Operationen ein Mikroprogramm anhand des in der Vorlesung
vorgestellten (und als Kopie verteilten) CPU-Modells an.

a) 6(a) := 6(Ms(ry)),
b) d(a) := max{d(Ro),d(R1)},
¢) 6(a) := 0(Ms(ro)ato(ry))-
10 Punkte

Aufgabe 36

In den Speicherzellen M; stehe jeweils entweder eine 1 oder eine 0 fiir alle 7.
Schreiben Sie ein Programm in dem in der Vorlesung vorgestellten erweiterten Assembler,
das das kleinste ¢ bestimmt, fiir das es ein £ > 1 gibt mit den folgenden Eigenschaften:

e §5(M;) =1 und
o 6(M;)=0firallei+1<j<i+Fkund
o 6(M;)=1firallei +k+1<j<i+2k.

10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 22. Juni 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem
Sekretariat des Lehrstuhls.



RWTH AACHEN Ahornstr. 55
LEHRSTUHL FUR INFORMATIK I 52056 Aachen
Prof. J. Hromkovié

Ubungen zur Vorlesung
,Rechnerstrukturen®

23. Juni 1998

Blatt 9

Aufgabe 37

Im Speicher seien eine k x ¢-Matrix A = (a;;) und eine &' x ¢’-Matrix B = (b;;) mit
1<K <kund 1 </? </ folgendermaflen gegeben:

k= 6(MO)7 t= 5(M1)7 k= 6(M2)7 U= 5(M3)7

aij = 0(Miy(j—1)k+3),  bij = 0(Mppyit(j—1)-h'+3)-

Schreiben Sie ein Programm in dem erweiterten orthogonalen Assembler der Vorlesung,
das testet, ob B eine Teilmatrix von A ist. Kommentieren Sie IThr Programm. 10 Punkte

Aufgabe 38

Im Speicher seien zwei n x n-Matrizen A und B folgendermafien gegeben:

n = 5(M0), Q5 = 6(Mi+(j*1)~n)7 bij = 5(Mn2+i+(j—1)-n)-

Schreiben Sie ein Programm in dem erweiterten orthogonalen Assembler aus der Vorle-
sung, das die Produktmatrix A- B = C' = (c¢;;) berechnet und wie folgt im Speicher ablegt:
Cij = 6(M2-n2+i+(j71)-n)-

Kommentieren Sie Thr Programm. 10 Punkte

Aufgabe 39
Gegeben sei eine Menge von Klammersymbolen A = {(1,(2,..., (ks )1,)2,---, )k} Die
Menge der korrekt geklammerten Ausdriicke tiber A ist rekursiv definiert durch:

1. (; ); ist ein korrekt geklammerter Ausdruck fiir alle 1 <i < k.

2. Falls a und b korrekt geklammerte Ausdriicke sind, dann sind auch ab und (; a );
korrekt geklammerte Ausdriicke fiir alle 1 <1 < k.

In Mj sei eine natiirliche Zahl n gegeben und in My, ..., M, stehe jeweils ein Klammer-
symbol aus A. (Dabei sei (; kodiert durch —i und ); durch +i fiir alle 1 <i < k.)

Schreiben Sie ein Programm in dem erweiterten orthogonalen Assembler der Vorlesung,
das entscheidet, ob §(Mj)...d(M,) ein korrekt geklammerter Ausdruck ist. Beschreiben
Sie die Funktionsweise Thres Programms und kommentieren Sie es. 10 Punkte



Aufgabe 40

In den Speicherzellen My, ..., Migy seien die natiirlichen Zahlen a4, ..., a1000 gegeben.
Schreiben Sie ein Programm in dem erweiterten orthogonalen Assembler der Vorlesung,
das in M; den viertgroiten Wert aus {a;, ..., a;46} schreibt fiir alle ¢ € {1,...,994}.

Ihr Programm sollte nur sieben zusétzliche Speicherzellen und hoéchstens zehn Register
verwenden. Beschreiben Sie die Funktionsweise Ihres Programms und kommentieren Sie
es. 10 Punkte

Abgabe: Bis Montag, 29. Juni 1998, 12.00 Uhr in den Sammelkasten vor dem
Sekretariat des Lehrstuhls.
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