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1. Tutorium

Inhaltliches

1. Syntax # Semantik zB

x Vy #yVx(Syntax)

aber z V y =y V z(Semantik)

2. Sei X eine Variable

Nicht X =1

aber Sei J Interpretation mit J(X) =1
3. Sei ¢ Formel

Nicht J(¢) =1

aber [¢]” =1 oder J = ¢

Aufgabe 1

(Tautologie immer wahr)

a)

b)

Y ->X)AN (X —=-Y) (Y VX)A (=X VYY)

Y V(X A-X) =Y

erfiillbar zB mit Interpretation J mit J(X) =3(Y) =0
(Einschub I(v) = 0Vv € {x,y,z} )

aber keine Tautologie, da fiir 3/(X) = 3'(Y) = 1 gilt [¢u]” =0
c)

Y = X) V(X = —Y) (Y VX)V (=X V -Y)
“YVXV-X

1

= Tautologie

Aufgabe 2

(Aufgabenstellung leider etwas undeutlich formuliert)
Nicht Sei X; = "Liecht leuchtet im ersten Stock"

Richtig Sei X; eine AL-Variable mit J(X;) = 1 gdw. im i-ten Stock das Licht brennt

@1:X1H(X2AX3AX4)
[An =(A— B)A (B — A)]

Y2 = ((_\Xl A _‘Xg) — XQ) A\ ((_‘Xl A\ _|X4) — X2) A\ (("Xg N _|X4) — XQ)
p3 = X3 & ((ﬁXl A X9 A ﬁX4) V (ﬁXl A Xo A X4) V (X1 A —Xa A X4) V (Xl A Xo A ﬁX4)



Y4 = [(Xl A\ _‘XQ N _|X3) — X4] A [("Xl /\X2 A _\Xg) — X4} A [(_\Xl A\ _‘X2 A\ Xg) — X4]

Setze ¢ 1= @1 A2 A3 A @4

Gesucht J: {X1, , X4} —{0,1} mit T = o1 A2 A3z Ay
1. Angenommen J(X;) =1

mit (1) folgt J(X2) =T (X3) =T(Xy) =1

4 zur (3)

2. Angenommen J(X2) =0~ J(X3) = J(X4)

1. Fall 3(Xs) = 3(X4) = 0 ¥ 3(x,) = 14

2. Fall 3(X3) = 73(Xy) =1 4 zu (1) oder (2)

3. Angenommen J(X52) =0

Eigentlich schon ohne Widerspruch aus (2) folgt J(X3) =1
Nach (4) 3(X4) =1

bzw als Darstellung

1x

2 v

3 %

4 v

Aufgabe 3

Vorgehen
Aquivalenz: Umformen
Nicht-Aquivalenz: Interpretation angeben

a)

X 5y =XVaY Y = (-ZV-X) = X)
Y —» (ﬁ(ﬁZ\/ﬁX)\/X)
Y = (ZAX)VX)

A

o

Absorbtion

= Y- X
= YV X
~ Aquivalent
b)
YVZ (XVYV2)AN(XVYVZ)
= YV{(XVI)AXVZIZ)
= YVZVXA-X)=YVZ
T/
~+ Aquivalent
c)
Z (XVYVZ)AN(XVYVZ)

ZV[(XVY)A (=X VYY)
ZV[(XA-X)VXA-Y)VIY A-X)V (Y ASY)]
ZV (X A=Y)V (Y A-X)

Sei J Interpretation: 3(Z) =0,3(X)=1,3(Y) =0
Damit gilt T = Z, aber T = (X VY VZ)A (X VY V Z)
~> nicht dquivalent



Aufgabe 4

a)
J(X1)=0,3(X2)=T(X3)=1und es gilt T E= ¢

J(X1) =1,3(X2) = J3(X3) = 1 und es gilt T £ ¢
» = (X1 VAN X2 /\Xg) V ("Xl AN _|X2 /\Xg) \Y (_|X1 A X2 A Xg) vV (X1 AN _‘X2 AN _‘Xg)
Def. XY =(XA-Y)V(-XAY) fir 2 Variablen p = X @Y

X|y|xDy

010 0

01 1

110 1

11 0
Fiir 3 Variablen: ¢(X;, X2, X3) = (X1 ® X3) ® X3
Auch -

Behauptung: Fir n € N haben ¢, = X1 & --- & X,, und —y,, diese Eigenschaft
(IA) n=1klar, da J =7,
(IV) Behauptung gelte fiir ein n € N

(IS) Seien J und J’ zwei Interpretationen, die sich in genau einer Variable unterscheiden
p=X1® - DX, D Xpnp1
Falls J(X;) £ J(X;) fur i € {1, _,n}
Dann ist nach (IV): [X; @ @ X, ] =1-[X;1 @ & X,,]”
w [e]” =1 - [o]”
~ anderer Fall analog
b) Behauptung: Jede Formel ¢ mit der gewiinschten Eigenschaft ist dquivalent zu ¢, oder —p,,
genauer: seien ¢}, o2, o3 paarweise nicht fiquivalente Formeln mit der Eigenschaft Jo : {X1,..., X,,} —
{0,1} konstant 0
Dann gibt es i # j € {1,2,3} mit Jg = ¢!, gdw. Jo = ¢,
Zeige also, dass ¢! und ¢J, dquivalent
Sei J Interpretation mit J = ¢,
Formeller geschrieben: Sei X; Variable mit J(X;) = 1 und sei J’ die Interpretation mit J'(X) =
0 X=X
J(X) sonst
~ T Epn
Beweis Induktion analog wie oben
— Falls 3” sich in ungeraden vielen Variablen unterscheidet
l>j” F& O~ 5 ': —0n
Alternative
Beweis er Induktion iiber die Anzahl k der Variablen, die J mit 1 belegt
IA £k =0. Dann J =3,

Wenn fiir eine gerade Anzahl von Variablen X; gilt: J(X;) # 3'(X;)

X=X
IS Sei X; Variable mit 3(X;) = 1 und sei 3’ Interpretation mit J'(X) = 0 :
J(X) sonst

Nach IV gilt 7' |= ¢!, gdw ' = ¢,
Wegen Eigenschaft aus a) gilt

o3 oIV o a) .
JE o gdwl’ £ @ gdwl’ [~ @l gdwd |= o,
Somit sind 2 Formeln dquivalent, wenn 3 Formeln die Eigenschaft erfiillen
Nach Induktion gilt ¢, = @7 4 zur Annahme, dass oL, 02, p> paarweise nicht dquivalent



2. Tutorium
Aufgabe 1

Eine Menge ist funktional vollstdndig, wenn man damit alle boolschen Funktionen darstellen kann

a)

falls u =10
{sel, 0,1}, wobei sel(u, v, w) = v ks

w fallsu=1

Wir konnen A darstellen mit X; A X5 = sel(X3,0, X»)

Wir konnen — darstellen mit =X, = setl(X1, 1,0)

Zeige J = sel(p,0,¢)gdw.J = o A1)

Wenn J j~ ¢, dann [sel(p,0,9)]” =0

Wenn i |= ¢, dann [setl(yp,0,v)]” = [v]”

Da {—, A} funktional vollstandig nach VL ist (und logisch durch die vorhandenen Operanden dargestellt
werden kann), ist auch diese Menge funktional vollstandig

b)

{=1}1=1)—>1-=x

Zeige: — ist nicht darstellbar,

dafir J:7— {0,1},X —» IVx €7

immer gilt: J = ¢, falls ¢ aus — .1 aufgebaut ist.

Beweis per Induktion iiber den Aufbau von ¢

TA (Induktionsanfang)

a) ¢ = X klar

b) ¢ = 1 klar IS(Induktionssatz) ¢ = 1 — 4 folgt direkt aus der IV

Aufgabe 2

Widersprechen von Aquivalenz von Horn-Formeln

Vorlesung Jede Hornformel hat ein minimales Modell

Die Modelle &ndern sich nicht dadurch, dass wir die Formel syntaktisch umformen
Minimales Modell ist Modell mit mdoglichst wenig len und in jedem Modell miissen len aus mini-
malem Modell gesetzt sein

Horn-Formeln abgeschlossen unter Schnitt(Ubung 2.3)

J ist minimales Modell,

wenn kein Modell 3’ existiert (also 7’ "kleiner"), sodass wenn J'(X) = 1,dannJ(X) =1
a)

X—=2)v(Y = 2)

=-XVvV2Z)V(-YVZ)

=-XVZV-Y

= es liegt eine Hornformel vor

b)

X & Y)

=X —=>-Y)AN(Y = X)

=-XV-Y)A(YVX)

KNF ,jedoch keine Hornformel

Jede Horn-Formel hat ein minimales Modell

J1: X—0Y —1

Jy: X —1,Y—0

J,EeundJ, Fo

(nicht immer funktionierend)Ansatz

Die einzige kleinere Interpretation ist J, : X — 0,Y — 0, aber J, £ ¢
Alternative(sicherer):

Modelle von Horn-Formeln sind unter Schnitt abgeschlossen

Aber 7, F o, T, Epound 3,NT, =T, £ p

Also sind die Modell von ¢ nicht unter Schnitt abgeschlossen




Aufgabe 3

(ANAB=0OANEANF—-C)AN1=-AN1I—=F)ANA—->E)ANC—G)
ANEANGNA— H)ANH —E)N(ANFANH — B)

M, = {AaF}

Moy ZMlU{E}
Ms = My U {C}
M, = M5 U{G}
Ms :M4U{H}
Mg :M5U{B}

Der Markierungsalgorithmus gibt "unerfiillbar" aus, weil A und B markiert sind und damit die
gesamte linke Seite der Implikation
AANB =0



3. Tutorium

Aufgabe 1

Sei M eine Menge,

> eine 2-stelliger Relation auf M

T :={Xgpla,be M}

Sei J: 7 — {0,1} Interpretation

Gelte J(X, ) = 1lgdw.a < b

Ziel Finde ® C AL, sodass J = ® gdw. die durch J definiterte Relation ist Totalordnung

Dy, i= { Xy ala € M}
Dirans. = {Xap A Xpe = Xocla,b,c€ M}
Diotal := {Xap ® Xpola,be M, a # b}
D := Py U Pirans. U Protal

Kompaktheitssatz Eine (unendliche) Formelmenge ist genau dann erfiillbar,
wenn jede endliche Teilmenge erfiillbar ist

Beh: & ist erfiillbar

Bew: Nach KS(Kompaktheitssatz) gentigt zu zeigen:

Jedes endliche &y C @ ist erfiillbar

Sei &5 C & endlich

My :={a| X, oder X} okommt fiir ein b € Min®gvor }

My ist endlich, da ®¢ endlich

Mo = {ml,...,mn},n eN

My ist total geordnet durch die iibliche <-Relation auf den Indizes
Definiere Interpretation J, : 7 — {0,1} :

1 falls A=my, firi,je{l,...,n}
Jo(Xap) = b=mj, und i <j

0 sonst
Jo E ®g; denn
Sei ¢ € ¢ beliebig
Falls ¢ € ®prans. 1 ¢ = Xap A Xp e = Xg o fiir a =my,b=mj,c=my firi, j,k e {1,...,n}
Angenommen J, [~ ¢
Jo( Xy Xm;) = Jo(Xim,» Xomy) = 1, aber Jo (X, Xomy, ) =0
=i<jundj<kundi>k

=i<k

Falls ¢ € ®;,,. analog ...
Falls ¢ € @41, analog . ..
= Nach Kompaktheitssatz: ® ist erfiillbar ([

Aufgabe 2

Es darf nur ein Literal per Resolution eliminiert werden!
K(SD) = {{Xa Y}7 {ﬁXa ﬁYv}7 {Za Q}7 {Z> jC)}a {ﬁY}a {ﬁX7 Ya jZ}}

{Z’ Q}’ {Zv _‘Q} = {Z}

{2} {-X. Y, -z} ={-X,Y}

{Xv Y}v {_'Xa Y} = {Y}

phivi=o

O € Res™(K(y)) Hesolutignssats ¢ ist unerfiillbar

Jan: Laufzeit ist exponentiell 2" oder dquivalent zu SAT-Problem, welches NP-vollstédndig ist



zB {X,Y},{—-X,-Y} NICHT erlaubt

Angenommen es geht doch:

{Z,X,Y},{-X,-Y}

{Z.Y.~Y}={2.Y,~Y}

und anfiigen von zB von {Y'} ergibt: {Z,Y,-Y} ={Z,Y} 4



4. Tutorium

I = A ist giiltig, wenn aus AT schon \/ A folgt

Aufgabe 1

Konstruieren Sie im Sequenzenkalkiil Beweise oder falsifizierende Interpreta- tionen fiir folgende Se-
quenzen:

Argumentieren Sie nun jeweils semantisch ob die Sequenzen giiltig sind, d.h. unter direkter Verwen-
dung der Definition von Giiltigkeit iiber Interpretationen. a) X — (Y V Z),-(Y A Z) = X,-Z Im
Prinzip egal, welche Regel man anwendet

Immer wenn moglich die Sequenzregel nehmen, wo 1 Sequenz folgt

Sequenz ist ungiiltig, falsifizierende Interpretation:

JZ2)=1,3(X)=3Y)=0

falsche Sequenz Axiom
Z=X,Y Z=X,Z (= A) Axiom
Z=XYNZ ZYNVNZ=XYNZ (o=)
X—=>YV2),Z=X,YNZ
X5 (YVZ),~(YNZ),Z= X (;:i))

XYV, ~(YAZ) = X,~Z

semantisch:

Sei J eine passende Interpretation mit 3 =2 — (Y V Z), T = (Y A 2)

L.Fall 3(X) =1~ 3(Y) = 1 oder 3(Z) = 1

Fallla J(Y) =1~ J3(Z) =0, aber I = X V-Z

Suche Interpretation die linke Seite erfiillt, aber keine Formel der rechten Seite
3(X)=0,3(2)=1,3(Y) =0

b) C —»-B,B— A= —\B,ﬂ(C\/A)

Axiom
Axiom B,A=C,A (- =)
Axiom B,A=C,B B,A,-A=C (=) Axiom

(v =) B,C,B—-A=C B,A.B— -A=C B,B—-A=10B
B,CVAB—-A=C B,-B,B—-A=10

C —-B,B—-A,B,CVA=1{ (= )

C—>—\B,B—>—\A7B:>ﬂ(0\/z4)
(=)

C —-B,B—-A=-B,~(CVA)

wurde nicht vollstindig gemacht, daher auch nicht getexed hier!

semantisch:

Sei J eine passende Interpretation mit 3 =C — =B, B — —-A

1.Fall 3(B) = 0, dann ist eine Formel der rechten Seite erfiillt, also J = \/ A
2.Fall 3(B) = 1. Daraus folgt J(A4) = 0, auferdem J(C) =0

Priife ob J rechte Seite erfiillt

J tut dies, also ist die Sequenz erfiillt

Aufgabe 2

Beweisen oder widerlegen Sie die Korrektheit der folgenden Schlussregeln.
a)

o= A rv=A
oo ¥=A

-

)
(==)



Sei J eine zu AU {p, ¥} passende Interpretation mit J = AT und J = ¢ < =¥

1.Fall 7 = ¢, dann gilt mit 1.Pramisse J = \/ A, also ist die Konklusion giiltig

2.Fall J |~ o, also J £ -, das heift J = W. Also mit 2.Pramisse: J = \/ A ~» Konklusion giiltig
~» SR korrekt

b)

Dip= AT
F'=ApvU

Sei J eine zu ' U A U {p, ¥} passende Interpretation mit J = AT.

1.Fall J |= ¢, dann gilt nach Pramisse J = \/ A oder J = ¥

In beiden Féllen wird eine Formel der rechten Seite der Konklusion erfiillt
2.Fall T}~ ¢

Suche nach Gegenbeispiel J

Wir wissen J darf ¢ nicht erfiillen, aufierdem darf J keine Formel aus A erfiillen
Wiéhle zum Beispiel p =2 A —x =¥, A =)

Stelle sicher, dass I' nicht unerfiillbar ist, zum Beispiel I' = {) (Beachte A0 =1,\/ = 0)
Also erfiillt jede I AT, aber es gilt T\ AV (p VvV )

Zeige noch, dass Préamisse giiltig ist

Es gilt: AT A ¢ ist unerfiillbar, also Pramisse giiltig

Insgesamt Pramisse giiltig, Konklusion ungiiltig

~» SR nicht korrekt



5. Tutorium

Aufgabe 1
(a) Geben Sie alle Redukte der Struktur (Z,+,-, <) an

Z,+,),(Z,+,<),(Z,+,<),(Z,+),(Z,-),(Z,<),(Z)

(b) Geben Sie fiir zwei Zahlen m,n € N die kleinste Substruktur von (Z, +, —) an, welche m und n
enthalt. Ist dies eine echte Substruktur?
Substrukturen 2 = (A, 7) ist Subtruktur von B = (B, o), wenn

l.7=0
2. ACB
3. Funktionen und Relationen in 2 und B verhalten sich gleich

(Z,+)({0,1,2},+)

1,2 € {0,1,2}

aber 14+ 2 ¢ {0, 1,2} (Z,+,—), gesucht Substruktur (4,+, —) mit m,n € A
Bsp: m=n=>5,~ A=5Z={z%5|z € Z}

m=4,n=2~ A=27

m=9,n=6~ A=23%2

Allg: A=Fk-Z mit k = ggT'(m,n)

Beweis Zz: m € k- Z mit k = ggT'(m,n)

Klar k|m, alsoist m =k -d fireind € Z

Fiir n analog

Abgeschlossenheit. Klar.

Zz: (99T (m,n)Z,+,—) ist die kleinste Substruktur mit der gewiinschten Eigenschaft
Beweis Wir haben das Universum A = {ZggT (m,n)|z € Z}

Nach Euklidischen Algorithmus existiert a,b € Z mit ggT'(m,n) =a-m+0b-n
Daraus folgt ggT'(m,n) =i-a-m+i-b-n= m4+---+m+n+---+n

i-amal i-bmal

Da m,n€A muss auch jede LK von m,n in A sein
Also muss jedes Vielfache des ggT'(m,n) in A sein
(echte Substurktur von (Z,+, —) ist zB (2Z, +, —) und nicht echt wére (Z,+, —)
Also ist (99T (m,n)Z,+,—) keine echte Substruktur, wenn ggT'(m,n) =1 ist
In allen anderen Féllen haben wir eine Substruktur

Variante 2 aus anderer Ubung:

(ZggT(m7 n)a -+, 7)
Sei M so (M, +, —) der kleinste Substruktur von (Z,+, —) ist, die m und n enthélt
Ja,b € Z, sodass ggT(m,n) = am + bn,m,n € M und (M,+,—) und Addition und Subtraktion
abeschlossen ist,
ist auch ggT(m,n) € M = ZggT(m,n) C M eine Substruktur von (Z,+, —)
Da (M, +, —) die kleinste solche Substruktur sein soll gilt mit Z ggT(m,n) C M bereits ZggT (m,n) =
M

Aufgabe 2

Wir betrachten endliche Worter iiber dem Alphabet ¥ = {a,b}. Ein Wort w = wy,...,ws_1
entspricht der Struktur
A:=({0,...},<, Py, By),

wobei < die iibliche lineare Ordnung ist und ¢ € P; genau dann gilt, wenn w; = j.
Geben Sie fiir die folgenden Sprachen jeweils einen FO({<, P,, P,})-Satz an, der diese definiert

10



Bsp w = abaa

A, = ({0,1,2}, P,, P,) mit P, = {0,2,3}, P, = {1}
P,x ist wahr, falls an Stelle x ein a steht

(a) {weX*:wy=aund w,_; =b}

Va( —-Jy(y < x) — Puz) AVz( —Jy(z <y) — Pyx)
S——— N———
es ex. keine Stelle links von x x ist letzte Stelle

Variante 2 aus anderer Ubung

Je(Vy(x #y — = < y) A P,x) ~ W = a
ANz(Vy(z £y — y < ) A Pyx) ~ Wp_1=0b

AJzq3zy ... Tz ( /\ x; #xj) ANy \/ y=x; ~ |lw|=mn

0<i,j<n,i<j 0<i<n

(b) {w € ¥* : abba kommt nicht als Infix in w vor}
Zunéchst: Definiere ¢4(z,y), sodass ¢5(x,y) genau dann wahr wird, wenn y = x + 1

sz, y)=(x<y)A-Tz(z < zAz<y)
wp = Jr13x0Tws Tz (P5(21, 22) A 05(22,23) A p5(a3,24)) A Py A Pozg A Poxs A Py

Beschreibungl Beschreibung2

Variante 2 aus anderer Ubung

3$13$23x33$4
(331 < T2 Nxg <23 NIy <$4)/\Pa$1 A Pyxo A Pyxs A Py
“(Fy((z1 <yAy<a)V(ze<yAy<as)V(rs<yAy<zs)))

T

(c) {w € ¥* : ba kommt nicht als Infix in w vor}
Ve = n3x1Twa(ws(x1,22) A Poxy A Poaa)
= VJ;legﬂ(%(xl, 1‘2) A Pyxy A Paa?g)
Variante 2 aus anderer Ubung

Vo Veg (21 < 2o A -(Jy(x1 < y Ay < 2))) A Paxa A -Pyxy))

(d) {w € £* : hinter jedem a in wkommt noch mindestens ein b}

¢a = Yr(Pux — Jy(z <y A Py))

Variante 2 aus anderer Ubung

Va(Pur — Jy(Poy Az < y))

11



6. Tutorium
Aufgabe 1

(a) Wandeln Sie die folgende Formel zunéchst in Negations- und dann in
¢ = (Vedy—Rayz) — Ve—Vy(Iz—Rxyz V VxRryz)

Negations-Normalform:
Eigenschaft:

(VxIy—Rayz) — Va—Vy(Iz—Rayz V Ve Rryz)

—(VeIy—Rxyz) V Ve—-Vy(Iz—Rayz V VRxyz)

(FaVyRzxyz) V VaxIy—(Iz-Rayz V Ve Rryz)

JeVyRryz V VaJy(—Iz-Rayz A “VeRryz)

JeVyRayz V VrIy(Vz Raxyz A I-Rryz) (N N F)[Negations-Normalform]

4

Préanex-Normalform(wir wollen ):
Eigenschaft:

J2Vy Rryz Vv Va'Jy (Vz'Ra'y’'z’ AJx”"—Ra"y'z) Umbenennung der Variablen
JeVyRayz V V' Iy'V2' 2" (Ra'y' 2 A —Rx"y'2) ¢V Iz = Jx(e V ¢p)wenn x in ¢ nicht vorkommt
JeVyVa'Iy'V2' 32" (Reyz V (Ra'y'z' A ~Ra"y'z)) (PN F)[Pranex-Normalform]

(b) Wandeln Sie ¢ nun in Skolem-Normalform um!
Skolem-Normalform (Erfiillbarkeitsdquivalent)

Eigenschaft:
¢ = VaIy(Rzy)Fiihre neues 1-stelliges Funktionssymbol f ein
U =Vz(Rzxfr)

Nach und nach alle Existenzquantoren eliminieren und dafiir neue Funktionssymbole einfiihren
Sei a neues Konstantensymbol.
Setze Uy = VyVa'Iy'Vz' 32" (Rayz V (Rx'y'z’ A ~Ra'y'z))
Sei f neues 2-stelliges Funktionssymbol
Setze Wy = VyVa'V2' 32" (Rayz V (Rx' fyx'z’ A —Rx" fyx'z))

——

3-stellig

Sei g neues 3-stelliges Funktionssymbol
Setze U3 = VyVa'Vz'(Rayz V (Rz' fyx'z' A —Rg(yx'2") f(yx')z)) (SNF)
U3 ist in SNF und erfiillbarkeitséiquivalent zu ¢
Es gilt im allgemeinen nicht ¢ = v

Aufgabe 2

Sei < eine zweistelliges Relationssymbol. Geben Sie jeweils ein(wenn moglich endliches) Axiomen-
system fiir die folgenden Strukturklassen an:

(a) K1 ={(4,<) : y < ist eine dichte lineare Ordnungy} (zB < auf R)

Olin = Vz(—x < 2) AVaVyVz(z <y Ay < z = x < z)AVaVylze <yVy<zVz=y)

Irreflexivitat Transitivitét Vergleichbarkeit
Odicht = VaVz(x < z > Iz <y Ay < 2))

¢ = {9011117 (Pdicht}a also endlich

(b) K3 = {(A,<) : < ist eine diskrete lineare Ordnungy} Somit hat jedes Element eindeutigen
Nachfolger und Vorgénger sofern nicht Maximum oder Minimum (zB Z diskret, R nicht diskret)

1. Wenn z nicht das Maximum, dann hat = eindeutigen Nachfolger

Pmax(7) = ~Jy(z < y)

12



@min(x) = _‘Ey(y < I)

Pdiskret = vx(_‘(pomax(x) - (Hy(iﬂ < Yy A _‘32(£B <zAz< y))))
A Vr(—pmm(x) — Fyly<zA-Fz(y<zAz<y))))

¢y = {Lplina (pdiskret}a also endlich x

() Ks ={(A,<): A ist unendlich, und < ist eine lineare Ordnung mit maximalem und minimalem Element }

¢ =Vady(z <y)
d, ={¥,|n e N}

Up=3ay . 3w, N\ mi# )
1<i<j<n
q)c = (I)oo U {<Plin7 EII(PIIlax('r)7 Eix‘)omin (l‘)}

Dichte Ordnung muss unendlich sein(jedoch zum Teil endlich axiomatisierbar)

(d) K4 ={(A, <) : < ist eine lineare Ordnung, in der fiir jedes Element unendlich viele grofere Elemente existieren}

wa = VrIy(z < y) A Qlin

(e) K5 ={(A,<): < ist Graph einer Funktion}

Bedeutet z <y < X f(x) =y, also miissen wir Funktionseigenschaften beschreiben

Ve =VxIYNVz(z <yA(z<z—2=y))
Aufgabe 3
Wir betrachten den Koérper Fy = ({0,1},+,-,0,1) und die Formel
Vedy(x -y =0Az+y = 1)y A—Ve(-z =0)

Konstruieren Sie das Model-Checking-Spiel und geben Sie eine Gewinnstrategie fiir die Verifiziererin
oder den Falisfizierer an.
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7. Tutorium

Isomorphielemma
Sei m : A — B ein Isomorphismus(wobei 2 und B 7-Strukturen sind) und ¥ (zy,...,z,) eine 7-
Formel, dann gilt A = ¢¥(aq,...,a,) gdw. B = ¥(w(ar),...,7(ay))

Aufgabe 1

Zeigen oder widerlegen Sie, dass die folgenden Relationen in den entsprechen- den Strukturen ele-
mentar definierbar sind.
Vorgehensweise
Entweder Formel angeben, die die Relation definiert oder mit Isomorphielemma die Nicht-Definierbarkeit
zeigen
(a) {0} in (N, +)
vol)=x+2=10
(b) {1} in (N, +)

Wir konnen elementar definieren durch

v<(zy)=F(r+z2=yAz#VY)

Daraus folgt: {1} in (N, +) ist elementar definierbar, genau dann wenn {1} in (N, +, <) elementar
definierbar ist

p(x) =Vyly <o — waly))

——
y=0

") {1} in (Z,+)
Angenommen ¢, definiert {1} in (Z,+)
Sei 7 ein Automorphismus auf (Z, +).
Dann gilt nach Isomorphielemma: (Z,+) = pp(z) gdw. (Z,+) = pp(n(z)) KORREKTUR??
Suche Automorphismus 7 : Z — Z mit 7(1) # 1
Das funktioniert mit 7(z) = —z
Zeige 7 ist Automorphismus:

I bijektiv v’

II 7 enthalt +
Zu zeigen w(a + b) = w(a) + w(b)
Beweis: m(a+b) = —(a+b) = —a—b=(—a)+ (=b) = 7(a) + 7(b)
Also ist 7 Automorphismus.
Es gilt (Z,+) = (1) gdw. (Z,+) E ¢u(7(1)) gdw. (R, +) E@p(=1) ¢
(c) {2,3} in (N, )
Definiere Automorphismus durch:
5 fallsp=3
Fiir alle Primzahlen p € P: 7(p) = ¢ 3 falls p = 5 Damit 7 Automorphismus auf N ist, muss gelten
p sonst
m(a-b) =7(a)- - 7(b)
Betrachte n mit PFZ n=p;...p,
Setze w(n) =w(p1)...w(pr), 7(0) =0,w(1) =1 fiirn g P
Beispiel 7(12) = w(2-2-3) = 7(2) - 7(2) - 7(3)
7 ist bijektiv und Automorphismus nach Konstruktion
Annahme: ¢, definiert {2, 3}

Es gilt (N, ) = ¢3(3) gdw (N, ) | @e(m(3))
Isomorphielemma
gdw (N,-) Ewe(5) ¢
——
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(d) R>o in (R, )
Es gilt x € R>¢ gdw ein y € R existiert mit ==z

Aufgabe 2

Wir betrachten 21 := (Z, <, P); wobei P := 5Z. Wie viele elementar definierbare Teilmengen X C Z
gibt es in A7

Wihle m: Z - Z,z+— z+5

7 ist Automorphismus:

I bijektiv v/ (r71(z) =z —5)

IMe<ygdwa+5<y+5gdwn(x) < w(y)
—x € 5Z gdw. 5|z gdw. 5|(x +5) gdw. 5|n(z) gdw. w(z) € 5Z

Sei X C Z eine elementar definierbare Menge.

Falls 0 € X, dann ist nach L.L.(Isomorphielemma) auch 7(0) = 5 € X, also ist 5Z C X.
Falls 1 € X, dann ist (5Z + 1) C X.

Analog fiir 2, 3,4

Also gibt es die Moglichkeiten

—0€e X oder0¢ X
—leXoderl¢gX
—2€eXoder2¢ X 25 = 32 Moglichkeiten
—3€Xoder3¢g X
—4 € Xoderd¢g X
Also gibt es maximal 32 verschiedene X C Z, die elementar definierbar
Zeige noch 5Z,5Z +1,...,5Z + 4 sind elementar definierbar
5Z: p(x) = Px (P =5Z)
5Z + 1 : Definiere Nachfolgerelation:

ps(,y) = (@ <y)A-F2(z <znz2<y)  (y=z+1)

@(x) = Fy(ps(y, z) A Py)

Analog fiir 5Z + k, k € {2,3,4}
Also kénnen wir 5Z,5Z +1,...,5Z + 4 einzeln definieren und somit 2° einzelne Mengen (alle Kom-
binationen)
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8. Tutorium

Aufgabe 1
(a) Sei £, := ({0,1,...,n}, <, min, max) die lineare Ordnung mit n + 1 Elementen min“" = 0 und
max®" = n. Zeigen Sie, dass fiir alle n,m mit n = m oder n,m > 2* gilt £,, =, L.

Falls n = m, dann L,, & L,,
Also folgt aus dem Isomorphielemma

LnEve LnEe Yoe FO
=L, =L, und L, = L,, Vk €N

Sei nun n, m > 2F

Behauptung: £, =, L

Beweis: Wegen dem Satz von EF (Ehrenfeucht-Fraiissé) geniigt es zu zeigen, dass D das Spiel
Gr(Ly, L) gewinnt

Dazu zeigen wir, dass D von der Position (0,n+1), (0, m+1) noch k¥ Runden lang folgende Invariante
aufrecht erhalten kann

@In Position P = ((a1,...,a¢4+2), (b1,...,beyo) gilt:

1. P ist lokaler Isomorphismus

2. Vi,je{l,...,j+2} gilt |a; — a;| =gr—¢ |b; — bj]

(n=p m < (n=m oder n,m > p))

In der Position ((0,n + 1), (0,m + 1)) gilt @ bereits

Sei P = ((a1,...,00+2),(b1,...,bet+2)) eine Position bei @ gilt und I < k. Wir zeigen D kann von
P noch eine Runde lang @ aufreicht erhalten:

Angenommen H spielt a € {0,...,n+ 1}

Wir zeigen: Es gibt b € {0,...,m + 1}, sodass

((a1,...,a042,a),(b1,...,beya2,b) noch @ erfiillt
Seien i_, i € {0,...,0+ 2} so gewihlt, dass

a;_ <aunda; <a; VYa; <a

a;, > aund a; > a;, Va;, >a

Seim_ :=a—a;_,my = a;,
m = min(m_,my)
Fallunterscheidung

Fall m > 2k—¢-1

Danna;, —a;_ =m_ +my

> gh—l=1 4 ok—l~1 _ oh—t

Also b7;+ —b; > ok—t

D antwortet mit b := b; + 2k—¢-1

Also a —a; > 2F*"!und TODO MISSING HERE Daher |a — a;| =gx—c—1 |b—b;| Vj mit a; < a
Da |a;, —al =m4 > 2k—=1 ynd |bi, —b] > Qk—t-1

folgt |a —a; =571 |b—bj| Vj

Also gilt @&

m < 2M~1: Dann m_ < 281 oder m, < 2841

Ohne Einschrankung gilt m_ < 2k—¢-1

D antwortet b:=b; + m_

Jetzt gilt b—b;,_ =m_=a—a;_ <2
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Also |b—b;| =gk-e-1 |a —a;| Vj mit a; <a

Betrachte my =a;, —a

Fallunterscheidung

1. Fallim, < 2k—¢-1

Dann a;, —a;_ =my +m_ < 281

Zusammengefasst

In beiden Fillen konnte D eine weitere Runde lang die Invariante @ aufrecht erhalten.
In dem Fall, dass # in der £,, spielt, kann die D analog (mit a; und b; vertauscht) spielen.
Also gewinnt D das Spiel Gi(Ly,, L)

(b) Folgern Sie, dass es keinen Satz ¢ € FO({<}) gibt,

sodass fiir alle n € N gilt £,, E ¢ < n ist gerade

Angenommen ¢ wiirde "n gerade" erfiillen.
Betrachte k := qr(¢) und n = 2% m = 2F + 1
Also L, = ¢ aber L, }~ ¢,

obwohl L,, E p,da L, = L, 4

= Es gibt so eine Formel nicht

Aufgabe 2 (geogebra kann tikz code erstellen)

Geben Sie fiir die folgenden Paare von Strukturen jeweils eine trennende FO-Formel mit minimalem
Quantorenrang m sowie eine Gewinnstrategie fiir die Duplikatorin im Spiel G,,,—1(2(,*B) an.
Mit <® bzw <@ sind jeweils die normalen Ordnungen gemeint.

L f}l /-\\\
NN

N N\

(a) A: B
Trennende Formel ¢ := JaVy(y # = — Ezy)
qr(p) =2

Gewinnstrategie fiir D in G\(2, B)
"Wahle einen beliebigen in der anderen Struktur"
(b) A = (Z,<*) und B = (Q,<?)

Trennende Formel ¢ := JzIyVz(~(x <z Az <y Az <y))

qr(p) =3
GS(Gewinnstrategie) fiir D im Spiel G (2, B):

1. Runde H wéhlt ohne Einschrankung ein a € Z
D antwortet mit 0. Erreichte Pos ist nun (a), (0)

2. Runde Wenn H aus 2 wihlt, etwa a € Z.

1, d>a
Dann antwortet D mit b= < 0, o' = a Dann ist (a,a’), (0,b) immer ein lokaler Isomor-
-1 d<a
phismus
Wenn H aus 9B wihlt, etwa b’ € Q
a+1 ,b'>0
Dann antwortet D mit ' = < a ,b=0 Dann ist (a,a’),(0,0") immer ein lokaler
a—1 ,b<0
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Isomorphismus.
= Also gewinnt D (die Duplikatorin)

Runde 1:
(c) A= ({0,1,2,3},<%) und B = (N, <?)

Trennende Formel ¢ := JzVy(y <z Vy = x)

qr() =2

GS fiir D im Spiel G; (2, b): "Antworte mit einer beliebigen Formel "

Dadurch wird eine Position der Form (a), (b) mit @ € {0,...,3} € N erreicht, welche lokalen Isomor-
phismus (weil a £ a und b £ b)
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1 MALO TUTORIUM 9

1 MaLo Tutorium 9
1.1 Aufgabe 1:

- Universum: Menge von Menschen
- zweistellige Relation R mit Rxy gdw. "x liebt y’
- Konstanten:

b: steht fiir "my baby”

m: steht fiir ”me”
Aussage wird beschrieben durch folgenden Satz:
¢ = Vx(xRb) A bRm AVx((x #m) — —~bRx)

i

Mit Sequenzenkalkiil zeigen wir: ¢ = (m =b)

(=) bRLBRmb=m=b=m (=) bRb,bRm = bRb,m =b
(—»=) bRbLDRm=b#m,m=1»> bRb,bRm,—bRb = m = b
v =) bRb, bRim,b # m — —bRb = m = b

V=) bRb,bRm,¥x(x # m — —~(bRz)) = m=1b

2 x (A=) Vz(xRb),bRm,Vz(x # m — -(bRx) = m=1»>

Va(zRb) AbRm AVz((x #m) = —bRx) = m=1»>

1.2 Aufgabe 2:

a)
T, 3x¢(z),0 = Vay(x)
L, ¢(c) = =0,9(c)
Wir nehmen an, dass die Préamisse eine giiltige Sequenz ist und dass
AE AT A6(c).
Daraus folgt: A = AI' A Jzg(x)




1 MALO TUTORIUM 9 2

1. Fall:

A = 0, also wegen Pramisse auch A = V§1(§). Daraus folgt A = 9(]) und die
Konklusion gilt.

2. Fall:

A £ 0, also A = —0, also ist die Konklusion giiltig.

Also ist die Schlussregel korrekt.

b)
I Va(op(z) = ¢(x) = A
T,6(c) = A, b(e
Wahle T', A = (), dann bleibt iibrig:
Va((z) - v(z) = O
¢(c) = ¥(c)
Wiéhle ¢(x) = (x=c) und ¥(x) = (x#c)
Damit ist klar: Fiir jedes A gilt:
A |= ¢(c) aber A B 1(c), also ist die Konklusion ungiiltig.
Noch zu Zeigen: Pramisse ist giiltig.
Zeige dazu:
Va(p(x) — (x)) hat kein Modell.
Da ¢(c) in allen Strukturen gilt, ¥ (c) aber nicht, ist Vz(¢(c) — 1(c)
unerfiillbar. Also ist die Pramisse giiltig und die Konklusion kann nicht
stimmen.
Die Schlussregel ist damit nicht korrekt.




10. Tutorium

Satz angeben und dann Gewinnstrategie dariiber ausfithren mit Ehrenfeucht-Fraisse
Analog endlichen trennenden Satz angeben

Aufgabe 1

Welche der folgenden Theorien sind vollstdndig? 7' C FO(7)
p € FO(1) TEesoist peT

vollstandig

€ FO(T)

entweder ¥ € T oder ~¢p € T

Theorie iiber einer Struktur:

Th() = {r: A =}

Th(2) ist vollstéandig

(a) Die Theorie der dichten, linearen Ordnungen.

Beispiel: (Q, <), (R, <), ([0, 1], <)
Angenommen T ist Theorie fiir £ Mod(T)=K

Yi=TaVy(zr=yVaz<y)

es gibt ein Minimum
- =0 =VaeIy(y < x)

(Q, <) = T muss auch (Q, <) =9

Da aber (Q, <) ¢ muss ¢ ¢ T

Es ist aber aus ([0,1],<) = 6

Also ist weder v € T noch - € T

= somit nicht vollstandig

(b) Die Theorie der dichten, linearen Ordnungen ohne Endpunkte.

Lemma 3.14 Eine Theorie T ist genau dann vollstdndig, wenn alle ihre Modelle elementar dquivalent
sind.

Th ist vollsdtndig

Sei A = (Q, <)

Zeige beliebiges B € K/ gilt A =B

Die Duplikatorin gewinnt &,,(2(,B) fiir alle m

Seien aq,...,ar und by, ..., by gem

Wenn a1 € [a1,ax] konnen kopieren, da B dicht

Ist a1 < a; konnen wir auch spielen, da es keine Endpunkte gibt(Minima und Maxima)

Also ist T vollstandig

Aufgabe 2

Sei T eine abzdhlbare Signatur und 2l eine beliebige 7-Struktur. Zeigen Sie, dass Th(2) im Allge-
meinen keine Hintikka-Menge ist, aber dass A um abzdhlbar viele Konstantensymbole expandiert
werden kann zu einer Struktur 2, so dass Th(2l' ) eine Hintikka-Menge ist.

Eigenschaften der Hintakka-Menge

(1) T, A sind disjunkt

(2) Atomare Sétze in «y sind unter Substitution abgeschlossen
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(3) Wenn =¥ €T, soist ¥ € A
Wenn =¥ € A, so ist Psi € T’

(4) Ist tvpel,sopeloder Vel
wenn WV elso¥ e Aund p € A

(5) Wenn Jz(¥(z)) € I, so existiert t, Grundterm mit ¥U(¢) € I', wenn 3(¥(x)) € A, soist U(t) € A
fiir alle t

Betrachte 2 = (R, <)
Jz(z = z) € Th(A)
—_———
¥ (z)
es gilt aber gew keine Grundterme iiber 2l also ist (5) verletzt
Alternative:

TODO Mittelterm

Zeige, dass Bedingungen erfiillt
1) Offensichtlich ist TNA =0
2) Wenn ¥(t) e Tund ¢ =¢' € T, dann gilt A’ = U(¢), A" =t =1/, also auch A’ = U(t')

(

(2)
®3) v
(4) Wenn ¢ VU €T, soist A' =@V ¥, alsomuss U € I' oder p €T

(5) o Jx(¥(x)) € A, also A’ = Fz(T(x)), also muss fir jeden Grundterm A’ = ¥(¢) und somit
U(t) eI Vvt

e Jx(U(z)) €T, also A’ = Jx(V(t)), Zz: Es ex. t, sodass A’ = U(t) und ¥(¢) € T

Betrachte in ¥ treten nur endlich viele Konstanten auf, also existiert ein k& € N sodass keine
Konstante cy j,7 > k

Das heifit ¥ € FO(7(2(, k)) und A |= U(¢) ist auch 2, k = Jz(T(x)) was Konstanten von
7777

Beweis fiir vollstandigkeit
Modell fiir Formelmenge
als Tipp fiir Bonusaufgabe

22



11. Tutorium

Aufgabe 1

Satz (Kompaktheitssatz der Pridikatenlogik) notwendig
Satz (Aufsteigender Satz von Léwenheim-Skolem) notwendig
Satz (Absteigender Satz von Lowenheim-Skolem) notwendig
TODO ausschreiben

Zeigen oder widerlegen Sie fiir die folgenden Klassen von Strukturen jeweils, dass sie FO-axiomatisierbar
beziehungsweise endlich FO-axiomatisierbar sind.
a) Die Klasse der zu (N, +) isomorphen Strukturen.

Angenommen ® axiomatisiert K(® Mod(®)=K,)

Dann hat ® ein unendliches Modell, ndmlich (N, +)

(da (N,+) = (N, +)

Bzw es gilt (N, +) = ®

Nach LS 1 (ii) existiert Modell 2 = (A, +) mit (M = R)|A| > |M| = |R| > |N| Also miisst 2 € K,
aber es gilt A % (N, +)4 = K, nicht FO-axiomatisierbar

Alternativ(Modifikation)

(A von ® mit Michtigkeit N(N) dann gilt aber 2 2 (N, +)) 4 = nicht FO-axiomatisierbar

b) Die Klasse der zu (R, +) isomorphen Strukturen.

Da solch ein ® abzdhlbar(FO({+}) ist abzéhlbar) wére, gilt nach LS |, dass ® ein abzéhlbares
Modell hat. Dies ist nicht isomorph zu (R, +)

= nicht FO-axiomatisierbar

Alternativ:

Angenommen ® ax. K. Dann hat ® ein unendliches Modell, ndmlich (R, +). Nach (LST) ex. dann
ein Modell 2 = (A, +) mit |A| > |[Pot(R)| > |R|. Also miisste 2 € Ky, aber 2 % (R, +) 4

= Ky nicht FO-axiomatisierbar

Alternativ(Variante2)

Angenommen ¢ ax. K. Dann ist ¢ erfiillbar und abzéhlbar, da die Signatur abzdhlbar ist. Also
ex nach LS| ein abzdhlbares Modell 24 = (A,+) mit |4] < |N| < |R] 4 = Kp nicht FO-
axiomatisierbar

c¢) Die Klasse der ungerichteten Graphen mit mindestens 5 Knoten.

Ve :=Vay(Exy — Eyz) A\Ve(-Exzz) AJri3a,. .. Elxg,(/\ x; # xj)

ungerichteter Graph 7]

5 verschieden Knoten

ErgdnzungDann ax. 1. die Klasse K. endlich.
d) Die Klasse der endlichen Graphen.

Erganzung Angenommen ® ax. 4. Dann hat ® beliebig grofe endliche Modelle fiir alle n € N
ist nédmlich A, = ({1,...,n},0) ein Modell von

Also ex. nach LS? ein unendliches Modell von &, also enthélt K4 einen unendliches Graphen 4
Also ex. kein Axiomensystem fiir g4

Dass es beliebig grofie endliche Modelle gibt, muss begriindet werden

(= nicht FO-axiomatisierbar)

K4 hat beliebig grof

odelle, also nach

S 1 (i) auch ein iches Modell
nicht fomatisierbar
€) Die Klasse der unendlichen Sterne.
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Ystern = IM[VaVy(Ezy — (x =m Ay #m)V (x #mAy=m)) AVz(z #m — Exm A Emz)]

Mittelpunkt alle anderen Punkte

D = {n = Tz1 ... a,( /\ x; # xj)n > 1}

1<i<j<n
(I)oo—Stern = q>oo U {@Stern}

Erginzung Dann ist ®oo U {@stern} =: P ein unendliches Axiomensystem fiir 1,
Ang. K. ist endliche axiomatisierbar durch Formel ¢

Dann ist ® U {—¢} unerfiillbar.

Dann ex nach KS ein endliches, unerfiillbares

(I)O g d = (bOO ) {@Stern} ) {_‘Lp}
Da ®., endlich, ex. ein m € N, sodass
Do C {pnln < m} U{pstern, 70}

Finde nun Modell fir

{SOTL'n S m} U {_‘90} U {@Stern}
[ ~—— ———

muss mind. m Elemente enthalten kein unendlich grofer Stern  muss Stern sein

endlich grofier Stern

Sei A= ({1,...,m}, E) mit E={(1,z)|lz € {2,...,m}}

Also ist 2 Modell von @', also ist @' erfiillbar

Also ist ®( erst recht erfiillbar, da &, C @’ 4

Also kann ¢ nicht ex. und K, ist nicht endlich ax.

Lieber Modell hinschreiben, sonst kann es Punkteabzug geben

Alternative(—yp vergessen)

Endlich geht nicht: Sonst existiert ¢, sodass S =1 gdw. S ist co-Stern

Aus Komp.(Kompaktheitssatz)(i) folgt es existiert ®g C Poo_gtern (endlich) mit ®q = ¢
Wir wissen: ®g C {@stern} U {pn|n < k} fiir festes k € N

Also ist Stern mit k Knoten ein Modell von ® (und dmait auch von ) 4

f) Die Klasse {(4, R)|TC(R) ist irreflexiv}, wobei R eine zweistellige Relation sei.

TC war transitiver Abschluss/Hiille
Beispiel

R
D). (v 2)}

1rreﬂex1v gdw. in Graph von R gibt es keinen Kreis

R - {(=,
TC(R) ist
Ky = {(A, R)|Im R-Graphen ex. kein endlicher Kreis}

©n = 3wy, ..., I ( /\ Rxixip1 Ny = Tpyr)

1<i<n

Also axiomatisiert ®. = {—p,|n > 1} die Klasse Ky
Ang. ¢ ax. K. Dann ist & U {—¢} unerfiillbar.
Nach KS ex. endliches unerfiillbares &y C @5 U {—¢} Da ®q endlich ist, ex. ein m € N, sodass gilt

Dy C {~¢ln<m} U {—¢} = ¢
~————

keine Kreise der Lidnge <m es gibt einen endl. Kreis
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Konstruiere Modell fiir ®’

SeiA=({1,....m+1},R)ymit R={(;,i + |1 <i<m}uU{(m+1,1)}

Also ist 2 = @', also ist @’ erfiillbar und somit ist ®g C ®’ auch erfiillbar. 4
Also kann ¢ nicht ex. und Ky ist nicht endlich ax.

Alternative

Y =V 1Vay .. Vo, (Rrixa A Reoxg A+« A Rtp_ 12y, — T 7 21)
S = {wn‘n € N}

Annahme 9 endlich axiomatisierbar, so existiert endliche Formelmenge ®<; C ®p¢ mit <y = ¢
nach KS(i)[in ®<j kommen nur 1, fiir n < k vor|

k41
. —_——N— . .
Dann gilt aber e — o — --- ¢ =1 und der letzte Punkt ist mit dem ersten verbunden 4

= nicht endlich FO-axiomatisierbar
g) Die Klasse der zu (Q, <) elementar dquivalenten Strukturen.

¥ = @dicht A Plinear A PKE
mit

Odicht = V2Vz(z < z = ) (z <y Ay < 2)

g) Die Klasse der zu (Q, <) isomorphen Strukturen.

Die Theorie der dichten linearen Ordnung ist vollstandig.

(alle Modell von vollstandigen Theorien sind elementar dquivalent (=))

Wissen (Q, <) ist dichte, lineare Ordnung und auch (R, <), das heift (Q, <) = (R, <)

(Wegen Méchtigkeit gilt (Q, <) % (R, <))

Angenommen es existiert ® mit Mod(®+)=K,, dann gilt (Q, <) |= ¢ Ve € ®, wegen =, aber auch
(R, <) = ¢ Vo € & und damit (R, <) € K4 4 Zusammenfassung

Isomorphie LSt

alle endlichen Strukturen LS?1

unendliche Strukturen KS
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Tutorium

Aufgabe 1

Sei 7 eine endliche Signatur. Sei ¥ C FO(7) eine beliebige Formelmenge, sodass jede erfiillbare
Formel 9 € ¥ bereits ein endliches Modell hat. Skizzieren Sie einen Algorithmus, der das Erfiill-
barkeitsproblem von Formeln aus ¥ entscheidet.

Da 7 endlich ist, kann man alle endliche 7-Strukturen systematisch generieren und jeweils testen,
ob die Struktur ein Modell von v ist.
Ein solcher Algorithmus terminiert genau dann, wenn 1) erfiillbar ist(da 1) nach Vorraussetzung ein
endliches Modell hat).
Wir geben jetzt noch einen Algorithmus an, der genau dann terminiert, wenn ¢ € ¥ unerfiillbar ist.
Suche dazu in SK einen Beweis fiir ¢ = ()
Ein Beweis im SK ist ein mit Sequenzen beschrifteter Baum, bei dem an jedem Knoten eine Regel
des SK angewendet wird und dessen Blatter Axiome sind.
Also kann man all diese Bdume generieren und testen, da der Baum ein Beweis ist, terminiert der
Algorithmus und gibt "unerfiillbar" aus
Falls ¢ unerfiillbar ist, ist ¢ = 0 eine giiltige Sequenz und nach Vollstindigkeitssatz ex. ein Beweis
im SK
Wir simulieren die beiden Algo parallel auf der Eingabe 1 € ¥ und geben je nachdem, welcher Algo
terminiert, "unerfiillbar" oder das Modell aus.
Von Modallogik in FO?
P, — Px
Y C)
(0 9) 1 (% () 0 *(2)) filr o € {A, V,—}
<a>1— Jy(Eazy AN« (y))
[ ¢ = Vy(Bazy — ¢ * (y))

=(V, Ea, Py, P2)

P1 — Plx
O = y(Exy Ay (y))

=P 0 =30P "es ex. ein Nachfolger an dem P; gilt"

K7 U1 ': 1/} K7 U1 ': ®
K,vo, -9 K,vs £ O analog "fiir alle Nachfolger"

Aufgabe 2
Wandeln Sie QO(P; V O-PF,) in eine dquivalente FO-Formel um.
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OO(P, VO-Py) s y(Exy AD(P VO-Py))
—  Jy(Exzy AVz(Eyz — (P VO-P)))
—  Jy(Exy AVz(Eyz — (Prz VVu(Ezu — —Pau))))

Mit 2 Variablen

w = <>|:|(P1 vV |:|_\P2)

1/) — <>|:|(P1117 \ D_‘PQI')

= O0(Pix v Vy(Exy — —Pay))

— OVy(Ezy — (Piy V Ve (Eyx — —Px)))
— ~—

— Jy(Exy — Ve(Eyx — (Piz VVy(Exy — —Py)))) =: ¢
Jetzt gilt: o € FO? und K,v |= 1 gdw. K = ¢(v)
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13. Tutorium
Aufgabe 1

Zeigen Sie mit der Resolutionsmethode, dass folgende Formel unerfiillbar ist:

(Z=XVY)ANY 5 -XVIOANZV-YIANXVI)NX —>Y)

={-Z, X, YH-Y, X, ZH{-Z,-Y {X, Z}{-X,Y} Rest sollte trivial sein

Aufgabe 2

Was ist in (P(N), C) elementar definierbar?
a) Das Element {17} € P(N)

MA\{17}U{18} 17 M,18¢ M
Definiere 7 : P(N) = P(N),M — ¢ M\ {18} U {17} 18 M, 17¢ M
M sonst

Zeige 7 erhélt C: Zeige also M C N = (M) C n(N)
Es gelte M C N

1.Fal 17Te M = 17€ N

und 18 € M = 18 € N

=7m(M)=M,n(N) =N, also n(M) C w(N)

9.Fall 17 € M,18 ¢ M

=17e N

Fall a) 18 € N

18 € m(M)

17¢ M

und 18 € m(n) = w(M) C w(N)

Rest analog

Nun gilt 7({17}) = {18}, also ist {17} nicht elementar definierbar.
b) Die Teilmenge {X € P(N) : | X| =2}

{z e P(N)||z| = 2}
(po(x) = Vy(s Cy))

pe(r,y) =x Cyhe#y
olr) =TyFz(y<zAz<z)A-JadbIe(a COAbCcAe Cx)

Aufgabe 3

Sei 2 = (P({1,2}), <) und B = (P({1,2,3}). ).
Was die minimale Zahl m, sodass der Herausforderer das Spiel G,,,(2,B) gewinnt? Begriinden Sie
ihre Antwort!

A= (P({1,2}),9),® = (P({1,2,3}),9)

{0, {1}, {2},{1,2}}

Beh In 3 Ziigen gewinnt der Herausforderer das SPiel
GS fiir Herausforderer

H: b = {1} B
D: {a} € A mit a € {1,2} (mit @ oder {1,2} — Niederlage)
H: by = {2} eB

D: {b} €A mita#b
H:bg={3} €B,esgilt b, Cb; fliri #j
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D muss () oder {1,2} wihlen — Niederlage, da § C {1} bzw {1} C {1,2}

GS fiir Duplikatorin in G5 (%, B)

Falls H () oder {1,2} in 2 wihlt, antworte mit () oder {1, 2, 3}(oder umgekehrt)

Dann wahlt der H im 2. Zug entweder eine Teilmenge einer Obermenge oder nochmal die 1. Menge.
Aufgrund des 1. Zuges kann C also immer erhalten werden.

Aufgabe 4

Welche der folgenden Schlussregeln sind korrekt? Begriinden Sie dies auf se- mantische Weise (d.h.
nicht durch Ableiten im Sequenzenkalkiil).

a)

y=Ap T = A0
L-p=A

Es gelte 2l =T U {—p}

1.Fall 2 |= ¢ fiir ein 6 € A — fertig
2.Fall2l £ A A

Mit 2 Pramisse fiir ein 2 = ¢

b)

[, 3e(x) = A, 3aVyy(r,y)
I, o(c) = A, VyJzy(z,y)

Es gelte EI' U {¢(c)}
Dann folgt auch 2l =T U {3p(z)}

Mit Pramisse gilt dann:
1.Fall A = A A — fertig
2.Fall 2 = JaVyy(x, y)
Es folgt A | VyIzy(z, y)
Also ist die SR korrekt

c)

L, 3zp(z) = A, VazIyy(z,y)
L, 0(c) = A, IV (z,y)

Analog zu b) folgt

1.Fall A = A A — fertig
2.Fall 2 = Vy3zy(x,y)

folgt dann auch JzVy (Y (z,y))?
Gegenbeispiel:.T' = A = 0, p(z) = (z = ¢)

Y(z,y) = (x=y)

Zeige (i) Pramisse gilt, (ii) Konklusion ist ungiiltig
(i) Jzp(x) ist allgemeingiiltig

Vy3x(xz = y) ist aber auch allgemeingiiltig.

Also Préamisse giiltig.

(i) Wihle 2t = ({1,2},c* = 1)

Esgilt A =T U{p(c)} ={c=c}

Aber AU {FaVyy(z,y)} = {FeVy(z = y)},

also existiert kein 6 € A U {FaxVyyp(z,y)} mit A =4
Also SR nicht korrekt.

Aufgabe 5

Welche der folgenden Klassen von Strukturen sind (endlich) axiomatisierbar? Geben Sie entweder
ein entsprechendes Axiomensystem oder widerlegen Sie dessen Existenz.
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a) Die Klasse der endlichen Cliquen.

(Klasse der endlichen Cliquen enthélt beliebig grofie endliche Cliquen und nach LS 1 auch un-

endliche Cliquen)

Cliquen werden hier als trivial angenommen, in der Klausur ist natiirlich das Modell zu beschreiben(da
man zeigen muss, dass das auch endlich und beliebig grof geht)

Die Klasse K, enthilt beliebig grofie endliche Cliquen, also ex. zu jedem n € N eine Clique C' € K,

mit |K| > n

Nach LS 1 ex. dann auch eine unendliche Clique C’ € K, 4 zur Annahme von nur entlichen

Cliquen

= nicht axiomatisierbar

b) Die Klasse der Strukturen (A, f), bei der fiir alle a € A und alle n € N\ {0} gilt f"a # a.

{Va(fa # a),Ya(ffa #a),...}
={on=Va(f...faFa)ln =1}
n mal
(Geht nicht endlich, Schema f bzw KS)
Angenommen ¢ ax. K. Dann is ® U {—¢} unerfiillbar.
Nach KS ex. existiert eine endliche unerfiillbares &, C ® U {p}
Da @ endlich ist, ex. ein m € N mit

Qo C {pn|l <n <m}uU{-p}
—_———
(D/

Ein Modell von dieser Menge muss folgendes erfiillen
HAED flfata,ffaFa...f...fata Va

1
(i) 2 = —¢ : zB soll ein a ex. mit f™Tla=aq
Dies ist zB erfiillt fir A = ({0,...,m}, f) mit f(z) = (z+1) mod (m+ 1)
Also ist A = {on]l <n <m}U{-¢}
also insbesondere 2 = @ 4
= K, nicht endliche axiomatisierbar
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