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Aufgabe 1
(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz und erldutern Sie die dabei auftretenden Begriffe.
(b) Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass die Formel
(XAY) = (UVV)AY - X)ANUAY -0)A(VAY - 0)AY
unerfiillbar ist.

(c) Wie kann man mit Hilfe der Resolutionsmethode entscheiden, ob fiir zwei AL-Formeln ¢
und ¢ die Beziehung ¢ = 9 gilt?

(d) Verwenden Sie die Methode aus (c), um zu zeigen, dass

(ZAV) = X)ANV S U)A(-V = -Y)A(~Z = U)EY — (UV X).

Aufgabe 2

(a) Konstruieren Sie fiir jedes n € N eine aussagenlogische Formel ¢, (X, ..., Xo, Y, ..., Y0),
die besagt, dass bei der Addition der Binérzahlen X, ... Xy und Y, ...Yy kein Uberlauf
entsteht.

(b) Welche der folgenden Formeln sind zu einer Horn-Formel dquivalent? Begriinden Sie Ihre
Antwort.

() (X=Y)A(X—=-2); (i) YVI(X=Y)A(X = 2);
(i) (X > Y) V(X = -2); (iv) YA(X =Y)V (X — 2))

Aufgabe 3

Betrachten Sie die Transitionssysteme
£ (0= e (@, (=)

©)

(a) Beweisen Sie, dass K, 0 und K', a nicht bisimilar sind, oder geben Sie eine Bisimulation an.

(b) Bestimmen Sie die kleinste Zahl m, so dass der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel
Gm (K, K') gewinnt.

(¢) Geben Sie einen FO-Satz ¢ mit minimalem Quantorenrang an, so dass K = ¢ und K’ £ ¢.
(d) Skizzieren Sie eine zu K, 0 bisimilare Baumstruktur.

(e) Gibt es eine endliche Baumstruktur, welche zu K, 0 bisimilar ist ?



Aufgabe 4

Betrachten Sie das Transitionssystem K’ aus der vorherigen Aufgabe.
(a) Geben Sie die Mengen der Knoten an, die von folgenden Formeln definiert werden:

(1) p(z) == y(Eayz A Vz—Epyz)
(i) ¢ := [b]0 A (a)(a)1
(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {c, f} definieren.

Aufgabe 5

Sei K = (V, E, P,Q) ein Transitionssystem. Sind die folgenden Mengen in (i) der Modallogik,
(ii) der Pradikatenlogik, und (iii) CTL definierbar ? Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel
an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V', an deren sdmtlichen Nachfolgern P gilt.

(b) Die Menge aller v € V, so dass es einen Pfad der Lénge hochstens 3 von v zu einem Knoten
gibt, welcher keinen Nachfolger besitzt.

(c) Die Menge aller v € V, die mindestens zwei Nachfolger besitzen.
(d) Die Menge aller v € V, so dass alle in v beginnenden Pfade nur Knoten enthalten, an
welchen @ gilt.
Aufgabe 6
(a) Welche der folgenden Funktionen f : 2 — % sind Homomorphismen, welche Einbettungen ?
(1) A= (N7'7§)7 B = (Qa'vg)a
2m3nk  fir x =2"3Mk, 21k, 31k,
fla) = .. 1
0 fir z = 0.
(ii) 2 := ({0,1}*, =, R*) mit
R*:={(v,w) : v und w enthalten gleichviele Einsen},

B = (P,C,RY), wobei R® := {(X,Y) : |X|=|Y]|} und P die Menge aller endlichen
Teilmengen von N ist,
flag--apn—1):={i : a; =1}.

(b) Geben Sie fiir die Strukturen aus (a) je einen Homomorphismus A : 8 — 2 an.

(c) Geben Sie alle endlichen Substrukturen der Struktur (P(N), f) an, wobei

f(X):= X\ {min X}.



Aufgabe 7

Sei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und seien P, E zweistellige Relations-
symbole. Weiterhin sei ¢ := Pxax AVz ((Jy Pyx A Jy Pxy) AVz Ezy)

1. Bilden Sie ¢[x/ fyy,y/gz].

2. Geben Sie eine zu ¥ dquivalente Formel ¢ in Prinex-Normalform an.

3. Transformieren Sie ¢ zu einer Formel in Skolem-Normalform.

Aufgabe 8

(a) Ist die folgende AL-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tautologie oder
(iii) unerfullbar?

(X =Y VIOANY - -2)] = ["(-X =Y ANZ) V(Y < 2)

(b) Sei R ein zweistelliges Relationssymbol und g ein einstelliges Funktionssymbol. Ist die
folgende FO-Formel (i) eine Tautologie, (ii) erfiillbar, aber keine Tautologie oder (iii) un-
erfiillbar ? Ist sie ein Unendlichkeitsaxiom ?

VaVyVz((Rxy A Ryz) — Rxz) AVeIyRxy AVz(Rxx — Yy(Rry — —Ryz))

(¢) Kann eine Formel gleichzeitig eine Tautologie und ein Unendlichkeitsaxiom sein?

Aufgabe 9
1. Erldutern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass
a) eine Sequenz I' = A giiltig ist.

b) eine Regel korrekt ist.

I'=

I'=.A

2. Welche der folgenden Sequenzen sind giiltig, welche Regeln korrekt? Begriinden Sie Thre
Antworten.

a) Jxp(r) = ¢(c), wenn ¢ nicht in ¢ vorkommt.
b) (), pld), V2V (~p(2) V 2 = 2 V=) = ¢ = d.
c) I' = A, wobei
I' :={Vx—FExx,VaVy(x = yV ExyV Eyx),VaVyVz(Exy AN Eyz — Exz)} und
A= {VaVy (Exy V Eyz),~3zJy(Exzy A Eyz)}.
Iy = A I'p= A
I's AypAng '

d)

3. Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalkiils die Giiltigkeit folgender
Formeln:

a) (P AYP) = =) — .
b) (~3zip(x)) — (Ve—ip(z)).



Aufgabe 10

Sei f ein einstelliges Funktionssymbol. Welche der folgenden Klassen sind FO-axiomatisierbar ?
Welche sind endlich axiomatisierbar ? Begriinden Sie ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls
ein entsprechendes Axiomensystem an.

(a) K1 := {(A, f) : f ist injektiv, aber nicht surjektiv},

(b) K2 :={(A, f) €K1 : A endlich},

(c) Ks:={(A,f) :+ (A f) = (N,s)} wobei s(n) :=n+1,

(d) K1:={(A, f) : A iiberabzihlbar},

() Ks:={(A,f) : f'(a) ist unendlich fiir ein a € A},

(f) Ko :={(A, f) : [{f*(a) : ne€N}| <753 fiir alle a € A},
(g) K7 :={(A, f) € Ks : A endlich}.



