
Äufgabe 1-

(a) Zeigen Sie mit Hiife der Resolutionsmethode, dass die Formel

12 Punkte

(uvv)  ̂  (u^  Z  - - -Y)^  (Xv  z )  ̂ (X  - - -  (Y  v  z ) )  ̂ (Y ' - -  0 )

unerfüllbar ist.

(b) Seien -i-,.4 endliche Mengen von aussagenlogischen Formeln, und seien o.B.d.A. die Formein
aus I in KNF und die Formeln aus 4 in DNF gegeben. Wie kann man mi.t Hilfe der
Resoiutionsmethode entscheiden. ob die aussageniogische Sequenz f + C gültig ist ?

/ ^ \  \ , / o r r r r o n . l o n  ( i p  d i e  l \ z l e f h n d e  r r r c  / h l  r r m  z r r  z . o i o o n  r i e q c  d i e  f n l  s p n d e  S e n t r c n z  o i i l t i o  i c t '
\  v . /

( X  * v )  A  ( v - - *  0 )  ̂  ( U  ̂ Z  - *  v )  ̂ ( X v Y v  Z )  = +  ( X ^ v )  V  ( - v n - t / )

Aufgabe 2 6 Punkte

(a) Gibt es eine modallogische Formel ,p, so dass fih alle Kripkestrukturen K und alle u gilt:
K,u ? p genau dann, wenn K ein Baum mit W'urzel 'u ist?

(b)  Se i  @n : :  {p>n :  n  r_Ni  ml t  f )n  : :  1x t . . . l rn  A t+ t r i  f  r r  (d .h .  a l le  Mode l le  von @,o
sind unendlich). Zeigen oder widerlegen Sie, dass für ein beliebiges Unendlichkeitsaxiom i/
die Menge 4u {-rlr} immer unerfüllbar ist.- C

Aufgabe 3 8 Punkte

Weiche der folgenden Probleme sind entscheidbar, welche unentscheidbar ? Begründen Sie rhre
Antwort knapp.

(a) Das Erfüllbarkeitsproblem der Modallogik.

(b) Das Auswertungsproblem frir FO-Formeln auf endlichen Strukturen.

(c) Die Menge ailer modallogischen Formeln, die ein Baummodell haben.

(d) Die Ä4enge aller r/ € FO. so dass A + tb eine gültige Sequenz ist.

Aufgabe 4 10 Punkte

Sei  2 t  ' :  ( {a ,b } * ,p :  (z  ' - *  a r ) ,s :  ( r  r -  rb ) )  und !3  : :  (N ,  f  t  (n - *  2n) ,9  |  (n  *  3n) ) ,  d .h .
p fügt ein a am -A.nfang des Worues ein. und s hängt ein b an das Ende des Womes an. Geben
Sie ipwei ls cinc strrrkturerhaitende Abbi ldrrno der fol  senden -{r t  an. oder beweisen Sie. dass eine
solche nicht existiert:

(a) ein nicht-trivialer Homomorphismus von 2l nach !31

(b) ein Isomorphismus zwischen 2[ und !3;

(c) ein nicht-trivialer Automorphismus von E.

(d) Sei pr eine injektive -{bbildung von b{a, b}-a auf die \Ienge {r > 1 : 2ln t 3ln}.
T,e tsen S ie .  c jass  mAn 1 i  z r r  e iner  F : in ;ö i - "h -  "^n  o f  ; -  n3  fOr tSetzen kann.u i u )  u o J D  L u a v u u L u u b  v v r a  4  r r r  -



Aufgabe 5 16 Punkte

Seien zwei tansitionssysteme K und Ü mit atomaren Eigenschaften P und Q wie folgt gegeben:

qi- ' i  r  1  "^Ä r t  A b is imi lar? Geben Sie oeoehenenfa l ls  e ine Bis imulat ion an.u r { u  / v ,  / v  )  v  v r J r r l J l @ .  V E U E I I  J I U  ö L 6 L U V r l U l r a 4 r r J  u f t l r

Geben Sie eine Formel p € ML mit  K.2l  p,  K' ,o * o an oder begründen Sie. warum eine
solche Formel nicht existiert.

Welches isi das kieinste m, so dass der Herausforderer das Ehrenfeucht-Fraisse Spiel G^(K., rc')
gewinnt?

/ d )  ( l p h o n  S i e  e i n o n  \ > r z  t l t  c
\ * / v a u 2 y !

P
v

(c )

(")

(b )

I e l

FO mii -ir.i-ut"- Quantorenrang an, so d.ass K | ,r/ und
K' ? -rlt.

Skizzieren Sie eine zu K,1 bisimiiare Baumstruktur.

Gibt es eine endli,cäe Baumstruktur. weiche zv K,I bisimilar ist?

Aufgabe 6 12 Punkte

Betrachten Sie das Transitionssystem K' aus -A,ufgabe 5.

(a) Geben Sie frir jede der folgenden Formeln die Knoten an. an denen die Formel gilt:

( i )  p r ( r )  : :  Qr  A-g(Ery  AQy A3: (Eyz  A P:  A  r  :  z ) )
/ i i \  , ^ ^  . -  l - t P  n  / )  t  A A / \ / P  ^  n \
\ r t l  Y ' 2  / \  \ 3 /  / \  v v v \ /  i  \  v /

( i i i )  e3 : :  A(P U A(Q U (P n Q)))

(h)  Geben Sie Formeln in  FO und ML a.n wclche d ip Mcnse {b.  o}  def in ieren.  oder  beo," i inden\ " , /  r Y f !  o u ,  Y v u r L r a L  u r L  - v r u u S u  
L U )  y J  u g r r a l g r  E l r )  v u u r  u u ö :  u a r u u q

Sie, weshalb solche Formeln nicht existieren.

(c) Geben Sie eine CTL-Formel an, welche in einem beiiebigen tansitionssystem K mit Zustand
u ausdrückt, dass es keinen Pfad von u aus gibc. auf dem irgendwann P aber danach nie
mehr Q gilt. Geben Sie eine äquivaiente Formel in FO an. oder begründen Sie, weshalb eine
solche nicht existiert.

Aufgabe 7 8 punkte

Beweisen oder widerlegen Sie, dass folgende Formejn fur aJ]e n ) I Tautologien sind.

(u) (Xr --  ( .Xz -* (X3 --+'  (Xn-t  ' - - ,  Xn). . . )))  *  ((Xr n Xz A . . .  n X"-r)  - '  X,,)

(b) (vL.( xr - y)) - ((AL, x) - (AL, y,))



Aufgabe 8

Beweisen oder wideriegen Sie die Korrektheit der folgenden Schlussregeln:

Aufgabe 10

Wir betrachten folgende Aquivalenzstrukturen:

l ,g  + A, t l t  I , -d  =+ A,- l )
f , t p  +  A , $

f  +  A , p  l , t l t  +  A , g

|  + A,rl t

Aufgabe 9 10 Punkte

Welche der folgenden Kiassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welche sind endlich axio-
matisierbar? Begründen Sie Ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalis ein (endliches) Axiomen-
system an.
ui^o,,oio -., /r) ",^t /. ). \Ä,-onÄon (io Äo1 Satz von Ehrenfeucht-Flaiss6 auf geeignere Bäume an.

(u) K" t :  {(A, o):  (-4,  o) ist  eine endl iche Gruppe}

/ L \  f .  . -  f  /  4  ^ \ .  /  4  o \  i . f  o i . o  r r n p n Ä l i e h o  G r r r n - p }
\ U /  / W ö  . -  1 \ d .  

" 1 .  
\ - t .  

v /  r r L  s f u e  u r r c l r u r t u t l c  \ : I r u P P c J

(r) K, ,: {(A, o) : (-4, o) ist eine Gruppe, die eine zu (R, *) isomorphe tTntergruppe enthält}

(d) rca,:  {(V.E):  (V.E) ist  ein gerichteter Graph. der keine unendl ichen Pfade enthält}

(e) Ein gerichteter Graph heißt unendlich uerzwe'igt. wenn jeder Knoten entweder keine oder
unendlich viele ausgehende Kanten hat. Zeigen Sie, dass die Klasse K" der unendlich ver-
zwei r ten oprichrcren Granhcn FO-:-- :^.-^*:- :^-r-^-  ̂ L^r nicht endl ich axiomatis ierbar ist .z v v 9 r " L a r f .  x g r r u r r r c u s r l  v l a } , u L r r  r  v - d d u l l l a L l J l c l u d l  .  d u c J

\ @ , /

1 L \

6 Punkte

B Punkte

rn i t  - 41  ; :  { ( n ,m)  :  n :  m}

m i t  - 42  : :  { ( x , y )  :  3 l ( r  -  y ) }  :  {@,ü  
' .  r  =  y  (mod  3 ) }

2ty : :  (N, -)

9J2 :: (2, -)

}Ls :: (Pn"(N), -) mit -4, F {(A. B) : l,al : lBl}
214:: (?n"(N)\i0), -,) mit -% :: {(/4, B) : max{a € A) : max{b € B}}

wobei Pn" (N) die Menge der endlichen Teilmengen von N bezeichnet. Geben Sie fiir jede dieser
Strukturen 2t einen Satz u1 € FO an, der sie von den übrigen drei Strukturen trennt. d.h.
21', I q und 213 ? -% tur j I i.

Aufgabe 11

(a) Formulieren Sie den Kompaktheitssacz der Prädikatenlogik.

10 Punkte

(b) Erläucern Sie, wie der Kompaktheitssatz aus dem Vollsiändigkeitssatz folgr.

(c) Eine Gruppe (G, o) hetßt torsionsfre'i, wenn gn I 16 ftr alle Elemente g I 15: und alle
n > 0 gi1t. Zeigen Sie mit l{ilfe des Kompaktheitssatzes, dass die Klasse der torsionsfreien
Gruppen FO-axiomatisierbar, aber nicht endlich axiomatisierbar ist.


