
Lehr- und ForshungsgebietMathematishe Grundlagen der InformatikTehnishe Hohshule AahenProf. Dr. E. Gr�adel WS 99/00ProbeklausurMathematishe LogikAufgabe 1: 7 PunkteWelhe der folgenden Klassen von Graphen sind FO-axiomatisierbar, welhe endlih axiomatisierbar?Begr�unden Sie ihre Antworten und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.K1 = die Klasse aller vollst�andigen Graphen. (Ein Graph heisst vollst�andig, wenn jeder Knoten mit jedemanderen Knoten verbunden ist.)K2 = die Klasse aller Graphen mit Durhmesser 3. (Der Durhmesser eines Graphen ist der maximaleAbstand zweier Punkte.)K3 = die Klasse aller Graphen, welhe einen Kreis der L�ange 5 enthalten.K4 = die Klasse aller endlihen Graphen in K3.K5 = die Klasse aller Graphen, welhe zu � //
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~~� // � isomorph sind.K6 = die Klasse aller Graphen, welhe zu (N; E) ismomorph sind, wobei E = f(m;n) : m+ 1 = n oderm� 1 = ng ist.K7 = die Klasse aller Graphen, in denen jeder Knoten h�ohstens endlih viele Nahbarn hat.Hinweis: Benutzen Sie den Kompaktheitssatz.Aufgabe 2: 4 PunkteSei f ein einstelliges Funktionssymbol.(a) Sei K1 die Klasse der ffg-Strukturen mit der Eigenshaft, dass jBild(f)j = p f�ur eine Primzahlp 2 N ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes von Ehrenfeuht-Fra��ss�e, dass K1 niht endlih axioma-tisierbar ist.(b) Sei K2 die Klasse der ffg-Strukturen mit der Eigenshaft, dass es f�ur alle Elemente a ein n 2 Ngibt derart, dass fn(a) = a ist. Zeigen Sie mit Hilfe des Kompaktheitssatzes, dass K2 nihtaxiomatisierbar ist.Aufgabe 3: 3 PunkteSei f ein 2-stelliges Funktionssymbol und P ein 2-stelliges Relationssymbol. Gegeben sei die fP; fg-Formel  := 8z[(fxz = y) ^ (8x8y(Pxy ^ Pyz)! Pzz)℄.(a) Bilden Sie  [x=z; y=z; z=fxx℄.(b) Geben Sie eine zu  �aquivalente Formel ' in Pr�anex-Normalform an.() Transformieren Sie ' zu einer Formel in Skolem-Normalform.1



Aufgabe 4: 3 PunkteGegeben sei die Struktur A := (f0; 1g;+; 1), wobei + als die Addition (mod 2) interpretiert sei, sowie dieFormel  := 9x8y(y + y = x+ 1 ^ 9z(y + z = x)).(a) Geben Sie den Spielgraphen f�ur das Auswertungsspiel auf A und  an.(b) Geben Sie f�ur einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen ander Wurzel!)Aufgabe 5: 6 PunkteGegeben sei ein Transitionssystem T = (S;Ea; Eb; P;Q), wobei Ea; Eb zweistellige und P;Q einstelligeRelationssymbole seien.(a) De�nieren Sie folgende Mengen mittels FO-Formeln.(i) Die Menge aller Knoten von denen ein aba-Pfad ausgeht.(ii) Die Menge aller Knoten an denen P gilt, Q aber niht, mit mindestens zwei a-Nahfolgernan denen P gilt und genau einem b-Nahfolger an dem Q niht gilt.(b) De�nieren Sie folgende Mengen mittels RA-Ausdr�uken.(i) Die Menge aller Knoten mit einem a-Vorg�anger und einem b-Nahfolger.(ii) Die Menge aller Knoten, von denen ein bba-Pfad ausgeht, auf dem die Knotenbeshriftung(fP;:Qg; fP;Qg; fQ;:Pg; f:P;:Qg) auftritt. (Das bedeutet, der erste Knoten auf demPfad ist mit P;Q beshriftet, der n�ahste mit Q;:P usw. )() Gegeben sei folgendes Transitionssystem:� b
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@ �aoo � a ??~~~~~~Geben Sie f�ur jede der folgenden Formeln bzw. RA-Ausdr�uke die de�nierte Menge von Knotenan und beshreiben Sie die Bedeutung der Formeln.(i)  (x) := 9y9y09zEaxy ^Ebxy0 ^ y 6= y0 ^Ebyz ^ Eay0z.(ii) �1�2=3�4=5�1=6(Ea �Eb �Ea).Aufgabe 6: 5 Punkte(a) Formulieren Sie den Resolutionssatz. Erl�autern Sie die dabei auftretenden Begri�e.(b) Wie verwendet man AL-Resolution um nahzuweisen, dass f 1; : : : ;  ng j=  , f�ur AL-Formeln 1; : : : ;  n;  .() Zeigen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, dass fY ! X;U ^W ! Y; V ! Ug j=W ^ V ! X .
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Aufgabe 7: 8 Punkte(a) ';  ; # seien aussagenlogishe Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:(i) ' ^ (' _  ) �  .(ii) ('$  )$ # � '$ ( $ #).(iii) (' ^  )! # � ('! #) _ ( ! #).(b) Geben Sie eine aussagenlogishe Formel  (X3; : : : ; X0) an, so dass I( ) = 1 gdw. die DualzahlI(X3)I(X2)I(X1)I(X0) durh 3 teilbar ist.() Geben Sie eine aussagenlogishe Formel  (Xn; : : : ; X0; Yn+1; : : : ; Y0) an, so dass I( ) = 1 gdw. diedurh I(Xn) : : :I(X0) gegebene Dualzahl um 1 kleiner ist als die durh I(Yn+1) : : : I(Y0) gegebene.(d) Untersuhen Sie, ob die folgenden Systeme von Junktoren funktional vollst�andig sind.(i) f^;_; 0; 1g(ii) fsel; 0; 1g.Dabei sei sel(u; v; w) = v, falls u = 0, und sel(u; v; w) = w, falls u = 1.Aufgabe 8: 5 Punkte(a) Beshreiben Sie, was eine korrekte Sequenz ist. Was ist eine korrekte Ableitungsregel f�ur Sequen-zen?(b) Beweisen Sie (semantish) die Korrektheit folgender Regeln:(i) (S )) �;  (t)! ��; t = t0;  (t0)) � :(ii) () ^) �) �;  �) �; #�) �;  ^ #() Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalk�uls die G�ultigkeit folgender Formeln:(i) ((' ^  )! :')!  .(ii) :9x (x) ! 8x: (x).Aufgabe 9: 4 Punkte(a) Zeigen Sie, dass die �ar-Struktur N := (N;+; �; 0; 1) keine ehten Substrukturen enth�alt.(b) Geben Sie alle Substrukturen von (Z;+;�; 0) an.() Zeigen Sie, dass es keine �ar-Struktur A gibt, so dass (N;+; 0; 1) � A � (Z;+; �; 0; 1).
3



Aufgabe 10: 4 PunkteA : �
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�� � �(a) Welhes ist das kleinste m, so dass Spieler I das Spiel Gm(A;B) gewinnt?(b) Finden Sie einen Satz  mit Quantorenrang m, so dass A j=  und B j= : .Aufgabe 11: 3 PunkteUntersuhen Sie f�ur die unten angegebenen Tripel (A;B; f : A! B), ob(a) f ein Homomorphismus(b) f ein Isomorphismus() f eine Einbettung von A in B ist.Dabei sei:(i) A := (N;max;min)B := (P(N);[;\)f(n) := f0; : : : ; ng(ii) A := (A;[;\) mit A := Menge der endlihen Teilmengen von NB := (N;max;min)f(X) := jX j(iii) A := (N � N; Q) mit Q := f(n;m) : n und m sind teilerfremd gB := (N; P ), mit P := fp : p ist Primzahl g.f(n;m) := (n �m)! + 1
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