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Hinweise

Unsere Regeln fiir die Klausur: Jeder Teilnehmer darf sich ein A4 Blatt mit eigenen
Notizen zusammenstellen und in der Klausur benutzen. Dariiber hinaus ist kein Material
(Skripte, Biicher, Mitschriften oder dergleichen) zugelassen.

Beginnen Sie fiir jede Aufgabe eine neue Seite.
Versehen Sie jedes Blatt mit IThrem Namen und Ihrer Matrikelnummer.
Geben Sie dieses Deckblatt mit ab.

Bearbeitungszeit: 120 Minuten




Aufgabe 1 10 Punkte

(a) Jedem ungerichteten Graphen mit Knoten 1,...,n ordnen wir eine Interpretation in folgen-
der Weise zu: Zu jedem Paar i < k von Knoten fithren wir eine Variable Xj; ein, welche
genau dann den Wert 1 erhdlt, wenn eine Kante zwischen ¢ und k existiert.

Konstruieren Sie eine aussagenlogische Formel ¥n =, welche besagt, dass eine Menge von
m Knoten existiert welche entweder alle untereinander durch eine Kante verbunden sind,
oder alle nicht verbunden sind.

(b) Gegeben sei ein ungerichteter Graph G = (V, E), so dass jede endliche Teilmenge X € V
in zwei disjunkte unabhéingige Mengen aufgeteilt werden kann. Zeigen Sie, dass die ganze
Menge V ebenfalls eine solche Unterteilung besitzt. (Eine Menge X C V ist unabhéngig,
wenn es keine Kante zwischen zwei Knoten aus X gibt.)

Hinweis: Benutzen Sie den Kompaktheitssatz der Aussagenlogik.
Aufgabe 2 10 Punkte
(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Resolutionsmethode, ob folgende Formel unerfiillbar ist:
(YAX)=-Z2)ANZ=Y)ANX =-Y)AQ=X)A(Y V-2)
(b) Zwei Formeln ¢ und ¢ schliefen einander aus, wenn es keine Interpretation gibt, welche

beide Formeln erfiillt. Wie kann man mit der Resolutionsmethode zeigen, dass ¢ und ¥
einander ausschliefien?

(c) Zeigen Sie mit der Methode aus (b), dass
= = (XVV)A(X=Z)A(Z—= Y VV))A(YVZ)und
Yi=((ZAV)=Y)A(ZAX)A(V = X)
einander ausschliefen.
Aufgabe 3 10 Punkte
Gegeben seien folgende {f, g, R}-Strukturen:
%= ({0,1}*, f%,¢* B*)  mit fH(w) := w0,
¢*(w) := wl und
R% := {(v,w) : es gibt ein z € {0,1}" mit vz = w}.
B := (N, f2,9%, R®) mit fB(n) := g®(n) =n+1 und
R® := {(a,b) : a < b}.
¢ := (N, f% ¢% R%) mit f%(n) := 3n,
¢%(n) := 5n und
R®:={(n,m) : n teilt m}.
(a) Geben Sie je einen Homomorphismus von 2 nach %, von 2 nach € und von B nach € an.

(b) Geben Sie je einen starken Homomorphismus von nach B, von 2 nach € und von B nach €
an oder beweisen Sie, dass kein solcher existiert.

(c) Gibt es einen Homomorphismus von B nach 2 bzw. von € nach 2A?

(d) Gibt es echte Substrukturen von 2, die zu 2 isomorph sind? Wenn ja, wie viele? Gibt es
auch Substrukturen von 2, die nicht zu 2 isomorph sind?




Aufgabe 4 12 Punkte
Sei K = ({1,2,3,4,5}, E, P) das folgende Transitionssystem:

5 e

P
(a) Geben Sie eine maximale Bisimulation zwischen & und K an.

(b) Bestimmen Sie fiir alle Paare u, v von Knoten mit K,u # K,v die kleinste Zahl m mit
K% 9%m K,v und geben sie eine ML-Formel ¢ der Modaltiefe m an, so dass gilt K, u = ¢
und K, v }~ .

(c) Konstruieren Sie eine Kripke-Struktur Ko mit minimaler Anzahl von Zustidnden, so dass fiir
Jjeden Knoten u von K ein Knoten v aus Ko existiert mit /C, u ~ Kp, v.

(d) Geben Sie einen FO-Satz von minimalem Quantorenrang an, der die Strukturen X und
Ko trennt und beweisen Sie, dass die von Thnen angegebene Formel tatsichlich minimalen
Quantorenrang hat.

Aufgabe 5 5 Punkte
Betrachten Sie das Transitionssystem K aus der vorherigen Aufgabe.
(a) Geben Sie die Relationen an, die von folgenden Formeln definiert werden:

(i) w(z) = 3y(Byz AVz(Bzz — z = y));

(i) O(COP v OOP).
(b) Geben Sie Formeln in ML und FO an, welche die Menge {1, 2,5} definieren.
Aufgabe 6 6 Punkte
Sei f ein zweistelliges Funktionssymbol und E ein zweistelliges Relationssymbol.
(a) Berechnen Sie p[z/fyz, y/fzz, z/x] fiir ¢ := 32(Ezz AVzEyz) VVz(Bzz A Ezy A JyEzy).
(b) Wandeln Sie die Formel

Y= ‘v’zﬂ[(ByE:cy) — BmE:cy]

in Prénex-Normalform um und bilden Sie die Skolem-Normalform von —.

Aufgabe 7 e B
Wir betrachten folgende Strukturen iiber der Signatur {C}:

2%, := (P(N),S); A3 := (P({0,1}), C);

A3 = (Pt (N)! g)! Ay 1= ({ﬂ filkE N} ? g)‘

wobei Pgn(N) die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist, und n die Menge {0,...,n}
bezeichnet. Geben Sie fiir jede dieser Strukturen 2; einen Satz w; € FO an, der sie von den
tibrigen Strukturen trennt, d.h. %; |= ; und ; | —; fiir j # 4.




Aufgabe 8 9 Punkte

Sei KK = (V, Eq, Ep, P, Q) ein Transitionssystem ohne Terminalknoten. Sind die folgenden Mengen
in (i) der Modallogik, (ii) der Préadikatenlogik, und (iii) CTL definierbar ? Geben Sie jeweils eine
entsprechende Formel an, oder begriinden Sie, wieso eine solche nicht existiert.

(a) Die Menge aller v € V, welche einen Nachfolger besitzen, an dem nicht @ gilt.
(b) Die Menge aller v € V, die mindestens zwei Nachfolger besitzen.

(¢) Die Menge aller v € V, von denen aus alle Pfade nach hochstens 3 Schritten einen Knoten
erreichen, an dem @ gilt.

(d) Die Menge aller v € V, an denen ein unendlicher Pfad beginnt, welcher keinen Knoten
enthdlt, an dem P gilt.

(e) Die Menge aller v € V, welche auf einem Kreis der Linge > 2 liegen.

Aufgabe 9 7 Punkte

Beweisen oder widerlegen Sie (semantisch) die Korrektheit der folgenden Regeln:
Le=>4,4 Liy=4¢

) T=4 g0
Ip—v= A ¢
(b) P= A, ©
(©) I, Yzp = A
I, Jzp= A
Aufgabe 10 8 Punkte

Seien ¢,y € FO und @ C FO. Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Behauptungen:
(a) ?U {¢} = ¢ genau dann, wenn @ = — ).

(b) ¢ ist genau dann eine Tautologie, wenn {—¢} = .

(¢) Aus @ |= ¢ folgt &' = ¢ fiir alle Teilmengen @' C @.

(d) Gilt @ = ¢ und @ = —p, dann ist @ unerfiillbar. Ist umgekehrt @ unerfiillbar, dann gilt
& |= ¢ fiir alle Formeln .

Aufgabe 11 10 Punkte

(a) Erlautern Sie, was es bedeutet, dass eine Relation in einer Struktur durch eine FO-Formel
definierbar ist, und erkldren Sie den Begriff der Termdefinierbarkeit.

(b) Welche der folgenden Mengen sind in (N, |, 2) definierbar? Hierbei gilt
k|n :gdw mk = n fiir ein m € N.
Geben Sie jeweils eine entsprechende Formel an oder beweisen Sie, dass keine solche existiert.
(i) {0,1}
(i) {2,3}
(iii) Die Menge der Primzahlen.
(iv) Die Menge der Zweierpotenzen.

(¢) Welche Elemente ¢ € Q sind in der Struktur (@, +, 1) definierbar, welche termdefinierbar?




Aufgabe 12 12 Punkte

Welche der folgenden Probleme sind entscheidbar, welche sind unentscheidbar? Begriinden Sie
Thre Antwort knapp.

(a) Gegeben eine Formel ¢ in (i) der Aussagenlogik bzw. (ii) der Pradikatenlogik.
Frage: Ist ¢ kontingent (d.h. ¢ ist erfiillbar, aber keine Tautologie)?

(b) Gegeben n € N und eine Formel ¢ in (i) der Modallogik bzw. (ii) der Priadikatenlogik.
Frage: Hat ¢ ein Modell mit héchstens n Elementen?

(c) Gegeben n € N und eine Formel ¢ in (i) der Modallogik bzw. (ii) der Priadikatenlogik.
Frage: Hat ¢ ein Modell mit mindestens n Elementen?

Aufgabe 13 10 Punkte

Welche der folgenden Strukturklassen sind FO-axiomatisierbar? Welche sind endlich axiomati-
sierbar? Geben Sie jeweils ein Axiomensystem an oder beweisen Sie, dass kein solches existiert.

(a) Fiir jedes n € N die Klasse ), aller ungerichteten Graphen, die eine Clique der Gréfe n
enthalten.

(b) Die Klasse aller reguléren ungerichteten Graphen. (Ein ungerichteter Graph heifit reguldr,
wenn alle Knoten den gleichen Grad d € N haben.)

(c) Die Klasse aller gerichteten Graphen, die einen zu (R, <) isomorphen Teilgraphen enthalten.

(d) Die Klasse aller kreisfreien ungerichteten Graphen (Ein ungerichteter Graph heift kreisfres,
wenn er keinen Kreis der Liange > 3 enthilt.)



	img010.jpg
	img011.jpg
	img012.jpg
	img013.jpg
	img014.jpg

