
Lehr- und ForshungsgebietMathematishe Grundlagen der InformatikTehnishe Hohshule AahenProf. Dr. E. Gr�adel WS 00/01ProbeklausurMathematishe LogikAufgabe 1: 8 Punkte ; ' seien aussagenlogishe Formeln. Beweisen oder widerlegen Sie:(a) (i)  ! ('!  ) ist eine Tautologie.(ii)  ! ('! �) � ( ^ ')! �.(iii) (( ! ')!  )! ' ist eine Tautologie.(iv) ( _ ')! � � ( ! �) _ ('! �).(b) Sei majn(X1; : : : ; Xn) := (1 jfi : Xi = 1gj � n20 sonst .Geben Sie eine aussagenlogishe Formel  (X1; : : : ; Xn) an, welhe majn de�niert.() Welhe der folgenden Systeme sind funktional vollst�andig: (maj2;:), (:maj3; 1), (maj3; 0; 1).Aufgabe 2: 6 Punkte(a) Formulieren Sie den Satz von Ehrenfeuht und Fra��ss�e. Erl�autern Sie die dabei auftretendenBegri�e.(b) Wie verwendet man diesen Satz, um nahzuweisen, dass eine Modellklasse K niht endlih axio-matisierbar ist?() Zeigen Sie, dass die Klasse K := f(A;E) : E ist �Aquivalenzrelation auf A, so dass jede�Aquivalenzklasse entweder h�ohstens 13 oder aber unendlih viele Elemente hat g niht endlihaxiomatisierbar ist.Aufgabe 3: 8 Punkte(a) Erl�autern Sie in eigenenen Worten, was es bedeutet, dass(i) eine Sequenz �) � g�ultig ist.(ii) eine Regel�) ��0 ) �0korrekt ist.(b) Welhe der folgenden Sequenzen sind g�ultig, welhe Regeln korrekt. Begr�unden Sie Ihre Antworten.(i) 9x'(x) ) '(), wenn  niht in ' vorkommt.(ii) '(); '(d);8z8z0(:'(z) _ z = z0 _ :'(z0)))  = d.1



(iii) �) �, wobei� := f8x:Exx;8x8y(x = y _ Exy _ Eyx);8x8y8z(Exy ^ Eyz ! Exz)g und� := f8x8y (Exy _ Eyx);:9x9y(Exy ^ Eyx)g.(iv) �;  ) � �; ') ��) �;  ^ ' :() Beweisen oder widerlegen Sie mit Hilfe des Sequenzenkalk�uls die G�ultigkeit folgender Formeln:(i) ((' ^  )! :')!  .(ii) :9x (x) ! 8x: (x).Aufgabe 4: 3 PunkteSei f ein zweistelliges, g ein einstelliges Funktionssymbol und P;E seien zweistellige Relationssymbole.Weiterhin sei  := Pxx ^ 8x ((9y Pyx ^ 9y Pxy) ^ 8z Ezy)(a) Bilden Sie  [x=fyy; y=gx℄.(b) Geben Sie eine zu  �aquivalente Formel ' in Pr�anex-Normalform an.() Transformieren Sie ' zu einer Formel in Skolem-Normalform.Aufgabe 5: 6 Punkte(a) Seien  in KNF und ' in DNF aussagenlogishe Formeln. Erl�autern Sie wie man mittels Resolutionzeigt, dass(i)  unerf�ullbar ist.(ii) ' allgemeing�ultig ist.(iii)  j= '.(b) Zeigen Sie mittels Resolution, dass � :((X1 ! X2)! X3) _ :(X1 _X2) _ (X2 ^X3) _ :(X1 ! X2)allgemeing�ultig ist.() Zeigen Sie mittels Resolution, dass(:X1 ! X2) ^ (X3 ! X2) ^ (:X3 ! :X4) ^ (X1 ^X3 ! X5) j= X2 _ :X4 _X5:Aufgabe 6: 6 PunkteWelhe der folgenden Klassen von Strukturen sind FO-axiomatisierbar, welhe endlih axiomatisierbar?Begr�unden Sie Ihre Antwort und geben Sie gegebenenfalls ein Axiomensystem an.K1 = Die Klasse aller diskreten linearen Ordnungen (A;<) ohne kleinstes und gr�osstes Element, z.B.(Z; <).K2 = Die Klasse aller abz�ahlbaren Strukturen in K1.K3 = Die Klasse aller Strukturen, die zu (R; <) isomorph sind.2



K4 = Die Klasse aller partiellen Ordnungen (A;<), so dass es zu jedem a 2 A h�ohstens 4 Elementeb 2 A gibt mit a < b.K5 = Die Klasse aller partiellen Ordnungen, welhe zu (Potf1; ; 2; 3g;�) isomorph sind.K6 = Die Klasse aller endlihen linearen Ordnungen.Aufgabe 7: PunkteGegeben seien folgende Transitionssysteme:K := �v1
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''NNNNNNNNNNNNN�v2 // �v3 // �v4 // �v5ll

K0 := �v01
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&&NNNNNNNNNNNNN�v02 // �v03 // �v04 // �v05 // �v06ll(a) Sind K; v1 und K0; v01 bisimilar? Wenn ja, geben Sie eine Bisimulation an. Wenn nein, begr�undenSie Ihre Antwort.(b) Welhes ist das kleinste m, so da� Spieler I das Spiel Gm(K;K0) gewinnt?() Geben Sie Formeln ' 2 ML und  2 FO mit qr( ) = 3 an, so da� K; v1 j= ' und K0; v01 6j= ', bzw.K j=  [v1℄ und K0 6j=  [v01℄ oder begr�unden Sie, warum solhe Formeln niht existieren.Aufgabe 8: Punkte(a) Sei A := fa; bg eine Menge von Aktionen und I := fP;Qg eine Menge atomarer Eigenshaften.Geben Sie jeweils in FO, RA und ML eine Formel an, die in Kripke-Strukturen mit Aktionen ausA und atomaren Eigenshaften aus I die Menge aller Knoten de�niert, die keine Nahfolger habenoder aber durh einen ab-Pfad mit solhen verbunden sind.(b) Sei K folgendes Transitionssystem:P;Q�v1 //
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Q�v2
��P�v3 P�v4 // Q�v5 ttGeben Sie f�ur jede der folgenden Formeln die Knoten an, an denen die Formel gilt:(i) '(x) := 8y(Exy ! ((Px$ Py) ^ (Qx$ Qy))).(ii) �1[(�1;4�2=3(E �E))� P � P ℄(iii) �(:P ^ :Q) _ ��QAufgabe 9: 3 PunkteGegeben sei die Struktur A := (fa; bg; PA), wobei P zweistellig mit PA := f(a; b); (b; b); (a; a)g, sowie := 9x(8yPyx ^ 9y:Pxy) gegeben.(a) Geben Sie den Spielgraphen f�ur das Auswertungsspiel auf A und  an.(b) Geben Sie f�ur einen der beiden Spieler eine Gewinnstrategie an. (Gewinnstrategien beginnen ander Wurzel!) 3


