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Kapitel 1

Aussagenlogik

1.1 Syntax und Semantik der Aussagenlogik

Die Aussagenlogik (AL) untersucht Ausdriicke, die aus atomaren Aussagen (den Aussagen-
variablen) allein mit Hilfe der aussagenlogischen Junktoren gebildet werden. Die Aussagen-
variablen werden interpretiert durch die Wahrheitswerte 0 (fiir falsch) und 1 (fiir wahr).

Fiir mathematische Zwecke ist die Aussagenlogik relativ uninteressant, da sie zu aus-
drucksschwach ist. Viele grundlegende Aspekte stérkerer Logiken lassen sich jedoch im
Kontext der Aussagenlogik iibersichtlich behandeln und veranschaulichen. Zudem ergeben
sich in der Aussagenlogik zahlreiche interessante algorithmische Probleme mit fundamenta-
ler Bedeutung fiir die Informatik, so etwa die Komplexitit des Erfiillbarkeitsproblems, die
Suche nach effizienten Beweissystemen, sowie die Spezifikation und effiziente Berechnung
Boolescher Funktionen.

Syntax. Formeln sind syntaktische Objekte, d.h. Worter in einer formalen Sprache. Die
Menge der aussagenlogischen Formeln ist induktiv als Wortmenge iiber einem Alphabet
definiert, welches aus folgenden Symbolen besteht

e einer festen Menge 7 von Aussagenvariablen,

e den Booleschen Konstanten 0,1,

e den aussagenlogischen Junktoren —,A,V, und —,
e den Klammersymbolen (,).

Meistens wird eine feste, abzihlbar unendliche Menge 7 = {Xy, X1, X5...} von Aus-
sagenvariabeln zugrundegelegt. Fiir gewisse Anwendungen der Aussagenlogik ist ist jedoch
sinnvoll, beliebige, auch iiberabzéhlbare Mengen 7 zuzulassen.

Definition 1.1. Die Menge AL der aussagenlogischen Formeln ist induktiv definiert durch
(1) 0,1 € AL (die Booleschen Konstanten sind Formeln).
(2) 7 C AL (jede Aussagenvariable ist eine Formel).

(3) Wenn 9,9 € AL, dann sind auch die Worter —p, (¥ A @), (¥ V @) und (b — )
Formeln aus AL.
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Boolesche Konstanten und Aussagenvariabeln nennen wir auch atomare Formeln. Die
Formel —¢ wird gelesen “nicht ¢” und ist die Negation von 1. Die Formeln (¢ V ¢), gelesen
“v oder ", und (1) A p), gelesen “¢p und ¢”, heissen die Disjunktion bzw. Konjunktion von
1 und ¢. Wir nennen () — ¢) die Implikation von 1) nach ¢ und lesen sie “i) Pfeil ¢” oder
“o» impliziert ¢”.

Konventionen zur Notation von Formeln. Zur Vesserung der Lesbarkeit bedie-
nen wir uns abkiirzender oder vereinfachender Schreibweisen. Zum Beispiel werden wir
in Formeln oft Klammern weglassen, welche fiir das Versténdnis {iberfliissig sind. Wir
vereinbaren, dass — stérker bindet als alle andern Junktoren, und dass A und V stérker
binden als —. So steht etwa ¢ A—p — 9 fiir ((¢» A—p) — ). Ausserdem vereinbaren wir
implizite Linksklammerung bei iterierten Disjunktionen und Konjunktionen: ©» A ¢ A n
steht fiir ((¢» A ¢) A n). Fiir iterierte Konjunktionen und Disjunktionen tiber Formeln
©1,.-. ,n verwenden wir die Schreibweisen A}, ¢; und /|-, ¢;.

Induktion iiber den Formelaufbau. Jede Formel ¢ € AL ist ein Wort iiber dem Alpha-
bet I' := 7 U {0,1,-,A,V,—, (,)}, aber natiirlich ist nicht jedes Wort aus I'* eine Formel.
Definition 1.1 ist ein Beispiel fiir eine induktive (durch Konstruktionsregeln gegebene) Defi-
nition. Sie ist so zu verstehen, dass ausser den nach den Regeln (1), (2) und (3) festgelegten
Formeln keine weiteren Zeichenketten aussagenlogische Formeln sind. Mit andern Worten:
AL ist die kleinste Menge von Wértern aus ['*, welche 0, 1 sowie alle Aussagenvariablen
X € 7 enthilt, und die unter der Regel (3) abgeschlossen ist, die also mit ¢ und ¢ auch die
Zeichenketten =1, (¢ A @), (¥ V ¢) und (¢ — ¢) enhilt.

Der induktive Aufbau von Formeln erlaubt das Prinzip der strukturellen Induktion fiir
Definitionen und Beweise. Induktionsbeweise iiber den Formelaufbau folgen folgendem Mu-
ster. Um nachzuweisen, dass alle Formeln in AL eine Eigenschaft E besitzen, zeigt man:

(a) Alle atomaren Formeln haben die Eigenschaft E.
(b) Haben ¢ und ¢ € AL die Eigenschaft E, so auch -y und (¢ o @), fiir o € {A,V,—}.

Mit diesem Beweisprinzip kann man leicht die eindeutige Lesbarkeit von Formeln ein-
sehen: Kein echtes Anfangsstiick einer Formel ist selbst eine Formel und daher kann man
jede Formel auf genau eine Weise gemiss den Regeln (1) — (3) von Definition 1.1 in ihre
unmittelbaren Bestandteile zerlegen.

Daraus folgt insbesondere, dass induktive Definitionen iiber den Formelaufbau eindeutig
sind: So konnen wir etwa die Tiefe d(1)) einer Formel 1) € AL induktiv wie folgt definieren:
(1) d(%p) := 0 fiir atomare 9, (2) d(—1)) := d(1)+1 und (3) d((pop)) := 1+max(d(1)), d(p)).
Die Tiefe ist oft ein adiquateres Maf} fiir die Komplexitit einer Formel als deren Linge.
Eine Unterformel einer Formel 1y € AL ist ein Teilwort von 1 das selbst eine Formel ist.
Die Unterformeln von ¢ := (X; V X3) A (X2 V (X3 — —X7)) sind

Y, (X1V X3), (X2 V(X3 = —X1)), (X3 = —~X1), X1, X1, Xo, X3.

Die Tiefe von 1 ist 4.

Ubung 1.1. Geben Sie eine induktive Definition fiir die Menge der Unterformeln einer aussagenlo-
gischen Formel an. Zeigen Sie:
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(a) Formeln der Linge n haben héchstens n Unterformeln.
(b) Formeln der Tiefe n haben héchstens 27T — 1 Unterformeln.

c) Es existieren fiir jedes n € N Formeln der Tiefe n mit genau 2"*! — 1 Unterformeln.
(c) i g

Ubung 1.2. Zeigen Sie, dass das Prinzip der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln erhalten bleibt,
wenn wir die sog. polnische Notation verwenden, welche ganz ohne Klammern auskommt. Die Regel
(3) in Definition 1.1 wird dabei ersetzt durch

(3)) Wenn ¢ und ¢ aussagenlogische Formeln sind, dann auch die Ausdriicke =), A, Vipp und
— Y.

Man zeige andererseits, dass die eindeutige Lesbarkeit nicht mehr gew#hrleistet ist wenn in Definiti-
on 1.1 die Klammern einfach weggelassen werden, d.h. wenn mit ¢ und ¢ auch die Ausdriicke ¢ A ¢,
¥V und ¢ = ¢ als Formeln zugelassen werden.

Semantik. Fiir jede Formel ¢ € AL sei 7(¢0) C 7 die Menge der in 1) tatsichlich vorkom-
menden Aussagenvariablen. Fiir Formelmengen ® € AL ist 7(®) = Uyeq 7(¢)-

Definition 1.2. Eine (aussagenlogische) Interpretation ist eine Abbildung J : ¢ — {0,1}
fiir ein o C 7. Sie ist passend fiir eine Formel ¢ € AL, wenn 7(¢)) C 0. Jede zu 1) pas-
sende Interpretation J definiert einen Wahrheitswert [¢]° € {0,1}, durch die folgenden
Festlegungen:

1) [0]7 := 0, [1]° := 1.

2) [X]? :=3(X) fiir X € 0.

3) [-w] =1~ [y]".

4) [ A @] = min([$]7, [¢]7).
5) [y V] = max([y]7, [¢]).
6) [¥ — ¢l == [9 V]

Ein Modell einer Formel ¢ € AL ist eine Interpretation J mit [¢]° = 1. Statt [¢]” = 1
schreibt man auch J |= ¢ und sagt J erfillt 1.

(
(
(
(
(
(

Nicht alle Aussagenvariablen im Definitionsbereich einer zu 1 passenden Interpretation J
miissen in 1) auch tatséichlich vorkommen. Offensichtlich ist aber fiir die Definition von []°
die Interpretation der in 1) gar nicht vorkommenden Ausagenvariablen unerheblich. Dieser
Sachverhalt, den man durch eine einfache Induktion iiber den Formelaufbau nachweisen
kann, wird durch das Koinzidenzlemma ausgedriickt.

Lemma 1.3 (Koinzidenzlemma). Sei1) € AL eine Formel und seien 3 und 3’ zwei zu 1
passende Interpretationen, so dass J(X) = ¥ (X) fir alle X € 7(+). Dann ist [¢]° = [4]” .

Ubung 1.3. (Auswerten aussagenlogischer Formeln) Geben Sie einen (méglichst effizienten)
Algorithmus an, welcher zu einer gegebenen Formel ¢ € AL und einer gegebenen Interpretation J
den Wahrheitswert [¢)]? berechnet. Beurteilen Sie die Laufzeit und den Bedarf an Speicherplatz des
Algorithmus.
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Ubung 1.4. Geben Sie eine Formel ¢ an, welche die Aussagenviiriablen X1, X5, X3 enthélt, so dass
fiir jede Interpretation J : {X;, X3, X5} — {0, 1} gilt, dass das Andern jedes Wahrheitswerts J(X;)
auch den Wahrheitswert [/]” &ndert.

Notation: In diesem Kapitel stehen kleine griechische Buchstaben 1, ¢, 4, ... immer fiir
aussagenlogische Formeln, grosse griechische Buchstaben @, I" fiir Mengen aussagenlogischer
Formeln. Wir verwenden die Schreibweise 9(Xi,...,X,,) um anzudeuten, dass 7(¢) C
{X1,...,X,}. Sei 3(X1) = wy,... ,I(X,) = wy,. Dann schreiben wir auch [ (w1,... ,wy,)]
oder [ (w)] fiir [¢]°.

Definition 1.4. Zwei Formeln 9 und ¢ heissen logisch dquivalent (kurz: ¢ = ¢), wenn fiir
jede zu beiden Formeln passende Interpretation J gilt, dass [¢]° = [¢]°.

Hier sind ein paar einfache logische Aquivalenzen. Der Nachweis ergibt sich unmittelbar
aus der Definition der Modellbeziehung. Fiir beliebige Formeln 1, ¢, € AL gilt:

(1) =——p = (Elimination der doppelten Negation)
(2) (Y Ap) =V
(V) =) A-p (de Morgan’sche Gesetze)
B) b A(p V)= ([P AV (YAD)
PV (pAI)= (Vo)A VI (Distributivgesetze)
4) b = p=-p— (Kontraposition)
(B) pAPVe) =9V (PAp) =1 (Absorption)
(6) v AYp =9
YV =1 (Idempotenz von A und V)
(7) vy hp=p Ay
YNV e=pVy (Kommutativitit von A und V)
8) b A(pAd) = (P Ap)AD
PV (VI = Ve)Vi (Assoziativitit von A und V)
Die Assoziativitit, Kommutativitit und Idempotenz von A und V impliziert, dass es
bei der Bildung der Konjunktion bzw. Disjunktion {iber eine endliche Folge ¢1,... , ¢, von
Formeln nicht auf die Reihenfolge und Multiplizitit der Formeln ankommt. Dies rechtfertigt,
dass wir Konjunktionen und Disjunktion iiber endliche Formelmengen ® = {¢l,... ,¢,}

bilden; anstelle von @1 A - -+ A @, verwenden wir auch die Schreibeweisen /\Lp6¢' @ oder A\ @,
und analog \/ .4 ¢ oder \/ @ fiir die Disjunktion. (Dabei ist natiirlich immer vorauszusetzen,
dass ® endlich ist!) Wenn @ die leere Menge ist, identifizieren wir A ® mit 1 und \/ ® mit 0.

Ubung 1.5. Beweisen oder widerlegen Sie folgende Aussagen:
@) pA(p =) =WAp) 2= (pA WY =)

(b) =1 Vo1 V- Voo VI =01 Apa Ao Aoy = 1)
—|(,01V—'(,01\/"'\/—|(,0nE(pl/\(pz/\"'/\tpn—)o
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(© Y= (@A) =W 2> p) A = 9)
YA —=>I=(—=>9)V(p— )
(V) =2d={ =9 A(p—9J)

Definition 1.5. Hat eine Formel ein Modell, dann heisst sie erfillbar, andernfalls unerfill-
bar. Eine Formel v heisst allgemeingiiltig oder eine Tautologie, wenn jede zu 1 passende
Interpretation ein Modell von v ist. Man schreibt |= 9 um anzudeuten, dass 1 eine Tauto-
logie ist.

Lemma 1.6. Fine Formel 9 ist erfiullbar genau dann, wenn — keine Tautologie ist.

Es gibt ein offensichtliches Verfahren um festzustellen, ob eine aussagenlogische Formel
P(Xy,...,X,) erfillbar (oder allgemeingiiltig) ist: Man priift fiir alle Interpretationen J :
{X1,...,X,} — {0,1} mittels des in Ubung 1.3 entwickelten Auswertungsalgorithmus nach,
ob J [= 1. Obwohl fiir jede einzelne Interpretation J dies sehr schnell nachgefriift werden
kann, ist das Verfahren insgesamt doch extrem ineffizient, da es bei n Aussagenvariablen 2"
mogliche Interpretationen gibt. Fiir Formeln mit Hunderten von Aussagenvariablen (was in
praktischen Anwendungen durchaus realistisch ist) wéren also selbst die schnellsten Rechner
hoffnungslos iiberfordert. Natiirlich gibt es bessere Verfahren, aber es ist nicht bekannt, ob
das exponentielle Wachstum der Berechnungszeit durch raffiniertere Algorithmen vermieden
werden kann. Man vermutet, dass dies nicht der Fall ist, dass also das Erfiillbarkeitsproblem
der Aussagenlogik (genannt SAT) inhérent exponentiell schwierig ist, da es zu den NP-
vollstdndigen Problemen gehort. Siehe die Vorlesung Berechenbarkeit und Komplexitét, in
der das erlidutert und (hoffentlich) bewiesen wird.

Ubung 1.6. Beweisen Sie das aussagenlogische Interpolationstheorem: Sei ¢ — ¢ eine aussagenlo-
gische Tautologie. Dann existiert eine aussagenlogische Formel ¢ mit 7(d¢) C 7(3) N 7(p), so dass
1 — ¥ und ¥ — ¢ Tautologien sind. Hinweis: Fiihren Sie einen Induktionsbeweis iiber die Anzahl
der Aussagenvariablen, die in 1, aber nicht in ¢ vorkommen.

1.2 Aussagenlogik und Boolesche Funktionen

Eine (n-stellige) Boolesche Funktion ist eine Funktion f : {0,1}" — {0,1}. Sei B™ die
Menge aller n-stelligen Booleschen Funktionen und B = J, .y B"™. B enthilt die konstanten
Funktionen 0 und 1. B! enthilt vier Funktionen foo, fo1, fi0, fi1 mit

fo0(0) = foo(L) =0, f11(0) = f11(1) =1,
for(w) = w, fro(w) =1—w.
B" enthiilt 22" verschiedene Funktionen.
Jede Formel 9(X1,...,X,) € AL definiert eine Boolesche Funktion h,, € B", durch die

Vorschrift hy(wy,... ,wy,) := [$(wi,... ,w,)]. Der folgende Satz zeigt, dass sich umgekehrt
jede Boolesche Funktion durch eine aussagenlogische Formel darstellen l&sst.

Satz 1.7. Zu jeder Funktion f € B™ gibt es eine Formel ¢(X1,... ,X,) mit hy, = f.

Beweis. Die Funktionen in B® werden durch die Formeln 0 und 1 dargestellt. Sei nun n > 0
und f € B". Fiir jede Aussagenvariable X setzen wir X! := X und X" := =X. Weiter
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definieren wir fiir jedes v = vy, ... , vy, die Formel ¢ := X* A--- A X!". Man beachte, dass
fiir alle v, w € {0,1}" gilt:

[’ (w)] =1 = v=w
Die Funktion f wird nun dargestellt durch die Formel
P(X1,. LX) =\ "

ve{0,1}™
fv)=1
Wir miissen zeigen, dass f(w) = [¢(w)] fiir alle w € {0,1}".
Sei f(w) = 1. Dann ist ¢" ein Disjunktionsglied von %, und da [e¥(w)] = 1 ist
[#(w)] = 1. Wenn aber f(w) = 0, dann gilt fiir jede Teilformel ¥ von 1 dass v; # w; fiir
mindestens ein ¢ und daher [¢?(w)] = 0. Also ist [ (w)] = 0. O

Aus dem Beweis von Satz 1.7 ergeben sich noch weitere wichtige Konsequenzen.

Disjunktive und konjunktive Normalform. Ein Literal ist eine Aussagenvariable X
oder deren Negation —X. Mit Y bezeichnen wir das zu Y komplementire Literal, also
X := =X und - X := X fiir jede Aussagenvariable X.

Definition 1.8. Eine Formel ¢ € AL ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine
Disjunktion von Konjunktionen iiber Literale ist, d.h., wenn sie die Form \/;_, /\ 1 Yij
hat, wobei die Y;; Literale sind. Der duale Begrlff ist dle kongunktive Normalform (KNF)
Formeln in KNF sind Konjunktionen von Disjunktionen von Literalen, also Formeln der
Gestalt Ai_; V72 Yij.

Die im Beweis von Satz 1.7 konstruierte Formel

P(X1,. LX) =\ U= \/ XA A XD
Ue{071}n (Ulv---vvn)e{(),l}n
f(v)=1 f(v1yeee,0n)=1

zur Darstellung der Booleschen Funktion f ist in disjunktiver Normalform. Da jede Formel
eine Boolesche Funktion definiert folgt unmittelbar, dass es zu jeder Formel i) € AL eine
dquivalente DNF-Formel gibt.
Die analoge Aussage zur KNF erhalten wir wie folgt. Da zu jeder Formel eine dquivalente
Formel in DNF existiert, gilt dies insbesondere auch fiir —):
n m;
—) = \/ /\ Yij.
i=1j=1

Aus den de Morgan’schen Gesetzen folgt, dass fiir beliebige Formeln ¥4, ... , 4, gilt

ﬂ\/ﬁk—/\—rﬁk, ﬁ/\ﬁk—\/wk.

k=1 k=1
Alsofolgt:
n m; n. m;
_ﬁ\//\Yw—/\ /\Ym—/\\/Ym
i=1j=1 i=1j=1

P ist in KNF und hat die geforderten Eigenschaften. Damit haben wir folgenden Satz
bewiesen.



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK 7

Satz 1.9. Zu jeder Formel ¥ € AL gibt es dquivalente Formeln ¢¥p in DNF und ¥ in
KNF.

Ubung 1.7. Fiihren Sie einen alternativen Beweis fiir Satz 1.7 indem Sie per Induktion nach n
nachweisen, dass es 22" nicht-iquivalente aussagenlogische Formeln (X, ..., X,) gibt.

Ubung 1.8. Geben Sie einen Algorithmus an welcher unter Verwendung elementarer Umformungs-
regeln, z.B. der de Morganschen Regeln und der Distributivgesetze, eine gegebene aussagenlogische
Formel in dquivalente DNF bzw. KNF-Formeln iiberfiihrt. Wenden Sie dieses Verfahren auf die
Formel (X; — Xo) A ((X1 A X3) — Xo A Xo — X3) an. Zeigen Sie, dass in gewissen Fillen die
resultierenden DNF- bzw. KNF-Formeln exponentiell linger werden als die gegebene Formel.

Ubung 1.9. Zwei Formeln heissen erfillbarkeitsiquivalent, wenn beide erfiillbar oder beide unerfiill-
bar sind. (Erfiillbarkeitsiiquivalente Formeln miisen natiirlich nicht unbedingt fquivalent sein.) Eine
aussagenlogische Formel ist in 3-KNF, wenn sie folgende Gestalt hat:

n
/\ Yii VY VYis (Y Literale)
i=1
Zeigen Sie, dass es man zu jeder Formel ¢ in KNF eine erfiillbarkeitsiquivalente Formel in 3-KNF
konstruieren kann, und zwar mit einem Verfahren dessen Laufzeit polynomial in der Linge von
beschrinkt ist.
Hinweis: Man fasse iiberzéhlige Literale mit Hilfe neuer Aussagenvariablen zusammen.

Ubung 1.10. Zeigen Sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir DNF-Formeln durch einen Algorithmus
mit linearer Laufzeit (bzgl. der Linge der Formel) gelost werden kann.

Funktional vollstdndige Mengen. Die Konstanten 0,1 und die Junktoren —,A,V,—
konnen als Funktionen in B, B! bzw. B? aufgefasst werden. Umgekehrt kann man aus je-
der Booleschen Funktion f € B"™ einen aussagenlogischen Junktor definieren: Aus Formeln
©1,--- ,pn € AL bildet man eine neue Formel f(¢1,...,p,) deren Semantik auf nahelie-
gende Weise festgelegt ist:

Lf (e opn)l = F(Lonl s S Lnl?).

Die im Beweis von Satz 1.7 konstruierten Formeln benutzen (fiir n > 0) nur die Junktoren
A, V, . Also lassen sich aus diesen Funktionen (oder Junktoren) alle anderen Booleschen
Funktionen kombinieren.

Definition 1.10. Eine Menge 2 C B von Booleschen Funktionen ist funktional vollstindig,
wenn sich daraus jede Boolesche Funktion f : B® — B (n > 1) im Sinne von Satz 1.7
definieren lésst.

Wir wissen, dass neben {A, V, =} auch bereits {A, =} und {V, -} funktional vollstindig
sind, da
P AP =-(g V)
PV =(g A ).
Es gibt aber noch weitere funktional vollstindige Mengen:

(1) {—,—} ist funktional vollstindig, da {V,—} funktional vollstindig ist und ¢ V ¢ =
Y= .
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(2) {—,0} ist funktional vollstindig. Dies folgt aus (1) und —¢ = — 0.

(3) Sei @ die Addition modulo 2 (das ‘exklusive oder’). Die Menge {A, ®, 1} ist funktio-
nal vollstindig, da —¢ = 1 @ 1. Boolesche Funktionen entsprechen also genau den
Polynomen iiber dem Korper Fs.

(4) Sei (u|v):=0, wenn u =v =1 und (u | v) := 1 sonst, also (¢ | ¢) = —=(¢ A ). Dann
ist { |} funktional vollstindig, da =y =4 | Y und pAp ==(d | ) = (P | ) | (¥ ] ).

(5) Hingegen ist {A,V,—} nicht funktional vollstindig, da fiir jede nur mit diesen Junk-
toren gebildete Formel 9 (X1,... ,X,) gilt, dass ¥[1,...,1] = 1. Insbesondere kann
mit A, V,— keine zu =X &dquivalente Formel gebildet werden.

Fiir gewisse Zwecke, z.B. fiir Beweissysteme oder Schaltkreise, ist es durchaus zweckméissig,
Formeln aus anderen funktional vollstdndigen Mengen als {A, V, =} aufzubauen.

Ubung 1.11. Die Funktion sel € B sei definiert durch sel(u, v, w) = v, wenn v = 0 und sel(u, v, w) =
w, wenn u = 1. Zeigen Sie, dass {sel,0, 1} funktional vollstindig ist.

Ubung 1.12. Zeigen Sie, dass die Menge {A,V,0,1} funktional unvollstindig ist, dass aber jede
Erweiterung durch eine Funktion, welche nicht iiber {A,V, 0,1} definierbar ist, funktional vollstindig
ist.

Ubung 1.13. Eine Boolesche Funktion f € B" ist linear, wenn sie durch eine lineares Polynom
fXq, ..., Xn) =ag+a1 Xy + -+ a, X, Giber dem Korper Fy beschrieben werden kann. Zeigen Sie,
dass die meisten Booleschen Funktion nicht linear sind.

Ubung 1.14. Diezu f € B™ duale Funktion ist definiert durch f0(zy,... ,2,) := = f(—z1, ... , ~z,).
(a) Geben Sie die zu V, A, —, = dualen Funktionen an.

(b) Eine Funktion f ist selbstdual, wenn f° = f. Sei T} die n-stellige Boolesche Funktion mit
T (z1,...,2n) =1 &= {i:z; =1} > k.

Beschreiben Sie die zu T}' duale Funktion. Fiir welche n, k ist T} selbstdual?

(c) Zeigen Sie, dass die iiber der Junktorenmenge {—, T3} definierbaren Funktionen gerade die
selbstdualen Funktionen sind.

1.3 Horn-Formeln

Eine in der Praxis sehr wichtige Klasse von Formeln sind Horn-Formeln (benannt nach dem
Logiker Alfred Horn). Insbesondere ist das Erfiillbarkeitsproblem fiir Horn-Formeln durch
einen einfachen und effizienten Algorithmus entscheidbar.

Definition 1.11. Eine (aussagenlogische) Horn-Formel ist eine Formel ¢ = A;V/,Y;; in
KNF, wobei jede Disjunktion Vj Y;; hochstens ein positives Literal enthélt.

Horn-Formeln kénnen auch als Konjunktionen von Implikationen geschrieben werden :
(].) X1V VaXp, VX = XiA--ANXp = X

(2) “X1 V- VaXp = X1 A AX) =0
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Implikationen vom Typ (1) mit & = 0 werden in der Form (1 — X) geschrieben. Horn-
Formeln, die keine solchen Implikationen enthalten sind trivialerweise erfiillbar, indem man
alle Aussagenvariablen mit 0 bewertet. Offensichtlich ist auch jede Horn-Formel erfiillbar,
die keine Implikation der Form (2) enthélt, z.B. indem man alle Aussagenvariablen mit 1
belegt.

Horn-Formeln kénnen in polynomialer Zeit auf Erfiillbarkeit getestet werden mit dem
folgendem Markierungsalgorithmus.

Erfiillbarkeitstest fiir Horn-Formeln

Input: Eine aussagenlogische Hornformel ¢ = A, C;
N=g
M :={X € 7(¢) : ¢ enthilt C; der Form (1 — X)}
while N # M do
N:=M
M := M U{X : 9 enthilt C; der Form (X A-- A Xy) = X mit {Xy,... , X} C M}
if [¢ enthilt C; der Form (X1 A... A X}y) = 0 mit {X1,...,X} C M] then
output “y unerfiillbar” end
od
output “y erfiillbar”, output M end

Die ausgegebene Menge M definiert eine Belegung Jy; mit Iy (X) =1 gdw. X € M.

Satz 1.12. Der angegebene Erfillbarkeitstest fir Horn-Formeln ist korrekt. Wenn 1 erfill-
bar ist, dann ist Jpr ein Modell von . Fir Formeln mit n Aussagenvariabeln hdlt der
Erfiillbarkeitstest nach hochstens n + 1 Iterationen der while-Schleife.

Beweis. Sei J ein beliebiges Modell von 1. Offensichtlich muss J(X) = 1 sein fiir alle Aussa-
genvariabeln X, welche im Laufe dieser Prozedur markiert werden (d.h. die zu M hinzugefiigt
werden). Weiter kann es keine Teilformel C; der Form X; A --- A X — 0 in ¢ geben, mit
X1,..., X € M, da sonst [1]? = 0. Also stellt der Algorithmus korrekt die Erfiillbarkeit
von 1) fest.

Wenn der Algorithmus ausgibt, dass 1 erfiillbar sei, dann ist J; tatsichlich ein Modell
von 1, denn die schliesslich erzeugte Menge M hat folgende Eigenschaften:

(1) Fir alle Unterformeln X; A ... A X — X in 4 gilt: Wenn {X,... , X} C M, dann
ist X € M (sonst wiirde die while-Schleife noch nicht verlassen).

(2) Fiir alle Unterformeln Xy A ... A X — 0 gilt: {X1,... , X} € M (sonst wiirde der
Algorithmus die Unerfillbarkeit feststellen).

Da in jedem Durchlauf der Schleife eine neue Aussagenvariable in M eingefiigt wird, oder
festgestellt wird, dass keine neuen mehr hinzugefiigt werden miissen und die Schleife verlas-
sen wird, folgt auch die letzte Behauptung. O

Bemerkung. Das durch den Markierungsalgorithmus gefundene Modell von ) (wenn eines
existiert) ist das kleinste Modell, denn fiir jedes andere Modell J |= 1) gilt: Wenn Jp/(X) =1,
dann auch J(X) = 1.

Im Gegensatz zu DNF- oder KNF-Formeln ist die Klasse der Horn-Formeln keine Nor-
malform.
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Satz 1.13. Es gibt aussagenlogische Formeln die nicht zu einer Horn-Formel dquivalent
sind.

Beweis. Horn-Formeln sind entweder unerfiillbar oder haben ein kleinstes Modell. Dies trifft
z.B. nicht zu auf die Formel X VY. O

1.4 Der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

In vielen Anwendungen der Aussagenlogik hat man Erfiillbarkeit und Folgerungensbeziehun-
gen fiir unendliche Formelmengen zu untersuchen. Ein grundlegender Satz, der Kompaktheits-
oder Endlichkeitssatz, erleichtert diese Aufgabe, indem er sie auf die Untersuchung endlicher
Teilmengen zuriickfiihrt.

Bevor wir ihn formulieren, erliutern wir die Folgerungsbeziehung zwischen Formelmen-
gen und Formeln, einer der wichtigsten Begriffe in der Logik iiberhaupt, nicht nur fiir die
Aussagenlogik sondern insbesondere fiir ausdrucksstéirke Logiken und deren Anwendungen.

Definition 1.14. (Semantische Folgerungsbeziehung) Ein Modell einer Formelmenge
® C AL ist eine Interpretation J, so dass [¢]? = 1 fiir alle p € ®. Wir sagen, 1 folgt aus ®
(kurz: @ = ) genau dann, wenn jede zu ® U {1/} passende Interpretation, welche Modell
von & ist, auch Modell von 9 ist. Wenn ® = {¢} schreiben wir auch ¢ |= 1 anstelle von

o} F -

Wenn @ |= ¢, dann legt die durch ® festgelegte (axiomatisierte) Information bereits fest,
dass auch 9 gilt, unabhéngig von Variationen zwischen verschiedenen Modellen von ®.

Man beachte, das dasselbe Symbol = sowohl fiir die Modellbeziehung (J |= 1) wie auch
fiir die Folgerungsbeziehung (® |= 1) verwendet wird. Missverstindnisse sind ausgeschlos-
sen, da die linke Seite die Bedeutung festlegt.

Ubung 1.15. (Beispiele und elementare Eigenschaften der Folgerungsbeziehung) Verifi-
zieren Sie die folgenden Aussagen:

(@) {0t FY A
=0l Ee

(b) Wenn @ U {9} = ¢ und ® U {—9} | ¢, dann gilt bereits ® |= .
(c) @U{¢} | ¢ genau dann, wenn ® = (¢ — ).

(d) % ist eine Tautologie genau dann, wenn ) aus der leeren Menge folgt. (Dies rechtfertigt die
Notation |= 1, als abgekiirzte Schreibweise fiir @ = 1.)

Es gilt @ |= ¢ fiir jedes ¢ € ®.
Wenn @ |= ¢ dann gilt auch ®' = ¢ fiir alle Obermengen @' O ®.

)
)
g) ¢ und ¢ sind dquivalent genau dann, wenn ¢ |= ¢ und @ = 1.
) ® = gilt genau dann, wenn ® U {—¢} unerfiillbar ist.

)

Wenn @ |= ¢ und ® = ), dann ist ® unerfiillbar. Umgekehrt gilt fiir unerfiillbare Formel-
mengen @, dass ¢ = o fiir alle ¢ € ALL.

(j)) ®U{y} = ¢ genau dann, wenn ® = ¢ — .

Satz 1.15 (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz). Sei ® C AL, € AL.
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(i) @ ist erfillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von ® erfiillbar ist.
(i) ® =1 genau dann, wenn eine endliche Teilmenge ®y C ® existiert, so dass ®gy = 1.

Wir lassen hier Formelmengen beliebiger Machtigkeit zu und verwenden im Beweis das
Lemma wvon Zorn, ein fundamentales Beweisprinzip in der Mathematik. Wenn man nur
abzihlbare Formelmengen ® (und daher auch nur abzihlbare Mengen von Aussagenvaria-
blen) zulisst, dann kénnte man den Beweis induktiv und ohne das Lemma von Zorn (aber
nicht wirklich einfacher) fithren. Ein Element einer partiell geordneten Menge heisst maxi-
mal, wenn es kein grosseres Element gibt.

Lemma 1.16 (Zorn). Sei (A, <) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette nach
oben beschrinkt ist. Dann besitzt (A, <) ein mazimales Element.

Im Fall den wir hier betrachten, wird A ein bestimmtes System von Formelmengen (also
eine Menge von Mengen) sein, welches durch die Inklusionsbeziehung C partiell geordnet
ist. Eine Kette ist dann also eine Teilmenge B von A, so dass fiir alle X,Y € B entweder
X CY oder Y C X gilt. Die Voraussetzung, dass eine solche Kette B nach oben beschrinkt
sei, bedeutet, dass in A eine Menge Sp existiert, so dass Y C Sp fiir alle Y € B. Wenn diese
Voraussetzung fiir alle Ketten B nachgewiesen werden kann, dann gibt es nach dem Lemma,
von Zorn ein maximales Element fiir ganz A, welches uns dann unmittelbar das gewiinschte
Modell liefern wird.

Nach diesen vorbereitenden Bemerkungen kénnen wir nun den Kompaktheitssatz bewei-
sen.

Beweis des Kompaktheitssatzes. Zu (i): Es ist klar, dass mit ® auch jede endliche Teilmenge
von @ erfiillbar ist.

Fiir die Umkehrung nehmen wir an, dass jede endliche Teilmenge ®; C @ erfiillbar ist
und setzen

A :={¥ : ¥ D ® und jede endliche Teilmenge von ¥ ist erfiillbar}.

A ist partiell geordnet durch die Inklusionsbeziehung und nicht leer (da ® € A).

Wir zeigen zuerst, dass die Voraussetzung des Zornschen Lemmas erfiillt ist. Sei K C A
eine Kette, d.h. es gilt © C ¥ oder ¥ C O fiir alle ¥, 0 € K. Offensichtlich ist I := |J K, die
Vereinigung aller Mengen aus K, eine obere Schranke fiir K. Zu zeigen ist, dass I" selbst in
A enthalten ist, d.h., dass jede endliche Teilmenge 'y C I' erfiillbar ist. Jede Formel v € [y
ist in einer Menge ¥(vy) € K enthalten. Da K eine Kette ist gibt es unter den endlich vielen
Mengen ¥(vy) (fiir v € I'g) eine maximale, welche ganz T'y enthilt. Jede endliche Teilmenge
dieser Menge ist erfiillbar, insbesondere also ['y.

Nach dem Lemma von Zorn hat demnach A ein maximales Element ®,,,,. Wir behaup-
ten, dass fiir jede Formel 1 entweder ¢ € @, oder =9 € @ .. Andernfalls betrachten
wir die Erweiterungen @, U {t} und ®pax U {—90}. Aufgrund der Maximalitét von @ ax
gehort keine dieser Mengen zu A. Also gibt es endliche Teilmengen Wy, ¥y C @y, so dass
Vo U{y} und ¥; U {9} unerfiillbar sind. Aber dann ist ¥y U ¥, eine endliche unerfiillbare
Teilmenge von @y, im Widerspruch zu @y € A.

Wir definieren nun eine Interpretation J durch die Vorschrift

J(X)=1 <= X € Ppux.
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Per Induktion iiber den Formelaufbau zeigen wir, dass J = 1/ genau dann, wenn v €

(I)max-
(a) Fiir atomare 1) folgt dies unmittelbar aus der Definition.

(b) Sei 1y = —p. Dann ist nach Induktionsvorausetzung und nach der soeben gezeigten
Eigenschaft von @,y

TEY <= T ¢ <= ¢ Puax <= ¥ € Pmax.

(c) Sei ¢p = ¢ A ¥. Nach Induktionsvoraussetzung folgt, dass J = 1 genau dann wenn
0, € Dax. Aber das ist genau dann der Fall, wenn auch ¢ € ®py.

Wenn némlich 9 € ®pay, dann —p € P was unmoglich ist, da @ dann mit
{,9,—(¢ A 9)} eine unerfiillbare endliche Teilmenge enthalten wiirde. Wenn aber
1 € Ppax, dann miissen auch ¢ und 9 in @y liegen, da sonst @ mit {p A9, @}
oder {¢ A ¥, 9} wieder eine endliche unerfiillbare Teilmenge enthielte.

(d) Die Argumentation in allen andern Fillen ist analog. (Es wird empfohlen, zur Ubung
mindestens einen dieser Fille, z.B. fiir Formeln (¢ — ) selbst nachzuvollziehen.)

Also ist J ein Modell von ®,,,x und damit auch von ®.

Zu (11): Falls &g = ¢ fir &9 C @, dann gilt offensichtlich auch ® |= 1. Es gelte umgekehrt
® |= 1. Beweis durch Widerspruch: Zu jedem endlichen &y C ® gibt esein J : 7 — {0, 1} mit
J = ®g aber [1/]” = 0. Dies bedeutet, dass ®;U{—} fiir jedes endliche ®y C & erfiillbar ist.
Also ist jede endliche Teilmenge von ® U{—} erfillbar und damit, nach (), auch ®U{-¢}
selbst. Dies ist aber ein Widerspruch zu @ |= 1. O

Anwendung: Das Lemma von Konig. Ein Baum mit Wurzel w ist ein zusammenhéngen-
der, zykelfreier, gerichteter Graph T' = (V, E') mit einem ausgezeichnetem Knoten w € V,
so dass keine Kante in w endet (d.h. (v, w) ¢ E fiir alle v € V') und in jedem andern Knoten
genau eine Kante endet. Ein solcher Baum heisst endlich verzweigt, wenn von jedem v nur
endlich viele Kanten ausgehen.

Lemma 1.17 (Konig). Sei T ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel w, in dem es
beliebig lange endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen unendlichen Weg in T, der bei
der Wurzel w beginnt.

Beweis. Fiir den gegebenen Baum 7' = (V, E) mit Wurzel w und n € N sei
Sp ={v €V : es gibt einen Weg der Linge n von w nach v}.

Alle S,, sind endlich, da der Baum endlich verzweigt ist. Weiter ist Sy = {w} und alle
Sy, nicht leer, da es beliebig lange Wege in T gibt. Ein unendlicher, von w ausgehender Weg
ist eine Menge W C V welche folgende Bedingungen erfiillt:

(1) (W NS, =1 fir alle n;

(2) Wenn v € W und (u,v) € E, dann ist auch u € W.
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Zu zeigen ist die Existenz einer solchen Menge W. Dazu ordnen wir jedem v € V eine
Aussagenvariable X, zu und setzen

ay = \/ Xy

vESH
Boi= N\ (XuAX)
UWE Sy UFAV
O :={a,:neNU{B,:neN} U{(X, = Xy) : (u,v) € E}

Jede endliche Teilmenge @y C @ ist erfiillbar. Um dies einzusehen, nehmen wir das
grosste n € N mit a,, € ®g oder 3, € ®y. Dann wihlen wir ein z € S, und den von w nach

z fithrenden Weg W (w, z). Sei
1 veW(w,z)
0 sonst.

J(Xy) = {

Offensichtlich ist J Modell von ®y. Mit dem Kompaktheitssatz folgt, dass es ein Modell J
fiir @ gibt. Setze W := {v € V : J(X,) = 1}. Es folgt, dass W einen unendlichen Weg von
w aus definiert:

(1) Da ay, B, € ®, gibt es genau ein v in W N S,.

(2) Sei v € W und (u,v) € E. DaJ | X, und J = X, — X, gilt auch J E X, also
ueWw.

O

Bemerkung. Man beachte, dass das Lemma von Konig nicht trivial ist. Es gilt z.B. nicht
fiir Biume mit unendlichen Verzweigungen. Betrachte etwa den folgenden Baum.

\ e
/ W

3

In diesem Baum gibt es fiir jedes n, ausgehend von w, einen Weg der Lénge n, aber es
gibt keinen unendlichen Weg.

Ubung 1.16. Ein Dominosystem sei eine endliche Menge von quadratischen Dominosteinen gleicher
Grosse, deren vier Kanten (oben, unten, links, rechts) gefirbt sind. Eine Parkettierung der Ebene
(oder eines Teils davon) ist eine vollstindige Uberdeckung mit Dominosteinen, ohne Liicken und
Uberlappungen, so dass aneinandergrenzende Kanten dieselbe Farbe tragen. (Rotation der Steine ist
nicht erlaubt.) Zeigen Sie mit Hilfe des Lemmas von Konig, dass fiir jedes Dominosystem folgendes
gilt: Wenn beliebig grosse endliche Quadrate parkettiert werden kénnen, dann auch die ganze Ebene.
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Ubung 1.17. Eine Formelmenge ® C AL ist endlich aziomatisierbar wenn eine endliche Formel-
menge &y C AL existiert, welche die gleichen Modelle hat wie ®. Sei ® = {p, : n € N} eine
Formelmenge, so dass fiir alle n € N gilt: @, 11 E @n, aber ¢, & @nt1. Zeigen Sie, dass ® nicht
endlich axiomatisierbar ist.

Ubung 1.18. Ein ungerichteter Graph G = (V, E) heisst k-firbbar, wenn es eine Funktion f : V —
{1,...,k} gibt, so dass f(p) # f(q) fir alle Kanten (p,q) € E. Zeigen Sie, dass ein ungerichteter
Graph G k-firbbar ist, wenn jeder endliche Untergraph von G k-firbbar ist. Hinweis: Konstruieren
Sie zu jedem endlichen Untergraphen von G eine aussagenlogische Formel, die genau dann erfiillbar
ist, wenn der Untergraph k-farbbar ist. Fiihren Sie dazu zu jedem Knoten g € V und jeder Farbe ¢,
1 <4 <k, eine Aussagenvariable X, ; ein, die besagt, dass der Knoten g die Farbe ¢ hat.

Ubung 1.19. Sei A C {0, 1}* eine unendliche Menge von Wértern. Zeigen Sie, dass es eine unendli-
che Folge wg, w1, w2, ... gibt, so dass jedes w; ein Anfangsstiick von w;+1 und von mindestens einem
Wort aus A ist.

Ubung 1.20. (Definierbarkeitstheorem) Sei ® C AL eine Formelmenge, X € 7(®) eine Aussa-
genvariable. X heisst explizit definierbar in ®, wenn eine Formel ¢ € AL existiert, welche X nicht
enthilt, so dass ® = X <> ¢. (In Modellen von @ ist also der Wahrheitswert von X durch eine For-
mel, die nicht von X abhiingt, explizit festgelegt). Demgegeniiber heisst X implizit definierbar in @,
wenn fiir alle Modelle 3,3’ von @ gilt: Wenn J(Z) = J'(Z) fiir alle Ausssagenvariablen Z # X, dann
auch J(X) = J(X). (In Modellen von ® ist also der Wahrheitswert von X durch die Wahrheitswerte
der andern Variablen implizit festgelegt).

Beweisen Sie das aussagenlogische Definierbarkeitstheorem: Wenn X implizit in ® definierbar ist,
dann ist X auch explizit in ® definierbar.

Hinweis: Die Formelmenge ®' entstehe dadurch, dass man X in allen Formeln von ® durch eine
neue Aussagenvariable X' ¢ 7(®) ersetzt. Die implizite Definierbarkeit von X in ® besagt dann,
dass PUP' = X « X'. Benutzen Sie den Kompaktheitssatz um @ durch eine endliche Formelmenge
zu ersetzen und verwenden Sie das aussagenlogische Interpolationstheorem (Ubung 1.6) um eine
explizite Definition von X in ® zu konstruieren.

1.5 Aussagenlogische Resolution

Resolution ist ein syntaktisches Verfahren, um die Unerfillbarkeit von Formeln in KNF
nachzuweisen. Es ist dabei niitzlich, Formeln in KNF als Mengen von Klauseln darzustellen.

Definition 1.18. Eine Klausel ist eine endliche Menge von Literalen. Mit [] bezeichnet man
die leere Klausel. Einer Formel ¢ = Ai_, /7, V;; in KNF wird eine endliche Klauselmenge
K (¢) wie folgt zugeordnet: Jeder Disjunktion \/7%, ¥;; ordnet man die Klausel C; = {Yj; :
j=1,...,m;} zu und setzt K(¢) :={Cq,... ,Cp}.

Bemerkung: Die Mengennotation ergibt gewisse Vereinfachungen: Elemente einer Menge
haben keine Reihenfolge und keine Multiplizitit. Daher gilt:

e Formeln, die sich nur durch Reihenfolge der auftretenden Teilformeln unterscheiden,
ergeben dieselbe Klauselmenge.

e Mehrfach auftretende Literale in Disjunktionen, bzw. mehrfach auftretende Klauseln
verschmelzen zu einem einzigen Element der Klauseln bzw. Klauselmengen.

Beispiel. Die Formeln (X1 \Y _|X2) A X3, (X1 \Y X1 \Y _|X2) A (Xg \/X3) A X3 und X3 A (X1 \ _|X2) A
(=X5 V X1) haben alle dieselbe Klauselmenge K = {{X1,-X>}, {X3}}.
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Umgekehrt entspricht einer Klausel C' die Formel \/y-, Y. Einer endlichen Klauselmenge
K entspricht die Formel Aqcx Vyco Y-

Wir koénnen also Klauseln und Klauselmengen wie Formeln und Formelmengen behan-
deln und benutzen Begriffe wie Erfiillbarkeit und Aquivalenz entsprechend. Insbesondere ist
eine Klauselmenge erfiillbar, wenn es eine Interpretation J gibt, so dass jede Klausel C € K
ein Literal Y enthilt mit [Y]” = 1. Beachte:

e Die leere Klauselmenge ist erfiillbar.
e Wenn [0 € K, dann ist K unerfiillbar.

Definition 1.19. Seien C, 4, Cy KlatEeln. C' ist Resolvente von Cy und Ci genau dann,
wenn es ein Literal Y gibt mit Y € C1,Y € Cy und C = (C; —{Y})U(Cy — {Y'}). Dies wird
folgendermassen notiert:

1\0/02

Beispiele.
{X1, X3, Xy} {—~X2, Xy} {X1} {-X1}
{le_'X27X3
Lemma 1.20 (Resolutionslemma). Sei K eine Klauselmenge, C1,Cy € K und C Resol-

vente von Cy und Cy. Dann sind K und K U{C} dquivalent.

Beweis. Wenn [K U {C}]? = 1, dann offensichtlich erst recht [K]® = 1. Sei umgekehrt
[K]? =1und C = (C; — {Y}) U(Cy — {Y}).

(a) Wenn [Y]? = 1, dann ist [Co — {Y }]? = 1, da sonst [C]” = 0. Also ist [C]” = 1.
(b) Wenn [Y]? =0, dann ist [C; — {Y'}]” = 1 und also wiederum [C]” = 1.
Also ist [K U{C}]° = 1. O
Definition 1.21. Fiir jede Klauselmenge K sei
(1) Res(K):= K U{C : C Resolvente zweier Klauseln aus K }.
(2) Res'(K) := K, Res""'(K) := Res(Res"(K)).

(3) Res*(K) :=,cn Res"(K).



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK 16

Korrektheit und Vollsténdigkeit des Resolutionskalkiils. Ein Beweiskalkiil ist kor-
rekt, wenn keine falschen Aussagen darin ableitbar sind, und vollstindig, wenn alle wahren
Aussagen ableitbar sind. Der Resolutionskalkiil ist ein Verfahren, um die Unerfillbarkeit ei-
ner Klauselmenge K nachzuweisen, indem durch wiederholte Anwendung des Operators Res
die leere Klausel abgeleitet wird. Die Korrektheit und Vollstdndigkeit des Resoltionskalkiils
wird durch den Resolutionssatz ausgedriickt.

Satz 1.22 (Resolutionssatz). Fine Klauselmenge K ist unerfillbar genau dann, wenn
O € Res*(K).

Beweis. Korrektheit. Aus dem Resolutionslemma folgt K = Res(K) und damit per In-
duktion K = Res*(K). Wenn also [0 € Res*(K) dann ist Res*(K) und damit auch K
unerfiillbar.

Vollstindigkeit. Sei K unerfiillbar. Nach dem Kompaktheitssatz gibt es eine endliche un-
erfilllbare Teilmenge Ky C K. Dann gibt es ein n € N, so dass Ky hochstens die Aussagen-
variablen Xy, ..., X,,_1 enthilt. Wir zeigen per Induktion nach n, dass 0 € Res*(Kj,) C
Res*(K).

Sei n = 0. Es gibt nur zwei Klauselmengen ohne Aussagenvariablen, nidmlich @ und
{O}. Da die leere Klauselmenge erfiillbar ist, muss Ky = {} sein. Fiir den Indukti-
onsschluss nehmen wir an, dass alle Aussagenvariablen von Ky in {Xy,...,X,} enthal-
ten seien. Wir konstruieren zwei Klauselmengen K, K, in denen X, nicht vorkommt:
K :={C—-{-X,}: X, ¢ C,C € Ko} (d.h. wir streichen aus K; alle Klauseln, in denen
X, vorkommt und streichen —X,, aus allen verbleibenden Klauseln). Indem wir die Rollen
von X, und —X,, vertauschen, erhalten wir K, := {C — {X,,} : =X, € C,C € Ky}.

K und K; sind unerfiillbar. Anderfalls giibe es etwa ein J: {Xo,... , X, 1} — {0,1}
so, dass [K,]” = 1. Erweitere J durch J3(X,,) = 1. Es gilt dann [K(]” = 1, im Widerspruch
zur Unerfiillbarkeit von K.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass 0 € Res*(Ky) und O € Res*(K, ). Also
gibt es Klauseln Cy,Co, ... ,Cp,, so dass C,,, = und fir i = 1,... ,m gilt C; € K(}" oder
C; ist Resolvente von Cj, Cy fiir j,k < 4. Einige der Klauseln C; kénnen aus Klauseln in
Ky durch Streichen von —X,, entstanden sein. Wenn nicht, dann sind Ci,... ,C), auch in
Res*(Ky), also O € Res*(Kp). Wenn ja, erhalten wir durch Wiedereinfiigen von —X,, eine
Folge von Klauseln C1,... ,C/, welche beweist, dass {—=X,,} € Res*(Kj).

Cj U{=Xn} {Ck}

C; Ck
C; Cc;u {—|Xn}
Analog folgt aus O € Res*(K|, ), dass entweder O € Res*(Kj) oder {X,,} € Res*(Kj).
Mit
{_'Xn} {Xn}

\

folgt, dass O € Res*(K)). O
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Beispiel. Sei 'QZJ = (X1 \ _|X2) A _IX3 A (_|X1 \% _|X2 \ X3) A (X2 \ X3) Dann ist K = K(l/)) =
{{ X1, X2}, {- X3}, {- X1, X2, X3}, {X2, X3}}. Die leere Klausel ist wie folgt aus K () ableitbar:

{Xl,_IX2} {XQ,Xg} {—|X1,—|X2,X3} {—|X3}

NSNS

{X1, X3} {-X1, X3}

N

O

Wenn K nur die Aussagenvariablen Xg, ... , X,,_1 enthilt, dann gilt dies auch fiir Res*(K),
denn eine Resolvente zweier Klauseln C, C’, enthilt nur Literale, die bereits in C' oder C'
enthalten sind. Insbesondere folgt, dass die Kette

K = Res"(K) C Res'(K) C--- C Res™(K) C ...

nach héchstens 227 Schritten abbricht, d.h. Res*(K) = Res?"(K), denn es gibt nur 22"
verschiedene Klauseln mit Literalen Xg,... , X, 1,-Xo,... ,7X,_1.

Fiir endliche Klauselmengen K erhilt man also folgenden Algorithmus um zu entschei-
den, ob K erfiillbar ist:

Erfiillbarkeitstest mit Resolution

Input: K (endliche Klauselmenge)

R:=92,5:=K
while R # S do
R:=S5
S := Res(R)

if 0 € S then
output ,, K unerfiillbar* end
od
output , K erfiillbar“ end

Dieser Algorithmus hat (im worst case) exponentielle Komplexitét. Es ist auch nicht zu
erwarten, dass es einen effizienten (in polynomialer Zeit laufenden) Algorithmus fiir dieses
Problem gibt, denn das Erfiillbarkeitsproblem fiir KNF-Formeln ist NP-vollstéindig.

Die Erfiillbarkeit einer Formel ist durch eine Existenzaussage ausgedriickt (es gibt ein
Modell). Die Unerfiillbarkeit (oder die Allgemeingiiltigkeit) einer Formel ist eine Aussage
iiber alle moglichen Interpretationen, ihrer Natur nach also eine universelle Aussage. Der
Resolutionskalkiil (wie jeder korrekte und vollstindige Beweiskalkiil) erlaubt nun, solche
universellen Ausagen durch dquivalente Existenzaussagen auszudriicken: 1 ist unerfiillbar,
wenn eine Deduktion der leeren Klausel existiert.
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Man beachte aber folgende Asymmetrie: Das Aufschreiben einer Modells fiir 1) (also eines
‘Zeugen’ fiir die Erfiillbarkeit) ist mit viel weniger Aufwand verbunden, als (im worst case)
das Aufschreiben eines Resolutionsbeweises (also eines ‘Zeugen’ fiir die Unerfiillbarkeit).
Dies héingt mit einem der wichtigsten Probleme der Komplexititstheorie zusammen, dem
Problem ob NP = Co-NP.

Fiir unendliche Klauselmengen kann es durchaus passieren, dass Res(K) — K unendlich
ist, oder dass die Kette K = Res’(K) C Res'(K) C --- C Res"(K) C ... nicht stationir
wird (auch wenn K erfiillbar ist).

Beispiel. Sei K = {{Xo}} U {{-X;, Xi41}:i € N}

{Xo} {=Xo, X1} K = Res’(k)
{X1} {=X1, Xo}
\ / Res'(K)
{X2}
{Xi} {=Xi, Xia } Res'(K)
{XiJrl} R€Si+1(K)

Einheitsresolution fiir Horn-Formeln. Die einer Horn-Formel zugeordnete Klausel-
menge K (¢) enthilt nur Klauseln der Form {—=Xy,...,-X;} (nur negative Literale) oder
{=X1,...,7 Xk, X} (ein positives Literal). Solche Klauseln heissen Horn-Klauseln. Fiir
k = 0 ergibt sich, dass die leere Klausel O und die Klauseln {X}, welche aus einer ein-
zigen Aussagenvariabeln bestehen, auch Horn-Klauseln sind. Wir prisentieren nun eine ein-
geschriinkte Variante des Resolutionskalkiils, welche vollstindig ist fiir Horn-Formeln.

Definition 1.23. Seien C, C7, Cy Klauseln. C' ist Einheitsresolvente von C; und Cy, wenn
C Resolvente von C7 und Cs ist und entweder |C1]| = 1 oder |Cy| = 1.

Bei der Einheitsresolution besteht also mindestens eine der Ausgangsklauseln nur aus
einem einzigen Literal.

Satz 1.24 (Vollstindigkeit der Einheitsresolution fiir Horn-Formeln). Fine aussa-
genlogische Horn-Formel 1 ist unerfillbar genau dann, wenn O durch Einheitsresolution aus

K (1)) ableitbar ist.
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Beweis. Es ist klar, dass 1 unerfiillbar ist, wenn [J aus K (1) durch Einheitsresolution (also
insbesondere durch Resolution) ableitbar ist.
Fiir die Umkehrung betrachten wir den Erfiillbarkeitstest fiir Horn-Formeln. Setze:

MY := {X : K(3) enthilt die Klausel {X}}
M= M*U{X : esgibt X1,..., X} € M;, so dass K(¢) die Klausel
{‘!Xl, ey —le, X} enthéilt}.
M= M.

1eN
Die Korrektheit des Erfiillbarkeitstests (Satz 1.12) ergibt: 4 ist unerfiillbar genau dann,
wenn Xi,...,Xp € M* existieren, so dass {—Xy,...,~X;} € K(¢). Wir zeigen: Wenn
X € M*, dann ist {X} per Einheitsresolution aus K (1) ableitbar.

Fiir X € MY ist dies klar. Wenn X € M**! dann ist entweder X € M* (dann greift
die Induktionsvoraussetzung) oder es gibt Xi,... , X, € M*, so dass {-X1,... ,= Xy, X} €

K ().
(X, (X} (~X1,... =Xy, X}

N

{_'Xh s 7_'Xk—17X}

{_'leX}

7

{X}
Ableitung von {X} per Einheitsresolution.
Wenn ¢ unerfiillbar ist, dann gibt es also {—X1,... ,~X;} € K(¢), so dass die Einer-

klauseln {X;},...,{X} per Einheitsresolution aus K(¢) ableitbar sind. Damit folgt nun
sofort, dass O per Einheitsresolution aus K (1) abgeleitet werden kann.



KAPITEL 1. AUSSAGENLOGIK 20

{Xl} {Xk} {_'Xh"' 7_'Xk'}

N

{-X1,..., X1}

{=X1}

O
Ableitung von O per Einheitsresolution.

Damit ist die Vollstdndigkeit der Einheitsresolution fiir Horn-Formeln bewiesen. O

1.6 Der aussagenlogische Sequenzenkalkiil

Wir beschreiben durch Aziome und Schlussregeln einen im wesentlichen auf Gentzen zuriick-
gehenden Beweiskalkiil SK, den Sequenzenkalkiil. Dieser Kalkiil operiert auf Paaren von end-
lichen Formelmengen, welche wir Sequenzen nennen. Im Folgenden bezeichnen I'; A endliche
Mengen aussagenlogischer Formeln. Wir schreiben I'; A fiir 'UA und I', 4 fiir I'U {¢}. Die
Ausdriicke AT bzw. \/ T stehen fiir die Konjunktion bzw. Disjunktion iiber alle Formeln in
r.

Definition 1.25. Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form I' = A fiir endliche Formelmen-
gen ') A C AL. Wir nennen I' das Antezedens und A das Sukzedens der Sequenz I' = A.

Die Sequenz I' = A ist giltig, wenn jedes Modell von I' auch ein Modell mindestens
einer Formel aus A ist, d.h. wenn AT = \/ A. Wenn also I' = A nicht giiltig ist, dann
existiert eine Interpretation J in der alle Formeln aus I" wahr und alle Formeln aus A falsch
sind. In diesem Fall sagen wir, dass J die Sequenz I' = A falsifiziert.

Beispiele. (1) Jede Sequenz I' = A mit N A # & ist giiltig. Solche Sequenzen sind die Aziome
des Sequenzenkalkiils.

(2) Seien I'; A Mengen von Aussagenvariablen. Die Sequenz I' = A ist falsifizierbar genau dann,
wenn I’ und A disjunkt sind.

(3) Eine Sequenz der Form I' = & ist giiltig genau dann, wenn I' unerfiillbar ist.
(4) Eine Sequenz @ = A ist giiltig genau dann, wenn \/ A giiltig ist.
Die genaue Formulierung eines Beweiskalkiils hingt von den verwendeten Junktoren ab.

Wir behandeln hier den aussagenlogischen Sequenzenkalkiil fiir Formeln, welche aus den
Junktoren -, A,V und — aufgebaut sind.

Definition 1.26. Die Aziome von SK sind alle Sequenzen der Form I',¢ = A, 4. Die
Schlussregeln von SK sind:
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I'= A, Ly=A
(=) 22l (- Di=2
L= = A = A,
(v =) Ly=A rd=A (= V) = A 9,9
Lyve=A = A4yVY
(ho) Libd=a oy D2AY oA
CyAd=A = A9AD
() P=Aqy T9=A (=) Loy = A0
Ly —-9=A = A4y -9

Hier kénnen jeweils fiir I', A, 3: beliebige endliche Formelmengen und fiir v, p, 9 beliebige
Formeln eingesetzt werden. Jede Regel besteht aus einer oder zwei Sequenzen in der oberen
Zeile, genannt Prdmissen und einer Sequenz in der unteren Zeile, genannt Konklusion.

Definition 1.27. Die Menge der ableitbaren Sequenzen von SK ist die induktiv durch die
Axiome und Schlussregeln definierte Sequenzenmenge, d.h. die kleinste Menge, welche alle
Axiome umfasst und mit jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch die entspre-
chende Instanz der unteren Zeile enthilt.

Ein Beweis in SK ist ein Baum, dessen Knoten auf folgende Weise mit Sequenzen be-
schriftet sind:

(1) Jedes Blatt ist mit einem Axiom beschriftet.

(2) Jeder innere Knoten des Baumes ist mit der unteren Zeile einer Schlussregel von SK
beschriftet; die Kinder dieses Knotens miissen dann gerade mit den in der oberen Zeile
dieser Regel auftretenden Sequenz beschriftet sein. Also hat jeder innere Knoten ein
oder zwei Kinder.

Es folgt, dass eine Sequenz genau dann in SK ableitbar ist, wenn sie als Beschriftung
eines Knotens in einem Beweis von SK auftritt.

Beispiel. Hier ist ein Beweis fiir die Sequenz ¢, (¢ V9) = (¥ A p), (¥ A D).

Vo=, (WAY) P00, (P AY) V9= (A, Y 9= (pAp),d
Y, 0= (P Ap), (Y AD) V0,0 = (Y Ap), (P AY)
Y, (e V) = (Y A), ([ AD)

Wie bei jedem Beweiskalkiil sind auch beim Sequenzenkalkiil zwei grundlegende Eigen-
schaften zu iiberpriifen:

Korrektheit: Es kénnen nur giiltige Objekte abgeleitet werden.

Vollstandigkeit: Es konnen alle giiltigen Objekte abgeleitet werden.

Die Korrektheit des Sequenzenkalkiils ist leicht nachzuweisen.
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Lemma 1.28. Flir jede Regel des Sequenzenkalkiils und jede aussenlogische Interpretation J
(deren Definitionsbereich alle vorkommenden Aussagenvariablen umfasst) gilt: 3 falsifiziert
die Konklusion der Regel genau dann wenn J eine Prdamisse der Regel falsifiziert. Es folgt,
dass die Konklusion giltig ist genau dann, wenn die Prdmissen giltig sind.

Ubung 1.21. Beweisen Sie dieses Lemma.
Eine unmittelbare Konsequenz ist der Korrektheitssatz fiir SK.

Satz 1.29 (Korrektheit des Sequenzenkalkiils). Jede in SK ableitbare Sequenz I’ = A
ist giltig.

Aus dem Sequenzenkalkiil gewinnen wir unmittelbar auch einen formalen Ableitungsbe-
griff fiir Formeln (statt Sequenzen).

Definition 1.30. Sei ® C AL eine Formelmenge. Eine aussagenlogische Formel ¢ ist ab-
leitbar aus der Hypothesenmenge ®, (kurz: ® - ), wenn eine endliche Teilmenge T' von
® existiert, so dass die Sequenz I' = 1 im Sequenzenkalkiil ableitbar ist. Insbesondere ist
1 aus der leeren Hypothesenmenge ableitbar (kurz: F ¢) wenn die Sequenz & = 1) in SK
abgeleitet werden kann.

Der Sequenzenkalkiil erlaubt die systematische Suche und Analyse von Beweisen. Dies ist
ein wichtiger Vorteil gegeniiber vielen andern Beweiskalkiilen (z.B. dem Hilbertkalkiil). Wir
werden einen Algorithmus angeben, welcher zu jeder gegebenen Sequenz I' = A entweder
einen Beweis konstruiert, oder aber eine Interpretation findet, welche jede Formal aus I,
aber keine aus A erfiillt und damit den Nachweis liefert, dass I' = A nicht ableitbar ist.

Wir erldutern diesen Algorithmus zunéchst an zwei Beispielen.

Beispiele. (1) Betrachte die Formel ¢ := (X - Y) = (=Y — —=X). Wir suchen also einen
Beweis in SK fiir die Sequenz @ = . Wir beobachten zunichst, dass ¢ die Form (p — 9)
hat. Die einzige Regel, die zu einer Sequenz der Form @ = (p — ¢) fithren kann ist die Regel
(=—). Diese Regel kann aber nur angewandt werden, wenn vorher die Sequenz ¢ = ¢ , d. h.
die Sequenz (X —» YY) = (=Y — —X) abgeleitet wurde. Wir beginnen also die Konstruktion
des Ableitungsbaums so:

(X =Y)= (Y - -X)
=>(X—-Y)—> (Y = -X)

Um nun (X = Y) = (=Y — =X) abzuleiten, kénnen wir entweder mit der Regel (—=>) auf
dem Antezedens oder mit der Regel (=—) auf dem Sukzedens arbeiten. Die erste Moglichkeit
fithrt zu einer Verzweigung des Ableitungsbaums:

= X,(-Y 5 -X) Y= (- = -X)

(X —=Y)= (Y - -X)
= (X —-Y)— (7Y —» -X)

Die beiden Blédtter werden nun mit den Regeln (=>—) und dann (= =) und (= —) weiter
bearbeitet. Dies fiihrt schliesslich zu folgendem Ableitungsbaum:
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X, Y =X Y = -X,Y
Y = X, -X Y, aY = =X
g=X,(-Y - -X) Y= (=Y - -X)
(X =>Y)= (1Y - =X)
= (X —-Y)— (7Y —» -X)

Die Bliitter dieses Baumes sind Axiome und wir haben damit einen Beweis fiir die gegebene
Sequenz gefunden.

Wenn wir nach dem ersten Ableitungsschritt die zweite Moglichkeit gewéhlt héitten und mit
der Regel (=—) auf dem Sukzedens weitergearbeitet hétten, dann wiren wir schliesslich zum
Beweis

X=X)Y XY =Y

X=>Y),X=>Y
XY Y ==X
(X =Y)=> (Y - =X)
=>(X—-Y)—> (Y = -X)
gekommen. Wir sehen also, dass es verschiedene Beweise derselben Sequenz gibt.

(2) Als zweites Beispiel betrachten wir die Sequenz (X VY) = (X AY). Die Konstruktion des
Ableitungsbaums fiihrt mit der Regel (= A) zunéchst auf den Baum

XVY=X XVY=Y
XVY=XAY

Mit der Regel (V =) erhalten wir dann den Ableitungsbaum

X=X Y=X X=Y Y=Y
XVvY=X XVvY=Y
XVY=XAY

Die Bliitter bestehen nur aus Aussagenvariablen, aber nur die dussern beiden sind Axiome. Die
beiden Blitter Y = X und X = Y werden durch die Interpretationen falsifiziert, welche eine
der Aussagenvariablen X,Y mit wahr, die andere aber mit falsch belegen. Diese Interpreta-
tionen falsifizieren auch die Ausgangssequenz (X VY) = (X AY). Der Versuch, einen Beweis
fiir diese Sequenz zu konstruieren fiithrt also zu einer Interpretation welche die Sequenz falsi-
fiziert und damit (wegen der Korrektheit des Sequenzenkalkiils) nachweist, dass kein Beweis
existiert.

Die systematische Beweissuche beruht darauf, dass zu jeder Sequenz I' = A und jeder
darin vorkommenden nicht-atomaren Formel 1 genau eine Regel mit der Konklusion I' = A
existiert in deren Prédmissen 1 nicht vorkommt. Der Algorithmus baut nun wie in den beiden
Beispielen, ausgehend von der zu beweisenden Sequenz einen Ableitungsbaum auf, indem
er riickwirts von der Konklusion und einer daraus ausgewéhlten Formel die entsprechende
Regel bestimmt und den Baum um die Pramissen dieser Regel erweitert, bis entweder eine
rein atomare, falsifizierbare Sequenz gefunden wird oder alle Blitter mit Axiomen beschriftet
sind.
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Definition 1.31. Ein Ableitungsbaum T fiir eine Sequenz S ist ein Baum, dessen Wurzel mit
S beschriftet ist, so dass jeder innere Knoten von 7" mit der unteren Zeile einer Schlussregel
und die Kinder dieses Knotens mit den in der oberen Zeile derselben Regel auftretenden
Sequenzen beschriftet sind.

Ein mit einem Axiom beschriftetes Blatt eines Ableitungsbaumes nennen wir positiv. Kin
Blatt ist negativ, wenn es mit einer Sequenz I' = A beschriftet ist, wobei I' und A disjunkte
Mengen von Aussagenvariablen sind. Ein Ableitungsbaum ist wvollstindig, wenn alle seine
Blitter positiv oder negativ sind.

Ein Beweis ist demnach ein Ableitungsbaum, dessen Blétter alle positiv sind (und welcher
daher insbesondere vollstindig ist). Ein Ableitungsbaum, der ein negatives Blatt enthilt,
nennen wir eine Widerlegung.

Wir sind nun in der Lage, einen Algorithmus anzugeben, welcher zu jeder gegebenen
aussagenlogischen Sequenz entweder einen Beweis oder eine Widerlegung findet.

Beweissuche im aussagenlogischen Sequenzenkalkiil
Input: Eine aussagenlogische Sequenz I' = A

Ein Ableitungsbaum fiir I' = A wird induktiv wie folgt aufgebaut. Zu Beginn sei
T der Baum, der nur aus der Wurzel besteht, beschriftet mit I' = A. Solange 7' noch
unmarkierte Blitter enthélt, werden folgende Operationen ausgefiihrt:

Wihle ein unmarkiertes Blatt £; sei I = A’ die Beschriftung von /.

Wenn £ negativ ist, dann wird die Interpretation konstruiert welche alle Aus-
sagenvariablen in I mit wahr und alle andern mit falsch bewertet. Diese
wird als falsifizierende Interpretation fiir ' = A ausgegeben. Die Proze-
dur ist damit beendet.

Wenn £ positiv ist wird ¢ mit (+) markiert.

Andernfalls wird eine nicht-atomare Formel ¢ aus IV = A’ ausgewéhlt und
die (eindeutig festgelegte) Regel bestimmt deren Konklusion IV = A’ ist
und deren Prémissen ¢ nicht mehr enthalten. Dann wird 7" um ein oder
zwei Nachfolgeknoten von ¢ erweitert, welche mit den Pramissen dieser
Regel beschriftet werden.

Wenn alle Blitter mit (4) markiert sind, wird T als Beweis fiir I' = A ausgegeben und
die Prozedur beendet.

Satz 1.32. Der angegebene Suchalgorithmus terminiert auf jeder gegebenen Sequenz ' = A
in endlich vielen Schritten. Er findet einen Beweis genau dann wenn I' = A giiltig ist;
andernfalls findet er eine falsifizierende Interpretation fir I' = A.

Beweis. Die Komplexitit einer Sequenz sei die Anzahl, der in ihr vorkommenden Junkto-
ren. Fiir jede Regel von SK gilt, dass die Komplexitit der Konklusion echt grosser ist als
die Komplexitit der Pramissen. Deshalb kann die Tiefe des konstruierten Ableitungsbaum
nicht grosser sein als die Komplexitdt der Ausgangssequenz; der Algorithmus muss also
terminieren.

Wenn der Algorithmus auf I' = A einen Ableitungsbaum 7' findet dessen Blitter alle
mit (+) markiert sind (deren Beschriftungen also Axiome sind), dann ist 7" offensichtlich ein
Beweis fiir I' = A. Aufgrund der Korrektheit des Sequenzenkalkiils ist I' = A dann giiltig.
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Andernfalls enthélt der konstruierte Ableitungsbaum ein negatives Blatt, mit einer Be-
schriftung I = A’, so dass IV und A’ disjunkte Mengen von Aussagenvariablen sind. Indem
man die Aussagenvariablen in IV mit wahr, diejenigen in A’ mit falsch, und alle iibrigen be-
liebig belegt, gewinnt man eine Interpretation welche IV = A’ falsifiziert. Aus Lemma 1.28
folgt dass diese Interpretation auch die Ausgangssequenz I' = A falsifiziert. U

Der Sequenzenkalkiil liefert also sogar ein Entscheidungsverfahren fiir die giiltigen aussa-
genlogischen Sequenzen und damit auch fiir die aussagenlogischen Tautologien. Insbesondere
folgt aus Satz 1.32, dass der aussagenlogische Sequenzenkalkiil vollstindig ist.

Korollar 1.33 (Vollstéindigkeit des Sequenzenkalkiils). Jede giiltige aussagenlogische
Sequenz ist im Sequenzenkalkil ableitbar.

Ubung 1.22. Konstruieren Sie Beweise oder falsifizierende Interpretationen fiir die folgenden Se-
quenzen:

(a) WA—p), () —=¢), (W —n)p =1
b) (X=>Y)= (Y = 2)

Ubung 1.23. Konstruieren Sie Beweise in SK fiir die folgenden aussagenlogischen Tautologien:
(a) ¢ = ¢
(b) ¥ = (p—=9)
© W =¢) = (= (p=9) =@ —=9)

Ubung 1.24. Geben Sie Schlussregeln (® =) und (= @) fiir den Junktor @ (“exklusives oder”)
an. Konstruieren Sie im entsprechend erweiterten Sequenzenkalkiil einen Beweis fiir die Sequenz
Yoo od=>vea(pad).

Ubung 1.25. Modifizieren Sie den Suchalgorithmus fiir den Sequenzenkalkiil zu einem Entschei-
dungsverfahren fiir die Erfiillbarkeit aussagenlogischer Formeln, also zu einem Algorithmus, welcher
zu jeder gegebenen aussagenlogischen Formel ¢ entscheidet, ob ¢ erfiillbar ist oder nicht.



Kapitel 2

Strukturen und Homomorphismen

Bemerkung. Mit einem Stern (*) versehene Abschnitte werden in der Vorlesung nicht
behandelt.

In diesem Kapitel entwickeln wir den Begriff einer mathematischen Struktur. Er ist hin-
reichend allgemein um fast alle in der Mathematik und der Informatik auftretenden Struk-
turen zu erfassen (z.B. algebraische und geometrische Strukturen, Rdume, Datenstruktu-
ren, Datenbanken, Transitionssysteme etc.). Wir behandeln wichtige Beziehungen zwischen
Strukturen und werden zahlreiche Beispiele beschreiben. Ausserdem fithren wir Abbildun-
gen zwischen Strukturen ein, welche (in unterschiedlichem Masse) strukturerhaltend sind,
definieren Kongruenzrelationen auf Strukturen und Quotientenstrukturen.

2.1 Einige Grundbegriffe

Kartesische Produkte. Seien A und B Mengen. Dann ist

AxB := {(a,b):a€ Abe B}
A" = {(a1,...,a,) 0, € Afiiri=1,... ,n}

Insbesondere ist A° = {0}, wobei (1 das leere Tupel ist.

Relationen und Funktionen. Eine n-stellige Relation auf einer Menge A ist eine Teil-
menge R C A™. Insbesondere gibt es, unabhingig von der Grundmenge A, genau zwei
nullstellige Relationen: Ry = @ und R; = {0}. Nullstellige Relationen heissen auch Bool-
sche Relationen oder Aussagen. Dabei wird Ry mit falsch oder 0 identifziert, Ry mit wahr
oder 1.

Eine n-stellige Funktion auf A, geschrieben f : A™ — A, ordnet jedem Tupel @ € A" ein
Element f(a) € A zu. Nullstellige Funktionen f : {0} — A werden also durch den einzigen
Funktionswert f(O) bestimmt und kénnen daher mit Konstanten identifiziert werden. Der
Graph einer n-stelligen Funktion f: A" — A ist die (n + 1)-stellige Relation

Gy = {(a,b) € A"*": f(a) = b}.

Eigenschaften von Funktionen. Eine Funktion f: A — B ist

26
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e injektiv, wenn fiir alle ¢ # o' aus A auch die Funktionswerte f(a) und f(a’) verschieden
sind.

e surjektiv, wenn es fiir jedes b € B ein a € A gibt, so dass f(a) = b.

e bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.
Mit N bezeichnen wir die Menge {0,1,2,...} der natiirlichen Zahlen.

Méchtigkeit von Mengen. Zwei Mengen A und B heissen gleichmdchtig (kurz: |A| = |B|),
wenn es eine bijektive Abbildung von A nach B gibt. A heisst abzdhlbar, wenn es eine
surjektive Funktion f : N — A gibt. A lisst sich dann als {f(n) : n € N} schreiben.

Lemma 2.1. Jede abzihlbare Menge ist entweder endlich oder gleichmdchtig zu N.

Beweis. Sei A abzdhlbar und f : N — A surjektiv. Wenn A endlich ist, ist nichts zu beweisen.
Fiir unendliches A konstruieren wir eine Bijektion g : N — A wie folgt:

9(0) := f(0)
g(n+1):= f(k) fur das kleinste £ € N mit f(k) € {g(0),... ,g9(n)}.

Offensichtlich ist g wohldefiniert: Da A unendlich ist, ist {g(0),... ,g(n)} eine echte
Teilmenge von A. Also muss es wegen der Surjektivitit von f ein k geben mit f(k) ¢
{g9(0),... ,g(n)}, also auch ein kleinstes solches k.

Zweitens ist g surjektiv: Aus der Konstruktion von g folgt sofort, dass zu jedem k£ € N
ein n < k existiert mit g(n) = f(k). Da f surjektiv ist, ist auch g surjektiv.

Schliesslich ist g injektiv, da nach Definition g(n + 1) # g(m) fiir alle m < n.

Also ist A gleichméchtig zu N. O

Potenzmenge. Sei A eine Menge. Dann ist Pot(A) := {B : B C A} die Potenzmenge von
A.

Satz 2.2. Keine Menge ist gleichmdchtig zu ihrer Potenzmenge.

Beweis. Wir zeigen, dass keine Funktion f : A — Pot(A) surjektiv sein kann. Zu diesem
Zweck betrachten wir fiir ein beliebiges solches f die Menge By := {a € A:a & f(a)}.

Wir behaupten, dass By nicht im Bild von f ist. Sonst wére f(b) = By fiir ein b € A.
Dies kann aber nicht sein, da dann

be f(b) = b€ By — b¢& f(b).
(Die erste Aquivalenz folgt da f(b) = By, die zweite aus der Definition von By.) O

Dieser Beweis beruht auf einem Diagonalisierungsargument. Wir illustrieren dies am
Fall A = N. Wenn Pot(N) abzihlbar wire, dann géibe es eine Aufzihlung Ay, Ay,... aller
Teilmengen von N, welche wir wie folgt darstellen kénnten:

01 2 3
Ao |1 0 0 1
A |0 1 0 O
A2 |1 1 0 0
Az |1 0 0 O




KAPITEL 2. STRUKTUREN UND HOMOMORPHISMEN 28

Ein Eintrag 1 (bzw. 0) am Punkt (4,7) soll andeuten, dass j € A; (bzw. j ¢ A;). Mit
Diagonalisierung ist nun gemeint, dass wir die Menge

D:={neN:n¢gA,}

betrachten (dies entspricht der Menge B im soeben gefiihrten Beweis). Wenn die Aufzéihlung
Ap, A1, ... tatsichlich alle Teilmengen von N erfassen wiirde, dann wire D = A fiir ein
geeignetes k. Das kann aber nicht seinda k € D < k & Ag.

Wir folgern also, dass Pot(N) iiberabzihlbar ist.

Ubung 2.1. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(a) A ist abzéhlbar, wenn eine injektive Funktion f: A — N existiert.
(b) Wenn A, B abzihlbar sind, dann auch AU B und A x B.
(c) Jede abzihlbare Vereinigung von abzihlbaren Mengen ist selbst abzihlbar.
(d) Wenn A abzihlbar ist, dann auch die Menge

A* = {’LUO""LUn,1 CnEN,’LUi EA}

aller (endlichen) Worter iiber dem Alphabet A.
(e) Die Menge {0,1}* aller unendlichen 0-1 Folgen ist {iberabzihlbar.

2.2 Strukturen

Mathematische Strukturen bestehen aus einem Universum und aus ausgezeichneten Funk-
tionen und Relationen auf diesem Universum. Beispiele sind

e die additive Gruppe der ganzen Zahlen: (Z,+,0)
e der geordnete Korper der reellen Zahlen: (R, +,-,0,1, <)

e Graphen: Die Punkte des Graphen sind das Universum, die zweistellige Relation E
beschreibt die Kantenbeziehung.

Die Namen (Symbole) fiir die in einer Struktur auftretenden Relationen und Funktionen
bilden die Signatur der Struktur.

Definition 2.3. Eine Signatur 7 ist eine Menge von Funktions- und Relationssymbolen.
Jedes dieser Symbole hat eine feste endliche Stelligkeit. Formal:

T = U R*(T)U U F™ (1)

neN neN

wobei R"(7) eine Menge von n-stelligen Relationssymbolen und F™(7) eine Menge von n-
stelligen Funktionssymbolen ist. (Alle diese Mengen konnen auch leer sein.)

Eine Signatur heisst relational, wenn sie nur Relationssymbole enthélt (d.h. F"(7) = @
fiir alle n € N), bzw. funktional oder algebraisch, wenn sie ausschliesslich Funktionssymbole
enthélt. Nullstellige Funktionssymbole heissen auch Konstantensymbole.



KAPITEL 2. STRUKTUREN UND HOMOMORPHISMEN 29

Andere Bezeichnungen fiir eine Signatur sind Symbolmenge oder Vokabular.

Beispiele. (1) Die Signatur der Arithmetik ist 7, = {4+, -,0,1}, wobei + und - zweistellige
Funktionsymbole, 0 und 1 Konstantensymbole sind.

(2) Die Signatur der geordneten Arithmetik ist 7.5 = {+, -,0,1,<}. Sie erweitert 7., um das
zweistellige Relationssymbol <.

(3) Die Signatur von Graphen 7 = {E}, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol ist.

Notation. Normalerweise verwenden wir
e PQ,R,... P, ... fir Relationssymbole,
e f.g,h,..., fi,... fur Funktionssymbole,
e c,d,e,...,c;,... fur Konstantensymbole,
e o, 7 fiir Signaturen.

Relations- und Funktionssymbole in einer Signatur 7 konnen natiirlich in vielfiltiger
Weise durch konkrete Relationen und Funktionen interpretiert werden. Allgemein wird eine
Struktur festgelegt durch Angabe ihres Universums und der Interpretation der Relations-
und Funktionssmbole {iber diesem Universum.

Definition 2.4. Eine 7-Struktur 2 besteht aus
(1) einer nichtleeren Menge A, dem Universum (oder Trdger) von A,

(2) einer Interpretationsfunktion welche jedem Relationssymbol P € R™(7) eine Relati-
on P* C A" und jedem Funktionssymbol f € F"(r) eine Funktion f% : A" — A
zuordnet.

Eine Struktur mit funktionaler Signatur 7 heisst auch eine 7-Algebra.

Notation. Strukturen bezeichnen wir meist mit gotischen Buchstaben 21,8 &, ..., der
entsprechende lateinische Buchstabe A, B,C,... steht fiir das Universum der Struktur.
Mit A = (A, P, P, ..., f& f3,...) bezeichnen wir also eine Struktur der Signatur 7 =
{P1,Pa,...,f1,f2...} mit Universum A.

Beachte. Es ist wichtig zwischen Relations- und Funktionssymbolen R;, f; und ihrer Inter-
pretation durch konkrete Relationen R?l bzw. Funktionen fjgl zu unterscheiden.

Wir werden eine Reihe von Beispielen im nichsten Abschnitt diskutieren. Zuvor be-
schreiben wir zwei grundlegende Moglichkeiten, wie eine Struktur in einer andern enthalten
sein kann.

Definition 2.5. 2,8 seien 7-Strukturen. 2 ist Substruktur von B, (kurz: A C 9B), wenn
(1) ACB,
(2) fiir allen €N, R € R*(7) gilt: R* = R® n A",

(3) fiir alle n € N, f € F*(7) gilt f* = f®|4, d.h. f> ist die Restriktion von f® auf A.
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Wenn 2 Substruktur von ‘B, so heisst 8 Erweiterung von 2.

Ist A eine Substruktur der 7-Struktur 9B, so ist A T-abgeschlossen, d.h., fiir alle f € F™(7)
und alle ay, ... ,a, € Aist fP(ay,... ,a,) € A. Umgekehrt gilt auch: Sei B eine 7-Struktur.
Zu jeder nicht-leeren, T-abgeschlossenen Teilmenge A C B gibt es genau eine Substruktur
von B mit Trager A. Wir nennen sie die von A in B induzierte Substruktur.

Beispiel. 2N := {2n : n € N} ist {+}-abgeschlossen. Also ist (2N,+) C (N, +). Hingegen ist
2N+ 1:={2n+1:n € N} nicht {+}-abgeschlossen und kann somit nicht Triiger einer Substruktur
von (N, +) sein.

Wihrend beim Begriffspaar Substruktur/Erweiterung die Signatur fest bleibt und das
Universum verdndert wird, ist dies beim Begriffspaar Redukt/Expansion genau umgekehrt.

Definition 2.6. Seien ¢ C 7 Signaturen, und sei B eine 7-Struktur. Das o-Redukt B | o
von B ist die o-Struktur, die wir aus 8 erhalten, wenn wir die Relationen und Funktionen in
7 — o einfach weglassen. Ist 2l Redukt einer 7-Struktur 8, so nennen wir B eine 7-Ezpansion
von 2.

Beispiel. Die additive Gruppe der reellen Zahlen (R, +,0) ist das {+,0}-Redukt des Korpers der
reellen Zahlen (R,+, -,0,1).

2.3 Ein Zoo von Strukturen

(1) Mengen. Sei 7 = @. Die @-Struktur mit Universum A ist einfach die Menge A.

(2) Graphen. Die Signatur von Graphen ist 7¢ = {E'}, E ein binéres Relationssymbol.
Ein ungerichteter Graph ist eine 7g-Struktur G = (V, EY) mit Punktmenge V (dem
Universum von G) und einer Relation E¢ C V x V, welche folgende Bedingungen
erfiillt:

keine Schlingen: Fiir alle v € V' gilt: (v,v) ¢ EC.
Symmetrie: Fiir alle u,v € V gilt: wenn (u,v) € EY, dann auch (v,u) € EC.

Wenn nur die erste Bedingung gefordert wird, sprechen wir von gerichteten Graphen.

(3) Lineare und partielle Ordnungen. Eine partielle Ordnung ist eine {<}-Struktur
(A, <) welche folgende Bedingungen erfiillt:

Irreflexivitat: Fir kein a € A gilt a < a.

Transitivitdt: Wenn a < b und b < ¢, dann auch a < c.

Daraus folgt insbesondere auch, dass < antisymmetrisch ist: Wenn a < b, dann nicht
b < a.

Eine lineare oder totale Ordnung erfiillt als zusétzliche Bedingung:

Vergleichbarkeit: Fir alle a,b gilt entweder a < b oder a = b oder b < a.
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Offensichtlich sind (N, <) und (R, <) (mit der iiblichen Interpretation von <) lineare
Ordnungen. Fiir jede Menge A ist (P(A), C) eine partielle Ordnung, fiir |[A| > 1 aber
keine lineare Ordnung.

Eine lineare Ordnung ist dicht, wenn zu zwei beliebigen Elementen a < b immer ein
c existiert mit a < ¢ < b. Eine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung (A, <) ohne
unendliche absteigende Ketten: Es gibt keine unendliche Folge ag, a1,a2,... in A so
dass a;y1 < a; fir alle ¢ € N. Zum Beispiel ist (N, <) eine Wohlordnung wéhrend
(Z,<) oder (Q", <) keine Wohlordnungen sind.

(4) Wortstrukturen. Sei I' ein Alphabet (d.h. eine beliebige, in der Regel abziahlbare,
Menge von Symbolen). Ein Wort iiber T ist eine endliche Folge w = wyq - - - wy,—1 von
Symbolen aus I'. Jedem solchen Wort w ordnen wir eine Struktur B(w) der Signatur
{<}U{P, : a € T'} zu, mit einstelligen Relationssymbolen P,. Das Universum von
B(w) ist die Menge {0,... ,n — 1} der Positionen an denen Symbole stehen, < ist
die iibliche Ordnung auf dieser Menge und P, := {i < n : w; = a} ist die Menge der
Positionen an denen im Wort w das Symbol a steht. Das Wort w = abbcab iiber dem
Alphabet {a,b,c} wird also durch die Wortstruktur

%(U)) = ({Oa 172337435}3 <3Paan7Pc)
reprisentiert, mit P, = {0,4}, P, = {1,2,5} und P, = {3}.

(5) Transitionssysteme. Ein Transitionssystem besteht aus einer Menge S von Zustin-
den, und aus einer Menge A von Aktionen oder Programmen, welche Zustinde in neue
Zustande iiberfithren. Zusétzlich hat man in der Regel eine Menge B von Eigenschaf-
ten, welche die Zustdnde haben oder nicht haben kénnen. Ein solches Transitionssy-
stem wird beschrieben durch eine Struktur mit Universum S, einer Menge {P, : b € B}
von monadischen (d.h. einstelligen) Relationen und einer Menge {E, : a € A} von
bindren Relationen auf S. Dabei soll P, die Menge der Zustidnde mit der Eigenschaft b
sein, und die Relation E, soll auf ein Paar (s,t) von Zustinden zutreffen, genau dann,
wenn das Programm a den Zustand s in den Zustand ¢ {iberfiihrt.

Eine wichtige Methode zur Verifikation paralleler Systeme besteht darin, diese als

Transitionssysteme zu modellieren und Bedingungen wie Fairness, Sicherheit, Deadlock-
Freiheit etc. in einer geeigneten logischen Sprache zu formulieren und auf dem Tran-

sitionssystem auszuwerten. Formale Spezifikation und Verifikation solcher Systeme ist

eine der wichtigsten Anwendungen der Logik in der Informatik.

(6) Relationale Datenbanken. Eine relationale Datenbank ist, informell gesprochen,
eine endliche Kollektion von endlichen Tabellen, welche sich zeitlich verdndern. Jede
Zeile in einer solchen Tabelle R ist ein Tupel (aq,...,a,) € Dy x --- x D, wobei
Dq,...,D, die den einzelnen Spalten (im Datenbank-Jargon: den Attributen) zuge-
ordneten Domains sind (z.B. Integers, Strings, ... ). Sei D die Vereinigung aller in
der Datenbank vorkommenden Domains. Die Tabelle R kann dann als eine n-stellige
Relation iiber D aufgefasst werden: R C D™.

Ein aktueller Zustand der Datenbank ist also eine endliche Kollektion von endlichen
Relationen Ry, ..., R, iiber dem (in der Regel unendlichen) Universum D. Dies ent-
spricht der Struktur ® = (D, Ry,... ,Ry).
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(8)

(9)

Fiir viele Zwecke ist aber diese Formalisierung problematisch: Elementare Operationen
wie die Bildung des Komplements einer Relation fiihren zu unendlichen Relationen.
Dabher ist eine Formalisierung durch eine endliche Struktur oft zweckméssiger. Anstelle
des unendlichen Universums D betrachte man den aktiven Domain ad(®), welcher aus
all denjenigen Objekten besteht, die in einer der Relationen Ry, ... , R, vorkommen,
also

ad(®) :={a € D : es gibt ein R; und ein Tupel (by,... ,b.) € R;

so dass b; = a fiir ein j < r}.

Da alle Relationen R; endlich sind, ist auch ad(®) endlich und die endliche Substruktur
(ad(®), Ry,... ,Ry) von D ist eine adiquate endliche Formalisierung des Datenbank-
Zustandes.

Anfragen an eine Datenbank entsprechen dem Auswerten logischer Formeln auf (endli-
chen) Strukturen. Es bestehen daher enge Verbindungen zwischen der Mathematischen
Logik und der Theorie relationaler Datenbanken.

Arithmetische Strukturen. Die Signatur der Arithmetik ist 75, = {+,-,0,1}, die
Signatur der geordneten Arithmetik 755 = 74, U {<}, wobei wir annehmen, dass die
Symbole +, -,0,1,< in der iiblichen Weise interpretiert werden. Trotzdem gibt es
natiirlich ganz verschiedene arithmetische Strukturen, z.B.:

e N =(N,+,-0,1), die Standard-Arithmetik der natiirlichen Zahlen. Die geordnete
Standard-Arithmetik ist M< = (N, +,-,0, 1, <). Sie ist eine Expansion von N.

e Beliebige Ringe, insbesondere der Ring 3 = (Z,+,-,0,1) der ganzen Zahlen. Of-
fensichtlich ist 3 eine Erweiterung der Standard-Arithmetik 1.

e Beliebige Korper, etwa den Koérper R = (R,+,-,0,1) der reellen Zahlen, den
Korper Q = (Q, +,-,0,1) der rationalen Zahlen oder endliche Korper.

e Die Standard-Arithmetik 91 lasst sich durch Hinzunahme von ‘unendlichen Ele-
menten’ zu neuen arithmetischen Strukturen erweitern. Die einfachste Variante ist
(N U {00}7 +5 07 1) mit

G+00=00+a6a=a-00=00"-a =0

fiir alle a € NU {oo}. Wir werden spiter sehen, dass es auch sogennante Nicht-
Standard- Arithmetiken gibt welche in gewissem Sinn &dquivalent zur Standard-
Arithmetik sind (weil sie genau die gleichen pridikatenlogischen Sétze erfiillen).

Boolsche Algebren. Sei A eine beliebige Menge. Die boolsche Algebra iiber A ist
BA(A) = (P(A),U,n,—, &, A), wobei U,N,~ Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
ment in A bedeuten.

Gruppen. Wie konnen Gruppen (im Sinne der Algebra) durch Strukturen gemdss
Definition 2.4 formalisiert werden? Dafiir gibt es mehrere Moglichkeiten, abhéngig
davon, welche in Gruppen vorkommenden Funktionen und Relationen explizit (d.h.
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in der Signatur) vorkommen sollen. Mit den iiblichen Bezeichnungen o fiir die Grup-
penoperation, e fiir das neutrale Element, ¢! fiir das zu g inverse Element ergeben
sich sofort die Moglichkeiten

(i) & = (G,o).
(ii) & = (G,o0,e).
(iii) & = (G,o,e, ~1).

Die Wahl der Signatur ist abhéngig von der jeweiligen Absicht: Will man eine méglichst
minimale Formalisierung wird man (i) oder (7i) wéhlen, da die Gruppe dadurch be-
reits eindeutig festgelegt ist. Andererseits gibt es algebraische Uberlegungen welche
die dritte Moglichkeit nahelegen: Wenn die Funktion —!' hinzugenommen wird, sind
die Substrukturen von & genau die Untergruppen. Dies ist nicht der Fall bei den bei-
den ersten Formalisierungen. So ist etwa (N, +,0) eine Substruktur von (Z,+,0) (der
additiven Gruppe der ganzen Zahlen), aber offensichtlich keine Untergruppe.

In der Praxis sind oft noch ganz andere Operationen wesentlich, etwa die Multiplika-
tion mit erzeugenden Elementen der Gruppe.

(10) Vektorrdume. Zum Abschluss diskutieren wir das Problem der Formalisierung von
Vektorrdumen. Interessant ist dies deshalb, weil hier Objekte verschiedener Art auf-
treten: Vektoren und Skalare.

Sei etwa V ein Vektorraum {iber dem Korper K. Man kann eine Formalisierung
wéhlen, in der das Universum ausschliesslich aus den Vektoren besteht, und die Ele-
mente des Grundkorpers als Operationen auf dem Universum in Erscheinung tre-
ten. Dem Vektorraum entspricht dann die algebraische Struktur (V. +,0, (fx)kecx) mit
fe(v) == kv (Multiplikation mit Skalar k). Fiir algebraische Uberlegungen ist dies
bei festem Grundkorper K die geeignete Formalisierung, da die Substrukturen genau
den linearen Unterrdumen entsprechen (Abgeschlossenheit unter Addition und unter
Multiplikation mit Skalaren). Wenn wir im folgenden iiber Vektorrdume sprechen,
ist meistens diese Formalisierung gemeint. Eine andere Moglichkeit wird im n#chsten
Abschnitt diskutiert.

2.4* Mehrsortige Strukturen

Viele in der Praxis auftretende Strukturen beziehen sich auf Objekte verschiedener Art.
Ein naheliegendes Beispiel aus der Mathematik sind Vektorrdume, in welchen Vektoren und
Skalare eine Rolle spielen. Ein fiir die Informatik wichtiges Beispiel sind Datenbanken, deren
Relationen in der Regel Elemente verschiedenen Typs (z.B. natiirliche Zahlen, Strings etc.)
miteinander in Beziehung setzen. Oft werden solche Strukturen mehrsortig modelliert, unter
Verwendung eines verallgemeinerten Strukturbegriffs bei dem das Universum aus verschie-
denen Sorten bestehen kann, und die Funktionen ‘getypt’ sind.

Definition 2.7. Eine mehrsortige Signatur ist ein Tupel 7 = (S, R, F) bestehend aus

(1) einer nicht-leeren Menge S, deren Elemente Sorten genannt werden;



KAPITEL 2. STRUKTUREN UND HOMOMORPHISMEN 34

(2) einer Menge R von Relationssymbolen mit Typdeklarationen R : (s1 X -+ X $,) wobei
n€Nund s1,...,s, € S;

(3) einer Menge F von Funktionssymbolen, mit Typdeklarationen f : s; X -+- X s, = §
wobei n € N und s1,...,8,,5 € S.

Eine mehrsortige Struktur der Signatur 7 = (S, R, F) ist ein Tupel

A= ((AS)SES; (RQ[)RGR; (fgl)fef)

mit folgenden Eigenschaften:

(a) Fiir jede Sorte s € S ist eine Menge A, gegeben, genannt das Universum der Sorte s.

(b) Jedes Relationssymbol € R mit Typdeklaration R : (s1 X -+ X 8,) ist interpretiert
durch eine Relation R% C Agy X -+ X As,.

(c) Jedes Funktionssymbol f € F mit Typdeklaration f : s1 X---Xx s, — s ist interpretiert
durch eine Funktion f2 : Ag, X -0 X Ag, — As.

Beispiele. (1) Vektorriume. Man kann Vektorrdume auch als zwei-sortige Strukturen
(V,K;+v,0v, +r, %K, 0k, Lk, %K V)
formalisieren, mit den Sorten V und K, und den folgenden Typdeklarationen der Funktionen:

+y:VxV -V
Oy: =V
+x : K xK > K
s K xK—> K
O : > K
lg: > K
gy c K xV =V

Ein Vorteil dieser Formalisierung gegeniiber der oben beschrieben ist, dass die Signatur hier
endlich und unabhingig vom Grundkdorper ist.

(2) Graphen als Inzidenzstrukturen. Sei G ein gerichteter Graph mit Knotenmenge V' und
Kantenmenge E C V x V. Anstelle der iiblichen Modellierung von G als Struktur mit Univer-
sum V und zweistelliger Relation E betrachtet man gelegentlich auch die zwei-sortige Struktur
(V, E; Source, Sink) wobei das Universum aus den Knoten und den Kanten besteht, deren Zu-
sammenhang durch die Inzidenzrelationen

Source := {(v,e) € V x E : v ist Anfangspunkt der Kante e}
Sink := {(v,e) € V x E : v ist Endpunkt der Kante e}

gegeben ist.

(3) Datenstrukturen: Stacks. Stacks kénnen durch algebraische zweisortige Strukturen be-
schrieben werden deren Signatur aus den Sorten s (Symbole) und w (Worter) und den Funk-
tionen mit den Typdeklarationen \ :— w, push : s X w — w, pop : w — w und top : w — s
besteht. Das einzige Problem ist die Definition der top-Funktion auf dem leeren Stack. Um
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die Einfiihrung nur partiell definierter Funktionen zu vermeiden, fiigen wir zu den Universen
eine spezielle Konstante undef hinzu. Stacks iiber einem Alphabet X entsprechen dann der
Struktur mit Universen A; = ¥ U {undef} und A,, = ¥* U {undef}, der Konstante A fiir das
leere Wort und den folgenden Definitionen der Funktionen push, pop und top.

ox wenn o € ¥,xr € ¥*
push(o, ) :=

undef wenn o = undef oder x = undef
z' wenn ¢ = oz’

pop(x) := < A wenn r = A
undef wenn ¢ = undef
o wenn z = oz’

top(x) =
undef sonst

Mehrsortige Strukturen sind fiir praktische Modellierungsaufgaben niitzlich. Fiir die
Entwicklung der Logik als mathematische Disziplin spielen sie aber kaum eine Rolle, da
eigentlich alle wesentlichen Fragestellungen unmittelbar auf einsortige (relationale) Struk-
turen zuriickgespielt werden kénnen. Zu diesem Zweck kann man zunichst jede Funktion
f i As x---x Ag, — Ag durch ihren Graphen Gy C A X -+ x Ay x Ay ersetzen und
damit die Betrachtung auf mehrsortige relationale Strukturen 21 = ((Ay)ses; (R*)rer) be-
schrinken. Man geht dann zum Universum A := (J, g As iiber und fasst das Universum
As einer Sorte s als einstellige Relation auf A auf. Anstelle der gegebenen mehrsortigen
Struktur arbeitet man dann mit der einsortigen Struktur A’ = (A4, (44)ses, (R*)rer)-

Ubung 2.2. Modellieren Sie Queues als mehrsortige Struktur (analog zu Stacks).

Ubung 2.3. Modellieren Sie eine beliebige relationale Struktur 2 = (A, Ry,...,Ry) durch eine
mehrsortige Inzidenzstruktur.

2.5 Homomorphismen und Isomorphismen
Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen.

Definition 2.8. 2l und B seien 7-Strukturen. Eine Abbildung 7 : A — B ist ein Homo-
morphismus von 2 nach 9B, wenn folgende Bedingungen erfiillt sind:

(1) Fiir jedes Relationssymbol R € R™(7) und alle aq,... ,a, € A gilt

(a1,-.. ,ap) € R* = (may,...,ma,) € RE.

(2) Fiir jedes Funktionssymbol f € F™(7) und alle ay,... ,a, € A gilt

wfa1,... an) = f2(7al,... ,map).

Bemerkung. Fiir jedes n € N ldsst sich 7 auf natiirliche Weise zu einer Abbildung 7 :
A™ — B™ erweitern, mit 7(aq,... ,a,) := (7a1,... ,ma,). Bedingung (1) konnen wir dann
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auch so formulieren: fiir alle Relationssymbole R € 7 ist 7(R®*) C R®. Bedingung (2)
bedeutet, dass fiir alle Funktionssymbole f € 7 gilt: 7o f% = fP o r.

™

A" —— B"

I e
A "~ B

A _ B

Fiir nullstellige Funktionssymbole ¢ besagt Bedingung (2), dass wc™ = ¢*.

Definition 2.9. Ein starker Homomorphismus von 2 nach 8 ist ein Homomorphismus
7 : A — B, welcher die folgende, stirkere Version von (1) erfiillt:

(1) Fiur jedes Relationssymbol R € R™(7) und alle a € A™ gilt:

g€ R — naecR®.

Bemerkung. Die Bedingung (1) ist dquivalent zur Forderung, dass fiir alle Relationssym-
bole R € 7 gilt: m(R*) = R® Nnn(A").

Definition 2.10. Eine Finbettung von 2l in B in ein injektiver starker Homomorphismus
von A nach B. Ein Isomorphismus ist ein bijektiver, starker Homomorphismus (also eine
surjektive Einbettung). Zwei 7-Strukturen 2 und B sind isomorph (kurz: A = 9B), wenn ein
Isomorphismus von 2 nach 9B existiert. Ein Isomorphismus 7 : A — 2 heisst Automorphis-
mus von 2.

Notation. Wir schreiben 7 : 2 = 9B um anzudeuten, dass 7 ein Isomorphismus ist, und
m: A — B, wenn 7 eine Einbettung ist. Die Identitédtsabbildung auf 2 bezeichnen wir mit

1a.

Die Menge aller Automorphismen einer Struktur 2 bilden bzgl. Hintereinanderausfiihren
eine Gruppe mit neutralem Element lg. Wir nennen sie die Automorphismengruppe oder
Symmetriegruppe von 2 und bezeichnen sie mit Aut(2). Eine Struktur 2 ist starr, wenn
Aut(A) = {1y}, d.h. wenn nur der triviale Automorphismus existiert.

Beispiele. (1) Unter der in Abschnitt 2.3 (10) zugrundegelegten Formalisierung von Vektorrium-
en sind die Homomorphismen zwischen Vektorriumen genau die linearen Abbildungen.

(2) G = (V,EY),H = (U, E¥) seien Graphen. G = H falls es eine bijektive Abbildung 7 : V — U
gibt, so dass (v,v') € EY & (mv, ') € EHX.

1%
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(3) Demgegeniiber ist fiir einen Homorphismus 7 : G — H nicht gefordert, dass 7 bijektiv ist,
und es muss nur die schwiichere Bedingung (v,v') € E¢ = (7v,mv') € E¥ erfiillt sein. Die
folgende Abbildung ist ein Homomorphismus.

1,2

(4) Mit K,, bezeichnet man den vollstdndigen Graphen mit n Punkten, d.h. K, = ({1,... ,n}, E)
mit E = {(i,7) : ¢ # j}. Offensichtlich ist jede Permutation von {1,...,n} ein Automor-
phismus von K, d.h. Aut(K,) = S, (mit S,, bezeichnet man die Permutationsgruppe auf n
Elementen).

Die Automorphismengruppe von (Z, <) ist (Z,+,0), denn die Automorphismen von (Z, <)
sind gerade die Translationen z — x + a fiir a € Z. Hingegen ist (N, <) starr.

(5) Gemiss dem mittelalterlichen Scholastiker Thomas von Aquin (1225 — 1274) ist Gott ei-
ne Struktur mit drei Elementen pater, filius und spiritus sanctus und einer asymmetrischen
binsiren Relation R9°t (relatio originis). Thomas von Aquin schreibt zudem, dass die drei Ele-
mente mit Hilfe von RE°% eindeutig identifizierbar sind. Er folgert: Wenn (pater, filius) € RS°t
und (pater, spiritus sanctus) € RS°%*, dann gehort genau eines der Paare (filius, spiritus sanc-
tus) und (spiritus sanctus, filius) zu R,

Wieso? Da RY°t* asymmetrisch ist konnen nicht beide Paare in R9°t* sein. Aus dem selben

Grund folgt, dass (filius, pater) € RS°* und (spiritus sanctus, pater) ¢ R9°t*. Wenn jetzt
keines der Paare (filius, spiritus sanctus) und (spiritus sanctus, filius) zu RS°%* gehdren wiirde,
dann wire das Vertauschen von filius und spiritus sanctus ein Automorphismus von Gott,
und daher nicht alle drei Elemente eindeutig identifizierbar.

(6) Fiir funktionale Signaturen ist Bedingung (1) der Homomorphismus-Definition leer. Daher
ist jeder bijektive Algebren-Homomorphismus bereits ein Isomorphismus. Fiir Strukturen mit
Relationssymbolen dagegen gilt dies nicht.

*r—0

Ubung 2.4. Zeigen Sie, dass ein ungerichteter Graph G genau dann m-firbbar ist (siehe Ubung 1.18).
wenn, ein Homomorphismus von G nach K, (dem vollstéindigen Graphen mit m Knoten) existiert.

2.6* Kongruenzrelationen und Quotientenstrukturen

Definition 2.11. Eine biniire Relation E C A x A ist eine Aquivalenzrelation auf A, falls
sie folgende Bedingungen erfiillt:

Reflezivitit. Fir alle a € A ist (a,a) € E.
Symmetrie. Fir alle a,b € A gilt: (a,b) € E = (b,a) € E.
Transitivitdt. Fir alle a,b,c € A gilt: Wenn (a,b) € E und (b,c¢) € E dann auch (a,c) € E.

Ist E eine Aquivalenzrelation auf A, so heisst (A, E) Aquivalenzstruktur.



KAPITEL 2. STRUKTUREN UND HOMOMORPHISMEN 38

Beispiele. (1) (Z, Es) mit Ej := {(a,b) : b— a ist durch 5 teilbar } ist eine Aquivalenzstruktur.

(2) (N, TF) mit TF := {(a,b) : a,b sind teilerfremd} ist keine Aquivalenzrelation, da TF nicht
transitiv ist (z.B. sind (3,5) und (5,9) teilerfremd, nicht aber (3,9)).

Sei E eine Aquivalenzrelation auf A. Dann ist
[alg :={b: (a,b) € E}

die Aquivalenzklasse von a beziiglich E. Offensichtlich ist [a]z = [b]g genau dann wenn
(a,b) € E. Wir sagen in diesem Fall, dass a und b Reprisentanten derselben Aquivalenzklasse
sind. (Wenn E aus dem Kontext ersichtlich ist, lassen wir den Index E meist weg und
schreiben [a], [b],... , anstelle von [a]g, [b]g,...) Eine Aquivalenzrelation auf A induziert
also eine Zerlegung von A in Aquivalenzklassen.

Aquivalenzrelationen werden oft durch das Symbol ~ (mit Infixnotation) bezeinet. Es
ist eine weitverbreitete Technik in der Mathematik, in geeignetem Sinn dquivalente Objekte
einer Menge A zu identifizieren, und zur Menge A/... iiberzugehen, deren Elemente die Aqui-
valenzklassen von A sind. So wird etwa Z durch die soeben beschriebene Aquivalenzrelation
FEs in fiinf Aquivalenzklassen (Restklassen) zerlegt, und wir erhalten die Restklassenmenge
Zs = {0}, [1], 2], 3], [4]}. _,

Ko6nnen wir auch auf einer allgemeinen 7-Struktur 2 eine Aquivalenzrelation ~ heraus-
faktorisieren und eine Faktorstruktur /. (derselben Signatur) definieren? In der Tat ist
dies moglich. Dazu reicht es aber nicht, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf A ist. Es ist
zusétzlich erforderlich, dass ~ mit den Funktionen und Relationen von 2 kompatibel (ver-
traglich) ist. Zum Beispiel ist E5 auf (Z,+) mit der Addition vertriglich, da folgendes gilt:
Wenn (a,b) € Es und (¢,d) € E5, dann auch (a + ¢,b + d) € Es. Hingegen ist E5 nicht
kompatibel mit < (da z.B. einerseits 2 < 7, andererseits aber [2] = [7]).

Definition 2.12. Sei 2 eine 7-Struktur. Eine Kongruenzrelation auf 2 ist eine Aquivalenz-
relation ~ auf dem Universum A von 2, welche in folgendem Sinn mit den Relationen und
Funktionen von 2 kompatibel ist.

(1) Fiir jede n-stellige Funktion f* von 2 und alle Elemente ai,... ,an, b1,... ,b, € A
gilt: Wenn a; ~ by,... ,a, ~ by, dann auch

ar, ... an) ~ b1, ... ,by).
Anders formuliert: Wenn [a;] = [b1], ..., [an] = [bs], dann auch [f¥(ay,... ,a,)] =
[FB (b1, .. by)).

(2) Fiir jede n-stellige Relation R* von 2 und alle a1,... ,ay,, by,... ,b, € A gilt: Wenn
ai ~ by, ..., ap ~ by, dann

(a1,...,a,) € R* < (by,...,b,) € R™

Die Aquivalenzklassen bzgl. einer Kongruenzrelation heissen auch Kongruenzklassen.

Definition 2.13. 2 sei eine 7-Struktur und ~ eine Kongruenzrelation auf . Die Quotienten-
oder Faktor-Struktur /.. ist die 7-Struktur welche wie folgt definiert ist:
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(1) Das Universum von 2(/. ist die Menge A/. := {[a] : a € A} der Kongruenzklassen
von A.

(2) Fir f € F(7) ist
2 (ao)s - s lan-—1]) == [F*(ao, .. ,an1)].
(3) Fur R € R™(7)
([ao],--- s [an1]) € R~ = (ag,...,an—1) € R™.
Man beachte, dass f%/~ und R%*/~ wohldefiniert sind. In der Tat sind die in (2), (3)

angegebenen Definitionen unabhingig von der Wahl der Représentanten, denn genau dies
wird ja durch die Kompatibilitdtsbedingungen fiir Kongruenzrelationen gefordert.

Beispiele. (1) Fiir jedes n € N — {0} ist
E, :={(a,b) € Z X Z:n teilt a — b}

eine Kongruenzrelation auf (Z,+,-,0,1). Fir jedes n ist die zugehorige Faktorstruktur Z,,
wieder ein Ring. (Fiir Primzahlen p ist Z, sogar ein Korper.)

(2) Betrachte die 7,,-Struktur % = (Z x (Z — {0}), +*,-*,0%,1%) mit

(a,b) +* (¢,d) := (ad+ be,bd),
(av b) A (Cv d) = (ac, bd):

0* = (0,1),

1 = (1,1).

Man zeige, dass (a,b) ~ (¢,d) :<= ad = bc eine Kongruenzrelation definiert ist und dass die
Faktorstruktur 2/ isomorph ist zum Korper der rationalen Zahlen.

Kongruenzrelationen und Homomorphismen. Wir diskutiern nun den Zusammenhang
zwischen Faktorstrukturen und homomorphen Bildern.

Lemma 2.14. Sei U eine 7-Struktur und ~ eine Kongruenzrelation auf 2. Die Quotienten-
Abbildung w: A — A/~ mit a — [a] ist ein surjektiver Homomorphismus von A auf A/ ..

Der Beweis ist offensichtlich.

Satz 2.15. Sei 7 eine funktionale Signatur, und seien A,B 7-Algebren. Fiir jeden Homo-
morphismus w : A — B ist die Relation

Er:={(a,d') € Ax A:ma=mad'}
eine Kongruenzrelation tber 2.

Beweis. Offensichtlich ist . eine Aquivalenzrelation. Fir a1,...,a, und df,... ,al, gelte
nun (a;,a)) € Er, also 7(a;) = 7(a)) = b; fir geeignete by, ... ,b, € B. Da m ein Homomor-
phismus ist, gilt fiir alle f € F™(7), dass 7f%(a) = 7f%(a') = f2(b). Also sind auch f%(a)
und f*(a') dquivalent bzg. E,. O
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Beispiel. Sei 7 eine lineare Abbildung von einem Vektorraum V' in einen Vektorraum . Dann ist
E; ={(v,v") : v —" € Kernr}.

Bemerkung. Fiir nicht-funktionale Strukturen A, B gilt dieser Satz nicht. Seien etwa
2 = ({a,b,c}, R*), B = ({a,c}, R?) mit R* = R® = {(a,c)}. Die Abbildung 7 : {a,b,c} —
{a,c} mit 7(a) = 7(b) = a, 7(c) = c ist ein Homomorphismus, aber das zugehorige E; =
{(a,a), (b,b), (c,c), (a,b), (b,a)} ist keine Kongruenzrelation. Obwohl nimlich (a,c) € R*
und (a,b) € E, sind ist (b,c) ¢ R®.

Sei 7 : A — B ein Homomorphismus von 7-Strukturen. Da fiir jedes Funktionssymbol
f e gilt, dass fP o = mo f%, ist das Bild m(A) C B T-abgeschlossen und daher Triger
einer Substruktur 7(2A) C B.

Satz 2.16 (Homomorphie-Satz). Fir jeden Homomorphismus m : A — B zwischen T-
Algebren ist A/ = w(A).

Beweis. Man priift leicht nach, dass die Abbildung [a] — ma wohldefiniert ist und einen
Isomorphismus von /g, nach 7(2) definiert. O

Der aus der Linearen Algebra bekannte Homomorphiesatz fiir lineare Abbildungen auf
Vektorrdumen ist ein Spezialfall von Satz 2.16.



Kapitel 3

Syntax und Semantik der
Pradikatenlogik

Die Aussagenlogik behandelt ausschliesslich Aussagen, welche aus atomaren Formeln mit
Hilfe der aussagenlogischen Verkniipfungen A, V, - etc. zusammengesetzt werden. Eine aus-
sagenlogische Interpretation ordnet den atomaren Formeln Wahrheitswerte 0 oder 1 zu, und
dies setzt sich fort zu einer Interpretation beliebiger aussagenlogischer Formeln. Insbesonde-
re haben die atomaren Aussagen selbst keine innere Struktur, ja wir abstrahieren vollstindig
vom mathematischen, umgangssprachlichen oder technischen Inhalt einer atomaren Aussa-
ge, nur ihr Wahrheitswert ist massgebend.

Fiir die meisten mathematischen Anwendungen ist die Aussagenlogik viel zu ausdrucks-
schwach. Bereits sehr einfache, alltéigliche Argumente iiber konkrete Strukturen, z.B. “alle
Quadratzahlen sind positiv, 25 = 5 - 5, also ist 25 positiv” widersetzen sich einer Formali-
sierung in der Aussagenlogik. Formal hat das Argument die Gestalt ) A ¢ — 6, aber ohne
Zugriff auf die Struktur und den Zusammenhang der Teilaussagen v, @, 0 gibt es keinen
Grund, warum eine solche Implikation wahr sein sollte.

Wir brauchen also ein ausdrucksstirkeres logisches System. Die Pridikatenlogik (ab-
gekiirzt FO fiir “first-order logic”) macht Aussagen, welche durch Strukturen und Elemente
von Strukturen (also nicht durch blosse Wahrheitswerte) interpretiert werden. Bereits die
atomaren Formeln haben eine kompliziertere Struktur, sie sprechen iiber Relationen zwi-
schen Elementen einer Struktur (z.B. 22 < y + 3) oder iiber die Gleichheit von Elemen-
ten (z.B. 22 = y). Ausserdem werden Aussagen nicht nur mit Hilfe der aussagenlogischen
Junktoren miteinander verkniipft, es besteht auch die Moglichkeit, Existenz- oder Allaus-
sagen iiber Elemente einer Struktur zu machen, der Art “es gibt eine reelle Zahl z, so dass
z? = 2”7 oder “zu jeder Primzahl gibt es eine grossere”. Was wir hingegen nicht zulassen,
sind Existenz- oder Allaussagen iiber Mengen, Funktionen oder Relationen auf der zugrun-
degelegten Struktur.

3.1 Syntax der Priadikatenlogik

Wir fixieren eine Signatur 7, und definieren die Menge der 7-Terme und die Menge der
7-Formeln induktiv, als Wortmengen iiber einem Alphabet Alph(7) welches aus folgenden
Symbolen besteht:

41
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den Relations- und Funktionssymbolen in 7,

einer festen, abzihlbar unendlichen Menge VAR = {vg,v1,v2,... } von Variablen;

dem Gleichheitszeichen =

den aussagenlogischen Junktoren —, A,V und —,

dem FEuzistenzquantor 3 und dem Allquantor V,
e den Klammersymbolen (,).

7-Terme sind bestimmte Worter iiber diesem Alphabet, welche aus Variablen und Funk-
tionszeichen zusammengesetzt sind. Wir verwenden hier eine klammerfreie Notation.

Definition 3.1. Die Menge T'(7) der 7-Terme ist induktiv wie folgt definiert:
(1) VAR C T'(7), d.h. jede Variable ist ein 7-Term.
(2) Sind ty,...,t, 7-Terme und f € F™(7), so ist auch fty---t, ein 7-Term.

Wenn wir einen Term in der Form #(xy,...,x,) schreiben, dann meinen wir, dass
Zi,...,%y paarweise verschiedene Variablen sind und dass in ¢ keine anderen Variablen
als diese vorkommen. Man beachte, dass insbesondere jedes Konstantensymbol ¢ € FO(7)
ein 7-Term ist. Ein Grundterm ist ein Term in dem keine Variablen auftreten.

Beispiel. Die Signatur 7 enthalte die Funktionssymbole f € F'(7), g € F2(r) und ¢ € F°(r). Sei
x € VAR eine Variable. Dann sind die folgenden Worter 7-Terme.

x) c7 f"If, fc7 gmx) gfxc7 ggccfm'

Dabei sind ¢ und fc Grundterme. Es ist oft niitzlich, Terme als Bdume aufzufassen. Die Baum-

notation des Terms ggccfx ist
/\
g f

c/ \c \x

Eindeutige Lesbarkeit von Termen. Jedes Wort in Alph(7)* kann auf héchstens
eine Weise als ein Term aufgefasst werden. Um dies nachzuweisen, zeigt man zunéchst
per Induktion iiber den Termaufbau, dass kein 7-Term ein echtes Anfangsstiick eines
andern 7-Terms sein kann. Daraus folgt, dass fiir jeden Term ft; - - - t,, die unmittelbaren
Unterterme tq,... ,t, eindeutig bestimmt sind.

Definition 3.2. Die Menge FO(7) der 7-Formeln der Pridikatenlogik ist induktiv definiert
wie folgt:

(1) Sind tq,t9 7-Terme dann ist t; = t5 eine 7-Formel.

(2) Sind #1,... ,t, Terme aus T'(7) und ist P € 7 ein n-stelliges Relationssymbol, dann
ist Pty - - - t,, eine 7-Formel.
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(3) Wenn 1 eine 7-Formel ist, dann auch —).
(4) Wenn ¢ und ¢ 7-Formeln sind, dann auch (¢ A @), (¥ V ¢) und (¢p — ¢).

(5) Wenn 1) eine 7-Formel ist und 2z € VAR eine Variable, dann sind Jz1 und Va
T-Formeln.

Eine Formel, die nur nach den Regeln (1) und (2) definiert ist, heisst atomar oder Atom-
Formel, oder einfach Atom. Literale sind Atome und deren Negationen. Formeln, die nur
nach den Regeln (1) — (4) definiert sind, heissen quantorenfrei.

Beispiel. Sei 7 = {E, f}, E ein zweistelliges Relationssymbol, f ein einstelliges Funktionssymbol.
Hier sind einige Formeln aus FO({E, f}):

vg = U1
((Evovg V fvg = v1) A = Evy fug)

YooV (—up = v1 — Evgvy)

YuoVu1 (Evgvy — Jue (Evgua A Evatyp)).

Konventionen zur Notation von Formeln. Wie bei der Aussagenlogik benutzen wir
auch bei der Prédikatenlogik abkiirzende oder vereinfachende Schreibweisen. Zum Bei-
spiel bezeichnen wir in der Regel Variablen anstelle von vy, v1, ... mit andern Symbolen,
etwa ,y, z, Tg, T1, - - - - Fiir Terme, die aus Funktionssymbolen wie +, -, o etc. gebildet
werden, verwenden wir in der Regel die Infix-Notation x +y statt +zy; dhnliches gilt fiir
Atome wie etwa t; < ty oder gelegentlich auch xEy. Anstelle von = t; = t5 schreiben wir
t1 # t2. Wo dies fiir die Lesbarkeit niitzlich ist, werden wir von der klammerfreien Nota-
tion von Termen abweichen: So ist etwa g(fz, g(z, f fy)) als anschaulichere Beschreibung
des Terms gfxzgz f fy zu verstehen. Zum Beispiel schreiben wir z + (y +2) = (z+y) + 2
anstelle von +x + yz = ++xyz. Andererseits werden wir in Formeln oft Klammern
weglassen, welche fiir das Verstidndnis iiberfliissig sind.

Man beachte, dass diese anschaulichen Mitteilungsweisen keine Terme und Formeln
im eigentlichen Sinn mehr sind sondern metasprachliche Umschreibungen solcher Ob-
jekte. Die priisize formale Definition der syntaktischen Objekte ist notwendig fiir die
Prézisierung des Begriffs einer logischen Aussage, fiir die Analyse des Beweisbegriffs,
und insbesondere fiir die maschinelle Verarbeitung mathematischer Aussagen. Fiir die
metasprachliche Kommunikation ist eine allzu formale Notation hingegen eher hinderlich
als hilfreich. Dies gilt nicht nur fiir logische Formeln; auch in der Kommunikation iiber
andere syntaktische Objekte, etwa Computer-Programme (fiir die eine prizise Syntax
natiirlich zwingend erforderlich ist), wird man, etwa bei der Konzeption und Analyse
informellere Beschreibungen vorziehen.

Wir weisen ausserdem darauf hin, dass ein Ausdruck ¢; = t5 je nach Kontext ent-
weder eine Formel aus FO(7) oder aber eine metasprachliche Aussage sein kann, welche
die Gleichheit der beiden Terme t;,t5 als syntaktische Objekte ausdriickt. Um diese
mogliche Quelle von Konfusionen zu vermeiden, kann man entweder zwei verschiedene
Gleichheitszeichen einfiihren oder einfach versuchen, sorgfiiltig zu sein. Wir wahlen hier
die zweite Moglichkeit.

Freie und gebundene Variablen. Ein Vorkommen einer Variablen x in einer Formel
kann frei oder gebunden sein. Es ist gebunden, wenn es in einer Unterformel der Form 3z
oder Vz1 stattfindet, andernfalls ist es frei.
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Beispiel. In der folgenden Formel sind unterstrichene Vorkommen von Variablen gebunden, nicht
unterstrichene Vorkommen sind frei.

Jz(Eyz AVz(z = z V Eyz)).
Beachte, dass z in dieser Formel sowohl frei als auch gebunden vorkommt.
Formal ist die Menge der in einer Formel frei auftretenden Variablen wie folgt definiert.

Definition 3.3. Seit € T(7) ein Term und ¢ € FO(7) eine Formel. Mit Var(t) bzw. Var(¢))
bezeichnen wir die Menge aller in ¢ bzw. ¢ auftretenden Variablen. Die Menge Frei(1)) der
freien Variablen von ¢ ist induktiv wie folgt definiert:

1) Fiir atomare Formeln 9 ist Frei(y) = Var(¢).

(1)
(2) Frei(—p) = Frei(v).

(3) Frei(e o ¢) = Frei(y) U Frei(y), fiir o € {A,V, —}.
(4)

4) Frei(dzv) = Frei(Vzy) = Frei(y) — {z}.

Oft bezeichnen wir eine Formel in der Form ) (z1, . .. , %), um anzudeuten, dass hochstens
die Variablen zi,... ,z; in 9 frei vorkommen. Ein 7-Satz ist eine 7-Formel ohne freie Va-
riablen.

Maichtigkeit von T(7) und FO(7). Wenn 7 abzihlbar ist, dann auch das Alphabet
Alph(7). Nach Ubung 2.1 folgt dann, dass auch Alph(7)*, und damit inbesondere T'(7) und
FO(7) abzihlbar sind. Andererseits sind 7'(7) und FO(7) auch bei endlicher Signatur 7
(sogar bei 7 = @) unendlich. In der Tat enthélt T'(7) alle Variablen und FO(7) alle Formeln
x =y fir z,y € VAR.

3.2 Semantik der Pridikatenlogik

Die Modellbeziehung.

Definition 3.4. Sei 7 eine Signatur. Eine 7-Interpretation ist ein Paar J = (2, 5) wobei
2 eine 7-Struktur und S : X — A eine Belegung von Variablen durch Elemente von A ist.
Dabei ist X = Def(3) C VAR. Eine 7-Interpretation J = (2, 3) ordnet

e jedem Term t € T(7) mit Var(t) C Def(3) einen Wert [t]”° € A zu, und

e jeder Formel ¢ € FO(7) mit Frei(¢) C Def(53) einen Wahrheitswert [/]7 € {0,1}. (Wie
iiblich steht 0 fiir falsch und 1 fiir wahr.)

Die Zuordnung dieser Werte erfolgt induktiv geméss dem Aufbau der Terme und Formeln
wie folgt:

Interpretation von Termen.
(1) Fiir x € Def(B) ist [z]” := B(z).

(2) Fiir ¢t = ft1 -ty ist [{]” := f2[t1]", -, [ta]?)-
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Interpretation von Formeln.

enn J— J
(3) [t1 =to]” == {; :;nst.[[tl]] [t2]

1 wenn ([t1]°,...,[t.]°) € P*

0 sonst.

(4) [Pty---t,]° := {
Die Bedeutung der Junktoren —, A,V und — ist genau gleich wie in der Aussagenlogik.

o _J1 wenn [¢]° =0
() [l =1 W]P—{O o 7 — 1

1 wenn [¢]° =1 oder [¢]° =1

0 sonst.

(6) [V @] :=max([¢]°, [¢]°) = {

1 wenn [¢]° =1 und [¢]° =1

0 sonst.

(7) v A @] :=min([¢]°, [¢]°) = {

0 wenn [#]° =1 und [¢]’ =0

8) [ — ol =1Vl = {
1 sonst.

Um [3z%] und [Vz¢]® zu definieren, verwenden wir folgende Notation: Sei 8 : X — A

eine Belegung, = eine Variable und a ein Element von A. Wir definieren eine neue Belegung

Blz/a] : X U{z} = A mit f[z/a](y) := B(y) fir y # = und B[z /a(z) := a. Fir T = (A, 5)

setzen wir J[z/a] := (2, f[z/a]). Wir definieren nun

1 wenn ein a € A existiert, so dass []°*/% =1

0 sonst.

(10) [Bm/J]]j = rgleaj([[zp]]j[x/a] — {

1 wenn fiir alle @ € A gilt, dass [¢]°1*/4 =1

0 sonst.

(11) [Vay]® = ggg[[w]]j[m/a] _ {

Ein Modell einer Formel 9 ist eine Interpretation J = (2, 3), so dass Frei()) C Def(f)
und [¢]” = 1. Wir schreiben dann: (2, 3) |= % oder auch 2 |= v[3] und sagen ¢ gilt in A
unter der Belequng f3.

Man beachte, dass eine Formel ¢y € FO(o) auch zu FO(7) gehort, wenn o C 7. Eine
Interpretation (2, 8) ist also passend fiir eine Formel 1) wenn alle Funktions- und Relati-
onssymbole von 9 in der Signatur von 2 enthalten sind, und alle freien Variablen von
zum Definitionsbereich von 8 gehoren. Offensichtlich ist fiir die Modellbeziehung die Inter-
pretation der Relations- und Funktionssymbole, welche in ¢ gar nicht vorkommen, sowie
die Belegung der in %) nicht frei auftretenden Variablen unerheblich. Dieser Sachverhalt,
den man durch eine einfache, aber langweilige Induktion iiber den Formelaufbau nachweisen
kann, wird durch das Koinzidenzlemma ausgedriickt.

Lemma 3.5 (Koinzidenzlemma). Sei ¢y € FO(o N 1), (A, 5) eine o-Interpretation und
(A", 8") eine T-Interpretation, so dass folgendes gilt:
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(1) A und A" haben dasselbe (o0 N 7)-Redukt: A JoNT=A" JoNrT.
(71) Frei(+p) C Def(8) N Def(B') und B(z) = B'(z) fiir alle x € Frei(z).
Dann gilt: A =[] = A E=[F].

Notation. Wie erwihnt, deuten wir mit der Notation ¢ (zy,...,zr) an, dass Frei(y) C
{z1,... ,zk}. Sei nun (2, ) eine Interpretation welche die Variablen zi,... ,z; durch die
Elemente a; = B(x1),... ,ar = B(z)) bewertet. Wir schreiben dann anstelle von 2 |= 9[3]
meistens A = (a1, ... ,ax). (Diese Notation ist durch das Koinzidenzlemma gerechtfertigt,
denn es gilt dann 2 = ¢[4'] fiir alle Belegungen (' welche 1, ...,z auf ay, ... a; abbilden.)
Ist 4 ein Satz (also Frei(y) = @) so schreiben wir 2 |= ¢/ und nennen 2 ein Modell von ).

Beispiel. Sei ¢ := 3z(Ezz A Ezy) und ¢ := VaVy(Ezy — ¢). Offensichtlich ist ¢ eine {E}-Formel
mit Frei(y) = {x,y} und ¢ ein {E}-Satz.

Die Interpretation J = (2, 8) mit A = (N, E*), E®* = {(m,n) : m ist ein echter Teiler von n}
und S(z) = 2, B(y) = 36 ist ein Modell von ¢ (z,y), d.h. 2 = ¢(2,36). In der Tat existiert ein m € N
(z.B. m = 6), so dass unter der Belegung [z/m] die Formel (Exz A Ezy) in 2 gilt. Jedoch gilt nicht
A E ¢, denn unter der Belegung =z — 2,y — 4 ist (Ezy — 1) falsch in 2 (2 ist echter Teiler von
4, aber es gibt keine Zahl, welche echt von 2 geteilt wird und ihrerseits 4 echt teilt). Hingegen ist
(@, <) ein Modell von ¢, da Q dicht geordnet ist.

Ein Modell einer Formelmenge ® C FO(7) ist eine 7-Interpretation J = (2, ), so dass
A = ¢[f] fir alle ¢ € @ gilt. Ein Modell einer Formelmenge erfiillt also alle Formeln in
dieser Menge gleichzeitig.

Definition 3.6. Sei ® eine Menge von 7-Sétzen. Die Modellklasse von ® (kurz: Mod(®))
besteht aus aus allen 7-Strukturen 2 mit 20 = ®. Eine Klasse I von 7-Strukturen ist
axiomatisiert durch ®, wenn I = Mod(®). Wir nennen ¢ dann ein Aziomensystem fir K.

Beispiele. (1) Die Klasse aller ungerichteten Graphen ist die Modellklasse von
@Graph = {Ve-Ezz, VaVy(Ezy — Eyz)}.
(2) Die Klasse aller Gruppen (G,o0,e, ~!) ist axiomatisiert durch
PGruppe = {V2VYV2(z0 (y02) = (Toy)02),Vo(roe =x),Vr(roz™" =e)}.
(3) Ein Axiomensystem fiir die Klasse aller linearen Ordnungen ist
. ={Vez <z,VaeVyVz(z < yAy <z—oz <z2),VaVy(r <yVe=yVy <z}

(4) Fiir eine beliebige Signatur 7 und n € N sei K5, die Klasse der 7-Strukturen mit mindestens
n Elementen. K, (fir n > 2) ist axiomatisiert durch den Satz

Ysp =3z - Jy /\ T # xj.
1<i<j<n

Die Klasse K aller unendlichen 7-Strukturen ist axiomatisiert durch das unendliche Axio-
mensystem @ = {¢5pn :n € N}

Die semantische Folgerungsbeziehung (“t folgt aus ®”), sowie die Begriffe “erfiillbar”,
“allgemeingiiltig” und “logisch dquivalent” sind wie fiir die Aussagenlogik definiert.
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Definition 3.7. (Semantische Folgerungsbeziehung) Sei ® C FO(7) eine Formelmen-
ge, 1 € FO(7) eine Formel. Wir sagen, ¢ folgt aus ® (kurz: ® |= 1) genau dann, wenn jede
zu @ U {9} passende Interpretation, welche Modell von ® ist, auch Modell von 1) ist. Wenn
® = {p} schreiben wir auch ¢ = 1) anstelle von {¢} = 1.

Beispiele. (1) ®Gruppe = % bedeutet, dass ¢ in jeder Gruppe gilt. Man beachte, dass ®qruppe
eine Menge von Sitzen ist, dass aber in v durchaus freie Variabeln vorkommen diirfen. Da
jedes Modell von ®gryppe auch ein Modell von ¢ sein muss, bedeutet ®aruppe = ¥, dass
(&, 8) E ¢ fiir jede Gruppe & und jede Belegung 3. Zum Beispiel gilt ®Gruppe = 27 0oz =€
(da in jeder Gruppe das (Rechts-)Inverse jedes Elements auch Linksinverses ist.) Hingegen ist
®Gruppe = € 0oy =y oz, da nicht jede Gruppe kommutativ ist.

(2) @ [ 9 bedeutet, dass ¢ in allen unendlichen Strukturen gilt.

Definition 3.8. Hat eine Formel ¢ (bzw. eine Formelmenge ®) ein Modell, so heisst 9 (bzw.
®) erfillbar, andernfalls unerfillbar. Eine Formel ¢ heisst allgemeingiiltig (kurz: = 1), wenn
jede zu 1) passende Interpretation ein Modell von 1) ist. Dies ist dquivalent zur Aussage, dass
1) aus der leeren Formelmenge folgt. Zwei Formeln 1 und ¢ heissen logisch dquivalent (kurz:

P =), wenn ¢ = ¢ und ¢ = 9.

Definition 3.9. Sei ¢ eine Formel mit freien Variablen zi,... ,z. Dann nennen wir die
Sétze dxy - -+ dzpy und Vi - - - Varyy den existentiellen bzw. universellen Abschluss von 1.

Lemma 3.10. (i) Eine Formel ist erfillbar genau dann, wenn ihr existentieller Abschluss
erfillbar ist.

(ii) Eine Formel ist eine allgemeingiiltig genau dann, wenn ihr universeller Abschluss
allgemeingiiltig ist.

3.3 Substitutionen

In der Prédikatenlogik haben wir Substitutionsoperatoren fiir Terme und Formeln. Der
einfachste Fall ist die Substitution einer einzelnen Variablen z durch einen Term s € T'(7).
Wenn wir jedes Vorkommen von z in einem Term ¢ durch s ersetzten, erhalten wir einen
neuen Term t¢[z/s]. Fir die Baumnotation von Termen bedeutet dies, dass jedes mit x
beschriftete Blatt von ¢ durch eine Kopie des Baumes s ersetzt wird. Man beachte, dass x
in s und damit auch im Term ¢[z/s] vorkommen kann. Auch in einer Formel ¢ mochten
wir die freien Vorkommen von z durch einen Term ¢ ersetzen konnen, um eine neue Formel
[z /t] zu erhalten, welche dasselbe iiber ¢ aussagen soll wie 1 iiber z.

Beispiel. Mit Hilfe einer Substitution lésst sich eine Aussage “es gibt genau ein x, so dass 1” auf
bequeme Weise formalisieren, etwa durch 3z (¢ A Vy(¢[z/y] = = = y)).

Bei der prizisen Definition muss man etwas aufpassen, um Konflikte zwischen freien und
gebundenen Variablen zu vermeiden. Man betrachte etwa die Formel ¢ = Jz(z + z = y).
Interpretiert in der Struktur (N,+) sagt v aus, dass z < y. Eine Ersetzung von z durch
eine Variable v oder auch durch einen Term wu + w ist unproblematisch, wenn v von z
und y verschieden ist: die Formel ¢[z/u + u] = 3z(u + v + z = y) driickt dann eben aus,
dass 2u < y. Man betrachte jedoch die Formel 3z(z + z + z = y), welche durch ‘naive’
Ersetzung von z durch z + z gewonnen wird. In (N,+4) driickt diese Formel einen ganz
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anderen Sachverhalt als 2z < y aus (nimlich dass y durch 3 teilbar ist). Der Grund fiir diese
Bedeutungsidnderung liegt darin, dass der eingesetzte Term z + z eine Variable enthélt, die
in 9 gebunden auftritt. Dieser Konflikt kann allerdings auf einfache Weise aufgel6st werden,
indem die gebundene Variable z in ¢ zunichst durch eine neue Variable u ersetzt wird, und
erst dann die Substitution von x durch z + z durchgefiihrt wird. Wir erhalten so die Formel
Ju(z + z + v = y), welche in der Tat den gewiinschten Sachverhalt ausdriickt.

Ausserdem mo6chte man gerne einen etwas allgemeineren Begriff einer Substitution zur
Vefiigung haben, welcher die gleichzeitige Ersetzung von mehreren Variablen erlaubt. Sub-
stitutionen werden als eigenstindige Objekte betrachtet und studiert; sie spielen eine we-
sentliche Rolle in Gebieten wie der Unifikationstheorie, dem automatischen Beweisen und
der Logik-Programmierung.

Definition 3.11. Eine Substitution ist eine Funktion p : VAR — T'(7). In der Regel wird
voraussgesetzt, dass p endlichen Support hat, d.h. dass p alle bis auf endlich viele z € VAR
fest ldsst. Wir bezeichnen eine Substitution, welche die Variablen z1, ... ,z; auf die Terme
ti,...,t; abbildet und alle andern Variablen fest ldsst, auch in der Form z/t1,... ,zg/tk.

Operation auf Termen. Eine Substitution kann auf eindeutige Weise zu einer Funktion
p: T (1) = T(7) fortgesetzt werden. Man ersetzt einfach alle Vorkommen von z in ¢ durch
p(x). Wir bezeichnen das Resultat der Anwendung von p auf ¢ mit ¢[p]. Offensichtlich ist

St tulp] = ftalp]- - - tulp].

Operation auf Formeln. Die Anwendung einer Substitution p = [x1/t1,... ,zk/t;] auf eine
Formel 4 fithrt zu einer neuen Formel [p|, welche wir dadurch erhalten, dass wir simultan
alle freien Vorkommen von zi,...,z; durch die Terme ¢,...,t; ersetzen, sofern keine

Kollisionen auftreten. Gebundene Variablen werden nicht ersetzt. Eine Kollision tritt dann
auf, wenn eines der freien Vorkommen einer zu ersetzenden Variablen z; in einer Unterformel
Jye oder Yy stattfindet und der Term ¢; die Variable y enthélt. Um eine solche Kollision
aufzultsen ersetzen wir in Jyp zunichst die gebundene Variable y durch eine neue, nicht in
1 und ¢, ... ,t; vorkommende Variable, und fithren dann die Substitution durch.

Beispiel. Sei 9 := Rzoxa AJzo(Rrox; A Rroxs) und sei p die Substitution (zo/z4,x1/c, 2/gx0T0)-
Hier tritt eine Kollision auf, da eines der freien Vorkommen von z in der Teilformel 3z(Rzox1 A
Rxox2) stattfindet und zo durch den Term gzoxg ersetzt werden soll. Wir miissen daher zuerst die
gebundenen Vorkommen von zy durch eine neue Variable z3 ersetzen, bevor wir die Substitution
durchfiihren konnen.

(V)[p] = (Rzozs A Jzo(Rxoz1 A RToT2))[p]
= (Rzxoza A Jz3(Rx3z1 A Rxszs))[p]
= Rrxagxoxo A Ju3(Rrse A Rrsgaoto)-

Zu beachten ist der Unterschied zwischen der soeben beschriebenen simultanen Substitu-
tion und dem Hintereinanderausfiihren von Substitutionen einzelner Variablen. So ist etwa
das Vertauschen zweier Variablen z und y in einer Formel ¢(z,y) eine simultane Substi-
tution: wir gehen von ¢ zu der Formel [z /y,y/z] iiber (fir die wir iiblicherweise einfach
©(y, z) schreiben). Fithren wir aber die beiden Ersetzungen z/y und y/z hintereinander aus,
dann erhalten wir die Formel ¢[z/y|[y/z] = ¢ly/z]. Angewandt auf die Formel ¢ := Rzy
ist plz/y,y/x] = Ryx wihrend ¢[z/y][y/z] := Rzw.
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Man kann aber durch Einfithren neuer Variablen simultane Substitutionen durch Kom-
position von einzelnen Substituionen simulieren. So ist etwa [z /y, y/z] = ¢ly/z][z/y][z/ ],
falls z verschieden ist von den freien Variablen in ¢.

Ubung 3.1. Zeigen Sie:
(@) plz1/t1,. .. ,xn/ty] = @[x1/t1] - - [xn/ts] falls fiir alle i # j @; nicht in ¢; vorkommt;

(b) @lzi/t1,... ,xn/tn] = @lEn/yllz1/t1, .. s Tn—1/tn—1][y/ts] falls y nicht in ¢ und den Termen
ti,...,t, vorkommt,.

(c) Verallgemeinern Sie (b) so, dass p[x1/t1,. .., 2, /ty] aus ¢ mittels einer Komposition einfacher
Substitutionen gewonnen werden kann.

Notation. Wenn klar ist (oder unerheblich), welche Variablen durch welche Terme ersetzt

werden, benutzt man oft vereinfachende Schreibweisen, wie etwa ) (t1,... ,t,) anstelle von
’Qb[a:l/tla s 7$n/tn]

Sei J = (2, B) eine 7-Interpretation und p = (z1/t1,... ,zx/t;) eine Substitution so dass
[t1]°, ..., [tx]° definiert sind. (Dies ist dann der Fall, wenn alle Variablen von #1,...

im Definitionsbereich von 3 sind.) Dann ist Jo p = (A, Blz1/[t1]°, ... , z1/[tx]”]) eine neue
Interpretation iiber der Struktur 2, welche Variablen y € Def(8)U{z1,... ,zx} durch [p(y)]’
bewertet. Das Substitutionslemma besagt, dass es zum selben Resultat fiihrt, wenn wir einen
Term ¢ oder eine Formel ¢ mittels J o p interpretieren, wie wenn wir zuerst die Substition
p anwenden und dann den Term ¢[p] bzw. die Formel ¢ [p] via J interpretieren.

Lemma 3.12 (Substitutionslemma). Fir jeden Term t € T'(7), jede Formel 1 € FO(T),
jede Substitution p : VAR — T'(1) und jede zu t[p] bzw. 9[p] passende Interpretation J gilt:

(i) [tloll® = [0
(i) 3 = 9l] < (Jop) .

Beweis. Sei J = (2, 5) eine zu t[p] passende Interpretation. Fiir jede Variable y (auf der Jop
definiert ist) gilt [y]°°* = [p(y)]° nach Definition.
Per Induktion iiber den Termaufbau gilt

[fta-- ta]™ = AP [a]7)
= A0l - Ialoll) = [fta - taloll.

Die Behauptung fiir Formeln ergibt sich auf einfache Weise per Induktion {iber den
Formelaufbau. O

3.4 Normalformen

Der Begriff einer Normalform taucht in vielen Gebieten der Mathematik auf. Die allgemeine
Situation ist die, dass auf einer Menge M von mathematischen Objekten (hier: von Formeln)
eine Aquivalenzrelation ~ gegeben ist. Angestrebt wird eine Aussage der Art, dass fiir eine
bestimmte Teilmenge N C M (von Objekten ‘in Normalform’) jede ~-Aquivalenzklasse
einen Reprisentanten in N besitzt. Oft sind auch stirkere Aussagen erwiinscht, etwa iiber die
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effiziente Konstruierbarkeit solcher Repréisentanten. Ein bekanntes Beispiel aus der Linearen
Algebra sind die Sétze iiber Normalformen von Matrizen.

Wir sind hier interessiert an Normalformen fiir Formeln der Pridikatenlogik. Die zu-
grunde gelegte Aquivalenzrelation ist in der Regel die logische Aquivalenz; wir werden aber
am Ende dieses Abschnitts auch eine Normalform fiir eine schwiichere Aquivalenzrelation
betrachten, ndmlich die Skolem-Normalform.

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung, welche die Technik begriindet, Trans-
formationen in dquivalente Formeln per Induktion iiber den Formelaufbau durchzufiithren.

Lemma 3.13 (Ersetzungslemma). Fiir belicbige Formeln 1,4, p, ¢ gilt:
(i) Wenn ¢ = ¢, dann auch —p = —p.
(i1) Wenn 1 =" und ¢ = ¢, dann auch (1 o @) = (¢' o ¢') fiir o € {A,V,—}.
(iii) Wenn 9 = ¢, dann auch Iz = Izp und Vi = V.
(iv) Sei 9 eine Teilformel von 1 und sei ¥ = . Sei weiter [9/¢] diejenige Formel, die
man aus v erhdlt, indem man 9 durch ¢ ersetzt. Dann ist 1 = 1[0/ ¢].

Beweis. Die Aussagen (i) — (iii) sind trivial; (iv) ergibt sich durch Induktion iiber den
Formelaufbau mittels (i) — (4ii). O

Reduzierte Formeln. Aus der Definition der Modellbeziehung ergibt sich sofort, dass fiir
beliebige Formeln 1, ¢ folgende Aquivalenzen gelten. (1) und (2) kennnen wir bereits aus
der Aussagenlogik.

(1) P Ap==(=9V-p)
(2) p ==YV
(3) Vzyp = -FJx—p

Daraus folgt, dass wir uns ohne Verlust an Ausdrucksstirke etwa auf die Junktoren
V, = und den Quantor 3 beschrinken kénnen. Wir nennen Formeln, in denen die Symbole
A, —, <> und V nicht vorkommen, reduziert.

Lemma 3.14. Zu jeder Formel 1 € FO(7) kann man effektiv eine logisch dquivalente re-
duzierte Formel konstruieren.

Wir konnen daher in vielen Fillen die Betrachtung auf reduzierte Formeln beschrinken.
Der Vorteil der Verwendung reduzierter Formeln liegt darin, dass sie aus weniger Symbolen
aufgebaut sind, und daher konzisere Definitionen und kiirzere Induktionsbeweise erlauben.!
Ein Nachteil reduzierter Formeln ist, dass sie langer und schlechter lesbar werden.

Negationsnormalform. In manchen Situationen (z.B. fiir Auswertungsalgorithmen oder
fiir die spieltheoretische Deutung der Semantik, siehe Kapitel 3.5) ist es praktisch, den
nicht-monotonen Junktor — auszuschliessen und die Anwendung der Negation auf atomare
Formeln einzuschrinken.

!Aus diesem Grund wird in einigen Lehrbiichern die Pridikatenlogik nur mit den Junktoren V,— und
dem Existenquantor eingefiihrt. Formeln mit A, V, — und V werden als abkiirzende, informelle Schreibweisen
fiir die eigentlichen, reduzierten Formeln verstanden.
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Definition 3.15. Eine Formel ist in Negationsnormalform, wenn sie aus Literalen (d.h.
atomaren Formeln und Negationen atomarer Formeln) nur mit Hilfe der Junktoren V, A
und der Quantoren 3 und V aufgebaut ist.

Satz 3.16. Jede Formel aus FO ist logisch dquivalent zu einer Formel in Negationsnormal-
form.

Beweis. Wir haben bereits gesehen, dass — eliminiert werden kann. Durch wiederholte
Anwendung der de Morganschen Regeln

(Y Ap) = (=9 Vv —p) =Y V) = (=9 A )
und der Quantorenregeln
—dzy = Ve —Vzp = dz—p

kann jede FO-Formel in eine dquivalente Formel transformiert werden, in der Negationen
nur noch auf atomare Formeln angewandt werden. O

Beispiel. Um die Formel -3z(Rzy AVz(Szz — Ryy)) in Negationsnormalform zu iiberfiihren, zieht
man die Negationen schrittweise ‘nach innen’ und eliminiert —:

—Jz(Rzy AVz(Szz — Ryy)) = Ve~ (Rxy AVz(Szz — Ryy))
=Va(-Rxy V -Vz(Szz = Ryy))
=Va(-Rxy V 32-(Sxz = Ryy))
=Vz(-Rzy V I2(Szz A ~Ryy))

Termreduzierte Formeln. Eine weitere Normalform, welche insbesondere fiir die Elimi-
nation von Funktionen niitzlich ist, betrifft die Komplexitit der darin auftretenden Terme.
Eine Formel heisst termreduziert , wenn sie nur Atome der Form Rz, fz = y und z = y
enthilt (also insbesondere keine Terme der Tiefe > 2).

Lemma 3.17. Zu jeder Formel gibt es eine logisch dquivalente termreduzierte Formel.

Beweis. Wenn v nicht termreduziert ist, dann enthilt 1) einen Term t der Form t = fz,
der in ¢ an einer ‘verbotenen’ Stelle auftritt (z.B. als Argument in einem Atom R---¢---,
oder t = ', oder als Subterm eines komplizierteren Terms). Fiihre eine neue Variable z;
ein und ersetze jedes Atom «, das ¢ an einer verbotenen Stelle enthélt, durch Jz;(x; =
tAa[t/z;]) wobei aft/z;] die Formel sein soll, die man durch Ersetzten von ¢ durch z; gewinnt.
Offensichtlich ist die modifizierte Formel logisch dquivalent zu 1. Dieser Eliminationsschritt
wird solange ausgefiihrt, bis 1 termreduziert ist. U

Die Priinex-Normalform. Wir betrachten zunichst einige logische Aquivalenzen fiir ein-
fache Quantorenanwendungen.

Lemma 3.18.

(1) Fz(y V ) =z V Jzp
V(¢ A @) =Vzip AV
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(ii) Falls x nicht frei in v vorkommt, gilt:
PV dzp = Jz(P V p)
ATz = Az(h A p)
PV Vzp =V (¢ V )
P AVzo = Az(h A @)

(13i) —3Ixp = Va—p
—Vx1) = V)

(v) JxIyp = JyTaep
YzVyy) = VyVzip.

Wir fiithren exemplarisch den Beweis fiir die erste Behauptung in (77) vor. Fiir jede zu
beiden Seiten der Aquivalenz passende Interpretation J = (2, 3) gilt:

JEYVIze

<= T =1 oder es gibt ein a € A, so dass J[z/a] = ¢
<= es gibt ein a € A, so dass J[z/a] = ¢ oder J[z/a] = ¢
(da z ¢ Frei(t)) gilt nach dem Koinzidenzlemma, dass J |= ¢ gdw. J[z/a] = 1)
<= esgibt ein a € A, so dass J[z/a] =9 Ve
= JEIz[Ve).

Man beachte, dass einige zu (i) ganz dhnlich aussehende Formelpaare nicht dquivalent
sind:

Jz(yp A ) # 3z AJzp
V(¢ V@) £ Vo V Ve

Weiter ist zu beachten, dass die Aquivalenzen in (ii) ohne die Bedingung z ¢ Frei(s) im
allgemeinen nicht gelten.

Beispiel. Die Formel Vz(Pz V Qz) ist weder zu Yo Px V VxQx noch zu Pz V VrQx dquivalent.

Wie schon bei Substitutionen sehen wir also, dass wir auf Konflikte zwischen freien und
gebundenen Variablen achten miissen. Offensichtlich kénnen wir aber gebundene Variablen
umbenennen. Wenn die Variable y in 3z nicht vorkommt, dann ist ndmlich 3z = Jy[z/y]
Wir nennen eine Formel 1) bereinigt, wenn keine Variable in 1) sowohl frei wie gebunden
auftritt, und wenn keine Variable mehr als einmal quantifiziert wird. Per Induktion iiber
den Formelaufbau folgt, dass man durch systematisches Umbenennen gebundener Variabeln
zu jeder Formel eine dquivalente bereinigte Formel konstruieren kann.

Definition 3.19. Eine Formel ist in Prdnez-Normalform (PNF), wenn sie bereinigt ist und
die Form @z - - - Q,x,p hat, wobei ¢ quantorenfrei ist und Q; € {3,V}. Das Anfangsstiick
Q1x1 - - Qrx, nennt man das Prdfix der Formel.

Satz 3.20 (Satz iiber die Pridnex-Normalform). Jede Formel 1 € FO(T) ldsst sich in
eine logisch dquivalente Formel in Prdanez-Normalform transformieren.
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Beweis. Der Beweis wird per Induktion iiber den Aufbau von 9 gefithrt. Ohne Beschrinkung
der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass 1 die Junktoren — und < nicht enthélt.

(1)
(2)

Quantorenfreie Formeln sind bereits in PNF.

Sei ¢ = —p. Nach Induktionsvoraussetzung kann ¢ in eine logisch dquivalente For-
mel ¢ = Qiz1 -+ Qpz,¥ transformiert werden. Durch wiederholte Anwendung von
Lemma 3.18 (%ii) folgt, dass

b= Qroy - Qg
wobei 3 :=V und V := 3. Diese Formel hat die gewiinschte Form.

Sei 1) = @1 0 g fir o € {V,A}. Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich ¢; und
9 in logisch dquivalente Formeln in PNF umformen. Durch Umbennung gebundener
Variablen erreichen wir, dass diese Formeln die Form ¢} = Q21 -+ - Qrz,91 und ¢}, =

"y ... Qlysde, wobel z1,... 2, y1,... ,ys paarweise verschieden und verschieden
von allen freien Variablen in ¢ und @9 sind. Sei nun

)= Quar - QrrrQiyr - Qys (97 0 95).

Diese Formel hat die gewiinschte Form, und da die Variablen yi,... ,ys nicht in ¢}
und 21, ..., 2, nicht in ¢!, vorkommen, folgt mit Lemma 3.18 (ii), dass ¢ = 1)'.

Sei ) = Quyp fiir Q € {3,V} und sei ¢’ := Q121 - - - Qrx,9' eine zu ¢ dquivalente Formel
in PNF. Durch Umbenennen kann erreicht werden, dass die gebundenen Variablen von
¢' von z verschieden sind. Dann ist Qz¢’ eine zu 1) dquivalente Formel in PNF.

O

Beispiel. Sei ¢ := =Vz-RxxAVzIy(RrzyA(—~RyyAJxRyx)). Die Transformation in eine dquivalente
Formel in PNF, geméss dem im Beweis beschriebenen Verfahren, ergibt

Y = AxRxx AVrIy(Raxy A Jx(~Ryy A Ryx))
= JuRuu A VoIy3z(Raxy A (wRyy A Ryz))
= JuVzdydz(Ruu A Rzy A -Ryy A Ryz)

Ubung 3.2. Geben Sie zu den folgenden Formeln #iquivalente Formeln in PNF an:

(a)
(b)

VeIyPxy V (-Qz A ~JxRzy)
JyRxy < VxRzx

Satz 3.21 (Satz iiber die Skolem-Normalform). Zu jeder Formel 1) € FO(o) ldsst sich
eine Formel ¢ € FO(1) mit o C 7 konstruieren, so dass gilt:

(1) o =Yy1---Yysp', wobei ¢ quantorenfrei ist;
(ii) Frei(¢) = Frei(yp);
(iii) ¢ = ;

(1v) Zu jedem Modell von 1) existiert eine Ezpansion, welche Modell von ¢ ist.
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Die letzten beiden Punkte implizieren insbesondere, dass v und ¢ dber den selben Uni-
versen erfillbar sind.

Beweis. Nach dem Satz iiber die Prinex-Normalform kénnen wir ohne Beschrinkung der
Allgemeinheit annehmen, dass ¥ = Qiz1...Q,x,9 mit ¥ quantorenfrei. Wir eliminieren
Existenzquantoren schrittweise von aussen nach innen durch folgenden Algorithmus. Sei
Qr+1 der vorderste Existenzquantor. Die gegebene Formel hat also die Form

Y =V ... Vepdrgn.

Sei f ein neues, d.h. nicht in 9 vorkommendes, k-stelliges Funktionssymbol (fiir £ = 0 also
ein Konstantensymbol). Setze

O =V Vagn|zee1/for - ok

Offensichtlich liefert die Iteration dieses Eliminationsschrittes schliesslich eine Formel der
gewiinschten syntaktischen Gestalt. Zu zeigen bleibt, dass 9’ = 1 und dass jedes Modell
von 1) zu einem Modell von v’ expandiert werden kann.

Zur ersten Behauptung nehmen wir an, dass

J=&L,8) By =Vay - -Vognzpy/fry - ok

Also folgt, dass fiir alle aq,... ,a; € A,

Jlz1/ay, ... ,zr/ak]) = e/ fxr -zl

Nach dem Substitutionslemma bedeutet dies, fiir b := f%(a1,... ,ay), dass

Jz1/ay, ... ,zr/ak, kr1/b] = 1.

Damit ist gezeigt, dass J |= Vay - - - Vg Jzg1m, also T = 4.

Zur zweiten Behauptung nehmen wir an, dass (2, 5) = 4. Da f in ¢ nicht vorkommt,
kénnen wir annehmen, dass f nicht in der Signatur von 2{ enthalten ist. Wir definieren eine
Expansion B = (2, f%) von 2, so dass (%8, 3) =9/

Da (2, ) = Vi - - - Vapdzg1n gibt es fir alle ay,... ,ax ein b, so dass

A, B)[x1/ar, ... ,zr/ak, xp+1/b] = 7.

Wir wihlen nun fiir jedes Tupel (ay,... ,a;) ein solches b und setzen fZ(ai,...,ay) := b.
Offensichtlich gilt also fiir alle ay,... ,a;, dass

(B, 8)[w1/a1, .- sz /e, Tesr [ fP (a1, . )] E 0,

also nach dem Substitutionslemma auch

(B, B)[z1/ar, .- sop/ak] E nlzgsr/fry - ap]-

Damit ist gezeigt, dass (B,) = Va1 - Vogn|zkr1/fz1--- x| und daher ¢’ erfiillbar ist.
O

Ubung 3.3. (Relationale Skolem-Normalform) Zeigen Sie, dass zu jeder Formel ¢ € FO(o)
eine relationale Formel ¢ € FO(7) der Gestalt Vaq - - - Va,.3y; - - - Jysn mit quantorenfreiem n existiert,
so dass ¥ und ¢ iiber den selben Universen erfiillbar sind.
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3.5

Spieltheoretische Semantik

Der Mensch spielt nur,
wo er in voller Bedeutung des Wortes Mensch ist,
und er ist nur da ganz Mensch, wo er spielt.

Friedrich Schiller, Uber die dsthetische Erziehung des Menschen

Nessuno ha mai sostenuto seriamente che i giochi siano inutili.
Umberto Eco

Die Semantik der Pridikatenlogik kann man auch spieltheoretisch formulieren. Eine FO-
Formel 1) und eine dazu passende Interpretation J definieren ein Auswertungsspiel MC(J, 1)
zwischen zwei Spielern, der Verifiziererin V und dem Fulsifizierer F. Die Verifiziererin
mochte zeigen, dass J ein Modell fiir ¢ ist, der Falsifizierer mochte nachweisen, dass dies
nicht der Fall ist.

Der Einfachheit halber nehmen wir hier an, dass ¢ in Negationsnormalform ist. Die
gegebene Interpretation sei J = (2, fy). Die Struktur 2 bleibt wihrend der gesamten Partie
gleich, die Bewertung und die Formel werden verédndert. Die Positionen des Spiels sind also
Paare (g, ) bestehend aus einer Unterformel ¢ von 9 und einer Bewertung 3 : Frei(¢) — A.

Das Spiel beginnt bei der Position (1), 8y). Sei (¢, ) die aktuelle Position. Dann geht
das Spiel, abhingig von der Gestalt von ¢, wie folgt weiter:

Wenn ¢ ein Literal ist, dann ist das Spiel beendet. Die Verifiziererin hat gewonnen,
falls 20 = p[f], andernfalls hat der Falsifizierer gewonnen.

An einer Position (¢ V n, 3) ist die Verifiziererin am Zug und kann entweder zu (19, )
oder zu (n, #) ziehen.

Analog zieht von einer Position (¢ A 7, 3) der Falsifizierer entweder zu (¢, 8) oder zu

(n, ).

An einer Position der Form (3z¢, 5) wihlt die Verifiziererin ein Element a € A und
zieht zu (¢, B[z /al).

Entsprechend darf an einer Position der Form (Vzd,3) der Falsifizierer ein Element
a € A auswihlen und zur Position (4, 5[z/a]) ziehen.

Etwas allgemeiner ist ein solches Spiel beschrieben durch einen Spielgraphen

G = (Pa Z7p0)7

bestehend aus folgenden Objekten.

P = Py U PrUWy UWrp ist die Menge der Positionen, welche disjunkt zerlegt ist in
die Mengen Py bzw. Pr der Positionen, an denen V bzw. F' am Zug ist, und in die
Mengen der Gewinnpositionen Wy und W fiir die Spieler V und F.

Die Menge der moglichen Ziige ist Z C (Py U Pr) x P wobei vorausgesetzt wird, dass
fiir jede Position p € Py U Pp mindestens ein Zug (p,p’) € Z existiert.

e pg ist die Anfangsposition.
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Eine Partie ist ein endlicher oder unendlicher Pfad (pg,p1,---. ,Pm) bzw. (po,p1,...) so dass
(pi—1,pi) € Z fur alle i > 0 und p,, € Wy U Wg. Die Positionen in Wy U Wp heissen
Endpositionen.

In unserem Fall ist das Spiel fundiert, d.h. alle Partien sind endlich (da jeder Zug die
Komplexitit der Formel reduziert). Eine Strategie fiir Spielerin V' von Position p aus ist
beschrieben durch einen Untergraphen S = (Ps, Zs) von (P, Z) wobei Ps C P die Menge
der S-erreichbaren Positionen und Zg C Z N (Pg x Pg) die Menge der mit S vertriglichen
Ziige beschreibt. Die folgenden Bedingungen miissen dabei erfiillt sein:

(1) p€ Py
(2) Wenn p’ € Ps N Py, dann existiert mindestens ein Zug (p',p") € Zs.

(3) Wenn p’ € PsN Pp, dann gilt fir alle Ziige (p', p”) € Z, dass (p',p") € Zg (und daher
auch p” € Pg).

Eine Gewinnstrategie fiir V' von p ist eine Strategie S, so dass alle erreichbaren Endpositionen
in Wy liegen. (Gewinn-)Strategien fiir /' werden analog definiert.

Ubung 3.4. Zeigen Sie, dass in einem fundierten Spiel dieser Art von jeder Position aus genau einer
der beiden Spieler eine Gewinnstrategie besitzt.

Satz 3.22. Fir jede FO-Formel v und jede dazu passende Interpretation J gilt: 3 =
genau dann, wenn die Verifiziererin eine Gewinnstrategie fir das Spiel MC(3,) hat,

Beweis. Sei 7 = (2, 8y) Wir zeigen, dass in dem Spiel MC(J,1) die Verifiziererin eine
Gewinnstrategie von Position (¢, 5) hat, wenn (2, 3) = ¢, und dass der Falsifizierer eine
Gewinnstrategie von Position (¢, 5) hat, wenn (2, ) = —¢.

Definiere in dem Spiel die Strategien ST = (P*,Z%) und S~ = (P, Z ") wie folgt:

PT={(p,B): (U, B) ¢} ZT =70 (P x P
P i=A{(p,h) : (A B) |= ~p} Z =270 (P xP).

Es reicht zu iiberpriifen, dass S* tatsiichlich eine Strategie fiir V und S~ eine Strategie
fiir F' ist. Da offensichtlich Wy, C P, Wr C P~ und P die disjunkte Vereinigung von P™
und P~ ist, sind ST und S~ dann Gewinnstrategien fiir V bzw. F.

Wir zeigen, dass S eine Strategie fiir V ist.

e Sei (i, 8) eine Position in P* an der V am Zug ist. Dann gilt (2, 8) E ¢ und entweder
o = (9 Vn) oder ¢ = Jzv. Zu zeigen ist, dass V einen Zug (gemiss Strategie S1) zu
einer Position in P™ machen kann. Wenn ¢ = 9 V 7, dann gilt entweder (2, 3) | o
oder (2, 5) = 7, also kann V' zu (mindestens) einer der Positionen (¢, 3) oder (n, )
ziehen. Wenn ¢ = 3z, dann existiert ein a € A, so dass (A, B[z /a]) = 9. Also kann
V' zu der Position (9, f[z/a]) ziehen.

e Sei (¢, ) eine Position in P an der F am Zug ist. Dann gilt (A, 8) = ¢ und entweder
¢ = (9 An) oder ¢ = Vxi). Zu zeigen ist, dass jeder Zug von (¢, 3) wieder zu einer
Position in P fiithrt. Wenn ¢ = 9 An, dann gilt (2, 8) | 9 und (2, B) k= 7, also fiihrt
jeder der beiden méglichen Ziige von F' zu einer Position in P*. Wenn ¢ = Va1, dann
gilt (2, B[z /a]) = 0 fur alle a € A. Also ist jede Position (¢, 8[z/a]) zu der F ziehen

kann, wieder eine Position in PT.
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Die Argumente, dass S~ eine Strategie fiir F' ist, sind vollig analog. O

Ubung 3.5. Geben sie einen Algorithmus an, der zu jedem endlichen Spielgraphen G = (P, Z, py)
in Zeit O(|P| + |Z|) berechnet, ob Spieler V fiir das Spiel G eine Gewinnstrategie hat.

Ubung 3.6. (Auswertung von FO auf endlichen Strukturen) Konstruieren Sie (auf der Basis
des Auswertungsspiels) einen moglichst effizienten Auswertungsalgorithmus fiir FO-Sitze auf endli-
chen Strukturen. Schiitzen Sie die Laufzeit und den Speicherbedarf des Algorithmus ab, abhiingig
von der Grosse der gegebenen Struktur und der Linge (oder Komplexitiit) des gegebenen Satzes.

Ubung 3.7. Formulieren Sie ein Auswertungsspiel fiir FO-Formeln, welche nicht notwendigerweise
in Negationsnormalform sind. Welcher spieltheoretischen Operation entspricht die Negation?



Kapitel 4

Modallogik

Modale und temporale Logiken sind geeignete logische Systeme, um Aussagen iiber Tran-
sitionssysteme zu formalisieren. Sie bieten ein gutes Gleichgewicht zwischen verniinftiger
Ausdrucksstirke und giinstigen algorithmischen Eigenschaften. Dies macht sie fiir Anwen-
dungen in der Informatik sehr interessant.

Modallogiken formalisieren Aussagen iiber Transitionssysteme von einer internen, lokalen
Perspektive her.

4.1 Syntax und Semantik der Modallogik

Die Modallogik erweitert die Aussagenlogik um einstellige Modaloperatoren, mit welchen
man aus einer Formel 1) neue Formeln der Form (a)1y bwz. [a]y) bildet, fir all a aus einer
Menge von Aktionen.

Definition 4.1. Die Menge ML der modallogischen Formeln (mit Aktionen aus A und
atomaren Eigenschaften P; (fir ¢+ € I) ist induktiv definiert wie folgt:

e Alle aussagenlogischen Formeln mit Aussagenvariablen P; gehéren zu ML.
e Wenn 1, ¢ € ML, dann auch =), (¢ V ¢), (¢ A @) und (¢ — ).

e Wenn ¢y € ML und a € A, dann gehéren auch (@)t und [a]yp zu ML.

Bemerkung. Wenn nur eine Aktion a vorhanden ist, also |A| = 1, dann schreiben wir (1)
(sprich “Diamond %” oder “mdoglicherweise ") und O (sprich “Box %” oder notwendiger-
weise 1)”) anstelle von (a)y und [a]y.

Definition 4.2. Ein Transitionssystem oder eine Kripkestruktur mit Aktionen aus A und
atomaren Eigenschaften {P; : ¢ € I} ist eine Struktur

K = (V,(Ey)aca, (Pi)icr)

mit Universum V (dessen Elemente Zustinde oder Welten genannt werden), zweistelligen
Relationen E, C V x V (a € A) (welche Transitionen zwischen Zustinden beschreiben)
und einstelligen Relationen (Eigenschaften der Zustande) P; C V (i € I). Statt (u,v) € E,
schreiben wir oft auch v —— v.

o8
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Man kann sich ein Transitionssystem als einen Graphen mit beschrifteten Knoten und
Kanten vorstellen. Die Elemente des Universums sind Knoten, die einstelligen Relationen
entsprechen den Beschriftungen der Knoten und die zweistelligen Relationen den beschrif-
teten Kanten.

Definition 4.3. Sei K = (V,(Eg)aca, (P;)icr) ein Transitionssystem, ¢ € ML eine Formel
und v ein Zustand von K. Die Modellbeziehung IC,v = 1 (d.h. ¢ gilt im Zustand v von K)
ist induktiv wie folgt definiert:

1) K,v |= P; genau dann, wenn v € P;.

(1)
(2) Die Bedeutungen von =, (1) A @), (¢ V ¢) und (1) — @) sind wie {iblich.

(3) K,v = (a)1, wenn ein w existiert mit (v, w) € E, und K, w = .

(4) K,v = [a]y) genau dann, wenn fiir alle w mit (v, w) € E, gilt, dass IC,w = 1.

Wie schon eingangs erwidhnt, haben wir hier im Gegensatz zu FO eine lokale Sichtweise
der Modellbeziehung. Von einem bestimmten Zustand v ausgehend, wird eine Formel 1) an
diesem v evaluiert. Die Modaloperatoren (a) und [a] konnen als eingeschrinkte Varianten
der Quantoren 3 und V (Quantifizierung entlang von Transitionen) gesehen werden.

Wir kénnen auch jeder Formel 1 und jedem Transitionssystem X die Extension

[W]* = {v: K,v =}

zuordnen, also die Menge der Zustdnde v, an denen % in K gilt. Die Modellbeziehung ist
dann durch folgende Regeln gegeben (welche natiirlich zu den in Definition 4.3 gegeben
Regeln dquivalent sind):

(1) [P]* =P

2) [-9]* =V - [y~
[ A ] = []* N p]*
[y v o]* == [9]* U [e]*
[ = o] == (V = [¢]°) U [e]*.

(3) [a)p]* = {v:vE. N[y]* # 2}
(4) [laly]* = {v: vE. C [¥]*}.
Dabei ist vE, := {w : (v,w) € E,} die Menge aller a-Nachfolger von v.

Einbettung der Modallogik in die Pradikatenlogik. Formal ist die Modallogik eine
Erweiterung der Aussagenlogik. Oft ist es aber weitaus zweckméssiger, ML in die Pradi-
katenlogik zu iibersetzen und sie damit als Fragment von FO aufzufassen. Dies liegt schon
deshalb nahe, weil die Modallogik iiber Transitionssysteme, also Strukturen, spricht.

Die folgende Ubersetzung zeigt, dass man dabei mit FO-Formeln auskommt, die nur zwei
Variablen z und y (diese allerdings mehrfach quantifiziert) verwenden.

Definition 4.4. FO?, das Zwei- Variablen-Fragment von FO, ist die Menge aller relationa-
len FO-Formeln, welche nur zwei Variablen z und y enthalten.
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Beispiel. Wir wollen ausdriicken, dass es (in einem gegebenen Transitionsystem) vom aktuellen
Zustand z aus einen a-Pfad der Lénge 5 zu einem Zustand gibt, der in der Menge P liegt. In ML
wird dies durch die Formel {a){a){a){a){a)P formalisiert. Die naheliegendste Weise, dieselbe Aussage
in FO auszudriicken, fiihrt zu der Formel

5
(@) :=Tyr - Fys(Bazys A [\ Eayivier A Pys),

i=1
welche sechs Variabeln vewendet. Wir konnen aber denselben Sachverhalt auch mit nur zwei Varia-
blen ausdriicken, durch die Formel

Y (z) := Jy(Fzy A Jz(Eyz A y(Ezy A 3z(Eyx A Jy(Exy A Py))))).
Satz 4.5. Zu jeder Formel 1 € ML gibt es eine Formel ¢*(z) in FO?, so dass fir alle
Transitionssysteme IKC und alle Zustinde v von K gilt:

K,v =4 <= K E9y*(v).

Beweis. Wir geben eine Tabelle an, nach der jede Formel ¢ € ML induktiv in eine Formel
¢*(z) € FO? iibersetzt werden kann. Mit 9*(y) sei hier die Formel bezeichent, die man aus
1*(z) erhilt indem man alle (freien und gebundenen) Vorkommen von z durch y ersetzt,
und umgekehrt.

¢ € ML — ¢*(x) € FO?

P — Pz

-1 — " (z)

(0 ¢) — (¢* () o ¢*(2)) fiir o € {A,V,—}
(a)y — Fy(Eary A p*(y))

[a]y — Vy(Eqzy — 97 (y))-

O

Erfiillbarkeit, Giiltigkeit, Aquivalenz. Analog zu Aussagenlogik und Pridikatenlogik
definieren wir: Eine Formel 9 € ML ist erfillbar, wenn ein Transitionssystem X und ein
Zustand v von K existiert, so dass K, v |= 1. Sie ist giiltig, wenn KC,v = 9 fiir alle £ und
alle v. Zwei Formeln 1), o sind dquivalent, kurz 1) = ¢, wenn [)]* = [p]" fiir alle zu 3 und
¢ passenden Transitionssysteme K.

Beispiel. Fiir alle Formeln ¢ € ML und alle Aktionen a gilt:
(1) (a)y — [a]y ist erfiillbar, aber nicht giiltig.
(2) [a]( = @) = ([a]l¥ — [a]p) ist giiltig.
(3) [a]y = —{a)—) (Dualitét von (a) und [a]).

Negationsnormalform. Wie fiir Aussagenlogik und Pridikatenlogik gibt es auch fiir die
Modallogik Normalformen. Niitzlich ist insbesondere die Negationsnormalform. Jede Formel
1) € ML ist dquivalent zu einer Formel, in der die Negation nur auf atomare Eigenschaften P;
angewandt wird. Dies folgt unmittelbar aus den de Morganschen Gesetzen und der Dualitét
von (a) und [a].
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Ubung 4.1. Gilt fir ML das Analogon des Satzes iiber die Prinex-Normalform?

4.2 Bisimulation

Einer der wichtigsten Begriffe bei der Analyse von Modallogiken ist die Bisimulation. Mit
ihr wollen wir die Ununterscheidbarkeit von Kripkestrukturen beziiglich Formeln aus ML
untersuchen.

Definition 4.6. Seien K = (V, (E,)aca, (Pi)icr) und K' = (V' (E})aca, (P))icr) Transiti-
onssysteme. Eine Bisimulation zwischen K und K’ ist eine Relation Z C V x V', so dass fiir
alle (v,v") € Z gilt:

(1) ve P<=v' € P/ furallei e I.
(2) Hin: Fiir allea € A, w € V mit v — w existiert ein w’ € V' mit v’ % w' und es
ist (w,w') € Z.

Her: Fiiralle a € A, w' € V' mit v/ — w' existiert ein w € V mit v — w und es
ist (w,w') € Z.

Beispiel.

Z = {(v,v"), (w1,w"), (w2, w")} ist eine Bisimulation.

Definition 4.7. Seien K, K’ Kripkestrukturen und v € V, v’ € V'. (K,u) und (K', %) sind
bisimilar (kurz: KC,u ~ K',u'), wenn eine Bisimulation Z zwischen K und K’ existiert, so
dass (u,u’) € Z.

Das Bisimulationsspiel. Die Bisimililaritit zweier Transitionssysteme kann auch auf spiel-
theoretische Weise, durch ein Bisimulationsspiel, beschrieben werden. Das Spiel wird von
zwei Spielern auf zwei Kripkestrukturen K und K', auf denen sich je ein Spielstein befin-
det, gespielt. In der Anfangsposition liegen die Steine auf u bzw. u'. Die Spieler ziehen nun
abwechselnd nach folgenden Regeln:

Spieler I bewegt den Stein in K oder K’ entlang einer Transition zu einem neuem Zustand:
von v entlang v — w zu w oder von v’ entlang v’ —= w’ zu w'. Spielerin II antwortet mit
einer entsprechenden Bewegung in der anderen Struktur: v — w' oder v — w. Wenn
ein Spieler nicht ziehen kann, verliert er. D.h. Spieler I verliert, wenn er zu einem Knoten
kommt, von dem keine Transitionen mehr wegfithren und Spielerin II verliert, wenn sie nicht
mehr mit der entsprechenden Aktion antworten kann. Am Anfang und nach jedem Zug wird
iiberpriift, ob fiir die aktuelle Position v, v’ gilt: v € P; <» v' € P/ fiir alle i € I. Wenn nicht,
dann hat I gewonnen, ansonsten geht das Spiel weiter. II gewinnt, wenn sie nie verliert.

Uns interessieren nicht primér einzelne Partien, sondern ob einer der Spieler eine Ge-
winnstrategie hat. Wir sagen, I gewinnt das Bisimulationsspiel auf (I, K') von (u,u’) aus,
wenn es eine Strategie fiir II gibt mit der sie nie verliert, was auch immer I zieht. Eine
derartige Strategie entspricht genau einer Bisimulation. Also gilt:
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Lemma 4.8. II gewinnt das Bisimulationsspiel auf K,K' von (u,u') aus genau dann, wenn
K,u~ K.

Wir kénnen die Analyse noch etwas verfeinern, wenn wir die Anzahl der Ziige in einem
Bisimulationsspiel in Betracht ziehen. Wir sagen, 11 gewinnt das n-Ziige-Bisimulationsspiel,
wenn sie eine Strategie hat, um n Ziige lang zu spielen ohne zu verlieren. Analog dazu
betrachten wir den Begriff der n-Bisimilaritit, kurz ~,. Es seien K und K’ zwei Kripke-
strukturen mit Zustinden v bzw. v'.

e K,v ~pK',v" genau dann, wenn fiir alle 7 € I gilt: v € P; > v’ € P].
e K,v ~yi1 K')v' genau dann, wenn
- K,v~, Ko
— fiir alle w mit v —— w existiert ein w' mit v’ —= w' mit K, w ~, K', w'
— fiir alle ' mit v —— w' existiert ein w mit v — w mit K, w ~, K, w'.
Fiir alle n € N sind nun folgende Aussagen dquivalent:
(i) 1I gewinnt das n-Ziige-Bisimulationsspiel von (v,v’) aus
(1) K,v ~y K0

Satz 4.9. Fiir alle Kripkestrukturen IC,K' mit Zustinden v bzw. v' gilt: Wenn K,v ~ K, v,
dann ist K,v ~, K',v" fiir alle n. Die Umkehrung gilt jedoch nicht: es gibt K,v und IC,v" so
dass K,v ~, K',v', aber K,v & K',v'.

Beweis. Die erste Behauptung folgt unmittelbar aus den Definitionen. Fiir die zweite Be-
hauptung betrachten wir folgende Kripkestrukturen:

K besitzt von v aus fiir jedes n € N einen Pfad der Lange n. K’ setzt sich aus K und einem
unendlichen Pfad, der von v’ ausgeht, zusammen. Es ist KC,v ~, K', o’ fiir alle n € N, aber
K,v = K' v'. Spielt nimlich I entlang des unendlichen Pfades von X', dann muf II einen
endlichen Pfad in K auswéhlen und auf diesem ziehen. Ist eine bestimmte Anzahl n von
Ziigen vor dem Spiel festgelegt worden, so kann II immer einen Pfad finden, der linger ist
als n und somit n-Ziige spielen ohne zu verlieren. Ist keine feste Zugzahl ausgemacht worden,
so verliert II nach endlich vielen Ziigen. O

Bisimulationsinvarianz von modallogischen Formeln. Die grundlegende Bedeutung
von Bisimilationen kommt daher, dass modallogische Formeln bisimilare Zustinde nicht
unterscheiden konnen. Eine verfeinerte Analyse zieht auch die Modaltiefe, d.h. die maximale
Schachtelungstiefe von Modaloperatoren in einer Formel, in Betracht.
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Definition 4.10. Die Modaltiefe einer Formel ¢y € ML ist induktiv definiert definiert durch

1) md(¢) = 0 fiir ussagenlogische Formeln 1,

) md(
2) md(—¢) = md(v),
3) md(¢ o ) = max(md(+), md(p)) fiir o € {A,V, =},
(

=)

(
(
(
(4) md((a)p) = md((alp) = md($) +
Definition 4.11. Seien K und K’ zwei Kripkestrukturen und v € K, v’ € K'.

(1) K,v =ur K)o, wenn fiir alle ¢ € ML gilt: K,v = ¢ <= K',0" = 4.

(2) K,v = K',v', wenn fiir alle ¢y € ML mit md(¢) < n gilt: K,v = ¢ <= K',v' = 9.
Satz 4.12. Fiir Kripkestrukturen K, K' und v € K, v’ € K' gilt:

(1) K,u~K v = Kyu=wm K u'.

(2) K,u~p K' v = Kyu =Yy, Ko

Beweis. Wir beweisen nur die erste Aussage, der Beweis der zweiten ist analog (per Induktion
nach n).
Sei Z eine Bisimulation zwischen K und K'. Wir behaupten, dass fiir alle ¢ € ML gilt:

K,v E <= K' v E 4 fiir alle (v,0") € Z.

Wir beweisen dies per Induktion iiber den Formelaufbau von . Fiir ¢y = F; ist die
Behauptung nach Definition einer Bisimulation erfiillt. Fiir die Fille ¢ = -, 9 = (¢ V )
und ¢ = (¢ A 9) ist der Induktionsschritt offensichtlich: Wenn die Teilformeln von ¢ auf
(K,v) und (K,v") denselben Wahrheitswert haben, dann auch v selbst. Sei 1) = (a)p. Aus
K,v = (a)y folgt K,w = ¢ fiir ein w € K mit v — w. Nach der Hin-Eigenschaft von
Z existiert ein w' € K' mit v - w' und (w,w') € Z. Nach Induktionsvoraussetzung
gilt K',w' = ¢, also K',v" = (a)¢p. Die Umkehrung folgt analog mit der Her-Eigenschaft.
1 = [a]p brauchen wir wegen der Dualitéit (a)p = —[a]—¢ nicht zu betrachten. O

Die Aussage (1) nennt man die Bisimulationsinvarianz der Modallogik:
Wenn K, v =4 und K,v ~ K',v', dann auch X', 0" |= 4.

Die Umkehrung von (1) gilt im Allgemeinen nicht. Um dies einzusehen, betrachten wir
wieder die Kripkestrukturen K,K' aus dem Beweise von Satz 4.9. Da K, v ~n Kl gilt
K,v =y, K',o' fiir alle n € N und daher IC,v =y, £, v', obwohl I, v 4 K' v

Es gibt jedoch wichtige Spezialfille, in denen die Umkehrung doch gilt.

Definition 4.13. Ein Transitionssystem ist endlich verzweigt, wenn fiir alle Zustéinde v und
alle Aktionen a die Menge vE, := {w : (v,w) € E,} der a-Nachfolger von v endlich ist.
Insbesondere ist natiirlich jedes endliche Transitionssystem endlich verzweigt.

Satz 4.14. Seien K, K’ endlich verzweigte Transitionssysteme. Dann ist

!/ ! !/ _ ! !/
Kyau ~Kiu <= K,u=u, £ u.
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Beweis. Sei K,u =y, K',u'. Wir setzen Z := {(v,v") : K,v =m1, K',0'}. Dabei folgt sofort
aus der Voraussetzung K, u =\, K', o', dass (u,u') € Z. Wir zeigen, dass Z eine Bisimulation
zwischen K und K’ ist. Dann ist K, u ~ K', v/

e Wenn (v,v') € Z, dann gilt v € P; <= v’ € P/, denn sonst wire ,v = P; und
K',v" = =P; (oder umgekehrt).

e Hin: Sei (v,v') € Z, d.h. K,v =\, K',v', und v % w. Wir setzen

U,Ea = {Z’ : /l)l L> ZI} und
Xu) = {Z, S 'U,Ea : ’Caw §éML ’CI’ZI}'

Es reicht zu zeigen, dass ein w' € v'E, — X, existiert, denn dann ist (w,w') € Z und
die Hin-Eigenschaft erfiillt. Dazu wihlen wir fiir jedes 2’ € X, eine Formel ¢, € ML,
so dass K,w = ¢, aber K',2' |= -, und setzen ¢ := A{p, : 2/ € X,}. Da K
endlich verzweigt ist, gibt es nur endlich viele 2/ € X, es ist also ¢ € ML. Es gilt
K,w = ¢, also K,v = (a)p. Da K,v =\, K', ¢, ist auch K',v' = (a)y, d.h. es existiert
ein w' € v'E, mit K',w' = ¢. Dann kann aber w' nicht Element von X, sein, denn dann
ware ', w' |= =gy und daher ', w' = .

e Der Beweis der Her-Eigenschaft 1duft analog, mit vertauschten Rollen von X,v und
K.

O

4.3 Abwicklungen, Baummodell-Eigenschaft und Endliche-
Modell-Eigenschaft

Definition 4.15. Ein Transitionssystem K = (V, (Eq4)aca, (Pi)icr) mit einem ausgezeich-
neten Knoten w ist ein Baum, wenn

(1) E,N E, = @ fur alle Aktionen a # b,

(2) fir £ = J,cq Eo ist (V, E) ein (gerichteter) Baum mit Wurzel w im Sinn der Gra-
phentheorie (siehe auch Kapitel 1.4, Lemma von Ko6nig).

Definition 4.16. Sei ® eine Menge von Formeln (irgendeiner Logik, etwa der Modallogik
oder der Pradikatenlogik).

(1) @ hat die Endliche-Modell-Eigenschaft (EME), wenn jede erfiillbare Formel ¢ € ® ein
endliches Modell besitzt.

(2) Angenommen & spricht iiber Transitionssysteme (d.h. nur iiber ein- und zweistellige
Relationen). ® hat die Baummodell-Eigenschaft (BME), wenn jede erfiillbare Formel
in ® ein Modell hat, welches ein Baum ist.

(3) Analog definieren wir die Endliche-Baummodell-FEigenschaft.
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Bemerkung. FO hat weder die Endliche-Modell-Eigenschaft noch die Baummodell-Eigenschaft.
Die Formel dyExy A VyEyx ist erfiillbar, hat aber kein Baummodell. Die Formel

Vy—Eyx AVzIyExy AVeVyVz(Ezz A Eyz — x = y)

andererseits hat ein Modell, mit (N, E,0) und E = {(n,n + 1) : n € N} sogar ein Baum-
modell, aber kein endliches Modell. (Ubung: Beweisen Sie dies.) Erfiillbare Formeln mit
ausschliesslich unendlichen Modellen heissen Unendlichkeitsaxiome. Wir sehen also, dass
es in FO Unendlichkeitsaxiome mit nur drei Variablen gibt. Es ist andererseits bekannt,
dass FO? die Endliche-Modell-Eigenschaft besitzt, wir werden das aber im Rahmen dieser
Vorlesung nicht beweisen. Wir werden aber zeigen, dass modallogische Formeln sowohl die
Endliche-Modell-Eigenschaft wie auch die Baummodell-Eigenschaft haben.

Dazu betrachten wir Abwicklungen von Transitionssystemen. Die Abwicklung von K vom
Zustand v aus besteht aus allen Pfaden in IC die bei v beginnen. Dabei wird jeder Pfad als
ein separates Objekt angesehen, d.h. selbst wenn sich zwei Pfade iiberschneiden, wird jeder
zu einem neuen Zustand in der abgewickelten Struktur 7, und jeder Zustand aus IC, der auf
einem Pfad von v aus erreicht wird, wird neu zu der Abwicklung hinzugefiigt, unabhéngig
davon ob er schon einmal erreicht wurde. Schleifen in X entsprechen also unendlichen Wegen
in der Abwicklung. Formal werden Abwicklungen wie folgt definiert.

Definition 4.17. Sei K = (VX (EX)uea, (PX)icr) eine Kripkestruktur und v € V*. Die

2

Abwicklung von K von v aus ist die Kripkestruktur Tic, = (V7 , (E] )aca, (P )icr) mit

)

vT = {v = voagv1a1V2 ... Uy 1Gy 1y M E N,

vo=v, v; € VN, a; € A, (vi,viq1) € E,’fz fiir alle 1 < m}
El' = {®,@) e VT xV7T : @ = taw fiir ein w € VX}
Pl = {5=wpag...vm €V : v, € P

Mit end(?) bezeichnen wir den letzten Knoten auf dem Pfad . Damit ist o € P/ <=
end(v) € Pr.

Lemma 4.18. Es gilt IC,v ~ Ti 4, v.

Beweis. Z = {(w,w) € V¥ x VT : end(w) = w} ist eine Bisimulation von K nach i, mit
(v,v) € Z. O

Satz 4.19. ML hat die Baummodell-Eigenschaft.

Beweis. Sei 1) eine beliebige erfiillbare Formel aus ML. Es gibt also ein Modell IC,v = 1.
Sei T := T, die Abwicklung von K,v. Da K,v ~ T, v gilt nach der Bisimulationsinvarianz
der Modallogik auch 7, v |= 1. Also hat 1 ein Baummodell. O

Dasselbe Argument zeigt, dass jede Klasse von bisimulations-invarianten Formeln die
Baummodell-Eigenschaft besitzt. Fiir ML konnen wir ein wesentlich stérkeres Resultat be-
weisen. Wir benutzen dazu den Begriff des Abschlusses C'(¢) einer Formel 1.

Definition 4.20. Fiir jede Formel 1 € ML definieren wir induktiv fiir alle n € N die
Formelmengen C), (1)) wie folgt:
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1) ¢ € Co(9).

(1)

(2) Wenn —¢ € Cy(¢), dann auch ¢ € C ().

(3) Wenn (o Ad) € Cp(¢) oder (¢ V) € Cy(1h), dann sind auch @ und 9 in C,, ().
(4) Wenn (a)p € Cp (1) oder [a]p € Cp(p), dann ist € Cpy1(ep).

Schliesslich sei (1) := U,y Cj (%)

Der Abschluss C;(1) enthélt diejenigen Formeln aus ML die fiir die Auswertung von
wesentlich sind; C}(¢) sind dabei diejenigen Formeln die in ¢ innerhalb von j verschachtelten
Modaloperatoren vorkommen. Man beachte, dass |C ()| < |¢| und dass Cy, () = @ fir alle
n > md(1)).

Satz 4.21. Zu jeder erfillbaren Formel i € ML existiert eine endliche Baumstruktur T, v
mit Tiefe < md(y) und Verzweigungsgrad < |C(¢)|, so dass T,v |= 1. Insbesondere hat
ML also die endliche Baummodell-FEigenschaft.

Beweis. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit konnen wir annehmen, dass 1 in Negati-
onsnormalform ist. Da 1 erfiillbar ist, existiert ein Baummodell 7,u |= . Die Tiefe eines
Knotens von 7 ist seine Distanz von der Wurzel. Wir definieren nun eine Beschriftung S,
welche jedem Knoten v von 7 mit Tiefe m eine Teilmenge von C), () zuordnet, namlich

S):={p e Cn(¥): T v = v}

Wir transformieren 7 in eine endliche Baumstruktur, indem wir sukzessive iiberfliissige
Teilbdume rausschneiden.

Sei 7' C T irgendein Teilbaum von 7 und v ein Knoten von 7'. Beachte dass 7 ,v =
S(v). Das folgende Lemma gibt uns ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass auch 7',v |

S(v).

Lemma 4.22. Der Teilbaum T' C T sei so konstruiert, dass folgende Bedingungen erfiillt
sind.

(1) Fiir jeden Nachfolger w von v in T' gilt T',w = S(w).

(2) Fir jede Formel der Form (a)p € S(v) existiert im Baum T' ein a-Nachfolger wa),
von v, s0 dass T',wg, = ©.

Dann gilt T',v = S(v).

Beweis. Jede Formel in S(v) ist eine mit A und V zusammengesetzte Kombination von
Formeln der Form P;,—F;, (a)p und [a]p. Es geniigt also, fiir jede Formel ¢ dieser Form
zu zeigen, dass T,v | ¢ auch T',v |= ¢ impliziert. Fiir ¢ = P; und ¢ = —P; ist dies klar,
da die atomaren Eigenschaften am Knoten v in 7 und 7" dieselben sind. Fiir Formeln [a]¢
folgt dies aus Bedingung (1) und fiir Formeln (a)¢ aus Bedingung (2). O

Zur Konstruktion eines endlichen Teilbaumes 7" kénnen wir demnach wie folgt vorgehen.
Sei v zuerst die Wurzel von 7. Fiir jede Formel der Form (a)p € S(v) wéhlen wir einen a-
Nachfolger w,y, € vE, so dass T,wa), = ¢ und schneiden aus 7 alle nicht-ausgewéhlten
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Nachfolgeknoten von v und die daran hingenden Unterbdume heraus. Wir wiederholen
diesen Prozess fiir alle verbleibenden Knoten der Tiefe 1,2, ... . Da die Beschriftung S(v)
von Knoten der Tiefe mm = md(%)) nur noch aus Formeln P; und —P; besteht, hat der
resultierende Baum hochstens die Tiefe m. Von jedem Knoten v bleiben hochstens |S(v)| <
C(1) Nachfolger iibrig, so dass der Verzweigungsgrad von 7' durch |C'(¢| beschrinkt ist.
Per Induktion von den Blittern von 7' zur Wurzel folgt mit Hilfe des Lemmas, dass
T',v E S(v), insbesondere also 7', v |= 1. O

4.4 Algorithmische Probleme: Model-Checking und Erfiill-
barkeit

Die wichtigsten algorithmischen Probleme fiir eine Logik sind (1) das Auswertungs- oder
Model-Checking-Problem und (2) das Erfiillbarkeitsproblem. Wir prizisieren diese beiden
Probleme fiir den Fall der Modallogik ML.

Model-Checking: Gegeben sei eine Formel ¢ € ML, ein endliches Transitionssystem
und ein Zustand v von K. Man enscheide, ob K, v = 1.

Erfiillbarkeit: Gegeben sei eine Formel 1y € ML. Man entscheide, ob es ein Modell fiir 1)
gibt.

Natiirlich gibt es noch viele andere wichtige algorithmische Probleme. Die meisten sind
aber entweder Varianten oder lassen sich relativ leicht auf eines der beiden Probleme redu-
zieren. Eine wichtige Variante des Erfiillbarkeitsproblems ist etwa das Problem der endlichen
Erfiillbarkeit: Gegeben eine Formel 1, entscheide man, ob 1) ein endliches Modell zul&sst. Fiir
Logiken mit der EME (wie z.B. ML) ist Erfiillbarkeit und endliche Erfiillbarkeit natiirlich
dasselbe Problem. Ein Variante des Model-Checking-Problems ist das Auswertungsproblem.:
Gegeben eine Formel ¢ und ein endliches Transitionssystem I berechne man die Extension
[4]*. Natiirlich sind das Auswertungs- und das Model-Checking-Problem effizient aufein-
ander reduzierbar. Ein Beispiel fiir ein Problem, das sich auf das Erfiillbarkeitsproblem
reduzieren lisst, ist das Subsumtionsproblem: Gegeben zwei Formeln 4 und ¢, entscheide
man, ob jedes Modell von 1) auch Modell von ¢ ist. Dies ist genau dann nicht der Fall, wenn
die Formel 9 A =g erfiillbar ist.

Das Auswertungsproblem (und damit auch das Model-Checking-Problem) fiir ML ist ef-
fizient 16sbar, ndmlich in linearer Zeit sowohl bzgl. der Linge der Formel, wie bzgl. der Grosse
des Transitionssystems. Die “Grosse des Transitionssystems” I = (V, (Eg)aca, (P;)icr) sei
dabei ||| :== V| + > ca | Eal-

Satz 4.23. Es gibt einen Algorithmus, welcher zu einem gegebenen endlichen Transitions-
system KC und einer Formel ¢ € ML in Zeit O(||K|| - |4|) die Extension [1]* berechnet.

Beweis. Seien 1, ... ,4,, die Unterformeln von 1, geordnet so, dass |1;| < |¢;] fiir ¢ < j.
Insbesondere ist 1, = 9. Wir berechnen fiir i = 1,... ,m die Extension [;]*. Wenn die
Extensionen [¢;] fiir j < 4 bereits berechnet sind erfordert dies hochstens Zeit O(||K])),
insgesamt also Zeit O(||K|| - |#]). O

Ein andere Methode, um das Model-Checking-Problem zu l6sen ist in der folgenden
Ubung beschrieben.
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Ubung 4.2. Beschreiben Sie das Auswertungsspiel fiir die Modallogik (vgl. Kapitel 3.5). Zeigen sie,
dass man jedem endlichen Transitionssystem /X, jedem Zustand v und jeder Formel ¢y € ML ein Spiel
MC(K,v,v) der Grosse ||K|| - || zuordnen kann, welches eine Gewinnstrategie fiir den Verifizierer
zulisst genau dann, wenn K, v |= 1. Da gemiiss Ubung 3.5 das Strategieproblem fiir solche Spiel in
linearer Zeit l6sbar ist, folgt Satz 4.23.

Das Erfiillbarkeitsproblem ist in der Regel wesentlich komplizierter als das Model-Checking-
Problem. Schon fiir die Aussagenlogik ist es NP-vollstindig, lasst also vermutlich keinen
effizienten Algorithmus zu (vgl. Kapitel 1). Fiir die Pradikatenlogik ist es, wie wir spéter
sehen werden, unentscheidbar. Fiir die Modallogik folgt die Entscheidbarkeit des Erfiillbar-
keitsproblems unmittelbar aus Satz 4.21.

Eine gegebene Formel 1 € ML ist erfiillbar genau dann, wenn fiir ¢ ein Baummodell
mit Tiefe < md()) und Verzweigungsgrad < [|¢|. Da in % nur endlich viele Aktionen und
atomare Eigenschaften vorkommen kénnen, gibt es nur endlich viele Baumstukturen mit
diesen Eigenschaften. Wir kénnen also einfach alle diese Baumstrukturen der Reihe nach
konstruieren und (mit dem Algorithmus aus Satz 4.23) priifen, ob eine davon ein Modell
von 1) ist.

Wir haben damit gezeigt:

Satz 4.24. Das Erfillbarkeitsproblem fiir ML ist entscheidbar.

Allerdings ist das angegebene, naive Entscheidungsverfahren sehr ineffizient. Da ML
eine Erweiterung der Aussagenlogik ist, ist nicht zu erwarten, dass man einen Polynomzeit-
Algorithmus finden kann. Es gibt aber deutlich bessere Algorithmen, welche zwar (im
schlimmsten Fall) exponentielle Laufzeit ben6tigen, dafiir aber mit linearem Speicherplatz
auskommen. Das Erfiillbarkeitsproblem fiir ML ist PSPACE-vollstindig.

4.5 CTL

Der wesentlichste Mangel von ML ist das Fehlen eines Rekursionsmechanismus. Zu den
wichtigsten Aussagen in einer Reihe von Anwendungen (insbeondere in der Verifikation)
gehoren Erreichbarkeitsaussagen, wie etwa Lebendigkeitsbedingungen (ein ‘guter’ Zustand
wird auf jeden Fall irgendwann erreicht) oder Fairnessbedingungen (kein schlechter Zustand
ist erreichbar). Erreichbarkeit ist aber nicht in ML formalisierbar, da jede ML-Formel
vom Zustand an dem sie ausgewertet wird hochstens md(¢) viele Schritte weit in das Tran-
sitionssytem ‘hineinsehen’ kann. Wir werden spéter sehen, dass Erreichbarkeitsaussagen in
Transitionssystemen auch in FO nicht formalisierbar sind.

Es gibt verschiedene Moglichkeiten, solche Méngel von Logiken zu beseitigen, indem
Rekursionsmechanismen hinzugefiigt werden. Die eleganteste Losung sind sogenannte Fiz-
punktlogiken, welche so definiert sind, dass kleinste und grésste Fixpunkte von definierba-
ren monotonen Operationen wieder definierbar sind. Fixpunktlogiken sind allerdings relativ
kompliziert und sprengen den Rahmen dieser Vorlesung. Wir behandeln stattdessen CTL
(“computation tree logic” oder auch “branching time temporal logic”), eine einfache Erwei-
terung von ML welche in der Hardware-Verifikation sehr populér ist. Die Idee von CTL ist,
ML um Pfadquantoren und temporale Operatoren (wie “next” und “ until”) auf Pfaden zu
erweitern.
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CTL operiert auf Transitionssystemen mit nur einer Transitionsrelation, d.h. Strukturen
der Form K = (V, E, (P;);cr). Der Einfachheit halber wird dabei vorausgesetzt, dass F nicht
terminiert, d.h. zu jedem u € V existiert ein v, so dass (u,v) € E.

Definition 4.25 (Syntax von CTL). Die Formeln von CTL sind induktiv definiert wie
folgt.

e Alle aussagenlogischen Formeln iiber {P; : i € I'} gehoren zu CTL.
e CTL ist abgeschlossen unter den Boolschen Operatoren A, V,— und —.

e Wenn 9, ¢ € CTL, dann sind auch die Ausdriicke
EXt), AX¢, E(3pUp) und A(¢Uyp)

Formeln von CTL.

Die Intuition bei der Modellbeziehung ist folgende: Sei K ein Transitionssystem, v ein
Zustand von K. Dann quantifizieren E und A iiber unendliche Pfade v = vgvovs - -+ in K,
welche bei v beginnen. Der Ausdruck X1 (“next 1”) bedeutet, dass am néchsten Zustand
auf dem Pfad 1 gilt und der Ausdruck /Uy (“3 until ¢”) besagt, dass es ein n > 0 gibt, so
dass an allen Zustidnden v; mit ¢+ < n 9 und an Zustand v, ¢ gilt:

b4
- ~ ©®
R e e > e e e o o
Vo U1 U2 Un—1 Un

Definition 4.26 (Semantik von CTL). Sei K = (V, E, (P;);cr) eine Kripkestruktur und
v € V. Dann gilt:

o EXy) = 09,
o AXy = Oih.

e Esist IC,v = E(¢Uyp), wenn es eine Folge v = vov1vg - - - gibt (mit (v;,v;41) € E fiir alle
i) und ein n > 0 existiert, so dass IC, v, = ¢ und K, v, | ¢ fiir alle m mit 0 < m < n.

e Esist I, v = A(4Uyp), wenn fiir alle unendlichen Pfade v = vyvjvy - -+ (mit (v;,vi41) € E
fiir alle ¢) ein n > 0 existiert mit &, v, = ¢ und K, v, |= 9 fiir alle m mit 0 < m < n.

Notation. Zwei wichtige Abkiirzungen sind:

Fi := (1 Ug) : irgendwann gilt ¢ (auf dem Pfad)
Gy := =F—) : es gilt immer ¢ (auf dem Pfad).
Beispiele. (1) In CTL ist Erreichbarkeit definierbar: EFp bedeutet, dass ein Zustand erreicht
werden kann, an dem ¢ gilt.
(2) AG—(P A Q) driickt aus, dass sich P und @ in allen erreichbaren Zusténden ausschliefen.
(3) AFy besagt, dass auf allen Pfaden irgendwann ¢ gilt.
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(4) AGAF besagt, dass ¢ unendlich oft auf allen Pfaden gilt.

Diese Beispiele zeigen, dass viele fiir die Verifikation wichtige Aussagen in CTL formali-
sierbar sind. Dies allein macht aber noch nicht die Bedeutung von CTL aus. Wichtig ist, dass
CTL andererseits giinstige modelltheoretische und algorithmische Eigenschaften besitzt.

Zunéchst ist CTL (wie ML) invariant unter Bisimulation.

Ubung 4.3. Zeigen Sie, per Induktion iiber den Aufbau von CTL-Formeln, dass fiir alle ) € CTL
gilt: Wenn K,v | ¢ und K,v ~ K',v', dann auch K';v" | ¢. Es folgt, dass CTL die Baummodell-
Eigenschaft hat.

CTL-Formeln konnen effizient ausgewertet werden (in linearer Zeit sowohl bzgl. der
Léange der Formel wie der Grosse des Transitionssystems).

Satz 4.27. Es gibt einen Algorithmus, welcher zu einem gegebenen endlichen Transitions-
system KC und einer Formel ¢ € CTL in Zeit O(||K|| - |4|) die Extension [1]* berechnet.

Dieser Satz erweitert Satz 4.23. Der Beweis beruht auf darauf, dass Formeln der Form
E(4¥Ug) und A(4Uy) mit Hilfe von graphentheoretischen Algorithmen mit linearer Laufzeit
ausgewertet werden konnen.

Weitere wichtige Eigenschaften von CTL sind:

e CTL hat die Endliche-Modell-Eigenschaft.
e das Erfullbarkeitsproblem fiir CTL ist entscheidbar (in exponentieller Zeit).

Dies kann hier nicht bewiesen werden. Fiir die Behandlung von CTL und anderen mo-
dalen und temporalen Logiken sind insbesondere automatentheoretische Methoden wichtig.

Im Gegensatz zu ML kann CTL nicht in FO eingebettet werden (z.B. da Erreichbarkeit
nicht FO-definierbar ist). Eine hinreichende Erweiterung von FO ist MSO, die monadische
Logik zweiter Stufe, welche FO um Quantoren iiber einstellige Relationssymbole (d.h. Men-
genvariablen) erweitert. Aus einer Formel 4 kénnen neue Formeln der Form 3X ¢ bzw. VX1
gebildet werden, mit der Bedeutung “es gibt eine Teilmenge X des Universums, so dass v”
bzw. “fiir alle Teilmengen X des Universums gilt ¢”. So driickt z.B. die Formel

VX(Xs AVyVz(Xy A Eyz - Xz) = Xt)

aus, dass im Graphen (V| F) ein Pfad von s nach ¢ existiert.

Ubung 4.4. Zeigen Sie, dass jede CTL-Formel in eine #quivalente Formel in MSO iibersetzt werden
kann.



Kapitel 5

Definierbarkeit in der
Pradikatenlogik

5.1 Definierbarkeit

Axiomatisierbare Strukturklassen. Wir haben bereits in Kapitel 3 den Begriff der durch
eine Satzmenge ® axiomatisierten Strukturklasse Mod(®) eingefiihrt und Axiomensysteme
fiir einige wichtige Klassen angegeben, etwa fiir Graphen, Gruppen, lineare Ordnungen sowie
fiir die Klasse aller unendlichen Strukturen.

Definition 5.1. Sei Str(7) die Klasse aller 7-Strukturen. Eine Strukturklasse IC C Str(7)
ist FO-aziomatisierbar (oder einfach: axiomatisierbar), wenn eine Satzmenge ® C FO(7)
existiert, so dass K = Mod(®). Wenn das Axiomensystem & fiir K endlich ist, dann kénnen
wir die Konjunktion ¥ = A{¢ : ¢ € ®} bilden und damit  durch einen einzigen Satz
axiomatisieren. Wir sagen in diesem Fall, IC ist elementar oder endlich aziomatisierbar.

Wir beginnen in diesem Kapitel mit der Untersuchung der Ausdrucksstérke der Priadika-
tenlogik. Ein wichtiger Aspekt ist dabei die Frage, welche Strukturklassen FO-axiomatisierbar,
welche sogar endlich axiomatisierbar sind.

Wir wissen bereits, dass Graphen, Gruppen und lineare Ordnungen endlich axiomati-
sierbar sind. Weiter ist offensichtlich, dass dasselbe auch fiir Aquivalenzstrukturen, partielle
Ordnungen, dichte lineare Ordnungen, diskrete lineare Ordnungen, Ringe und Koérper gilt.
Die Klasse aller unendlichen Strukturen ist zwar FO-axiomatisierbar, aber das Axiomen-
system @, das wir in Kapitel 3.2 dafiir angegeben haben, besteht aus unendlich vielen
Formeln. (Wir werden spéter sehen, dass kein endliches Axiomensystem fiir diese Klasse
existiert.)

Hier sind noch einige weitere Beispiele fiir axiomatisierbare Strukturklassen.

Beispiele. (1) Die Klasse aller Korper ist axiomatisiert durch ¢¥xsrper € FO(74r), die Konjunkti-

on aller Kérperaxiome. Fiir jede Primzahl p ist auch die Klasse der Kérper mit Charakteristik

p endlich axiomatisierbar, durch ¥isrper A Xp Wobei xp, der Satz 1 + --- 4+ 1 = 0 ist. Fiir Kérper
————

p mal
der Charakteristik 0 kénnen wir zumindest ein unendliches Axiomensystem angeben, ndmlich

® = {YKsrper } U {—xp : p Primzahl}.

71
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(2) Auch die Klasse ACF der algebraisch abgeschlossenen Korper ist FO-axiomatisierbar. Der
Satz

P =Yg - - Vg (g # 0 = Fz(up + ur + - - - upz™ = 0))

besagt, dass jedes Polynom n-ten Grades mit Koeffizienten aus dem Korper auch eine Nullstelle
im Korper hat. (Hier ist 2™ als abkiirzende Schreibweise fiir den Term g - z ...z aufzufassen.)

n mal
Also ist ®acr = {YKorper} U {n : n > 1} ein Axiomensystem fiir algebraisch abgeschlossene

Korper.

Ubung 5.1. Sei 2 eine endliche Struktur mit endlicher Signatur. Zeigen Sie, dass {98 : B = A}
endlich axiomatisierbar ist.

Der Nachweis, dass eine Strukturklasse (endlich) axiomatisierbar ist, wird in der Regel
durch explizite Angabe eines Axiomensystems gefithrt. Um nachzuweisen, dass eine Struk-
turklasse gar kein oder mindestens kein endliches Axiomensystem zulésst, sind andere Me-
thoden erforderlich, welche in diesem und dem folgenden Kapitel entwickelt werden sollen.

Zunichst aber diskutieren wir noch einen anderen Aspekt der Ausdrucksstirke einer
Logik.

Definierbarkeit in einer Struktur. Neben der Frage, welche Strukturklassen durch Sétze
oder Satzmengen der Pridikatenlogik axiomatisierbar sind, kénnen wir die Ausdrucksstéirke
von FO auch innerhalb einer festen Struktur untersuchen.

Sei ¢(x1,...,2,) € FO(7) und 2 eine 7-Struktur. Dann definiert 9 in A die r-stellige
Relation

¥ = {(ar, .. ar) A= plar,..ap)} C A

Definition 5.2. Eine Relation R C A" auf dem Universum einer 7-Struktur 2l ist (elemen-
tar) definierbar in 2, wenn R = ¢ fiir eine Formel ¢ € FO(7). Eine Funktion f : A" — A
heisst elementar definierbar, wenn ihr Graph Ry elementar definierbar ist.

Insbesondere ist also eine Konstante a elementar definierbar, wenn eine Formel ¢(z) €
FO(7) existiert, so dass 2 |= ¢(a) und A = —¢(b) fir alle b # a. Wir sagen, a ist termdefi-
nierbar in 24, wenn ein Grundterm ¢ € T'(7) existiert, so dass t* = a. Jede termdefinierbare
Konstante ist insbesondere elementar definierbar durch eine Formel der Form z = ¢.

Beispiele. (1) Die Ordnungsrelation < auf R ist elementar definierbar in (R, +, -, 0, 1), denn fiir
die Formel p(z,y) :=32(z #0Az + 22 =y) gilt

a<b = (R+,-,0,1) = p(a,b).

(2) In (Z, <)ist die Nachfolgerfunktion z — z+1 elementar definierbar durch die Formel ¢(x,y) :=
r<yAVz(x < zAy#z—y<z).
(3) In (N, +,0,1) ist jedes n termdefinierbar, durch den Term n =1+ ---+ 1 (fiir n > 1).
%/_/
n mal

(4) Im Kérper (Q,+, -,0,1) der rationalen Zahlen sind die termdefinierbaren Konstanten genau
die natiirlichen Zahlen n € N. Alle anderen Elemente sind elementar definierbar durch Formeln
der Form p-x = q oder p -z + q = 0, nicht aber termdefinierbar.
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(5) Im Korper der reellen Zahlen kénnen schon aus Miichtigkeitsgriinden nicht alle Elemente
elementar definierbar sein: es gibt {iberabzihlbar viele reelle Zahlen, aber nur abzihlbar viele
Formeln ¢(x) € FO(7,,).

Als nichstes beobachten wir, dass das Hinzunehmen definierbarer Relationen zu einer
Struktur keinen Gewinn an Ausdruckstirke bringt.

Lemma 5.3. Sei A eine o-Struktur und B eine Expansion von 2 durch beliebig viele, in 2
elementar definierbare Relationen und Funktionen. Dann ist jede in B elementar definierbare
Relation oder Funktion bereits in A elementar definierbar.

Beweis. Sei 7 die Signatur von B. In jeder Formel ¢(z) € FO(7) kommen nur endlich viele
Relations- und Funktionssymbole Ry,..., R, f1,..., ft aus 7 — o vor. Zu jedem dieser R;
bzw. f; gibt es eine o-Formel ¢;(y) bzw. x;(¥, z), welche in 2 die entsprechende Relation
bzw. Funktion von B definiert.

Weiter konnen wir nach Lemma 3.17 annehmen, dass i termreduziert ist, d.h., dass
Funktionssymbole aus 7 — o nur in Atomen der Form f;y = z auftreten. Indem wir in ()
die Relations- und Funktionssymbole aus 7 — o durch die definierenden Formeln ersetzen
(d.h. jedes Atom R;u durch ¢;(#) und jedes Atom f;u = v durch x;(u,v)), erhalten wir eine
Formel ¢(z) € FO(o) so, dass B = VZ(¢ <> ¢). Da ¢ eine o-Formel ist, folgt insbesondere
PP = g™ =

Relativierte Quantoren. An zwei Beispielen illustrieren wir die Verwendung relativierter
Quantoren.

Stetigkeit. Sei f : R — R eine Funktion auf den reellen Zahlen. Ist die Menge {a € R :
f stetig im Punkt a} in der Struktur (R, +,-,0,1, <, f) elementar definierbar?

Wir betrachten dazu die Stetigkeitsdefinition aus der Analysis: Sei U, (z) die e-Umgebung
von z. Die Funktion f ist stetig in x, wenn fiir alle € > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle
y € Us(z) gilt: f(y) € Ue(f(2)).

Die Existenz- und Allaussagen fiir §, ¢ und y sind hier relativiert: es werden nur Elemente
betrachtet, die gewisse Eigenschaften erfiillen. Man beachte, dass relativierte Aussagen der
Form “es gibt ein z mit «, so dass ---” bzw. “fiir alle z mit « gilt ---” durch Jz(a A ---)
bzw. Vz(a — ---) formalisiert werden konnen Wir benutzen gelegentlich die Schreibweise
(3z . @)y als Umschreibung fiir 3z(a A ) und (Vz.a)y fir Ve(a — ).

Um Stetigkeit zu formalisieren gehen wir nun wie folgt vor. (Wir verwenden die Relation
<, was aufgrund ihrer elementaren Definierbarkeit unproblematisch ist.) Zunéchst ist leicht
einzusehen, dass die Relation {(a,b,e) € R? : ¢ > 0 und b € U.(a)} durch die Formel

o(x,y,z) =0<2zA(Fu.0<u<z)(z+u=yVy+u=ux1)
definiert wird. Die Stetigkeit von f im Punkt z ist nun ausgedriickt durch die Formel
P(x) == (Vu. 0 <u)(3z. 0 < 2)Vy(p(2,y,2) = o(fz, fy,u)).

Modallogik. Auch bei der Ubersetzung der Modallogik in die Pridikatenlogik (siehe Satz 4.5)
haben wir relativierte Quantoren verwendet. Die Modaloperatoren (a) und [a] entsprechen
relativierten Existenz- bzw. Allquantoren ‘entlang a-Transitionen”:

(a)yp — (Fy . Egzy)yp™ (y) = Jy(Egzy A 9™ (y))
[a]y — (Vy . Eqzy)y™ (y) = Vy(Eazy — " (y))
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5.2 Das Isomorphielemma

Isomorphe Strukturen betrachten wir als gleich. Insbesondere konnen FO-Formeln nicht
zwischen isomorphen Strukturen unterscheiden.

Lemma 5.4 (Isomorphielemma). Sei 7 : 2 — B ein Isomorphismus von T-Strukturen.
Dann gilt fir alle ¢(zq,...,x,) € FO(T) und alle ay,...,a, € A

Ql|: ¢(a17"'7an) — B ):1/’(77017---a7mn)

Beweis. Sei 3 = (2, 3) eine Interpretation mit (z1) = ay,...,B(z,) = ap, und sei I die
Interpretation (B, w o 3).
Per Induktion iiber den Termaufbau zeigt man sofort, dass fiir jeden Term ¢ € T'(7)

[ = =[], ()

sogar wenn nur vorausgesetzt ist, dass 7 : A — B ein Homomorphismus ist.

Es ist zu zeigen, dass J |= 1 genau dann, wenn J" |= ¢. Wir fithren den Beweis per
Induktion iiber den Formelaufbau; nach Lemma 3.14 kénnen wir dabei annehmen, dass
reduziert ist.

(1) Fir Formeln der Form ¢; = ¢y gilt
J ): 11 =ty [[tl]]j = [[tg]]j
— 7]’ = 7[t2]° (da 7 injektiv ist)

=[] =[] (nach (%))
— J" ): t1 =to

(2) Fiir Atome Pty - - t, gilt

JE Pty -ty = ([ti]°,...,[ta]°) € P*

—= (r[t:]°,...,7[ta]’) € P® (da n ein starker Homomorphismus ist)

— ([[tl]]jw, el [[tn]]jw) € P® (nach (¥))
— I Pt -ty

(3) Fiir Formeln der Form —1) oder 1 V ¢ ist der Induktionsschluss trivial.
(4) Fiir Formeln Jz1) gilt

JEJry) < Jz/a] =9 fireina € A
< J[z/a]" =1 fiir ein a € A (nach Induktionsvoraussetzung)
<= J"[z/ma] =1 fiir ein a € A (da J[z/a]" = T"[z/7a))
<= J"[z/b] =14 fiir ein b € B (da 7 bijektiv ist)
< J" = . O
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Insbesondere lassen sich isomorphe 7-Strukturen durch Sétze der Préidikatenlogik nicht
unterscheiden. Sind 2 und B isomorphe 7-Strukturen, so gilt fiir alle 7-Sétze 1):

A= = B =1

Also sind axiomatisierbare Modellklassen immer isomorphie-abgeschlossen. Dies bedeu-
tet, dass fiir jede Klasse K = Mod(¢) und alle Strukturen 2, B gilt

Ael, A=B = B e K.

In manchen Fillen liefert das Isomorphielemma ein einfaches Kriterium, um nachzuwei-
sen, dass eine Relation in einer Struktur nicht elementar definierbar ist

Lemma 5.5. Sei m ein Automorphismus einer 7-Struktur 2 und sei 1 € FO(7). Dann ist
7 auch ein Automorphismus der expandierten Struktur (2,¢%).

Beweis. Da 7 ein Automorphisus ist, gilt fiir alle Tupel @ aus A: A = ¢(a) <= A = Y(7a).
Also ist w(yp%) = >, O

Beispiel. Wir haben gesehen, dass < definierbar ist in (R, +, -,0,1). Aus dem soeben bewiesenen
Lemma folgt dagegen, dass < in (IR, +,0) nicht elementar definierbar ist. Die Abbildung 7 : z — —=z
ist ndmlich ein Automorphismus von (R, +,0), nicht aber von (R, +,0, <), denn aus a < b folgt eben
gerade nicht —a < —b.

Ubung 5.2. Sei 7 = @ und A unendlich. Beschreiben Sie alle in A elementar definierbaren Relationen
R C A™.

Ubung 5.3. Zeigen Sie, dass in (N, -, 1) die Addition nicht elementar definierbar ist.

5.3 Relationale Algebra

Kann man mit (definierbaren) Relationen ‘algebraisch’ rechnen, dhnlich wie etwa mit Po-
lynomen, ohne Variablen und Quantoren explizit zu verwenden? Die relationale Algebra
ist ein solcher algebraischer Kalkiil auf Relationen, welcher im wesentlichen auf den Logiker
Alfred Tarski zuriickgeht. Zu Beginn der 70er Jahre wurde die relationale Algebra von Codd
in seinen grundlegenden Arbeiten zum relationalen Datenbankmodell wiederentdeckt. Die
relationale Algebra spielt insbesondere in der Theorie und Praxis relationaler Datenbanken
eine wichtige Rolle. Wir beschreiben hier Syntax und Semantik der relationalen Algebra und
zeigen, dass sie im wesentlichen dieselbe Ausdrucksstirke wie die Pradikatenlogik hat.

Syntax der relationalen Algebra. Sei 7 = {Ry,..., R} eine relationale Signatur. Die
Terme von RA(7) werden aus den Relationssymbolen von 7 mittels der Operatoren x (kar-
tesisches Produkt), — (Differenz), m;, . ;, (Projektion) und o;—; (Auswahl) definiert. Hier
ist eine formale, induktive Definition der Terme von RA(7) (und ihrer Stelligkeit):

(1) Jedes Relationssymbol R; € 7 ist ein Term von RA(7).
(2) Wenn R und S r-stellige Terme von RA(7) sind, dann auch (RUS) und (R — S).

(3) Seien R, S Terme von RA(7) der Stelligkeit r bzw. s. Dann ist (R x S) ein (r + s)-
stelliger Term.
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(4) Wenn R ein r-stelliger Term von RA(7) ist, 41,...,%s < r, dann ist m;; _; (R) ein
s-stelliger Term von RA(T).

(5) Sei R ein r-stelliger Term von RA(7), ¢,j < r. Dann ist auch o,—;(R) ein r-stelliger
Term aus RA(7).

Semantik der relationalen Algebra. Sei 2 eine 7-Struktur. Jeder r-stellige Term R €
RA(7) wird iiber 2 interpretiert durch eine r-stellige Relation R* C A", die wie folgt
definiert ist.

(1) Relationssybole R; € 7 werden durch die entsprechenden Relationen RJQ-[ der Struktur
2 interpretiert.

2) (RUS)®:=R*US* und (R - 9)% = R* — 5%

3) (RxS)*:=R*x S%={(a,b) € A" :a € R¥bc S*}.
) Tiy.is (R = {(aiy, ... ,ai,) : (a1,...,a;) € R*}.
) )

%= {(a1,...,a,) € R* 1 a; = a;}.

(
(
4
(

5

Wir zeigen zunéchst, dass jeder Term der relationalen Algebra dquivalent ist zu einer
FO-Formel.

Lemma 5.6. Jeden r-stelligen Term R € RA(T) kann man in eine Formel ¢Yp(x1,...,2,) €
FO(7) transformieren, so dass fir alle T-Strukturen A gilt:

R*={(a1,...,a,) € A" : A = ppr(ay,...,ar)}.
Beweis.
1) Fiir R; € 7, setze g, (%) := Ry -z,
(Rus)(Z) == Yr(Z) V ¥s(z) und P(g_s)(Z) := Pr(T) A "9s(Z).

R><S ( ) = 1/JR(£E1,... ,(IIT-) /\’l/JS((IIT-+1,... ,(IIT-+5).

2

(1)
(2) ¢
3) ¢
(4)

4) Fir S :=m;, . i, (R), setze
’l/JS(fL'l,...,(L‘s) = Elyl Hyr(wR yla"'ayr /\lE] yZ]

(Natiirlich kann man die Gleichungen z; = yi; vermeiden, wenn man in Pr(7) die
Komponenenten y; direkt durch z; ersetzt.)

(5) Far S = Oi=j (R), setze ’gbs(i) = 1/JR(§7) Nz = xj.
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FO ist also mindestens so ausdrucksstark wie die relationale Algebra. Damit stellt sich
unmittelbar die Frage, ob auch die Umkehrung gilt, d.h. ob jede FO-Formel (mit relationaler
Signatur) dquivalent ist zu einem Term der relationalen Algebra. Fiir die hier definierte Va-
riante von RA ist dies nicht der Fall, da wir das Komplement einer Relation nicht definieren
konnen (nur die Mengendifferenz zu einer anderen bereits definierten Relation).

Fiir jede Struktur 2 = (A4, Ry,...,R,,) definieren wir den aktiven Bereich ad(2l) als
die Menge derjenigen Elemente von 2 die in mindestens einer Relation R; vorkommen.
Offensichtlich ist der aktive Bereich in der relationalen Algebra (und damit auch in FO)
definierbar, z.B. durch den Term

Die durch den aktiven Bereich von 2 induzierte Substruktur nennen wir die aktive Substruk-
tur von 2. Die folgende Beobachtung ergibt sich unmittelbar aus der Definition.

Lemma 5.7. Fir jeden r-stelligen Term R C RA(T) und jede T-Struktur 2 gilt: R* C
(ad(21))".

Wenn also der aktive Bereich nicht mit dem Universum A iibereinstimmt, ist z.B. die
Relation A x A nicht RA-definierbar. Um dem abzuhelfen, nehmen wir zu RA ein Symbol
fiir das Universum hinzu.

Definition 5.8. Sei RA™ die Erweiterung von RA um die folgende zusitzliche Regel:
(0) Univ ist ein einstelliger Term von RA™ (7). Fiir jede 7-Struktur 2 ist Univ® := A.

Satz 5.9. Fir jede Formel ¢ € FO(T) und jedes m € N, so dass alle freien Variabeln von
© 2u T1,...,T,m gehoren, gibt es einen m-stelligen Term R, € RAT(7), so dass fiir alle
T-Strukturen 2 gilt: R%ym ={(a1,...,am) € A" : A= p(a,...,an)}.

Beweis. Der Beweis wird per Induktion iiber den Formelaufbau gefithrt, wobei wir anneh-
men, dass ¢ reduziert (d.h. nur mit V,— und 3 aufgebaut) ist. Die einzige Schwierigkeit
betrifft nicht etwa die Ubersetzung der Junktoren und Quantoren (welche, wie wir sehen
werden, einfach ist) sondern die Ubersetzung der atomaren Formeln. Betrachte etwa, fiir ei-
ne gegebene 5-stellige Relation R, die Menge aller 4-Tupel (aq,. .., aq), so dass Rasaiaiaqay
gilt, d.h. die durch die atomare Formel Rzsx1x1x424 definierte 4-stellige Relation. Das Pro-
blem ist, dass die Variablen x1, ..., x4 in der Relation R in beliebiger Reihenfolge, mehrfach,
oder auch gar nicht als Argumente auftreten konnen, was die Ubersetzung in die relationale
Algebra nicht ganz trivial werden lisst. (Man versuche die Ubersetzung vor dem Weiterlesen
selbst durchzufiihren.) Wir behaupten, dass dieselbe Relation durch den Term

-4
T1,2,3405=206=107=108=409=4(Univ" x R)

definiert wird. Dies liegt daran, dass wir Rxox1x12424 durch die scheinbar kompliziertere
Formel

dxsdxg - - - 3$9(R$5$6$7$8$9 ANTs =ToNxg =1 N7 =21 Nxg = L4 \NTg = £E4)

darstellen konnen, in der aber die Argumente von R in ihrer natiirlichen Reihenfolge auf-
treten.



KAPITEL 5. DEFINIERBARKEIT IN DER PRADIKATENLOGIK 78

(1) Wenn ¢ ein Atom der Form z; = z; ist, dann setze R, ,, := 0;;Univ". Offensichtlich
ist dann R%,m ={(ai,...an) € A™ : a; = a;}.

(2) Ein Atom ¢ := Rz;, - - - z;, wird durch den Term
R(p,m = TL,..mOm41=61 """ Omt-s=is (Univm X R)
beschrieben. Dann gilt

Rg,m ={(a1,...,an) : es gibt ein Tupel (api1,...,amss) € RY mit

Am+1 = Qg5 -5 Amts = a’is}
={(a1,...,am) : (@i,...,a;,) € R*}.
(3) Fir ¢ = = ist Ry, := (Univ™ — Ry 1,).
(4) Fir o =9V nist Ry = (Rym U Rym)-

(5) Fiir ¢ = Jz;9 haben wir eine Fallunterscheidung durchzufiihren, je nachdem, ob i =
m+1 oder i < m. Fiir ¢ = 3z 119(21, ..., Tmy1), setzen wir Ry, = 71, m R m41-
Offensichtlich gilt dann

Rg’m ={(a1,.--am) : (@1,...,Qm,Qmi1) € R?gl,m_i_l}

={(a1,...ap) : A E Izpm19(ar,. .., am, Tmi1}-
Fir ¢ = Jz;9(xq, ..., 2m) mit i < m setzen wir dagegen
Ry =T, ictma1,it1,om o me1-

Da 2y 41 in 9 gar nicht vorkommt ist (ai,...,am+1) € Ry m+1 genau dann, wenn
A = d(ay,...,am). Also gilt

Rg,m ={(a1,...ay) : esgibt ein (by,..., by, byy1) € R?gl,mﬂ so dass
aj = bj; fir j # ¢ und a; = bpg1}

={(a1,...ap) A E=Iz;9(a1,...,0i-1,Ti, CGiy1,...,0mn)}

5.4 Theorien und elementar dquivalente Strukturen

Definition 5.10. Eine Theorie ist eine erfiillbare Menge T' C FO(7) von Sétzen, die unter
= abgeschlossen ist, d.h. es gilt fiir alle 7-Sétze 1:

T=y = ¢peT.

Eine Theorie T ist vollstindig , wenn fiir jeden Satz ¢ € FO(7) entweder ¢ € T oder —1) € T
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Sei A eine 7-Struktur. Die Theorie von 2 ist Th(2A) := {1 : A |= 1 }. Offensichtlich ist
Th(2A) vollstindig. Die Theorie einer 7-Modellklasse K ist

Th(K) = (] Th(2).
AelC
Wenn @ ein Axiomensystem fiir K ist, dann ist Th(K) = {¢ : ® |= ¢}. Natiirlich ist nicht
jede Theorie vollstdndig. Zum Beispiel enthiilt die Theorie der Gruppen weder den Satz
VaVy(x o y = y o x) noch seine Negation, da es sowohl kommutative wie nicht-kommutative

Gruppen gibt. Jede Theorie T lisst sich aber zu einer vollstindigen Theorie erweitern; fiir
jedes Modell A = T ist Th(2A) eine vollstindige Erweiterung von T'.

Definition 5.11. Zwei 7-Strukturen 2,8 sind elementar dquivalent (kurz: A = 9B), wenn
Th(A) = Th(*8), d.h., wenn fiir alle 7-Sétze 1 gilt:

A=Y < B =1

Lemma 5.12. Eine Theorie ist vollstindig genau dann, wenn alle thre Modelle elementar
dquivalent sind.

Beweis. Sei T eine vollstéindige Theorie. Fiir jedes Modell 2 = T gilt T C Th(2() und wegen
der Vollstandigkeit von 7" daher sogar 7' = Th(2(). Also haben alle Modelle von T" dieselbe
Theorie.

Wenn andererseits 7' nicht vollstindig ist, dann gibt es einen Satz 1, so dass sowohl
T U {y} und T U {—} erfiillbar sind. T besitzt daher zwei nicht elementar Aquivalente
Modelle. O

Aus dem Isomorphielemma folgt unmittelbar, dass isomorphe Strukturen auch elementar
dquivalent sind. Wie wir spéter sehen werden, gilt die Umkehrung dieser Aussage nicht.
Definition 5.13. Der Quantorenrang qr(¢) einer Formel 1 ist definiert durch:

(1) qr(®) = 0 fiir quantorenfreie v

(2) qr(—%) = qr(y)
(3) qr(z o ¢) = max(qr(¢),qr(y)) fiir o € {A,V, =, <>}
(4) qr(3zy) = qr(Vry) = qr(y) +1

Der Quantorenrang ist also die maximale Schachtelungstiefe von Quantoren in der gegebenen
Formel.

Beispiel. Der Quantorenrang von Vz(JyPry — VzPxz) ist 2. Eine dquivalente Formel in PNF ist
VaVyVz(Pzy — Pzz). Man beachte, dass die Transformation in PNF in der Regel den Quantorenrang
erhoht.

Definition 5.14. Zwei 7-Strukturen 21, B sind m-dquivalent, (kurz 20 =, B), wenn fiir alle
T-Séitze 1 mit qr(y) < m gilt: A = gdw. B = .

Wir erweitern die Begriffe der elementaren Aquivalenz und der m-Aquivalenz auf Struk-
turen mit Parametern, d.h. in denen zusitzlich gewisse Elemente ausgezeichnet sind. Seien
A, B 7-Strukturen, und @ = ay,...,a,, b = by,...,b.Tupel von Elementen aus A bzw.
B. Dann ist (2A,a) = (°8,b), wenn fiir alle 7-Formeln v (z1,...,z,) gilt: 2 |= ¢ (a) gdw.
B = 1(b). Analog definiert man (A, @) =, (8, b).
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5.5 Ehrenfeucht-Fraissé Spiele

— That isn’t the way to play it.

— Why not?

— ‘Cause it isn’t the way to win.

— Is there a way to win?

— Well, there’s a way to lose more slowly.

Robert Mitchum, Jane Greer, in: Out of the Past

In diesem Abschnitt prisentieren wir eine spieltheoretische Deutung der elementaren
Aquivalenz und der m-Aquivalenz. Der Einfachheit halber betrachten wir fiir den Rest
dieses Kapitels nur relationale Strukturen.

Definition 5.15. Sei 7 eine relationale Signatur und 2, 8 7-Strukturen. Ein lokaler (oder
partieller) Isomorphismus von 2l nach 9B ist eine injektive Abbildung p : Def(p) — B
wobei Def(p) C A, so dass fiir alle n € N, alle Relationssymbole R € R™(7) und alle
ai,...,a, € Def(p) gilt:

(a1,...,a,) € R < (pay,...,pa,) € R®.
Die Menge aller lokalen Isomorphismen von 2( nach B bezeichnen wir mit Loc(2, B).

Das Bild von p ist Bild(p) := {pa : a € Def(p)}. Die leere Abbildung p mit Def(p) =
Bild(p) = @ ist trivialerweise ein lokaler Isomorphismus. Ein nicht-leerer lokaler Isomorphis-
mus ist ein Isomorphismus zwischen den von Def(p) und Bild(p) induzierten Substrukturen
von 2 und B. Wir identifizieren einen lokalen Isomorphismus p oft mit seinem Graphen,
d.h. mit der Menge {(a,pa) : a € Def(p)}. Insbesondere nennen wir p endlich, wenn sein
Graph endlich ist.

Beispiele. (1) Betrachte die Graphen

12 3 4 5

c d

p=1{(2,a),(3,b),(4,d)} ist ein lokaler Isomorphismus.

(2) Seien (A, <?) und B = (B,<?) lineare Ordnungen und ay,...,a, paarweise verschiedene
Elemente von A. Eine Abbildung p : a; + by,...,a, — b, ist ein lokaler Isomorphismus von
2 nach 9B genau dann wenn eine Permutation s : {1,...,n} — {1,...,n} existiert sodass
Qs(1) <2 Qs(2) <A Qs(n) und bs(l) <® bs(g) <B ... <P bs(n).

Das Spiel G,,,(2,B). Das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel G,, (2, B) wird von zwei Spielern nach
folgenden Regeln gespielt.

Das Spielfeld besteht aus den Strukturen 20 und 8. Wir setzten dabei voraus, dass
AN B = @. Die Spieler sind der Herausforderer und die Duplikatorin, oft auch bezeichnet
als Spieler I und II. Eine Partie besteht aus m Ziigen.
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Im i-ten Zug bestimmt der Herausforderer entweder ein Element a; € A oder ein b; €
B. Die Duplikatorin antwortet, indem sie ein Element aus der jeweils anderen Struktur
auswahlt.

Nach m Ziigen sind also Elemente ai,...,a, aus % und by, ..., b, aus B ausgezeich-
net. Die Duplikatorin hat die Partie gewonnen, wenn die Menge {(a1,b1),..., (am,bn)} ein
lokaler Isomorphismus von 20 nach 8 ist. Anderenfalls hat der Herausforderer gewonnen.

Nach 7 Ziigen in G, (2, B) ist eine Position (A, a1,...,a;,B,b1,...,b;) erreicht. Das ver-
bleibende Teil-Spiel, mit m — i Ziigen, bezeichnen wir mit G,,,—; (A, a1, ...,a;,B,b1,...,b;).

Eine Gewinn-Strategie des Herausforderers fiir ein solches (Teil-)Spiel ist eine Funktion,
die ihm in jeder erreichbaren Position mogliche Ziige nennt, mit denen er die Partie gewinnt,
egal wie seine Gegnerin spielt. Analog sind Gewinnstrategien fiir die Duplikatorin definiert.

Wir sagen, der Herausforderer (bzw. die Duplikatorin) gewinnt das Spiel G, (2, B), wenn
er (bzw. sie) eine Gewinnstrategie dafiir hat. Per Induktion iiber die Anzahl der Ziige zeigt
man leicht, dass fiir jedes (Teil-)Spiel genau einer der Spieler eine Gewinnstrategie hat.

Beispiele. (1) Sei % = (Z, <), B = (R, <). Die Duplikatorin gewinnt G»(2,B), aber der Her-
ausforderer gewinnnt G5 (2, B).

(2) Fiir 7 = {E, P} (wobei P einstelliges und E zweistelliges Relationssymbol) seien die folgenden
Strukturen gegeben:

A 4D

Auch hier gewinnt gewinnt der Herausforderer G3(2,93), die Duplikatorin aber G2 (2, B).

Das Spiel G(2(,8). Eine wichtige Variante ist das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel G(2l,B) oh-
ne feste Beschrinkung der Anzahl der Ziige: In jeder Partie bestimmt der Herausforderer
zunichst ein m € N, dann wird das Spiel G, (2, B) gespielt.

Der Herausforderer gewinnt also das Spiel G(2,) genau dann, wenn es ein m € N
gibt so, dass er das Spiel Gy, (2, B) gewinnt. Anders ausgedriickt: die Duplikatorin gewinnt
G(2,B) genau dann, wenn sie fiir jedes der Spiele G, (2, B) eine Gewinnstrategie besitzt.

Satz 5.16 (Ehrenfeucht, Fraissé). Sei 7 endlich und relational, 2,8 7-Strukturen.
(1) Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) A=B
(ii) Die Duplikatorin gewinnt das Ehrenfeucht-Fraissé Spiel G(2,*B)

(2) Fir alle m € N sind folgende Aussagen aquivalent:

(i) A=
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(ii) Die Duplikatorin gewinnt G, (2L, B).

Wir fithren hier nur den Beweis, dass eine Gewinnstrategie der Duplikatorin fiir das Spiel
G(2,B) (bzw. fiir G,,(A,B)) die elementare Aquivalenz (bzw. m-Aquivalenz) von 2 und
B impliziert.

Wir beweisen die folgende, etwas stéirkere Aussage.

Satz 5.17. Seien A, B 7-Strukturen, @ = ai,...,a, € A, b = bi,...,by € B. Wenn es
eine Formel ¢(z) mit qr(yp) = m gibt, so dass A | ¢(a) und B = —¢(b), dann hat der
Herausforderer eine Gewinnstrategie fiir G, (2, a,B,b).

Beweis. Sei m = 0. Quantorenfreie Formeln sind Boolesche Kombinationen von atomaren
Formeln. Wenn 2, @ und %8, b durch eine quantorenfreie Formel unterschieden werden, dann
also bereits durch ein Atom. Daraus folgt, dass {(a1,b1),..., (ar,b;)} kein partieller Isomor-
phismus von 2 nach B ist, also gewinnt der Herausforderer Go(2, a, B, b).

Sei nun qr(y)) = m > 0, A = 9(a) und B = —p(b). Die Formel () ist eine Boolesche
Kombination von Formeln mit Quantorenrang < m und von Formeln der Form Jyo(Z,y)
mit qr(¢) = m — 1. Es muss also mindestens eine Formel dieser Gestalt geben, welche
2,a und B, b unterscheidet. Wenn diese Formel Quantorenrang < m hat, dann hat nach
Induktionsvoraussetzung der Herausforderer eine Gewinnstrategie fiir G,,, 1(2,a, 8, b) und
also erst recht fiir G,, (2, a,B,b). Andernfalls gibt es eine Formel Jyp(Z,y) mit qr(p) =
m — 1, so dass entweder

(1) A= Jyp(a,y) und B | Vy—p(b,y), oder
(2) A = Vy—p(a,y) und B = ye(b,y).

Im Fall (1) wihlt der Herausforderer im ersten Zug ein ¢ € A mit 2 |= ¢(a, c). Fiir jedes
beliebige d € B, welches die Duplikatorin wihlen kann gilt B |= —p(b, d). Nach Induktions-
voraussetzung gewinnt der Herausforderer das Restspiel G,,_1(2,@,c,B,b,d). Im Fall (2)
gewinnt der Herausforderer, indem er ein d € B mit B |= ¢(b,d) wiihlt. Die Duplikatorin
wiihlt ein beliebiges ¢ € A. Also ist nach diesem Zug eine Position (2, a,c,,b, d) erreicht,
mit A = (@, c) und B = p(b,d). Da qr(—y¢) = qr(p) = m — 1 gewinnt der Herausforderer
nach Induktionsvoraussetzung das verbleibende Teilspiel G, 1(2, a, ¢, B, b, d). O

Daraus erhalten wir (indem wir 7 = 0 setzen und also Sitze betrachten) die Implikationen
(17) = (i) des Satzes von Ehrenfeucht und Fraissé.

(1) Die Duplikatorin gewinnt G(A,B) — A =B
(2) Die Duplikatorin gewinnt G, (2, B) — A =, B.

Beispiel. Die Strukturen 2 = (Z, <), B = (R, <) lassen sich durch einen Satz ¢ vom Quantorenrang
3 trennen, welcher ausdriickt, dass < nicht dicht ist:

Yi=TFrTy(z <y AVz(-z < z Az <y)).

Nach dem Satz von Ehrenfeucht-Fraissé gilt 2 23 9B, d.h. der Herausforderer gewinnt Gs5(2,B).
Eine Gewinnstrategie des Herausforderers besteht darin, in den ersten beiden Ziigen zwei aufein-
anderfolgende Elemente a und a + 1 von Z zu wéihlen. Die Duplikatorin muss mit zwei Elementen
r,s € R antworten, so dass r < s. Aber dann gewinnt der Herausforderer, indem er im dritten Zug
ein Element ¢ € R mit r <t < s wihlt.
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Anwendungen. Dies liefert eine wichtige Methode, um zu zeigen, dass eine Modellklasse
IC nicht elementar definierbar ist. Wenn es gelingt, Strukturen 2 € K und 8 ¢ K zu finden,
so dass die Duplikatorin das Spiel G(2,B) gewinnt, dann folgt, dass kein FO-Satz 21 und
B unterscheiden kann, und damit auch kein FO-Satz K axiomatisiert.

Eine stirkere Variante der Ehrenfeucht-Fraissé-Methode besteht darin, Folgen (24, )men,
(B1n)men von 7-Strukturen zu konstruieren, so dass fiir alle m, 2, € K, B,,, ¢ K und die
Duplikatorin das Spiel G, (2, %B,,) gewinnt. Die Annahme, dass K elementar ist, also
K = Mod(%) fiir ein 9 € FO(r), fihrt nun sofort auf einen Widerspruch: Sei m = qr(¢).
Nach dem Satz von Ehrenfeucht und Fraissé ist A, =, Bn. Also 2, = ¥ genau dann,
wenn B, = 1. Dies ist aber unmdglich, da 2, € £ und B, € K.

Beispiel. Sei 7 = @ und K die Klasse aller unendlichen 7-Strukturen, d.h. aller unendlichen
Mengen. Wir haben gesehen, dass K durch eine unendliche Satzmenge ®., axiomatisiert wird. Mit
der Ehrenfeucht-Fraissé-Methode kénnen wir nun zeigen, dass Ko, nicht endlich axiomatisierbar ist.

Fiir alle m € N, setze 2,,, = N und B, = {1,...,m}. Offensichtlich gewinnt die Duplikatorin
das Spiel Gy, (2, B ), also trennt kein Satz ¢ € FO(@) die endlichen von den unendlichen Mengen.

Transitive Hiillen sind nicht FO-definierbar. Eine fundamentale Einschrinkung der
Ausdrucksstéirke von FO ist das Fehlen eines Rekursionsmechanismus. Eigenschaften, wel-
che Rekursion (oder unbeschrinkte Iteration) erfordern sind im Allgemeinen nicht FO-
definierbar. Wir illustrieren dies am Beispiel der transitiven Hiille.

Satz 5.18. Sei 7 = {E} (die Signatur von Graphen). Es existiert keine Formel o(x,y) €
FO(7) welche in jeder T-Struktur A = (A, E) die transitive Hiille von E definiert, d.h. fiir
die gilt:

A = p(a,b) < es gibt in A einen E-Pfad von a nach b
< es gibt n >0, cp,...,cn, € A mitcg=a, c,=>b
und (¢;,civ1 € E fir alle i < n.

Satz 5.18 folgt unmittelbar aus dem folgendem Satz, den wir mit der Ehrenfeucht-Fraissé-
Methode beweisen.

Satz 5.19. Es gibt keinen Satz v € FO(7) so dass fiir jeden (endlichen, ungerichteten)
Graph G = (V, E) gilt:

G Ev <= G zusammenhdingend.

Wenn Satz 5.18 falsch wire, dann gébe es eine Formel ¢(z,y) welche in G ausdriickt,
dass ein Pfad von z nach y existiert. Aber dann wiirde v := VaVyp(z,y) ausdriickjen, dass
G zusammenhéngend ist.

Beweis. Wir definieren fiir jedes m € N einen zusammenhéingenden Graphen 2/, und einen
nicht zusammenhingenden Graphen 9B, so dass die Duplikatorin das Spiel G, (2, B)
gewinnt.

Sei A, ein Zyklus der Linge 2 und ‘B,, die disjunkte Vereinigung zweier Kopien von
. Zu zeigen ist:

Behauptung 1. Die Duplikatorin gewinnt G, (m, Bm)-
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Auf Graphen haben wir fiir je zwei Knoten z,y eine Distanz d(z,y), definiert als die
Linge eines kiirzesten Pfades von x nach y, wenn ein solcher existiert, und d(z,y) = oo,
wenn kein solcher Pfad existiert. Fiir Zahlen u,v € NU{oo} und n € N schreiben wir u =, v
wenn u = v oder u,v > n.

Behauptung 2. Die Duplikatorin kann so spielen, dass fir alle i < m und alle nach 4
Ziigen ausgewdhlten Elemente ay,...,a; € Uy und by, ... b € By, gilt:

d(aj,ar) =gm-i d(bj,by).

Fiir 1 = 0,1 ist dies trivial. Wir nehmen an, die Behauptung sei nach 4 Schritten erfiillt
und behandeln den Induktionsschritt durch Fallunterscheidung. Aus Symmetriegriinden
kénnen wir annehmen, dass der Herausforderer im (i + 1)-ten Zug ein Element a;11 € 2ym
auswihlt. Sei a; das am néchsten bei a; 1 liegende unter den bereits ausgewéhlten Elemen-
ten von 2y, d.h. d(aj,a;1) < d(ak, ait1) fiir alle & <.

(a) Sei d(aj,a;;1 < 2™ 0+D. Dann wihlt die Duplikatorin b; 11 so, dass d(bj,biy1 =

d(a‘ja ai+1)'
aj ;41 ag
I 1 1

< gm—(i+1)
b, bit1 by
I 1 1

= d(aj, ait1)

Da d(a;,ar) =9m-i d(b;,by)) schliessen wir:

e wenn d(aj,a;) = d(bj, bg), dann auch d(a;41,ar) = d(biy1,by).
e wenn d(a;1,a;) > 2™ und d(bii1,br) > 2™, dann gilt d(a;; 1, ar) > 2™71/2 =
om—(i+1) ynd d(bigr, by) > om—(i+1)
Also gilt d(ait1,a;) = d(bit1,bj) und d(aiy1, ag) =gm-r1) d(biv, dy).

(b) Sei d(ait1,a;) > 2™~ 0+, Die Duplikatorin wihlt b;; so, dass d(bjy1, by > 2™~ 0+
fir alle k <.

a; Ai+1 ag
; : i
gm—(i+1) gm—(i+1)
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Am Ende des Spiels (nach m Ziigen) gilt also d(aj, ax) =1 d(bj, by) fiir alle 5,k < m, d.h.

aj = ap < b = by,
(aj,ak) € F — (bj,bk)EE

Also ist die Abbildung a1 — by, ..., a, — b ein lokaler Isdomorphismus von 2, nach
B, d.h. die Duplikatorin gewinnt G, (s, B )- O



Kapitel 6

Vollstandigkeitsatz, Kompaktheits-
satz und Unentscheidbarkeit der
Pradikatenlogik

6.1 Der Sequenzenkalkiil

Wir erweitern den in Kapitel 1.6 beschriebenen aussagenlogischen Sequenzenkalkiil auf die
Pradikatenlogik.

Durch Einfithren neuer Konstantensymbole kénnen wir uns auf die Betrachtung von
Satzen beschrinken und so die etwas lastigen Komplikationen vermeiden, die sich aus Kon-
flikten zwischen freien und gebundenen Variablen ergeben kénnen. Sei ¢ eine beliebige Si-

gnatur und seien cy, ¢, . .. abzihlbar viele, paarweise verschiedene und nicht in o enthaltene
Konstantensymbole. Wenn wir jede Formel 4 (1, ..., 2;,) mit den freien Variablen 1, ..., z,
durch den Satz ¥ (cq,. .., ¢, ) ersetzten, dann konnen wir alle Fragen tiber Giiltigkeit, Erfiill-

barkeit und die Folgerungsbeziehung auf Sétze reduzieren.

Im Folgenden bezeichnet o eine beliebige abzihlbare Signatur und 7 = o U C fiir eine
abzihlbar unendliche Menge C von Konstanten, welche nicht in ¢ enthalten sind. Wenn von
1 € FO(7) oder I' C FO(7) die Rede ist, sind immer Sétze bzw. Satzmengen gemeint, es sei
denn, wir deuten durch die Notation ¢ (z) explizit an, dass z in 1) frei vorkommt.

Definition 6.1. Eine Sequenz ist ein Ausdruck I' = A, wobei ', A endliche Mengen von
Sétzen in FO(7) sind. Eine Sequenz I' = A ist korrekt, wenn jedes Modell von I' auch
ein Modell mindestens einer Formel aus A ist. Die Aziome des Sequenzenkalkiils sind alle
Sequenzen der Form ',y = A, 1. Die Schlussregeln sind dieselben wie beim aussagenlogi-
schen Sequenzenkalkiil, erweitert um die Gleichheitsregel, die Substitutionsregeln und die
Einfiihrungsregeln fiir die Quantoren 3 und V.

Die Gleichheitsregel ist

t=t=A
'=A

86
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Die Substitutionsregeln erlauben das Austauschen von Termen. Die Schreibweise ¢ = ¢’
deutet an, dass entweder ¢ = ¢’ oder ' = ¢ benutzt werden kann.

r A F=A
(S =) p(t) = = 9) = A, 9(t)
Lt=t 9t)=> A D t=t = At

Hier stehen ¢t fiir beliebige Grundterme aus T'(7); 1(x) ist eine beliebige Formel aus
FO(7), in der keine andere Variable als x frei vorkommt, und 4 (¢) ist die Formel, die man
daraus durch Substitution von ¢ fiir z erhélt.

Die Korrektheit der Gleichheitsregel ist trivial. Es ist auch leicht einzusehen, dass die
Substitutionsregeln korrekt sind. Wir erldutern dies fiir (= S): Sei I' = A, 9 () eine giiltige
Sequenz, und 2 ein Modell von T',t = t'. Zu zeigen ist, dass 2 dann entweder Modell einer
Formel aus A oder Modell von v (t') ist. Nehmen wir also an, dass in 2 alle Formeln aus
A falsch sind. Aber dann folgt 2 |= 1(t), denn I' = A, 4(¢) ist giiltig und A = I'. Da aber
auch A =t =1, folgt A = ¢(t').

Die Einfiithrungsregeln fiir 3 und V haben folgende Form:

Lyp(e) = A I'= A9(t)
(3=) (=3
I3z (z) = A I'= A, 3z(z)
wenn ¢ in I'; A und % (x) nicht vorkommt
r A = A
v =) S P(t) = (=) = A,1(c)
I Vzy(z) = A I'= A,Vzip(z)

wenn ¢ in I', A und 9 (z) nicht vorkommt

Beispiele. (1) Hier ist ein Beweis fiir die giiltige Sequenz dxVyRzxy = VydxRxy, welcher die
Anwendung der Quantorenregeln illustriert:

Red = Red Axiom
Red = JzRad (=3
VYyRey = JxRxd V=)
YyRcy = Yy3z Ry (=V)
JxVyRxy = YyIzRxy (=)

(2) Um die Sequenz Rfe,Vz(fz = ) = Rf fc abzuleiten, beginnt man mit dem Axiom Rfc =
Rfec. Wenn wir ¢(x) := Rfx wihlen, dann ist dies die Sequenz Rfc = ¢ (c). Mit der Regel (=
S) kénnen wir daraus die Sequenz Rfc, fc = ¢ = ¢¥(fc), also Rfc, fc = ¢ = Rf fc ableiten.
Durch Anwendung der Regel (V =) erhalten wir daraus eine Ableitung von Rfc,Vz(fz =
x) = Rf fe.

Ubung 6.1. Beweisen Sie die Korrektheit der Quantorenregeln. Zeigen Sie, dass in den Regeln
(3 =) und (= V) die Bedingung, dass ¢ nicht in I',4 und A vorkommt, nicht weggelassen werden
kann.

Die weiteren wesentlichen Begriffe konnen unmittelbar vom aussagenlogischen Sequen-
zenkalkiil iibernommen werden:
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Die Menge der ableitbaren Sequenzen ist die kleinste Menge, welche alle Axiome umfasst
und mit jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch die entsprechende Instanz
der unteren Zeile enthélt. Ein Beweis ist ein beschrifteter Baum, so dass alle Blitter mit
Axiomen, alle inneren Knoten mit der Konklusion einer Schlussregel und deren Kinder mit
den Prémissen derselben Regel beschriftet sind. Tabelle 6.1 fasst alle Regeln des Sequenzen-
kalkiils nochmals zusammen.

Tabelle 6.1: Die Regeln des Sequenzenkalkiils

Nit=t=A
- '=A
Lyt) = A L= Ayt
(S =) ) (=S )
Dt =t () => A Dt =t = A p(t)
=A% Ly=A
(=) ——— (=) ———
L= =A = A,
Ly=A rd=A = A 9,9
(V=) (=V) —
Lyvie=A = A9yVY
L9,9=A = A9 = A9
(h=) ———— (= A)
Loy Ad = A L= A 9N
= A9 rg=A L,y = A0
(—=) (=—) —mmm
Ly —-9=A = A4y —9
L) = A T'= At
3= ) (=3 )
I 3zy(z) = A I'= A, Jzy(x)
wenn ¢ in I'; A und 9 (z) nicht vorkommt
Lyt) = A L= A9
(V=) ) (=V )
O,V (z) = A I'= A, Vai(x)

wenn ¢ in I'; A und % (z) nicht vorkommt

Da die Axiome des Sequenzenkalkiils giiltig sind, und die Schlussregeln giiltige Sequenzen

immer in giiltige Sequenze iiberfiihren, folgt, dass im Sequenzenkalkiil nur giiltige Sequenzen
ableitbar sind.
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Satz 6.2 (Korrektheitssatz fiir den Sequenzenkalkiil). Jede im Sequenzenkalkil ab-
leitbare Sequenz ist giiltig.

6.2 Der Vollstindigkeitssatz

Ableitbarkeit in Theorien. Aus dem Sequenzenkalkiil erhidlt man auch einen Ableitungs-
begriff fiir einen einzelnen Satz oder eine Sequenz aus einer Menge von Hypthesen, z.B. aus
den Axiomen einer mathematischen Theorie.

Definition 6.3. Sei ® C FO(o) eine Menge von Sétzen. Ein Satz v ist ableitbar aus dem
Axiomensystem @, (kurz ® - ¢), wenn eine endliche Teilmenge I' von @ existiert, so dass
die Sequenz I' = 1 im Sequenzenkalkiil ableitbar ist. Eine Sequenz [' = A ist ableitbar aus
®, wenn es eine ableitbare Sequenz I', I = A gibt mit IV C ®.

Die Ableitbarkeit von Sequenzen und die Ableitbarkeit von einzelnen Sitzen sind im
Wesentlichen austauschbare Begriffe, denn die Sequenz I' = A ist ableitbar aus ¢ genau
dann, wenn ® - AT — \/ A.

Es gibt auch Satzmengen ® aus denen jeder Satz (der entsprechenden Signatur) ableitbar
ist. Eine solche Menge nennen wir inkonsistent. Aufgrund der Korrektheit des Sequenzen-
kalkiils sind inkonsistente Mengen unerfiillbar.

Beispiel. Jede Menge, welche einen Satz und gleichzeitig auch dessen Negation enthilt, ist inkonsi-
stent. In der Tat kénnen wir jede Sequenz der Form ¢, =) = ¢ mit der Regel (- =) aus dem Axiom
1 = 1), p ableiten.

Wenn nicht jeder Satz aus @ ableitbar ist, dann nennen wir ® konsistent. Offensicht-
lich ist ® konsistent genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von ® konsistent ist. Man
beachte, dass Konsistenz und Ableitbarkeit () syntaktische Begriffe sind, da sie sich auf
Formelmengen und Sétze als sprachliche Objekte und nicht auf ihre Bedeutung beziehen.
Die zugehorigen semantischen Begriffe sind die Erfiillbarkeit und die Folgerungsbeziehung

(F)-

Der Korrektheitssatz fiir den Sequenzenkalkiil impliziert: Wenn ® - ¢, dann auch ® = 1.
Der Vollstidndigkeitssatz besagt, dass auch die Umkehrung gilt.

Satz 6.4 (Vollstindigkeitssatz fiir den Sequenzenkalkiil). Fir jede Satzmenge ® C
FO(o) und jeden Satz ¢ € FO(o) gilt:

(i) DY <= dFy

(ii) @ erfillbar <= & konsistent.

6.3 Der Beweis des Vollstindigkeitssatz

Bemerkung. In der Vorlesung wird nur ein kurze Skizze des Beweises prisentiert. Sie
finden aber hier im Skript einen vollstindigen Beweis.

Man beweist den Vollstéindigkeitssatz, indem man fiir jede beliebige, nicht aus ® ableitba-
re Sequenz I' = A ein Modell 2 von ®UI'U—A konstruieren. Dabei ist =A := {—1) : ¢p € A}.
Daraus erhiilt man sofort die beiden Aussagen des Vollstindigkeitssatzes:
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(i) Wir wissen bereits, dass ® -1 = & |=¢. Wenn ® I 4, dann ist insbesondere die
Sequenz @ = 1 nicht aus ® ableitbar. Die Existenz eines Modells A = & U {1}
bedeutet aber, dass ® = 1.

(i) Wir wissen bereits, dass jede erfiillbare Menge konsistent ist. Sei umgekehrt ® konsi-
stent. Dann gibt es ein 1, so dass ® I/ ¢ und daher (nach (7)) auch ® }= . Also ist
® U {4} und daher insbesondere @ erfiillbar.

Wenn wir ® = & setzen, zeigt dies insbesondere, dass jede giiltige Sequenz im Sequen-
zenkalkiil ableitbar ist.

Es bleibt also die Aufgabe, fiir jede nicht aus ® ableitbare Sequenz I' = A ein Modell
von ® UT' U —=A zu konstruieren

6.3.1 Herbrandstrukturen und kanonische Modelle

Als Vorbereitung fiir die Modellkonstruktion behandeln wir Mengen von atomaren Sétzen.
Wir definieren den Begriff einer Herbrandstruktur und konstruieren daraus, durch Ubergang
zu einer geeigneten Quotientenstruktur, fiir jede unter Substitution abgeschlossenen Menge
von atomaren Aussagen das sogenannte kanonische Modell.

Definition 6.5. Eine Herbrandstruktur zu einer Signatur 7 ist eine 7-Struktur $), deren
Universum die Menge aller Grundterme der Signatur 7 ist und deren Funktionssymbole
durch ihre natiirliche Operation auf den Termen interpretiert werden: Fiir n-stelliges f € 7
ist fO(t1,...,tn) := ft1---t,. Die Interpretation der Relationssymbole aus 7 ist beliebig.

Eine Herbrandstruktur $) ist eine Struktur, deren algebraisches Redukt gerade die Ter-
malgebra iiber der leeren Variablenmenge ist. Beachte, dass in § jeder Grundterm durch
sich selbst interpretiert ist: 2 = ¢.

Sei ¥ eine Menge von atomaren 7-Sitzen. Mit $(X) bezeichnen wir die Herbrandstruktur
mit folgender Interpretation der Relationssymbole: Fiir n-stelliges R € 7 ist

RO = {(t1,...,tn) : Rty -1, € D}

Im Allgemeinen ist $(X) kein Modell von X: Seien ¢ und ¢’ zwei (syntaktisch) verschie-
dene Terme, so dass aber X die Formel ¢ = ¢’ enthélt. Dann ist $(X) Modell von ¢ # ¢’ und
daher kein Modell von 3. Es ist also offensichtlich notwendig, Gleichheiten herauszufakto-
risieren.

Definition 6.6. Eine Menge ¥ von atomaren Sitzen in FO(7) ist abgeschlossen unter
Substitution, wenn fiir jede atomare Formel 1(z) und alle Grundterme ¢,t' € T'(7) gilt:

(i) ¥ enthilt die Gleichung ¢t = t.
(7) Wenn ¢t = t' und 9 (¢) zu ¥ gehoren, dann auch ().

Beispiel. Sei A eine 7-Struktur und ¥ die Menge aller atomaren Sitze p, so dass 2 |= ¢. Dann ist
Y abgeschlossen unter Substitution.

Fiir beliebige Grundterme t,t' € T'(7) setzen wir nun: ¢ ~ ¢’ genau dann, wenn X die
Formel ¢ = ¢’ enthiilt.
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Lemma 6.7. Sei 3 abgeschlossen unter Substitution. Dann ist ~ eine Kongruenzrelation

auf 5(5).

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass ~ eine Aquivalenzrelation ist. Nach Bedingung (i) von
Definition 6.6 ist ~ reflexiv. Sei nun ¢ ~ ¢’ und also t = t' € X.. Wenn (z) die Formel 2 = ¢
ist, dann ist ¢ (¢) die Gleichung ¢t = ¢ und also in ¥. Nach Bedingung (%) von Definition 6.6
enthilt ¥ dann auch (t'); dies ist aber gerade die Gleichung ¢’ = ¢. Also folgt t' ~ ¢.
Schliesslich nehmen wir an, dass ¢t ~ ¢’ und t' ~ ¢". Sei 9(z) die Formel ¢ = z. Also enthélt
¥ 1)(t') und daher auch v(t"); dies ist aber die Gleichung ¢ = ¢". Also t ~ t".

Es bleibt zu zeigen, dass ~ mit den Funktionen und Relationen von $)(¥) kompati-

bel ist. Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol und seien sy ~ t1,...,s, ~ t,. Wir miissen
zeigen, dass fsy1---8, ~ ft1---t,. Zu diesem Zweck sei ;(z) die Gleichung fsi---s, =
fti - ti1xsip1--- sy firi =1,...,n. Per Induktion zeigen wir, dass ;(t;) € 2.

Die Formel 1)7(sq1) ist einfach fs;---s, = fs1---s, und daher in ¥. Also ist auch
1(t1) € X. Beachte nun, dass 9;11(s;+1) und ;(¢;) dieselbe Formel bezeichnen, namlich
fs1-+8p = ft1---t;Six18i42 - Sp. Nach Induktionsvoraussetzung gehort also 1;11(si+1)
zu X, und daher auch ;1 (t;+1). Damit folgt, dass 1, (t,) € X. Dies ist aber gerade die
Gleichung fs1---s, = ft1---tp.

Schliesslich miissen wir zeigen, dass fiir jedes n-stellige Relationssymbol R und s; ~
t1,...,8p ~ t, folgt

H(E) = Rs1 - $n ¢ Rty .

Die Argumentation ist wie bei den Funktionssymbolen, unter Verwendung der Formeln
Yi(x) := Rty -t 1XSiq41 "+ Sp. O

Wir konnen also die Faktorstruktur 20(X) := $9(X)/. bilden. Wir bezeichnen mit [¢]
die Aquivalenzklasse von t beziiglich ~; das Universum von () ist also die Menge {[{] :
t Grundterm in T(7)} der Aquivalenzklassen aller Grundterme. Offensichtlich wird in 2((X)
jeder Grundterm ¢ durch seine Aquivalenzklasse interpretiert: £(*) = [t]. Unmittelbar aus
der Definition folgt:

Lemma 6.8. Flir jeden atomaren Satz ¢ aus FO(7) gilt: A(X) E ¢ <= ¢ € X.

2(X) heisst das kanonische Modell von ¥. Leider lasst sich Lemma 6.8 nicht direkt auf
Mengen von nicht-atomaren Sétzen iibertragen. Betrachte etwa die Menge ¥ := {t = ¢ :
t ein Grundterm} U {3z Rz }. Diese Menge ist trivialerweise abgeschlossen unter Substituti-
on, enthiilt aber keine Aussage der Form Rt. Daher ist R*(*) = @ und also 2(X) ¥~ 3zRx.
Analoges gilt fiir die Menge {t =t : ¢ ein Grundterm} U { Rz V Ry}. Man sieht aus diesen
Beispielen, dass ¥ neben der Abgeschlossenheit unter Substitution noch weitere Abschlussei-
genschaften besitzen muss, damit A(X) = ¥ gilt.

6.3.2 Hintikka-Mengen und Modell-Existenz-Satz

Sei I' = A eine nicht aus ® ableitbare Sequenz. Wir werden eine unendliche Folge von nicht
aus ¢ ableitbaren Sequenzen I'), = A, konstruieren und damit eine Satzmenge gewinnen,
welche @ UT' U —A umfasst und welche hinreichende Abschlusseigenschaften besitzt, um zu
garantieren, dass die dadurch definierte kanonische Struktur ein Modell von ® UT' U - A ist.
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Um den Beweis zu vereinfachen, beschrinken wir uns auf reduzierte Sitze (d.h. solche,
die aus den Atomen mittels V, = und 3 aufgebaut sind).

Obwohl wir im Sequenzenkalkiil auch Schlussregeln fiir A, — und V angegeben haben,
bedeutet die Reduktion auf reduzierte Sétze keine Einschriinkung der Allgemeinheit: Sei
etwa ['g = Ay eine nicht-ableitbare Sequenz bestehend aus beliebigen Sitzen und sei
I't = A; die Sequenz, die wir erhalten, indem wir jeden Satz durch eine &dquivalente
reduzierte Variante ersetzen.

Zunichst iiberlegt man, dass auch I'1 = A; nicht ableitbar ist. Wir zeigen exem-
plarisch, dass die Ableitung einer Sequenz der Form T, (¢ A ¢) = A aus Iy = A
und T, o = A mittels der Regel (A =) simuliert werden kann durch eine Ableitung der
fquivalenten Sequenz I', =(—t) V =¢) == A mit den Regeln (= =), (= =) und (= V).

L= A Lp=A
= A, L= A -
FjAv(_'i/JV_"P)
F=(=pV—p) = A

Die Argumentation fiir Sequenzen mit Sitzen der Form ¢ — ¢ und Vay(z) ist
analog.

Umgekehrt ist ein Modell von I' A =A natiirlich auch ein Modell von I A =A’ und
erbringt damit den Nachweis, dass I'' = A’ nicht korrekt ist.

Sei ® C FO(o) und sei 7 = o U C fiir eine abzihlbar unendliche Menge von neuen
Konstantensymbolen. Wir fixieren zunéchst eine Aufzihlung (po,%0), (¢1,%1),..., in der
jedes Paar (y,t), bestehend aus einem Satz ¢ € FO(7) und einem Grundterm ¢ € T'(7)
unendlich oft vorkommt, und eine Aufzihlung o(zg), 11 (21),... aller atomaren FO(7)-
Formeln mit genau einer freien Variablen.

Wir definieren induktiv aufsteigende Folgen I'g C 'y C -+ und Ay C Ay C -+ wie

folgt:

SeiI'g ;=TI und Ag := A. Wir nehmen nun an, I',, und A,, seien bereits konstruiert

und I';, = A, sei nicht aus ® ableitbar.

(a)

Sei ¢, eine Formel aus ® oder eine Gleichung ¢ = ¢. Dann setze I';, 1 := ['y, ¢, und
An+1 = An

Die Sequenz I'y, 11 = A, ist nicht aus ® ableitbar, denn sonst wére auch I';; = A,
aus ® ableitbar.

Sei ¢, von der Gestalt t = t'. Wenn ¢,, € T, und ein m € N existiert, so dass 1,,(t') €
[y, aber ¢, (t) & Ty, dann wihle das kleinste solche m und setze ', 11 := Ty, 9, (%)
und A, 41 = Ay,

Die Sequenz I';, 11 = A,41 ist nicht aus ® ableitbar, denn sonst wiirde mit Regel
(S =) folgen, dass auch T'y,,t = t/, 9, (t') = A, ableitbar ist. Da t = ¢ und 9,,,(¢')
bereits in I';, enthalten sind, wire also I';, = A,, ableitbar, im Widerspruch zur In-
duktionsannahme.

Sei ¢, := —p. Wenn ¢, € T';,, dann setze [';,11 := '}, und A,11 := Ay, 7. Wenn
on € Ay, dann setze I'y 1 ;=19 und Ay = Ay,

Mit den Regeln (= =) und (= —) folgt, dass I'y,+1 = Ay nicht aus ® ableitbar ist.
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(d) Seip, =1 ViY. Wenn ¢, € T',,, dann setzen wir A, 11 := A, und konnen aufgrund der
Regel (V =) entweder '), ;1 :=I'y,, ¢ oder 'y 41 := Ty, ¥ so wéhlen, dass 'y, 11 = Apqg
nicht ableitbar ist. Wenn ¢, € A,, dann setzen wir I';,11 := T, und Ay = Ay, 9,9
und verwenden die Regel (= V).

(e) Sei ¢, von der Gestalt dzxt(z). Wenn ¢, € I',, dann wéhle ein ¢ € C, welches in
I, und A, nicht vorkommt. Setze 'y 1 := 'y, 9(c) und Ap,yq := A,,. Die Sequenz
Ih+1 = Apgq ist nicht ableitbar; andernfalls wiirde (da ¢ in ®,T", und A, nicht
vorkommt) mit der Regel (3 =) folgen, dass auch I'y,, 3z9)(z) = A, und also I';, = A,
aus ® ableitbar wire.

Wenn ¢, € A,, dann setze 'y, 1 := T, und A, 11 = Ay, ¥(¢,). Mit Regel (= 3) folgt,
dass I'41 = Ap4q nicht ableitbar ist.

In allen andern Féllen sei I'y, 41 := I'y, und Apyq := A,. Man beachte, dass aufgrund von
Schritt (a) der Konstruktion ® in [J,cy s enthalten ist.

Lemma 6.9. Die Mengen I'* := (J,cnTn und A* := {J, oy An besitzen folgende Eigen-
schaften:

(1) T* und A* sind disjunkt.

(2) Die atomaren Sdtze in I'* sind abgeschlossen unter Substitution (gemdss Definti-
on 6.6).

(8) Wenn —p € T'*, dann ist ) € A*. Wenn —p € A*, dann ist ¢ € T'*.

(4) Wenn ¢ V& € I'*, dann gehort ¢ oder 9 zu I'*. Wenn ¢ V9 € A* dann gehoren 1
und U zu A*.

(5) Wenn Jzip(x) € I'*, dann gibt es einen Grundterm t, so dass ¥(t) € I'*. Wenn
dzep(z) € A*, dann ist (t) € A* fiir alle Grundterme t.

Beweis. Die Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Konstruktion der Sequenzen
I, = A,

(1) Wenn 9 € I'" N A*, dann gibt es ein n € N, so dass ¢ € I';, N A,,. Aber dann wére
I', = A, ein Axiom und somit ableitbar.

(2) Die Schritte (a), (b) in der Konstruktion garantieren, dass I'* alle Gleichungen ¢ = ¢
enthélt, und mit ¢ = ¢’ und 4 (¢) auch 1 (¢'), fir alle atomaren Formeln v (z).

(3) Wenn —p € T'*, dann gibt es (da jeder Satz in der Aufzidhlung g, 1, ... unendlich
oft vorkommt) ein hinreichend grosses n, so dass ¢, = =t € I';,. Nach Schritt (c) der
Konstruktion folgt, dass 1 € A*. Der Fall, dass =9 € A* wird analog behandelt.

(4) Wenn v V ¢ € T*, dann gibt es ein n, so dass ¢, = 1 V9 € I';,. Nach Schritt (d) ist
entweder 9 oder 9 in I'y, 1. Das Argument fiir ¢ V 9 € A* ist analog.

(5) Wenn Jz1)(z) in T, dann gibt es nach Schritt (e) ein ¢, so dass ¥ (c) € I'*. Wenn
Jdze(xz) € A* und ¢ ein beliebiger Grundterm ist, dann gibt es hinreichend grosse n, so
dass ¢, die Formel 321 (z) und t,, der Term ¢ ist. Nach Konstruktion ist 1 (¢,) € Ap41.
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O

Definition 6.10. Sei I'*; A* ein Paar von Satzmengen welches die Eigenschaften (1)—(5)
erfiillt. Dann heisst I'* U ~A* eine Hintikka-Menge.

Theorem 6.11 (Modell-Existenz-Satz). Jede Hintikka-Menge besitzt ein Modell.

Beweis. Sei T' = I'* U =A* eine Hintikka-Menge und ¥ die Menge aller Atome in I'*. Nach
Bedingung (2) ist ¥ abgeschlossen unter Substitution. Wir behaupten, dass A(X), die ka-
nonische Struktur zu ¥, ein Modell von T ist. Dazu beweisen wir per Induktion iiber den
Formelaufbau, dass fiir jeden Satz ¢ gilt:

pel™ — AT) o
pEA = AXD)E

(i) Fir atomare Sétze ist dies bereits bewiesen (Lemma 6.8).

(ii) Sei ¢ = —1p. Wenn ¢ € I'*| dann ist ¢y € A*. Per Induktionsvoraussetzung folgt
A(X) = —p. Wenn ¢ € A*, dann ist ¢ € I['*, also 2(X) = 9 und daher A(X) = —¢.

(iii) Sei ¢ := 9 V. Wenn ¢ € I'*| dann ist entweder ¢y oder ¢ in I'* und damit nach
Induktionsvoraussetzung wahr in 2(X). Wenn ¢ € A* dann sind % und 9 in A*, also

A(S) k.

(iv) Sei ¢ = Jzyp(x). Wenn ¢ € I'*, dann gibt es ein ¢, so dass ¢(t) € I'*. Also gilt per
Induktionsvoraussetzung 2(X) = v(t) und daher A(X) = Jzp. Wenn Jzp € A*, dann
ist 9(t) € A* und daher per Induktionsvoraussetzung A(X) = —(¢) fiur alle £. Da
jedes Element von (X)) einen Grundterm interpretiert, folgt A(X) = -3z (z).

O

Wir sind ausgegangen von einer Satzmenge ¢ und einer nicht aus ® ableitbaren Sequenz
I' = A. Wir haben daraus eine unendliche Folge von Sequenzen I'), = A,, konstruiert, und
daraus eine Hintikka-Menge T := | J,,cyy ['n UU, oy 7Ax erhalten, welche @ UT'U—-A enthilt.
Wir haben schliesslich gezeigt, dass das kanonische Modell der Atome einer Hintikka-Menge
ein Modell der gesamten Hinikka-Menge ist. Insbesondere folgt also, dass @UI'U-A erfiillbar
ist. Damit ist der Vollstindigkeitssatz bewiesen.

Uberabzihlbare Signaturen. Wir haben hier den Vollstéindigkeitssatz nur fiir abzihl-
bare Signaturen bewiesen. Er gilt aber auch fiir beliebige Signaturen (siehe etwa: H.-D
Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas FEinfiihrung in die Mathematsche Logik, 4. Auflage,
Spektrum Akademischer Verlag (1996), Kapitel V).

Die Menge aller Terme iiber einer abzéhlbaren Signatur ist selbst abzidhlbar. Das im
Beweis des Vollstiandigkeitssatzes konstruierte Modell einer konsistenten Satzmenge ist also
abzéhlbar. Damit erhalten wir unmittelbar eine interessante, rein semantische Folgerung.

Satz 6.12 (Lowenheim, Skolem). Jede erfiillbare, abzihlbare Satzmenge hat ein abzdihl-
bares Modell.
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Der Vollstandigkeitssatz hat auch eine interessante algorithmische Konsequenz. Wie je-
der Beweiskalkiil erlaubt auch der Sequenzenkalkiil die systematische Generierung aller ab-
leitbaren Objekte. Aus dem Vollstéindigkeitssatz folgt demnach, dass es einen Algorithmus
gibt, der alle allgemeingiiltigen FO(7)-Sitze aufzihlt. Dies bedeutet allerdings nicht, dass
man einen Algorithmus zur Vefiigung hétte, mit dem man zu jedem vorgelegten FO(7)-Satz
entscheiden konnte, ob dieser allgemeingiiltig ist: Sei etwa 1 der gegebene Satz. Man kann
nun systematisch alle allgemeingiiltigen Sitze g, @1, . .. aufzihlen. Wenn 1 tatséichlich all-
gemeingiiltig ist, wird man irgendwann ein ¢; := 9 erhalten und hat damit die richtige
Antwort. Wenn aber ¢ nicht allgemeingiiltig ist, dann kann man dies durch ein solches
Aufzahlungsverfahren nicht feststellen.

Wir werden im néichsten Kapitel die Begriffe der rekursiv aufzihlbaren und der entscheid-
baren Mengen genauer studieren und schliesslich zeigen, dass es keinen Algorithmus geben
kann, welcher die Menge der allgemeingiiltigen Sétze der Pridikatenlogik entscheidet.

Schnitt-Elimination. Sequenzenkalkiile gibt es in vielen verschiedenen Varianten.
Interessant ist insbesondere die Erweiterung um die sogenannte Schnittregel:

Fe=A TI'=sAp
= A

Diese Regel ist eine Variante des Modus Ponens, welcher in andern Beweiskalkiilen
verwendet wird und die Ableitung von ¢ erlaubt, wenn vorher ¢ und 1) — ¢ bewiesen
wurden. Die Schnittregel erlaubt es, aus ldngeren Sequenzen kiirzere abzuleiten. Be-
weise mit Schnittregel konnen sehr viel kiirzer sein als solche ohne Schnitte, aber eine
systematische Beweissuche und -analyse ist kaum mehr moglich. Gentzen formulierte
seinen Sequenzenkalkiil urspriinglich mit Schnittregel und bewies dann seinen beriihm-
ten Schnitt-Elimationsssatz, welcher besagt, dass beliebige Beweise durch solche ohne
Schnitte simuliert werden konnen. Da wir hier direkt die Vollstdndigkeit des Sequen-
zenkalkiils ohne Schnittregel bewiesen haben, kann man sich diesen (sehr aufwendigen)
Beweis sparen.

6.4 Der Kompaktheitssatz

Der Vollsténdigkeitssatz schafft eine Briicke zwischen Syntax und Sematik der Pridika-
tenlogik und erlaubt es, Eigenschaften der Ableitungsbeziehung und der Konsistenz (also
syntaktischer Begriffe) auf die Folgerungsbeziehung und die Erfiillbarkeit (also semanti-
sche Begriffe) zu tibertragen. Die wichtigste Folgerung aus dem Vollstandigkeitssatz ist der
Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz.

Satz 6.13 (Kompaktheitssatz der Priadikatenlogik). Fir jede Menge ® C FO(7) und
jedes 1 € FO(r)

(i) ® =1 genau dann, wenn eine endliche Teilmenge ®o C ® existiert, so dass Py = 1.
(ii) ® ist erfillbar genau dann, wenn jede endliche Teilmemge von ® erfillbar ist.

Beweis. Aus der Definition der Ableitungsbeziehung folgen die entsprechenden syntaktischen
Aussagen unmittelbar:

(i) ® k4 genau dann, wenn ®q - 1) fiir eine endliche Teilmenge &y C ®.
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(ii) ® ist konsistent genau dann, wenn jede endliche Teilmemge von ® konsistent ist.

Da nach dem Vollstindigkeitssatz eine Formelmenge erfiillbar ist genau dann, wenn
sie konsistent ist, und die Folgerungsbeziehung = mit der Ableitungsbeziehung - zusam-
menfillt, ergeben sich die semantischen Aussagen des Kompaktheitssatzes. O

Anwendungen des Kompaktheitssatzes. In Kapitel 5.1 haben wir gesehen, dass die
Klasse aller Kérper mit Charakteristik p endlich axiomatisierbar ist durch den Satz ¥isrper A
Xp, Wobel Yksrper die Konjunktion der Kérperaxiome und x,, der Satz 1 +---+1 = 0 ist.

p mal
Fiir Kérper der Charakteristik 0 haben wir das unendliche Axiomensystem

Qg = {’l/JKﬁrper} U {_'Xp :p Primzahl}

angegeben. Aus dem Kompaktheitssatz konnen wir nun folgern, dass jedes Axiomensystem
fiir diese Klasse unendlich sein muss.

Satz 6.14. Die Klasse der Korper der Charakteristik 0 ist nicht endlich aziomatisierbar.

Beweis. Sei ¢ € FO(7q4,) ein beliebiger Satz, welcher in allen Kérpern der Charakteristik 0
gilt; also @ = 9. Aus dem Kompaktheitssatz folgt, dass es eine Primzahl ¢ gibt, so dass
bereits

{¥xsrper} U {=Xp : p < ¢,p Primzahl} = ¢.

Also gilt 9 auch in allen Koérpern mit hinreichend grosser Charakteristik und axiomatisiert
also nicht die Korper der Charakteristik 0. U

Satz 6.15. Sei ® C FO(7) eine Satzmenge mit beliebig grossen endliche Modellen (d.h. fiir
jedes n € N gibt es ein Modell A |= ® mit endlichem 2 und || > n). Dann hat ® auch ein
unendliches Modell.

Beweis. Sei © := ®U{ps, : n € N} wobei ¢y, := 3z --- Iz A1§i<j§n z; # x;. Die Modelle
von O sind also gerade die unendlichen Modelle von ®.

Es geniigt zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge ©¢ C © erfiillbar ist, denn mit dem
Kompaktheitssatz folgt dann, dass auch © erfiillbar ist. Fiir jedes endliche ©g gibt es aber
ein ng € N, so dass ©g C ® U {ps, : n < np}. Da nach Voraussetzung ¢ beliebig grosse
endliche Modelle hat, ist O erfiillbar. ]

Korollar 6.16. Die Klasse aller endlichen 7-Strukturen ist nicht axziomatisierbar in FO.

Ebenso folgt, dass die Klasse aller endlichen Gruppen, die Klasse aller endlichen Koérper,
die Klassen aller endlichen Graphen etc. nicht FO-axiomatisierbar sind.

Definition 6.17. Seien A, B zwei Mengen. Wir sagen, A ist mindestens so méchtig wie B
(kurz |A| > |B]), wenn eine injektive Funktion f : B < A existiert.

Satz 6.18 (Aufsteigender Satz von Lowenheim-Skolem). ® besitze ein unendliches
Modell. Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell ® = ® dber einem Universum D welches
mindestens so mdachtig wie M ist.
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Beweis. Sei ® C FO(7) und sei {¢;,, : m € M} eine Menge von paarweise verschiedenen
Konstantensymbolen, welche nicht zu 7 gehéren. Setze

O:=dU{cy #cp:m,n € M,m#n}.

Wir zeigen, dass © erfiillbar ist. Wegen des Kompaktheitssatzes geniigt es zu zeigen,
dass fiir jede endliche Teilmengen My C M die Formelmenge

©p =P U {cym # cp:m,n € My, m # n}

erfiillbar ist.

Nach Voraussetzung gibt es ein Modell B8 = ® mit unendlichem %. Da M endlich ist,
konnen wir in B paarweise verschiedene Elemente b, fir alle m € My auswihlen. Sei 2 die
Expansion von 8 durch die Konstanten c% := by, fiir m € M. Offensichtlich gilt 2 = Oy.

Damit ist gezeigt, dass © erfiillbar ist. Sei © ein Modell von © mit Universum D. Die
Abbildung f : M — D mit f(m) = ¢ ist injektiv, da fiir m # n aus M gilt: © | ¢, # cn-
Da ® = O gilt insbesondere auch ® |= ®. O

Wir erinnern daran, dass die Theorie Th(2) einer 7-Struktur 2 aus allen Sétzen 1) €
FO(7) mit 2 = ¢ besteht, und dass zwei Strukturen 2(, B elementar dquivalent sind (kurz
2 = B), wenn sie dieselbe Theorie haben.

Lemma 6.19. {8 : A = B} ist die kleinste axiomatisierbare Modellklasse, die 20 enthdlt.

Beweis. Offensichtlich ist {8 : 2 = B} = Mod(Th(2)) und also axiomatisierbar. Wenn
A = @ und B = A, dann gilt offensichtlich auch B = ®. Also gilt fiir alle ® C FO(7): Wenn
2A € Mod(®), dann ist {B : A =B} C Mod(P). O

Nach dem Isomorphielemma sind isomorphe Strukturen auch elementar dquivalent. Die
Umkehrung gilt fiir unendliche Strukturen im Allgemeinen nicht.

Satz 6.20. Sei 2 eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Struktur B mit A =B, aber
A 2 9B. Insbesondere ist die Isomorphieklasse {28 : A = B} von A nicht aziomatisierbar in
der Prddikatenlogik.

Beweis. Th(2l) besitzt ein unendliches Modell, und deshalb nach dem aufsteigenden Satz von
Lowenheim-Skolem auch ein Modell B, das mindestens die Méchtigkeit der Potenzmenge
P(A) von A hat. Nach Satz 2.2 ist B nicht gleichméchtig zu 2 und deshalb insbesondere
auch nicht isomorph zu . Da B = Th(2) (und Th(2() vollstandig ist) ist aber B elementar
aquivalent zu 2. Also liegt in jeder axiomatisierbaren Modellklasse, welche 2 enthélt, auch
eine zu 2 nicht-isomorphe Struktur. ]

Nichtstandardmodelle der Arithmetik. Die Arithmetik ist die Theorie Th(DM) der
Struktur 9N = (N, +, -,0,1). Ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist eine zu 9N elementar
dquivalente, aber nicht zu 91 isomorphe 7,,-Struktur.

Aus dem aufsteigenden Satz von Lowenheim-Skolem folgt: Es gibt ein (iiberabzihlbares)
Nichtstandardmodell der Arithmetik. Ein schirferes Resultat liefert der folgende Satz von
Skolem.

Satz 6.21 (Skolem). Es gibt ein abzdhlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik.
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Beweis. Sei ® := Th(M) U {c # n : n € N}, wobei ¢ ein neues Konstantensymbol ist, 0 := 0,
undn:=14---+1firn > 1.
—_———

n mal

Jede endliche Teilmenge ®; C ® besitzt ein Modell 2 = (91, ¢*) mit hinreichend grossem
c® € N. Also ist nach dem Kompaktheitssatz ® erfiillbar und hat daher nach dem Satz von
Loéwenheim-Skolem sogar ein abzihlbares Modell %B. Sei € = B [ 7,4, (das durch Weglassen
von c® definierte Redukt von %B). Da B = Th(MN) ist N = (B | 7ur).

Es bleibt zu zeigen, dass es keinen Isomorphismus 7 : 91 — (B | 7,,) geben kann. Fiir
jeden solchen Isomorphimus 7 miisste gelten, dass 7(n) = n(n™) = n® fiir alle n € N. Da
7 surjektiv ist, gibt es ein k € N, so dass ¢® = n(k) = k>.

Damit erhalten wir einen Widerspruch: Einerseits gilt B |= ¢ = k, aber andererseits, da
die Formel ¢ # k in ® enthalten ist, auch B |= ¢ # k. O

Ubung 6.2. Sei 2 ein abzihlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik, sei p(z,y) die Formel
r#yAJz(z+ 2z =y) und sei (A, <) := (A, o).

(a) Zeigen Sie, dass (A, <) ein Modell von Th(M, <) ist (also ein abzihlbares Nichtstandardmo-
dell der geordneten Arithmetik).

(b) Zeigen sie, dass (A, <*) keine Wohlordnung ist (also eine unendliche absteigende Kette enthélt).

(c) Beschreiben Sie die Ordnungsstruktur von (A4, <*): Betrachten Sie die Ordnung (B, <?) mit
B =Nx{0}UZ x Q>° und (a,b) <B (a,b'), wenn b < V' oder wenn b = b’ und a < a';
also informell: (B, <?) ist zusammengesetzt aus (N, <) und dahinter abziihlbar vielen, dicht
hintereinanderliegenden Kopien von (Z, <). Zeigen Sie, dass es eine Einbettung von (B, <?)
in (4, <) gibt.

Ubung 6.3. Zeigen Sie, dass es iiberabziihlbar viele abzihlbare Modelle der Arithmetik gibt. Hin-
weis: Sei ¢(z,y) := Jz(x - z = y). Die Primteiler eines Elements a eines Nichstandardmodells 2 der
Arithmetik seien die Primzahlen p € N, so dass 2 = ¢[p, a]. Zeigen Sie, dass es zu jeder Menge Q
von Primzahlen ein abzihlbares Nichtstandardmodell 2 der Arithmetik gibt, welches ein Element a
enthilt, dessen Primteiler genau die Elemente von @ sind.

*Warum der Kompakheitssatz so heisst. Sei 7 eine beliebige Signatur und S die
Menge aller vollstdndigen 7-Theorien. Wir definieren eine Topologie auf S, deren Basis
aus den Mengen Oy, := {T € S : ¢ € S} fiir alle Siitze ¢» € FO(7) besteht. Man beachte,
dass OyNO, = Oyp,- Fernerist S—0y ={T € S ¢T}={T' € S:p € S} =0-y.

Die Basis der Topologie besteht also aus offen-abgeschlossenen Mengen. Zudem ist S
hausdorffsch, d.h. je zwei verschiedene Punkte lassen sich durch disjunkte Umgebungen
trennen. Zu zwei beliebigen vollstéindigen Theorien T # T gibt es nimlich einen Satz
Y mit ¢ € T,—p € T' und daher T' € Oy, T" € O~y und natiirlich Oy, N O~y = @.

Die offenen Mengen von S sind die Mengen der Form | J oea Uy, die abgeschlossenen
diejenigen der Form (1,4 Oy, fiir beliebige Satzmengen ® C FO(r).

Der Kompaktheitssatz besagt nun, dass der topologische Raum S kompakt ist, d.h.
dass jede offene Uberdeckung von S eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Dies zeigt
man wie folgt:

Jede offene Uberdeckung von S kann zu einer Uberdeckung der Form U ped 0O,
verfeinert werden, fiir eine geeignete Satzmenge ® C FO(7).

Alsoist @ =5 = Uyea Op = Nyea, O-p-

Daher lisst sich die Satzmenge {—¢ : ¢ € ®} nicht zu einer vollstdndigen Theorie
erweitern und ist also unerfiillbar. Nach dem Kompaktheitssatz ist bereits {—p : ¢ € ®¢}

fiir ein endliches ®o € ® unerfiillbar. Folglich ist S =5 — g, O-p = Uyea, Op-
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6.5 Die Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Das klassische Entscheidungsproblems der mathematischen Logik kann auf verschiedene,
dquivalente Weisen formuliert werden:

Erfiillbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder vorgelegten Formel
der Pridikatenlogik entscheidet, ob sie erfiillbar ist oder nicht.

Giiltigkeit: Man finde einen Algorithmus, welcher zu jeder Formel v der Pridikatenlogik
entscheidet, ob sie allgemeingiiltig ist, d.h. ob jede zu v passende Interpretation ein
Modell von ¢ ist.

Beweisbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder Formel ¢ € FO ent-
scheidet, ob 1 (aus der leeren Hypothesenmenge) ableitbar ist. (Hier wird ein fester,
vollsténdiger Beweiskalkiil fiir die Pridikatenlogik zugrunde gelegt, z.B. der Sequen-
zenkalkiil).

Die Aquivalenz dieser Probleme ist unmittelbar einsichtig: Eine Formel 1) ist erfiillbar
genau dann, wenn —¢ nicht allgemeingiiltig ist, und nach dem Vollsténdigkeitssatz ist eine
Formel allgemeingiiltig genau dann, wenn sie ableitbar ist.

Das klassische Entscheidungsproblem wurde zu Beginn dieses Jahrhundert von Hilbert
formuliert und war Teil seines formalistischen Programms zur Losung der Grundlagenpro-
bleme der Mathematik. Hilbert und Ackermann schrieben:

Das Entscheidungsproblem ist geldst, wenn man ein Verfahren kennt, das bei einem
vorgelegten logischen Ausdruck durch endlich viele Operationen die Entscheidung tiber
die Allgemeingiiltigkeit bzw. Erfillbarkeit erlaubt. (...) Das Entscheidungsproblem muss
als das Hauptproblem der mathematischen Logik bezeichnet werden.

D. Hilbert, W. Ackermann, Grundziige der theoretischen Logik, 1. Auflage, Berlin
1928, S. 73ff.

In der Tat hitte eine positive Losung des Entscheidungsproblems weitreichende Folgen
fiir die Mathematik. Man konnte dann, mindestens im Prinzip, zahlreiche offene Probleme
der Mathematik (z.B. die Riemann-Hypothese) durch Anwendung des Entscheidungsalgo-
rithmus 16sen.

Fiir gewisse Teilklassen der Préadikatenlogik konnen solche Entscheidungsalgorithmen
angegeben werden.

Ubung 6.4. Man konstruiere einen Algorithmus, welcher das Erfiillbarkeitsproblem fiir Formeln
16st, deren Signatur ausschliesslich aus monadischen (d.h. einstelligen) Relationssymbolen besteht.
Hinweis: Man zeige, z.B. mit Hilfe des Ehrenfeucht-Fraissé Spiels, dass jede erfiillbare Formel mit
Quantorenrang m und g monadischen Relationssymbolen ein Modell mit héchstens m2? Elementen
besitzt.

Ubung 6.5. Zeigen sie, dass das Erfiillbarkeitsproblem entscheidbar ist fiir Formeln der Gestalt
dxy - -3z, Yy - - - Yysp, wobei ¢ quantorenfrei und relational sein soll. Hinweis: Zeigen Sie, dass jeder
erfiillbare Satz dieser Gestalt ein Modell mit hdchstens r Elementen besitzt.

Ubung 6.6. Zeigen Sie, das das Erfiillbarkeitsproblem fiir existentielle Formeln (mit beliebiger
Signatur) entscheidbar ist.
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Ubung 6.7. Beurteilen Sie die Komplexitiit dieser Entscheidungsalgorithmen.

1936/37 haben Church und Turing unabhingig voneinander bewiesen, dass das Ent-
scheidungsproblem nicht algorithmisch losbar ist. Im Gegensatz zur Aussagenlogik und der
Modalllogik ist das also Erfiillbarkeitsproblem fiir die Pradikatenlogik unentscheidbar.

Aus Zeitgriinden kénnen wir diese Thematik hier nicht ausfiihrlich behandeln. Ich weise
in diesem Zusammenhang auf die im Sommersemester 2001 gehaltenen Vorlesung Entscheid-
barkeit und Komplezitit von Logik-Problemen hin.

Wir beweisen die Unentscheidbarkeit der Prédikatenlogik, indem wir ein bekanntes un-
entscheidbares Problem, das Postsche Korrespondenzproblem, auf das Giiltigkeitsproblem
fiir FO reduzieren.

Das Postsche Korrespondenzproblem (PCP).
Gegeben: Eine Folge F' = (uy,v1),..., (ug,vg) von Wortpaaren mit u;,v; € {0,1}*.

Frage: Gibt es eine Indexfolge i;,...,%, so dass u;, ---u;, = vj, - - - v;,. (Eine solche Index-
folge nennen wir eine Losung fiir F'.)

Es ist bekannt (und wird z.B. in der Vorlesung “Berechenbarkeit und Komplezitdt” be-
wiesen), dass es keinen Algorithmus gibt, der das PCP lost.

Satz 6.22 (Post). Das PCP ist unentscheidbar.

Wir zeigen, dass man Kingaben fiir das PCP durch einen Reduktionsalgorithmus in
FO-Formeln transformieren kann, so dass die gegebene PCP-Eingabe eine Losung zulésst
genau dann, wenn die resultierende FO-Formel allgemeingiiltig ist. Daraus folgt, dass kein
Algorithmus die Giiltigkeit von FO-Formeln entscheiden kann. Gibe es ndmlich einen solchen
Entscheidungsalgorithmus, dann kénnte man das PCP-Problem lésen, indem man PCP-
Eingaben mit dem Reduktionsalgorithmus auf FO-Formeln transformiert und dann mit
dem Entscheidungsalgorithmus bestimmt, ob die erhaltene Formel allgemeingiiltig ist.

Satz 6.23 (Church, Turing). Das Giiltigkeitsproblem (und damit auch das Erfillbarkeits-
problem) der Pradikatenlogik ist unentscheidbar.

Beweis. Wir zeigen, dass man zu jeder Eingabe F' = (u1,v1), ..., (ug, vy) fiir das PCP effektiv
einen FO-Satz ¢ konstruieren kann, so dass gilt:

Y ist giltig <= es gibt eine Losung fiir F.

Die Signatur von ¢ besteht aus einem Konstantensymbol ¢, einstelligen Funktionssym-
bolen fy und fi, und einem zweistelligen Relationssymbol P. Die Idee ist, dass man jedes
Wort w = wow; -+ - wp—1 € {0,1}* durch den Term ¢,,(x) := fuwofw, - - * fuw,,_, T reprisentiert
und die Losbarkeitsbedingung fiir F' durch die Formel

Yrp =(p AN9) = JzPzx, mit
k

= /\ P(ty;c, ty,c)
i=1

k
¥ :=VaVy(Pry — /\ P(ty,w,ty;y))
i=1
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ausdriickt.
Nehmen wir zunécht an, 1 sei giiltig. Dann gilt ¢F in jeder zu ihr passenden Struktur,
insbesondere also in 2l = (4, ¢, fo, f1, P) mit

A :={0,1}"
c:=X (das leere Wort)
fo(w) :=0w
fi(w) :=1w
P :={(u,v) : esgibt iy,... 4 mit u = u;, ---w;, und v = v;, ---v;, }

Ein Wortpaar (u,v) ist also genau dann in P, wenn u mit derselben Indexfolge aus den
u; aufgebaut werden kann wie v aus den v;. Man beachte dass fiir jedes w € {0,1}* der
Wert des Grundterms #,c in 2 gerade das Wort w selbst ist, d.h. [t,c]* = w. Also gilt
2A = . Weiter gilt [tytpc]® = vw fiir alle u,w € {0,1}*. Daher folgt A |= 9. Da A |= ¥r

muss auch 2 |= JzPzz gelten. Also gibt es ein Wort z und eine Indexfolge i1, ...,/ mit
2= Ui U, = U -5, d.hody, .. 0 ist eine Losung fiir F.
Wir nehmen nun umgekehrt an, dass F' eine Losung 41, . . ., iy besitzt. Zu zeigen ist, dass

2 = ¢p fir jede zu ¢ passende Struktur A = (A, ¢, fo, f1, P). Wir nehmen also an, dass
2A = ¢ AU (anderenfalls gilt 2 |= 9 ohnehin) und betrachten die Abbildung i : {0,1}* — A
welche jedem Wort w € {0,1}* den Wert h(w) := [t,c]* zuordnet. Insbesondere gilt h()\) =
¢, h(0w) = fo(h(w)) und h(lw) = fi(h(w)). DaA |= ¢ ist (h(u;),h(v;)) € Pfiri=1,...,k.
Wegen 2 =9 gilt fir ¢ = 1,...,k, dass aus (z,y) € P auch (h(u;z), h(viy)) € P folgt. Per
Induktion schliuessen wir, dass (h(u;, - - - u;,), h(vi, - -+ v;,)) € P. Das heisst, fiir die Losung
i, = Ui, -+ v, folgt (h(w), h(w)) € P. Damit ist gezeigt, dass 2 |= JzPzz und
somit A = Pp. O

Well, so long, mister. Thanks for the ride, the three cigarettes and for not laughing at my
theories on life.

John Garfield, in: The Postman Always Rings Twice



