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1.1.1 Aussagenlogik:

Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist induktiv definiert durch
v, pe AL

induktives Beweisprinzip: (1) Alle atomaren Formeln haben die Eigenscha
E (2) Habemy undp € AL die Eigenschafter?, so auch—+ und (v o ¢)

Formeltiefe: (1) d(v) := 0 fUr atomarey, (2) d(—%) := d(¢») + 1 und (3)
d((¢ 0 ¢)) = 1 4+ maz(d(¥), d(¢)).

Koinzidenzlemma: Seivy € AL eine Formel und seied, I’ zwei zu
passende Interpretationen, so daéX) = I'(X)VX € 7(v). Dann ist
I(y) =I'(4).

Eine Formek) ist genau dann erflllbar, wenty) keine Tautologie ist.

0: A0 =1,\/0=0DNF: \/nizl/\nj:1yij KNF: /\nizl\/n]’:1yij
DeMorgan:

funktional vollstandig: {A, Vv, =}, {A, =}, {V, -} {—, =} {V, =} {—
,0} nichtfv: {A, Vv, —}

Hornformel: Eine al. Formel ist eine Hornformet = /\izl\/jzlYij in
KNF, wobei jede Disjunktior\/j Y;; hochstens ein positives Literal enthal
Anmerk. (1)-X; V...V X VX =X1A...ANX —» XFirk=0
folgtl - X 2)- X1 V...VaXipe =X1A...ANX — 0
ErflllbarkeitsTest: Fange mit leerer Menge an. Nehme sukzessive djle
auf, die mit1 interpretiert werden missen ... Ergebnis (falls erfillbar)
kleinstes Modell.

Semantische FolgerungsbeziehungEin Modell einer Formelmeng® C
AL, ist eine Interpretatiod, so dasd (¢) = 1 fur alle o € ®. Wir sagen
® |= ¢ genau dann, wenn jede 21U {v} passende Interpretation, welch
Modell von ® ist, auch Modell vony ist.

Kompaktheitssatz: Sei® C AL,¢ € AL. (i) ® ist erfulllbar < jede
endliche Teilmenge ist erfullbar (i = ¢ < 3P C P, so dassPg = 1.
Zorn: Sei (A, <) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette nal
oben beschrankt ist. Dann besifzt, <) ein maximales Element.

Konig: SeiT ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel, in dem es beliebig
lange endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen unendlichen Viagiier
bei der Wurzekw beginnt.

KlauselmengeKlausel = endl. Menge von Literaleh;] = leere Klausel.
Y = /\"izl\/mijzlYij und Vmij:1Yij = (;; endl. Klauselmenge
= K(¢) := {Cq,...Cy}. Die leere Klauselmenge ist erfillbar. Wehh
€ K, dann istK unerfillbar.

ResolutionslemmasSei K ein Klauselmenge;';, C2 € K undC Resolvente
von Cq undCs. Dann sindK und K U {C'} aquivalent.
Resolutionssatz:Ein Klasuselmengé ist unerfiillbar genau dann, wehn
€ Res*(K).

1.1.2 Strukturen und Homomorphismen:

Machtigkeit: Jede abzéhlbare Menge ist endweder endlich oder gleichm
tig zuN . Keine Menge ist gleichmachtig zu ihrer Potenzmefge(A) :=
{B:BC A}

Strukturen: (Universum, Relationen, Funktionen) Signatur: 7 :=
U R™(T)U U Fn (1)

Substruktur:  Wahrend beim Begriffspaar Substruktur/Erweiterung die
gnatur fest bleibt und das Universum verandert wird, ist die beim Begriffsp
Redukt/Expansion, genau umgekehrt. Substrukturen migsabgeschlossen
sein. Zu jeder nicht leeren-abgeschlossene TeilmengeC B, gibt es genau
eine Substruktur voi$ mit TragerA. (=induzierte Substr.)
Homomorphismus: (1) Fur jedes Rel.symbdt € R™(7)undalleay, ..., an
Agilt: (ai,...,an) € R* = (wa1,...,man) € RB. (2) Fir jedes
Fkt.symbolf € F™(r) und alleas, ..., an € Agilt: 7fA(a1,...,an) =
fB(mai,...,may). starker ~: (1) Fir jedes Rel.symbak € R™(r) und
allea € A” gilt: @ € RA < 7wa € RB. Einbettung: injektiver, starker
Hom. Isomorphismus: bijektiver straker Hom. 4 = ). Automorphis-
mus: 7 : ASA

1.1.3 Syntax und Semantik der Pradikatenlogik

Signatur: 7, 7-Terme,r-Formeln,Alph(7):={Rel, Fktn, VAR={vo, . . ., vn },
= AV, 0, —, 3, Y, ()} 7-Terme := T'(7):= (1) VAR C T'(7) (2) wenn

t1,...,tn T-Terme undf € F™(7), dann auctyfty,...,t,. 7-Formeln :=
FO(7):= (1) sindty,te T-Terme, dann ist; = t2 einer-Formel (2) sind
t1,...,tn Terme ausl'(7) und istP € 7 ein n-stelliges Rel.symbol, dann

ist Pty ...ty einer-Formel. (3) wenny, dann auch-. (4) wenny undp,

dann auch(y) A ¢), (¢ A @) und (¥ A ). (5) wenny undz € VAR, dann
Jzy undVzy.

7-Satz: 7-Formeln ohne freie Variablen.

T-Interpretation: I = (A, 3)

Koinzidenzlemma: Seiy € FO(o N 1), (A, 3) einec-Interpretation und
(A’, B’) eine T-Interpretation, so dass folgendes gilt: @ und .A’ haben

Def(3") und B(z) = B'(z) fur allez € Frei@). Dann gilt: A = ¥[[] &
w1 _
odellklasse von®: Mod(®) ...Axiomensystem.

semantische FolgerungsbeziehungSei® C FO(r) eine Formelmenge,

¢ € FO(r) eine Formel. Wir sagen) folgt aus® (kurz ® = ) genau

dann, wenn jede z® U {+} passende Interpretation, welche Modell v®dn
ist, auch Modell vorw) ist. Wenn® = {} schreiben wir auclp =

anstelle von{y} = .

Abschluss: Sei eine Formel mit freien Variablem, ..., x;. Dann nen-

nen wir die Satzélz; ... 3z, undVzy ... Vzty den existentiellen bzw.

universellen~ von ¢. erfullbar: Formel~ genau dann, wenn ihr existenti-
eller Abschluss erfiillbarallgemeingtiltig: Formel~ genau dann, wenn ihr
universeller Abschluss allgemeingdiltig.

Substitutionslemma: Fir jeden Termt € T'(7), jede Formek) € FO(r),

jede Substitutiorp : VAR — T'(7) und jede zu[p] bzw. 1[p] passende

Interpretation? gilt: (i) [t[o]]” = [t[o]]7°7. (ii) I |= ¥[p] < (I o p) = .

Normalformen: [NNF:] Negationen nur vor Literalen, keir [PranexNF:]

NNF bereinigen, dann alle Quantoren nach vorne [SkolemNF:] Existenzquan-

toren @) durch |Allquantoren|-stellige Funktionen ersetzen.

. Auswertungsspiel: MC(Z, ), Verifizierer V, Falsifizierer F. An Positiofy, 3)
geht Spiel abhéngig vop wie folgt weiter: [p Literal] Spiel zuende. Falls
A E »[8] gewinnt V, sonst F.4 V 7, 8] V am Zug, entweder zd odern
ziehen. P A n, 8] F am Zug, entweder zt odern ziehen. Bxd, 8] V wéhlt

st€ina € A und zieht zw, 8z /a]. [Vz¥, 5] F wéhlt eina € A und zieht zu
9, Blz/al.

Spielgraph:

ft

e 1.1.4 Modallogik:
[TeXed by cluusemann@web.de]

chML: (mit Aktionena € A und atomaren Eigenschafté? fur : € I): (1)
alle aussagenl. Formeln mit AusV&x; (2) ¢, € ML =#,V, A, —. (3)
1 € ML dann aucha)[a], wobei(a) fir 3 und|a] fur v steht
Kripkestruktur: K = (V, (Ea)aca, (Pi)ic1. ¢ ist erflllbar in/C, wennv
in K ex., mitkC,v = 4. ¥, p sindy = o wenn[] = [¢]F fiir alle zu
beiden passendea.
Bisimulation: Seienk und K’ zwei Kripkestrukturen. Eine Bisimulation
zwischen/C, K’ ist eine RelationZ C V x V’, so daf fur allgv,v’) €
Zgilt. 1)v € P; & o € P/firallei € I (2) HIN: Fir allea €
Ayw e Vmite 5 wex. einw’ € V/ mitv’ % w' und(w,w’) € Z
HER: Fir allea € A,w’ € V mitv/ 5 v ex. einw € V mitv > w
und (w,w’) € Z Bisimulationspiel: (1) Man spielt auf einem Pfad (2) Der
Falsifizierer verliert, wenn er an einen Knoten gelangt, dem keine Transition
ausgeht. Die Verifiziererin verliert, wenn sie nicht mit der entsprechenden
Aktion antworten kann« € P; undv’ ¢ P/). Sie gewinnt, wenn sie nie
verliert, also wenikC, u ~ K’ u/.
acim-Bisimilaritat: Das Spiel geht nur tUbes Zige. K,u ~, K',u’ Wenn
K,u ~ K’ 4/, dann ist auchk, v ~,, K’,u’. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht.
Modaltiefe: (1) md(+)) = 0 fir alle Aussagenlogischen Formeln (2)i(—y =
md(y) (3) md(y o ) = maz(md(y), md(p)) fir alleo € {V,A,—}
5i-(4) md({a)y) = md([a]yp) = md(y) + 1
aaviL-Aquivalenz: (1)K, v = K/, v, wennfuralley € ML gilt: K,v =
e K v EvYQKv=],, K v, wennfiralley € ML md() <
ngiltt C,vEy e Ko E¢
Bisimulationsinvarianz: Modallogische Formeln kénnen bisimilare Zustén-
€ de nicht unterscheiden. (K),v ~ K, v = K,v =pp K/ 0" Q) Ky v ~p
Ko = Ko =%, K' v WennK, v = 4 undC, v ~ K’, v’ dann auch
K',v" |= 1. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. Sind, K’ endlich
verzweigt, danniC,v ~ K/, v' < K,v =pp K/, 0.
Entscheidbarkeit: Das Erflllbarkeitsproblem fuk/ L ist entscheidbar.
CTL: (1) Alle aussagenlogischen Formel UKé?; : i € I} gehoren zu CTL.
(2) CTL ist abgeschlossen untet v, —, —. (3) Wenny, o € CTL, dann
auch: EXv, AX vy, E(WUp), A(pUp).
Semantik von CTL: (1) X+ bedeutet: am néchsten gilt(2) 1»U ¢ bedeutet:
es gilt solang) (auch am aktuellen Knoten) bis gilt (3) EX 1 := O (4)
AXy = Oy (5) Fy := (1U%): irgendwann gilt) (6) Gt := - F—): es
giltimmer

1.1.5 Definierbarkeit in der Pradikatenlogik:

FO-axiomatisierbar: Eine Strukturklassé heisst~, wenn eine Satzmenge
$ C FO(r) existiert, so das&l = Mod(®). Wenn® endlich fur/C, dann
endlich axiomatisierbar.

Beispiele:

Definierbarkeit (in einer Struktur): Sei(z1,...,2n) € FO(7) und
A eine 7-Struktur. Dann definiert) in A die r-stellige Relation)* :=
{(a1,...,an) : AEY(a1,...,an)} T A".

dasselb€o N 7)-Redukt: A[c N7 = Ao N 7. (ii) Frei(y) C Def(3) N

Eine RelationR C A" auf dem Universum einer-Struktur ist (elementar)



definierbar in4, wennR = + fiir eine Formek) € FO(r). Eine Funkti-
onf: A" — A heisst elementar definierbar, wenn ihr Grapp elementar
definierbar ist.

FO-Formeln kdnnen nicht zwischen isomorphen Strukturen unterschei
Isomorphielemma: Seiw : A = B ein Isom. vonr-Strukturen. Dann
gilt fur alle ¥(x1,...,2n) € FO(7) und alleai,...,an € A A =
Y(ai,...,an) < B EyY(ral,. .., man)

Relationale Algebra (RA): Seit = {R1, ..., Rm } eine relationale Struktur
(1) jedesR; € 7 ist ein Term vonRA(7). Sie werden entsprechend dé}“

interpretiert. (2)R, Sr-stellige Terme auRA(7), dann aucfR U S)A :=
RAUSAund(R — 8)4 := RA — SA. (3) R, S Terme VONRA(7) r, s-
stellig, dann( R x S) r+ s-stelliger Term:= RAx SA = {(a,b) € A"F* :

G € RADESAY. W) iy, i (R)A = (aigs---yai,) : (a1,...,ar) €
RA}. (5)oi=j(R)* := {(a1,...,ar) € R : a; = a;}.

Theorie Th(): Eine Theorie ist eine erfiillbare Menge C FO(r) von Sat-
zen, die unter= abgeschlossen ist, d.h. es gilt fur alteSatzey: T =
¥ = 1 € T. Eine Theorie ist vollstandig, wenn fir jeden Sdtz FO(7)
entweder) € T oder—y € T.

Quantorenrang gr(%): (1) = 0 fir quantorenfreia) (2) gr(y) = qr(—vy)
3)qr(vop) = max(qr(y), qr()) mito € {A, v, —, <} (4) gr(Jze) =
qr(Vay) = qr($) + 1

Ehrenfeucht-Fraissé: Seir endlich und relational, A, B7-Strukturen. (1)
Folgende Aussagen sind &quivalent: Ai)= B (ii) Die Duplikatorin gewinnt
das EF-SpielG(A, B) (2) Fir allems € N sind folgende Aussagen &quiva
lent: (i) A=,, B (ii) Die Duplikatorin gewinntG.,, (A, B)

axiomatisierbar: versuchen, Strukturel € K und B,, ¢ K zu finden,
dann zeigen, dass die Duplikato(i#, (A, B, ) gewinnt, denn dann kdnnen
A und B nicht durch FO-Sétze unterschieden , also auch nicht endlich a
matisiert werden.

1.1.6 Entscheidbarkeit:
Sequenzenkalkil: Sei® C FO(o) ein Menge von Séatzen. Ein Safz

ist ableitbar aus dem Axiomensysterd, (kurz ® I 1)), wenn eine endliche
Teilmengel” von & existiert, so dass die Sequdnz=- ¢ im Sequenzenkalkul
ableitbar ist. Eine Sequehz=- A ist ableitbar au®, wenn es eine ableitbare
SequenZ’, IV = A gibt, mitI" C ®.

Vollstandigkeitssatz: Fur jede MengeP C FO(o) und jeden Satz) €
FO(o)gilt: (1) ® =9y < @ F ¢ (2) © erflllbar< ® konsistent.
Léwenheim, Skolem: Jede erfullbare, abzahlbare Satzmenge hat ein abz
bares Modell.

Kompaktheitssatz der FO: Fur jede MengeP C FO(7) und jedes) €
FO(7) (i) @ = v gdw. eine endl. Teilmeng®, C & existiert, so dass
D = 9. (ii) @ ist erfullbar gdw. jede endl. Teilmenge vdnerfullbar ist.
Satz 6.15:Sei® C FO(r) eine Satzmenge mit beliebig grossen endlich
Modellen (d.h. fiir jedea € N gibt es ein ModellA = ® mit endlichemA
und|.A| > n). Dann hat® auch ein unendliches Modell.

Die Klasse alleendlichen7-Strukturen ist nicht axiomatisierbar i"O.
aufsteigender Satz v. Léwenheim-Skolem® besitze ein unendliches Mo-
dell. Dann gibt es zu jeder Mengd ein Modell D |= @ uber einem Univer-
sum D welches mindestens so méachtig wié ist.

Satz 6.20:Sei.A eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Strulunit
A = B, aberA % B. Insbesondere ist die Isomorphieklagé®: A =~ B}
von A nicht axiomatisierbar itF'O.

1.1.7 Sequenzenkalkul:

den.(_‘ é) ﬁ% (:'5 _‘) %
(V=) F’w:}A,wvﬁ;fA’ﬁéA (=V) %
(h=) TR (=n) g
(m=) RSPt (o) iRl
= RS
(5=) =i 59 nEeate
(3=) a2y wem (=3)  hasads
cin T, A, (x) nicht
vorkommt.
B R (=)  roavads wem cin

', A, 4 (z) nicht vorkommt.

\icl.1.8  HowToZ:

nicht endlich axiom. mit EF: WahleA € ® i undB,, € ®x (mitlediglich

der m-fachen gewunschten Eigenschaft [von K]). Also gewinnt die Duplik.
jedes SpielG,, (A, By, ), woraus folgt, dass kein Satz € FO(r) A und

B, trennt.

K nicht axiom. mit Kompakt.: Angenommen® axiomatisiere K. Bilde

V¥ := ® U Gegenteil. Zu Zeigen: jedes endlicigy C dU Ggteil be-
schrankt bisqg ist erflllbar. Nach Kompsatz wéare dann avkterfillbar, das
geht aber nicht, das Gegenteil drin ist.

1.1.9 Axiomensysteme

_lineare Ordung:
hlp . — {Va—z < z,VaVyVz(z < y ANy < z — x < z),VaVy(z
yVe=yVy<a)}
unendliche Menge:
Do = {ngn ‘neN },cpZn = Hxl"'3$"/\1<i<j<nxi # x;
en

1.1.10 Rechenregeln:

AL:

D~ Ap) =YV (@)Y Ve)
(OAP)V(IAQ) @IV () Ap) = (D
Normalformen:

Q) 3z(Y V ) =z V Izp ) V(¢ A @) = Ve AVze
(3-6) fallsz nicht frei in+ vorkommt

@)%V Iz = Fa(v V @) (4) ¢ A Tzp = Ta(y A )

(B)¥ vV Vap =V (¢ V @) (6) Y AVap = V(Y Ap)

(7) =3z = V—z (8) “Vayp = Iz

P ApR)IAN (V)
P)A (D V p)

\




