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Die Menge der aussagenlogischen Formeln ist induktiv definiert durch (1)
0, 1 ∈ AL (2) τ ∈ AL (3) ψ, ϕ ∈ AL ⇒ ¬ψ,¬ϕ,ψ ∧ ϕ,ψ ∨ ϕ,ψ →
ϕ,ψ ↔ ϕ ∈ AL
induktives Beweisprinzip: (1) Alle atomaren Formeln haben die Eigenschaft
E (2) Habenψ undϕ ∈ AL die EigenschaftenE, so auch¬ψ und(ψ ◦ ϕ)
...
Formeltiefe: (1) d(ψ) := 0 für atomareψ, (2) d(¬ψ) := d(ψ) + 1 und (3)
d((ψ ◦ ϕ)) := 1 +max(d(ψ), d(ϕ)).
Koinzidenzlemma: Sei ψ ∈ AL eine Formel und seienI, I′ zwei zuψ
passende Interpretationen, so dassI(X) = I′(X) ∀X ∈ τ(ψ). Dann ist
I(ψ) = I′(ψ).
Eine Formelψ ist genau dann erfüllbar, wenn¬ψ keine Tautologie ist.
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DeMorgan:
funktional vollständig: {∧,∨,¬}, {∧,¬}, {∨,¬}, {→,¬}, {∨,¬}, {→
, 0} nicht fv: {∧,∨,→}
Hornformel: Eine al. Formel ist eine Hornformelψ =

∧
i=1

∨
j=1

Yij in

KNF, wobei jede Disjunktion
∨

j
Yij höchstens ein positives Literal enthält.

Anmerk. (1) ¬X1 ∨ . . . ∨ ¬Xk ∨X ≡ X1 ∧ . . . ∧Xk → X Fürk = 0
folgt 1 → X (2)¬X1 ∨ . . . ∨ ¬Xk ≡ X1 ∧ . . . ∧Xk → 0
ErfüllbarkeitsTest: Fange mit leerer Menge an. Nehme sukzessive alleXi

auf, die mit1 interpretiert werden müssen ... Ergebnis (falls erfüllbar) ist
kleinstes Modell.
Semantische Folgerungsbeziehung:Ein Modell einer FormelmengeΦ ⊆
AL, ist eine InterpretationI, so dassI(ϕ) = 1 für alleϕ ∈ Φ. Wir sagen
Φ |= ψ genau dann, wenn jede zuΦ ∪ {ψ} passende Interpretation, welche
Modell vonΦ ist, auch Modell vonψ ist.
Kompaktheitssatz: Sei Φ ⊆ AL,ψ ∈ AL. (i) Φ ist erfülllbar⇔ jede
endliche Teilmenge ist erfüllbar (ii)Φ |= ψ ⇔ ∃Φ0 ⊆ Φ, so dassΦ0 |= ψ.
Zorn: Sei (A,<) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette nach
oben beschränkt ist. Dann besitzt(A,<) ein maximales Element.
König: SeiT ein endlich verzweigter Baum mit Wurzelw, in dem es beliebig
lange endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen unendlichen Weg inT , der
bei der Wurzelw beginnt.
Klauselmenge:Klausel = endl. Menge von Literalen; = leere Klausel.
ψ =
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= K(ψ) := {C1, . . . Cn}. Die leere Klauselmenge ist erfüllbar. Wenn
∈ K, dann istK unerfüllbar.
Resolutionslemma:SeiK ein Klauselmenge,C1, C2 ∈ K undC Resolvente
vonC1 undC2. Dann sindK undK ∪ {C} äquivalent.
Resolutionssatz:Ein KlasuselmengeK ist unerfüllbar genau dann, wenn
∈ Res∗(K).

1.1.2 Strukturen und Homomorphismen:

Mächtigkeit: Jede abzählbare Menge ist endweder endlich oder gleichmäch-
tig zu N . Keine Menge ist gleichmächtig zu ihrer PotenzmengePot(A) :=
{B : B ⊆ A}
Strukturen: (Universum,Relationen, Funktionen) Signatur: τ :=⋃
Rn(τ) ∪

⋃
Fn(τ)

Substruktur: Während beim Begriffspaar Substruktur/Erweiterung die Si-
gnatur fest bleibt und das Universum verändert wird, ist die beim Begriffspaar
Redukt/Expansion, genau umgekehrt. Substrukturen müssenτ -abgeschlossen
sein. Zu jeder nicht leerenτ -abgeschlossene TeilmengeA ⊆ B, gibt es genau
eine Substruktur vonB mit TrägerA. (=induzierte Substr.)
Homomorphismus: (1) Für jedes Rel.symbolR ∈ Rn(τ) und allea1, . . . , an ∈
A gilt: (a1, . . . , an) ∈ RA ⇒ (πa1, . . . , πan) ∈ RB. (2) Für jedes
Fkt.symbolf ∈ Fn(τ) und allea1, . . . , an ∈ A gilt: πfA(a1, . . . , an) =
fB(πa1, . . . , πan). starker ∼: (1)’ Für jedes Rel.symbolR ∈ Rn(τ) und
alle ā ∈ An gilt: ā ∈ RA ⇔ πā ∈ RB. Einbettung: injektiver, starker
Hom. Isomorphismus: bijektiver straker Hom. (A ∼= B). Automorphis-
mus: π : A→̃A

1.1.3 Syntax und Semantik der Prädikatenlogik

Signatur: τ , τ -Terme,τ -Formeln,Alph(τ):= {Rel, Fktn, VAR={v0, . . . , vn},
=, ∧,∨,¬,→, ∃, ∀, (, )}. τ -Terme := T (τ):= (1) VAR ⊆ T (τ) (2) wenn
t1, . . . , tn τ -Terme undf ∈ Fn(τ), dann auchft1, . . . , tn. τ -Formeln :=
FO(τ ):= (1) sind t1, t2 τ -Terme, dann istt1 = t2 eineτ -Formel (2) sind
t1, . . . , tn Terme ausT (τ) und istP ∈ τ einn-stelliges Rel.symbol, dann
istPt1 . . . tn eineτ -Formel. (3) wennψ, dann auch¬ψ. (4) wennψ undϕ,
dann auch(ψ ∧ ϕ), (ψ ∧ ϕ) und(ψ ∧ ϕ). (5) wennψ undx ∈ VAR, dann
∃xψ und∀xψ.
τ -Satz: τ -Formeln ohne freie Variablen.
τ -Interpretation: I = (A, β)
Koinzidenzlemma: Seiψ ∈ FO(σ ∩ τ), (A, β) eineσ-Interpretation und
(A′, β′) eine τ -Interpretation, so dass folgendes gilt: (i)A undA′ haben
dasselbe(σ ∩ τ)-Redukt:Adσ ∩ τ = Adσ ∩ τ . (ii) Frei(ψ) ⊆ Def(β) ∩

Def(β′) undβ(x) = β′(x) für alle x ∈ Frei(ψ). Dann gilt:A |= ψ[β] ⇔
A′ |= ψ[β′].
Modellklasse vonΦ: Mod(Φ) ...Axiomensystem.
semantische Folgerungsbeziehung:Sei Φ ⊆ FO(τ) eine Formelmenge,
ψ ∈ FO(τ) eine Formel. Wir sagen,ψ folgt ausΦ (kurz Φ |= ψ) genau
dann, wenn jede zuΦ ∪ {ψ} passende Interpretation, welche Modell vonΦ
ist, auch Modell vonψ ist. WennΦ = {ϕ} schreiben wir auchϕ |= ψ
anstelle von{ϕ} |= ψ.
Abschluss: Seiψ eine Formel mit freien Variablenx1, . . . , xk. Dann nen-
nen wir die Sätze∃x1 . . . ∃xkψ und ∀x1 . . . ∀xkψ den existentiellen bzw.
universellen∼ vonψ. erfüllbar: Formel∼ genau dann, wenn ihr existenti-
eller Abschluss erfüllbar.allgemeingültig: Formel∼ genau dann, wenn ihr
universeller Abschluss allgemeingültig.
Substitutionslemma: Für jeden Termt ∈ T (τ), jede Formelψ ∈ FO(τ),
jede Substitutionρ : V AR → T (τ) und jede zut[ρ] bzw. ψ[ρ] passende
InterpretationI gilt: (i) [t[ρ]]I = [t[ρ]]I◦ρ. (ii) I |= ψ[ρ] ⇔ (I ◦ ρ) |= ψ.
Normalformen: [NNF:] Negationen nur vor Literalen, kein→ [PränexNF:]
NNF bereinigen, dann alle Quantoren nach vorne [SkolemNF:] Existenzquan-
toren (∃) durch |Allquantoren|-stellige Funktionen ersetzen.
Auswertungsspiel:MC(I, ψ), Verifizierer V, Falsifizierer F. An Position(ϕ, β)
geht Spiel abhängig vonϕ wie folgt weiter: [ϕ Literal] Spiel zuende. Falls
A |= ϕ[β] gewinnt V, sonst F. [ϑ ∨ η, β] V am Zug, entweder zuϑ oderη
ziehen. [ϑ ∧ η, β] F am Zug, entweder zuϑ oderη ziehen. [∃xϑ, β] V wählt
eina ∈ A und zieht zuϑ, β[x/a]. [∀xϑ, β] F wählt eina ∈ A und zieht zu
ϑ, β[x/a].
Spielgraph:

1.1.4 Modallogik:

[TEXed by cluusemann@web.de]

ML: (mit Aktionen a ∈ A und atomaren EigenschaftenPi für i ∈ I): (1)
alle aussagenl. Formeln mit AusVarPi (2) ψ, ϕ ∈ ML ⇒6=,∨,∧,→. (3)
ψ ∈ML dann auch〈a〉[a], wobei〈a〉 für ∃ und[a] für ∀ steht
Kripkestruktur: K = (V, (Ea)a∈A, (Pi)i∈I . ψ ist erfüllbar inK, wennv
in K ex., mitK, v |= ψ. ψ, ϕ sindψ ≡ ϕ wenn[ψ]K = [ϕ]K für alle zu
beiden passendenK.
Bisimulation: SeienK undK′ zwei Kripkestrukturen. Eine Bisimulation
zwischenK, K′ ist eine RelationZ ⊆ V × V ′, so daß für alle(v, v′) ∈
Z gilt. (1) v ∈ Pi ⇔ v′ ∈ P ′i für alle i ∈ I (2) HIN: Für allea ∈
A,w ∈ V mit v

a→ w ex. einw′ ∈ V ′ mit v′
a→ w′ und (w,w′) ∈ Z

HER: Für allea ∈ A,w′ ∈ V mit v′
a→ w′ ex. einw ∈ V mit v

a→ w
und(w,w′) ∈ Z Bisimulationspiel: (1) Man spielt auf einem Pfad (2) Der
Falsifizierer verliert, wenn er an einen Knoten gelangt, dem keine Transition
ausgeht. Die Verifiziererin verliert, wenn sie nicht mit der entsprechenden
Aktion antworten kann (v ∈ Pi undv′ 6∈ P ′i ). Sie gewinnt, wenn sie nie
verliert, also wennK, u ∼ K′, u′.
n-Bisimilarität: Das Spiel geht nur übern Züge. K, u ∼n K′, u′ Wenn
K, u ∼ K′, u′, dann ist auchK, u ∼n K′, u′. Die Umkehrung gilt jedoch
nicht.
Modaltiefe: (1)md(ψ) = 0 für alle Aussagenlogischen Formeln (2)md(¬ψ =
md(ψ) (3) md(ψ ◦ ϕ) = max(md(ψ),md(ϕ)) für alle ◦ ∈ {∨,∧,→}
(4)md(〈a〉ψ) = md([a]ψ) = md(ψ) + 1
ML-Äquivalenz: (1)K, v ≡ML K′, v′, wenn für alleψ ∈ML gilt: K, v |=
ψ ⇔ K′, v′ |= ψ (2)K, v ≡n

ML K′, v′, wenn für alleψ ∈ML md(ψ) ≤
n gilt: K, v |= ψ ⇔ K′, v′ |= ψ
Bisimulationsinvarianz: Modallogische Formeln können bisimilare Zustän-
de nicht unterscheiden. (1)K, v ∼ K′, v′ ⇒ K, v ≡ML K′, v′ (2)K, v ∼n

K′, v′ ⇒ K, v ≡n
ML K′, v′ WennK, v |= ψ undK, v ∼ K′, v′ dann auch

K′, v′ |= ψ. Die Umkehrung gilt im Allgemeinen nicht. SindK,K′ endlich
verzweigt, dann:K, v ∼ K′, v′ ⇔ K, v ≡ML K′, v′.
Entscheidbarkeit: Das Erfüllbarkeitsproblem fürML ist entscheidbar.
CTL: (1) Alle aussagenlogischen Formel über{Pi : i ∈ I} gehören zu CTL.
(2) CTL ist abgeschlossen unter∧,∨,→,¬. (3) Wennψ, ϕ ∈ CTL, dann
auch:EXψ,AXψ,E(ψUϕ), A(ψUϕ).
Semantik von CTL: (1)Xψ bedeutet: am nächsten giltψ (2)ψUϕ bedeutet:
es gilt solangψ (auch am aktuellen Knoten) bisϕ gilt (3) EXψ :≡ ♦ψ (4)
AXψ :≡ ψ (5)Fψ := (1Uψ): irgendwann giltψ (6)Gψ := ¬F¬ψ: es
gilt immerψ

1.1.5 Definierbarkeit in der Prädikatenlogik:

FO-axiomatisierbar: Eine StrukturklasseK heisst∼, wenn eine Satzmenge
Φ ⊆ FO(τ) existiert, so dassK = Mod(Φ). WennΦ endlich fürK, dann
endlich axiomatisierbar.
Beispiele:
Definierbarkeit (in einer Struktur): Sei ψ(x1, . . . , xn) ∈ FO(τ) und
A eine τ -Struktur. Dann definiertψ in A die r-stellige RelationψA :=
{(a1, . . . , an) : A |= ψ(a1, . . . , an)} ⊆ Ar .
Eine RelationR ⊆ Ar auf dem Universum einerτ -Struktur ist (elementar)
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definierbar inA, wennR = ψA für eine Formelψ ∈ FO(τ). Eine Funkti-
on f : Ar → A heisst elementar definierbar, wenn ihr GraphRf elementar
definierbar ist.
FO-Formeln können nicht zwischen isomorphen Strukturen unterscheiden.
Isomorphielemma: Sei π : A ∼= B ein Isom. vonτ -Strukturen. Dann
gilt für alle ψ(x1, . . . , xn) ∈ FO(τ) und allea1, . . . , an ∈ A A |=
ψ(a1, . . . , an) ⇔ B |= ψ(πa1, . . . , πan)
Relationale Algebra (RA): Seiτ = {R1, . . . , Rm} eine relationale Struktur
(1) jedesRj ∈ τ ist ein Term vonRA(τ). Sie werden entsprechend derRAj
interpretiert. (2)R,Sr-stellige Terme ausRA(τ), dann auch(R ∪ S)A :=
RA ∪ SA und(R − S)A := RA − SA. (3)R,S Terme vonRA(τ) r, s-
stellig, dann(R×S) r+s-stelliger Term.:= RA×SA = {(ā, b̄) ∈ Ar+s :
ā ∈ RA, b̄ ∈ SA}. (4) πi1,...,is (R)A = (ai1 , . . . , ais ) : (a1, . . . , ar) ∈
RA}. (5)σi=j(R)A := {(a1, . . . , ar) ∈ RA : ai = aj}.
Theorie Th(): Eine Theorie ist eine erfüllbare MengeT ⊆ FO(τ) von Sät-
zen, die unter|= abgeschlossen ist, d.h. es gilt für alleτ -Sätzeψ: T |=
ψ ⇒ ψ ∈ T . Eine Theorie ist vollständig, wenn für jeden Satzψ ∈ FO(τ)
entwederψ ∈ T oder¬ψ ∈ T .
Quantorenrang qr(ψ): (1) = 0 für quantorenfreieψ (2) qr(ψ) = qr(¬ψ)
(3)qr(ψ◦ϕ) = max(qr(ψ), qr(ϕ)) mit ◦ ∈ {∧,∨,→,↔} (4)qr(∃xψ) =
qr(∀xψ) = qr(ψ) + 1
Ehrenfeucht-Fraissé: Sei τ endlich und relational,A,Bτ -Strukturen. (1)
Folgende Aussagen sind äquivalent: (i)A ≡ B (ii) Die Duplikatorin gewinnt
das EF-SpielG(A,B) (2) Für allem ∈ N sind folgende Aussagen äquiva-
lent: (i)A≡mB (ii) Die Duplikatorin gewinntGm(A,B)
axiomatisierbar: versuchen, StrukturenA ∈ K undBm 6∈ K zu finden,
dann zeigen, dass die DuplikatorinGm(A,Bm) gewinnt, denn dann können
A undB nicht durch FO-Sätze unterschieden , also auch nicht endlich axio-
matisiert werden.

1.1.6 Entscheidbarkeit:

Sequenzenkalkül: Sei Φ ⊆ FO(σ) ein Menge von Sätzen. Ein Satzψ
ist ableitbar aus dem AxiomensystemΦ, (kurzΦ ` ψ), wenn eine endliche
TeilmengeΓ vonΦ existiert, so dass die SequenzΓ ⇒ ψ im Sequenzenkalkül
ableitbar ist. Eine SequenzΓ ⇒ ∆ ist ableitbar ausΦ, wenn es eine ableitbare
SequenzΓ,Γ′ ⇒ ∆ gibt, mit Γ′ ⊆ Φ.
Vollständigkeitssatz: Für jede MengeΦ ⊆ FO(σ) und jeden Satzψ ∈
FO(σ) gilt: (1) Φ |= ψ ⇔ Φ ` ψ (2) Φ erfüllbar⇔ Φ konsistent.
Löwenheim, Skolem:Jede erfüllbare, abzählbare Satzmenge hat ein abzähl-
bares Modell.
Kompaktheitssatz der FO: Für jede MengeΦ ⊆ FO(τ) und jedesψ ∈
FO(τ) (i) Φ |= ψ gdw. eine endl. TeilmengeΦ0 ⊆ Φ existiert, so dass
Φ0 |= ψ. (ii) Φ ist erfüllbar gdw. jede endl. Teilmenge vonΦ erfüllbar ist.
Satz 6.15:SeiΦ ⊆ FO(τ) eine Satzmenge mit beliebig grossen endlichen
Modellen (d.h. für jedesn ∈ N gibt es ein ModellA |= Φ mit endlichemA
und|A| > n). Dann hatΦ auch ein unendliches Modell.
Die Klasse allerendlichenτ -Strukturen ist nicht axiomatisierbar inFO.
aufsteigender Satz v. Löwenheim-Skolem:Φ besitze ein unendliches Mo-
dell. Dann gibt es zu jeder MengeM ein ModellD |= Φ über einem Univer-
sumD welches mindestens so mächtig wieM ist.
Satz 6.20:SeiA eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine StrukturB mit
A ≡ B, aberA 6∼= B. Insbesondere ist die Isomorphieklasse{B : A ∼= B}
vonA nicht axiomatisierbar inFO.

1.1.7 Sequenzenkalkül:

(¬ ⇒) Γ⇒∆,ψ
Γ,¬ψ⇒∆ (⇒ ¬) Γ,ψ⇒∆

Γ⇒∆,¬ψ

(∨ ⇒) Γ,ψ⇒∆ Γ,ϑ⇒∆
Γ,ψ∨ϑ⇒∆ (⇒ ∨) Γ⇒∆,ψ,ϑ

Γ⇒∆,ψ∨ϑ

(∧ ⇒) Γ,ψ,ϑ⇒∆
Γ,ψ∧ϑ⇒∆ (⇒ ∧) Γ⇒∆,ψ Γ⇒∆,ϑ

Γ⇒∆,ψ∧ϑ

(→⇒) Γ⇒∆,ψ Γ,ϑ⇒∆
Γ,ψ→ϑ⇒∆ (⇒→) Γ,ψ⇒∆,ϑ

Γ⇒∆,ψ→ϑ

(=) Γ,t=t⇒∆
Γ⇒∆

(S ⇒) Γ,ψ(t)⇒∆

Γ,t
.
=t′,ψ(t′)⇒∆

(⇒ S) Γ⇒∆,ψ(t)

Γ,t
.
=t′⇒∆,ψ(t′)

(∃ ⇒) Γ,ψ(c)⇒∆
Γ,∃xψ(x)⇒∆ wenn

c in Γ,∆, ψ(x) nicht
vorkommt.

(⇒ ∃) Γ⇒∆,ψ(t)
Γ⇒∆,∃xψ(x)

(∀ ⇒) Γ,ψ(t)⇒∆
Γ,∀xψ(x)⇒∆ (⇒ ∀) Γ⇒∆,ψ(c)

Γ⇒∆,∀xψ(x) wenn c in

Γ,∆, ψ(x) nicht vorkommt.

1.1.8 HowToZ:

nicht endlich axiom. mit EF: WähleA ∈ ΦK undBm 6∈ ΦK (mit lediglich
der m-fachen gewünschten Eigenschaft [von K]). Also gewinnt die Duplik.
jedes SpielGm(A,Bm), woraus folgt, dass kein Satzψ ∈ FO(τ) A und
Bm trennt.
K nicht axiom. mit Kompakt.: AngenommenΦ axiomatisiere K. Bilde
Ψ := Φ ∪ Gegenteil . Zu Zeigen: jedes endlicheΨ0 ⊆ Φ∪ Ggteil be-
schränkt bisn0 ist erfüllbar. Nach Kompsatz wäre dann auchΨ erfüllbar, das
geht aber nicht, das Gegenteil drin ist.

1.1.9 Axiomensysteme

lineare Ordung:
Φ< = {∀x¬x < x, ∀x∀y∀z(x < y ∧ y < z → x < z), ∀x∀y(x <
y ∨ x = y ∨ y < x)}.
unendliche Menge:
Φ∞ = {ϕ≥n : n ∈ N }, ϕ≥n := ∃x1 . . . ∃xn

∧
1≤i<j≤n

xi 6= xj

1.1.10 Rechenregeln:

AL:
(1) ¬(ψ ∧ ϕ) ≡ ¬ψ ∨ ϕ (2) ¬(ψ ∨ ϕ) ≡ ¬ψ ∧ ϕ (3) ϑ ∧ (ψ ∨ ϕ) ≡
(ϑ ∧ ψ) ∨ (ϑ ∧ ϕ) (4) ϑ ∨ (ψ ∧ ϕ) ≡ (ϑ ∨ ψ) ∧ (ϑ ∨ ϕ)
Normalformen:
(1) ∃x(ψ ∨ ϕ) ≡ ∃xψ ∨ ∃xϕ (2) ∀x(ψ ∧ ϕ) ≡ ∀xψ ∧ ∀xϕ
(3-6) fallsx nicht frei inψ vorkommt
(3)ψ ∨ ∃xϕ ≡ ∃x(ψ ∨ ϕ) (4)ψ ∧ ∃xϕ ≡ ∃x(ψ ∧ ϕ)
(5)ψ ∨ ∀xϕ ≡ ∀x(ψ ∨ ϕ) (6)ψ ∧ ∀xϕ ≡ ∀x(ψ ∧ ϕ)
(7)¬∃xψ ≡ ∀¬x (8)¬∀xψ ≡ ∃¬x
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