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Kapitel 1

Strukturen und Homomorphismen

In diesem Kapitel entwickeln wir den Begri� einer mathematischen Struktur. Er ist hin-
reichend allgemein um fast alle in Mathematik und Informatik auftretenden Strukturen
zu erfassen (z.B. algebraische und geometrische Strukturen, R�aume, Datenstrukturen, Da-
tenbanken, etc.). Wir behandeln wichtige Beziehungen zwischen Strukturen und werden
zahlreiche Beispiele beschreiben.

Ausserdem f�uhren wir Abildungen zwischen Strukturen ein, welche (in unterschiedlichem
Masse) strukturerhaltend sind. Wir de�nieren Kongruenzrelationen auf Strukturen und Quo-
tientenstrukturen. Schliesslich diskutieren wir �Aquivalenzen (Ununterscheidbarkeitsrelatio-
nen) zwischen Strukturen. Die wichtigste und bekannteste ist nat�urlich die Isomorphie. F�ur
die mathematische Logik sind aber auch andere, schw�achere �Aquivalenzen wichtig, insbe-
sondere die endliche Isomorphie. Wie wir sp�ater sehen werden, entspricht diese der Unun-
terscheidbarkeit von Strukturen durch S�atze der Pr�adikatenlogik.

1.1 Einige Grundbegri�e

Kartesische Produkte. Seien A und B Mengen. Dann ist

A�B := f(a; b) : a 2 A; b 2 Bg

An := f(a1; : : : ; an) : ai 2 A f�ur i = 1; : : : ; ng

Insbesondere ist A0 = f�g, wobei � das leere Tupel ist.

Relationen und Funktionen. Eine n-stellige Relation auf einer Menge A ist eine Teil-
menge R � An. Insbesondere gibt es, unabh�angig von der Grundmenge A, genau zwei
nullstellige Relationen: R0 = ? und R1 = f�g. Nullstellige Relationen heissen auch Bool-
sche Relationen oder Aussagen. Dabei wird R0 mit falsch oder 0 identifziert, R1 mit wahr
oder 1.

Eine n-stellige Funktion auf A, geschrieben f : An ! A, ordnet jedem Tupel �a 2 An ein
Element f(�a) 2 A zu. Nullstellige Funktionen f : f�g ! A werden also durch den einzigen
Funktionswert f(�) bestimmt und k�onnen daher mit Konstanten identi�ziert werden. Der
Graph einer n-stelligen Funktion f : An ! A ist die (n+ 1)-stellige Relation

Gf := f(�a; b) 2 An+1 : f(�a) = bg:

1
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Eigenschaften von Funktionen. Eine Funktion f : A! B ist

� injektiv, wenn f�ur alle a 6= a0 aus A auch die Funktionswerte f(a) und f(a0) verschieden
sind.

� surjektiv, wenn es f�ur jedes b 2 B ein a 2 A gibt, so dass f(a) = b.

� bijektiv, wenn sie sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

Mit N bezeichnen wir die Menge f0; 1; 2; : : :g der nat�urlichen Zahlen.

M�achtigkeit von Mengen. Zwei Mengen A und B heissen gleichm�achtig (kurz: jAj = jBj),
wenn es eine bijektive Abbildung von A nach B gibt. A heisst abz�ahlbar, wenn es eine
surjektive Funktion f : N� A gibt. A l�asst sich dann als ff(n) : n 2 Ng schreiben.

Lemma 1.1. Jede abz�ahlbare Menge ist entweder endlich oder gleichm�achtig zu N.

Beweis. Sei A abz�ahlbar und f : N! A surjektiv. Wenn A endlich ist, ist nichts zu beweisen.
F�ur unendliches A konstruieren wir eine Bijektion g : N! A wie folgt:

g(0) := f(0)

g(n+ 1) := f(k) f�ur das kleinste k 2 N mit f(k) 62 fg(0); : : : ; g(n)g:

O�ensichtlich ist g wohlde�niert: Da A unendlich ist, ist fg(0); : : : ; g(n)g eine echte
Teilmenge von A. Also muss es wegen der Surjektivit�at von f ein k geben mit f(k) 62
fg(0); : : : ; g(n)g, also auch ein kleinstes solches k.

Zweitens ist g surjektiv: Aus der Konstruktion von g folgt sofort, dass zu jedem k 2 N

ein n � k existiert mit g(n) = f(k). Da f surjektiv ist, ist auch g surjektiv.
Schliesslich ist g injektiv, da nach De�nition g(n+ 1) 6= g(m) f�ur alle m � n.
Also ist A gleichm�achtig zu N.

Potenzmenge. Sei A eine Menge. Dann ist P(A) := fB : B � Ag die Potenzmenge von A.

Satz 1.2. Keine Menge ist gleichm�achtig zu ihrer Potenzmenge.

Beweis.Wir zeigen, dass keine Funktion f : A! P(A) surjektiv sein kann. Zu diesem Zweck
betrachten wir f�ur ein beliebiges solches f die Menge Bf := fa 2 A : a 62 f(a)g.

Wir behaupten, dass Bf nicht im Bild von f ist. Sonst w�are f(b) = Bf f�ur ein b 2 A.
Dies kann aber nicht sein da dann

b 2 f(b) () b 2 Bf () b 62 f(b):

(Die erste �Aquivalenz folgt da f(b) = Bf , die zweite aus der De�nition von Bf .)

Dieser Beweis beruht auf einem Diagonalisierungsargument. Wir illustrieren dies am
Fall A = N. Wenn P(N) abz�ahlbar w�are, dann g�abe es eine Aufz�ahlung A0; A1; : : : aller
Teilmengen von N, welche wir wie folgt darstellen k�onnten:
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0 1 2 3 : : :

A0 1 0 0 1 : : :

A1 0 1 0 0 : : :
A2 1 1 0 0 : : :

A3 1 0 0 0 : : :
...

...
...

...
...

. . .

Ein Eintrag 1 (bzw. 0) am Punkt (i; j) soll andeuten, dass j 2 Ai (bzw. j 62 Ai). Mit
Diagonalisierung ist nun gemeint, dass wir die Menge

D := fn 2 N : n 62 Ang

betrachten (dies entspricht der Menge Bf im soeben gef�uhrten Beweis). Wenn die Aufz�ahlung
A0; A1; : : : tats�achlich alle Teilmengen von N erfassen w�urde, dann w�are D = Ak f�ur ein
geeignetes k. Das kann aber nicht sein da k 2 D , k 62 Ak.

Wir folgern also, dass P(N) �uberabz�ahlbar ist.

�Ubung 1.1. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(a) A ist abz�ahlbar, wenn eine injektive Funktion f : A! N existiert.

(b) Wenn A;B abz�ahlbar sind, dann auch A [B und A� B.

(c) Jede abz�ahlbare Vereinigung von abz�ahlbaren Mengen ist selbst abz�ahlbar.

(d) Wenn A abz�ahlbar ist, dann auch die Menge

A� := fw0 � � �wn�1 : n 2 N; wi 2 Ag

aller (endlichen) W�orter �uber dem Alphabet A.

(e) Die Menge f0; 1g! aller unendlichen 0-1 Folgen ist �uberabz�ahlbar.

1.2 Strukturen

Mathematische Strukturen bestehen aus einem Universum und aus ausgezeichneten Funk-
tionen und Relationen auf diesem Universum. Beispiele sind

� die additive Gruppe der ganzen Zahlen: (Z;+; 0)

� der geordnete K�orper der reellen Zahlen: (R;+; �; 0; 1;<)

� Graphen: Die Punkte des Graphen sind das Universum, die zweistellige Relation E
beschreibt die Kantenbeziehung.

Die Namen (Symbole) f�ur die in einer Struktur auftretenden Relationen und Funktionen
bilden die Signatur der Struktur.

De�nition 1.3. Eine Signatur � ist eine Menge von Funktions- und Relationssymbolen.
Jedes dieser Symbole hat eine feste endliche Stelligkeit. Formal:

� :=
[
n2N

Rn(�) [
[
n2N

Fn(�)
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wobei Rn(�) eine Menge von n-stelligen Relationssymbolen und Fn(�) eine Menge von n-
stelligen Funktionssymbole ist. (Alle diese Mengen k�onnen auch leer sein.)

Eine Signatur heisst relational, wenn sie nur Relationssymbole enth�alt (d.h. Fn(�) = ?
f�ur alle n 2 N), bzw. funktional oder algebraisch, wenn sie ausschliesslich Funktionssymbole
enth�alt. Nullstellige Funktionssymbole heissen auch Konstantensymbole.

Andere Bezeichnungen f�ur eine Signatur sind Symbolmenge oder Vokabular.

Beispiele. (1) Die Signatur der Arithmetik ist �ar = f+; � ; 0; 1g wobei + und � zweistellige
Funktionsymbole, 0 und 1 Konstantensymbole sind.

(2) Die Signatur der geordneten Arithmetik ist �<ar = f+; � ; 0; 1; <g. Sie erweitert �ar um das
zweistellige Relationssymbol <.

(3) Die Signatur von Graphen �G = fEg, wobei E ein zweistelliges Relationssymbol ist.

Notation. Normalerweise verwenden wir

� P;Q;R; : : : ; Pi; : : : f�ur Relationssymbole,

� f; g; h; : : : ; fi; : : : f�ur Funktionssymbole,

� c; d; e; : : : ; ci; : : : f�ur Konstantensymbole,

� �; � f�ur Signaturen.

Relations- und Funktionssymbole in einer Signatur � k�onnen nat�urlich in vielf�altiger
Weise durch konkrete Relationen und Funktionen interpretiert werden. Allgemein wird eine
Struktur festgelegt durch Angabe ihres Universums und der Interpretation der Relations-
und Funktionssmbole �uber diesem Universum.

De�nition 1.4. Eine � -Struktur A besteht aus

(1) einer nichtleeren Menge A, dem Universum (oder Tr�ager) von A,

(2) einer Interpretationsfunktion welche jedem Relationssymbol P 2 Rn(�) eine Relation
PA � An, und jedem Funktionssymbol f 2 Fn(�) eine Funktion fA : An ! A

zuordnet.

Eine Struktur mit funktionaler Signatur � heisst auch eine � -Algebra.

Notation. Strukturen bezeichnen wir meist mit gotischen Buchstaben A;BC; : : : , der
entsprechende lateinische Buchstabe A;B;C; : : : steht f�ur das Universum der Struktur.
Mit A = (A; PA1 ; P

A
2 ; : : : ; f

A
1 ; f

A
2 ; : : :) bezeichnen wir also eine Struktur der Signatur � =

fP1; P2; : : : ; f1; f2 : : :g mit Universum A.

Beachte. Es ist wichtig zwischen Relations- und Funktionssymbolen Ri; fj und ihrer Inter-
pretation durch konkrete Relationen RAi bzw. Funktionen fAj zu unterscheiden.

Wir werden eine Reihe von Beispielen im n�achsten Abschnitt diskutieren. Zuvor be-
schreiben wir zwei grundlegende M�oglichkeiten, wie eine Struktur in einer andern enthalten
sein kann.



KAPITEL 1. STRUKTUREN UND HOMOMORPHISMEN 5

De�nition 1.5. A;B seien � -Strukturen. A ist Substruktur von B, (kurz: A � B), wenn

(1) A � B,

(2) f�ur alle n 2 N, R 2 Rn(�) gilt: RA = RB \An,

(3) f�ur alle n 2 N, f 2 Fn(�) gilt fA = fBjA, d.h. f
A ist die Restriktion von fB auf A.

Wenn A Substruktur von B, so heisst B Erweiterung von A.

Ist A eine Substruktur der � -StrukturB, so ist A � -abgeschlossen, d.h., f�ur alle f 2 Fn(�)
und alle a1; : : : ; an 2 A ist fB(a1; : : : ; an) 2 A. Umgekehrt gilt auch: Sei B eine � -Struktur.
Zu jeder nicht-leeren, � -abgeschlossenen Teilmenge A � B gibt es genau eine Substruktur
von B mit Tr�ager A. Wir nennen sie die von A in B induzierte Substruktur.

Beispiel. 2N := f2n : n 2 Ng ist f+g-abgeschlossen. Also ist (2N;+) � (N;+). Hingegen ist
2N+ 1 := f2n+ 1 : n 2 Ng nicht f+g-abgeschlossen und kann somit nicht Tr�ager einer Substruktur
von (N;+) sein.

W�ahrend beim Begri�spaar Substruktur/Erweiterung die Signatur fest bleibt und das
Universum ver�andert wird, ist dies beim Begri�spaar Redukt/Expansion genau umgekehrt.

De�nition 1.6. Seien � � � Signaturen, und sei B eine � -Struktur. Das �-Redukt B � �
vonB ist die �-Struktur, die wir ausB erhalten, wenn wir die Relationen und Funktionen in
��� einfach weglassen. Ist A Redukt einer � -StrukturB, so nennen wirB eine � -Expansion
von A.

Beispiel. Die additive Gruppe der reellen Zahlen (R;+; 0) ist das f+; 0g-Redukt des K�orpers der
reellen Zahlen (R;+; � ; 0; 1).

1.3 Ein Zoo von Strukturen

(1) Mengen. Sei � = ?. Die ?-Struktur mit Universum A ist einfach die Menge A.

(2) Boolsche Algebren. Sei A eine beliebige Menge. Die boolsche Algebra �uber A ist
BA(A) = (P(A);[;\; ;?; A), wobei [;\; Vereinigung, Durchschnitt und Komple-
ment in A bedeuten.

(3) Graphen. Die Signatur von Graphen ist �G = fEg, E ein bin�ares Relationssymbol.
Ein ungerichteter Graph ist eine �G-Struktur G = (V;EG) mit Punktmenge V (dem
Universum von G) und einer Relation EG � V � V , welche folgende Bedingungen
erf�ullt:

keine Schlingen: F�ur alle v 2 V gilt: (v; v) 62 EG.

Symmetrie: F�ur alle u; v 2 V gilt: wenn (u; v) 2 EG, dann auch (v; u) 2 EG.

Wenn nur die erste Bedingung gefordert wird, sprechen wir von gerichteten Graphen.

(4) Lineare und partielle Ordnungen. Eine partielle Ordnung ist eine f<g-Struktur
(A;<) welche folgende Bedingungen erf�ullt:

Irre
exivit�at: F�ur kein a 2 A gilt a < a.
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Transitivit�at: Wenn a < b und b < c, dann auch a < c.

Daraus folgt insbesondere auch, dass < antisymmetrisch ist: Wenn a < b, dann nicht
b < a.

Eine lineare oder totale Ordnung erf�ullt als zus�atzliche Bedingung:

Vergleichbarkeit: F�ur alle a; b gilt entweder a < b oder a = b oder b < a.

O�ensichtlich sind (N; <) und (R;<) (mit der �ublichen Interpretation von <) lineare
Ordnungen. F�ur jede Menge A ist (P(A);�) eine partielle Ordnung, f�ur jAj � 1 aber
keine lineare Ordnung.

Eine lineare Ordnung ist dicht, wenn zu zwei beliebigen Elementen a < b immer ein
c existiert mit a < c < b. Eine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung (A;<) ohne
unendliche absteigende Ketten: Es gibt keine unendliche Folge a0; a1; a2; : : : in A so
dass ai+1 < ai f�ur alle i 2 N. Zum Beispiel ist (N; <) eine Wohlordnung w�ahrend
(Z;<) oder (Q+; <) keine Wohlordnungen sind.

(5) Arithmetische Strukturen. Die Signatur der Arithmetik ist �ar = f+; �; 0; 1g, die
Signatur der geordneten Arithmetik �<ar = �ar [ f<g. wobei wir annehmen, dass die
Symbole +; � ; 0; 1;< in der �ublichen Weise interpretiert werden. Trotzdem gibt es
nat�urlich ganz verschiedene arithmetische Strukturen, z.B.:

� N = (N;+; �; 0; 1), die Standard-Arithmetik der nat�urlichen Zahlen. Die geordnete
Standard-Arithmetik ist N< = (N;+; �; 0; 1;<). Sie ist eine Expansion von N.

� Beliebige Ringe, insbesondere der Ring Z = (Z;+; �; 0; 1) der ganzen Zahlen. Of-
fensichtlich ist Z eine Erweiterung der Standard-Arithmetik N.

� Beliebige K�orper, etwa den K�orper R = (R;+; �; 0; 1) der reellen Zahlen, den
K�orper Q = (Q;+; �; 0; 1) der rationalen Zahlen oder endliche K�orper.

� Die Standard-Arithmetik N l�asst sich durch Hinzunahme von `unendlichen Ele-
menten' zu neuen arithmetischen Strukturen erweitern. Die einfachste Variante ist
(N [ f1g;+; � ; 0; 1) mit

a+1 =1 + a = a � 1 =1 � a =1

f�ur alle a 2 N [ f1g. Wir werden sp�ater sehen, dass es auch Nicht-Standard-
Arithmetiken gibt welche in gewissem Sinn �aquivalent zur Standard-Arithmetik
sind (weil sie genau die gleichen pr�adikatenlogischen S�atze erf�ullen).

(6) Gruppen. Wie k�onnen Gruppen (im Sinne der Algebra) durch Strukturen gem�ass
De�nition 1.4 formalisiert werden? Daf�ur gibt es mehrere M�oglichkeiten, abh�angig
davon, welche in Gruppen vorkommenden Funktionen und Relationen explizit (d.h.
in der Signatur) vorkommen sollen. Mit den �ublichen Bezeichnungen � f�ur die Grup-
penoperation, e f�ur das neutrale Element, g�1 f�ur das zu g inverse Element ergeben
sich sofort die M�oglichkeiten

(i) G = (G; �).

(ii) G = (G; �; e).
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(iii) G = (G; �; e; �1).

Die Wahl der Signatur ist abh�angig von der jeweiligen Absicht: Will man eine m�oglichst
minimale Formalisierung wird man (i) oder (ii) w�ahlen, da die Gruppe dadurch be-
reits eindeutig festgelegt ist. Andererseits gibt es algebraische �Uberlegungen welche
die dritte M�oglichkeit nahelegen: Wenn die Funktion �1 hinzugenommen wird, sind
die Substrukturen von G genau die Untergruppen. Dies ist nicht der Fall bei den bei-
den ersten Formalisierungen. So ist etwa (N;+; 0) eine Substruktur von (Z;+; 0) (der
additiven Gruppe der ganzen Zahlen), aber o�ensichtlich keine Untergruppe.

In der Praxis sind oft noch ganz andere Operationen wesentlich, etwa die Multiplika-
tion mit erzeugenden Elementen der Gruppe.

(7) Wortstrukturen. Sei � ein Alphabet (d.h. eine beliebige, in der Regel abz�ahlbare,
Menge von Symbolen). Ein Wort �uber � ist eine endliche Folge w = w0 � � �wn�1 von
Symbolen aus �. Jedem solchen Wort w ordnen wir eine Struktur B(w) der Signatur
f<g [ fPa : a 2 �g zu, mit einstelligen Relationssymbolen Pa. Das Universum von
B(w) ist die Menge f0; : : : ; n� 1g der Positionen an denen Symbole stehen, < ist die

�ubliche Ordnung auf dieser Menge und P
B(w)
a := fi < n : wi = ag ist die Menge der

Positionen an denen im Wort w das Symbols a steht.

(8) Transitionssysteme. Ein Transitionssystem besteht aus einer Menge S von Zust�an-
den und aus einer Menge A von Aktionen oder Programmen, welche Zust�ande in
neue Zust�ande �uberf�uhren. Ein solches Transitionssystem wird beschrieben durch eine
Struktur mit Universum S, und einer Menge fEa : a 2 Ag von bin�aren Relationen auf
S. Dabei soll die Relation Ea auf ein Paar (s; t) von Zust�anden zutre�en, genau dann,
wenn das Programm a den Zustand s in den Zustand t �uberf�uhrt.

Eine wichtige Methode zur Veri�kation paralleler Systeme, besteht darin, diese als
Transitionssysteme zu modellieren und Bedingungen wie Fairness, Sicherheit, Deadlock-
Freiheit etc. in einer geeigneten logischen Sprache zu formulieren und auf dem Tran-
sitionssystem auszuwerten. Formale Spezi�kation und Veri�kation solcher Systeme ist
eine der wichtigsten Anwendungen der Logik in der Informatik.

(9) Relationale Datenbanken. Eine relationale Datenbank ist, informell gesprochen,
eine endliche Kollektion von endlichen Tabellen, welche sich zeitlich ver�andern. Jede
Zeile in einer solchen Tabelle R ist ein Tupel (a1; : : : ; an) 2 D1 � � � � � Dn wobei
D1; : : : ; Dn die den einzelnen Spalten (im Datenbank-Jargon: den Attributen) zuge-
ordneten Domains sind (z.B. Integers, Strings, : : : ). Sei D die Vereinigung aller in
der Datenbank vorkommenden Domains. Die Tabelle R kann dann als eine n-stellige
Relation �uber D aufgefasst werden: R � Dn.

Ein aktueller Zustand der Datenbank ist also eine endliche Kollektion von endlichen
Relationen R1; : : : ; Rm �uber dem (in der Regel unendlichen) Universum D. Dies ent-
spricht der Struktur D = (D;R1; : : : ; Rm).

F�ur viele Zwecke ist aber diese Formalisierung problematisch: Elementare Operationen
wie die Bildung des Komplements einer Relation f�uhren zu unendlichen Relationen.
Daher ist eine Formalisierung durch eine endliche Struktur oft zweckm�assiger. Anstelle
des unendlichen Universums D betrachte man den aktiven Domain ad(D), welcher aus
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all denjenigen Objekten besteht, die in einer der Relationen R1; : : : ; Rm vorkommen,
also

ad(D) := fa 2 D : es gibt ein Ri und ein Tupel (b1; : : : ; br) 2 Ri

so dass bj = a f�ur ein j � rg:

Da alle Relationen Ri endlich sind, ist auch ad(D) endlich und die endliche Substruktur
(ad(D); R1; : : : ; Rm) von D ist eine ad�aquate endliche Formalisierung des Datenbank-
Zustandes.

Anfragen an eine Datenbank entsprechen dem Auswerten logischer Formeln auf (endli-
chen) Strukturen. Es bestehen daher enge Verbindungen zwischen der Mathematischen
Logik und der Theorie relationaler Datenbanken.

(10) Vektorr�aume. Zum Abschluss diskutieren wir das Problem der Formalisierung von
Vektorr�aumen. Interessant ist dies deshalb weil hier Objekte verschiedener Art auf-
treten: Vektoren und Skalare.

Sei etwa V ein Vektorraum �uber dem K�orperK. Man kann eine Formalisierung w�ahlen,
in der das Universum ausschliesslich aus den Vektoren besteht, und die Elemente
des Grundk�orpers als Operationen auf dem Universum in Erscheinung treten. Dem
Vektorraum entspricht dann die algebraische Struktur (V;+; 0; (fk)k2K) mit fk(v) :=
kv (Multiplikation mit Skalar k). F�ur algebraische �Uberlegungen ist dies bei festem
Grundk�orperK die geeignete Formalisierung, da die Substrukturen genau den linearen
Unterr�aumen entsprechen (Abgeschlossenheit unter Addition und unter Multiplikation
mit Skalaren). Wenn wir im folgenden �uber Vektorr�aume sprechen, ist immer diese
Formalisierung gemeint.

Man kann aber einen Vektorraum V �uber K auch als eine Struktur �uber dem Uni-
versum U = V [ K formalisieren. Innerhalb dieses Universums werden Vektoren und
Skalare durch einstellige Relationen V;K � U identi�ziert. Somit kann der Vektorraum
etwa durch eine Struktur (U; V;K;R+

V ; 0V ; R
+
K; R

�
K; 0K; 1K; R

�
KV ) formalisiert werden,

wobei Addition auf V , die K�orperoperationen auf K und die Skalarmultiplikation durch
ihre Graphen repr�asentiert werden.

Man erkennt hier einige Probleme, die bei der Formalisierung von mathematischen
Objekten durch Strukturen nach De�nition 1.4 auftreten k�onnen:

� Es k�onnen in einer Struktur Objekte verschiedener Art auftreten (z.B. Vektoren und
Skalare, Zahlen und Mengen von Zahlen, etc.)

� Funktionen sind oft partiell, d.h. nicht �uberall de�niert.

Diese Probleme bereiten aber keine grunds�atzlichen Schwierigkeiten. Sie werden
gel�ost durch Ad-Hoc-Konstruktionen (Identi�kation der einzelnen Sorten durch ein-
stellige Relationen, Beschreibung von partiellen Funktionen durch ihre Graphen) oder
durch naheliegende Verallgemeinerungen der Struktur-De�nition, indem z.B. partielle
Funktionen zugelassen werden oder durch �Ubergang zu mehrsortigen Strukturen, d.h.
Strukturen mit mehreren Tr�agermengen und `getypten' Funktionen und Relationen.

Insgesamt hat sich De�nition 1.4 aber als ausreichend und sehr n�utzlich erwiesen.
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1.4 Homomorphismen und Isomorphismen

Homomorphismen sind strukturerhaltende Abbildungen.

De�nition 1.7. A und, B seien � -Strukturen. Eine Abbildung � : A ! B ist ein Homo-
morphismus von A nach B wenn folgende Bedingungen erf�ullt sind:

(1) f�ur jedes Relationssymbol R 2 Rn(�) und alle a1; : : : ; an 2 A gilt

(a1; : : : ; an) 2 RA ) (�a1; : : : ; �an) 2 RB;

(2) f�ur jedes Funktionssymbol f 2 Fn(�) und alle a1; : : : ; an 2 A gilt

�fA(a1; : : : ; an) = fB(�a1; : : : ; �an):

Bemerkung. F�ur jedes n 2 N l�asst sich � auf nat�urliche Weise zu einer Abbildung � :
An ! Bn erweitern, mit �(a1; : : : ; an) := (�a1; : : : ; �an). Bedingung (1) k�onnen wir dann
auch so formulieren: f�ur alle Relationssymbole R 2 � ist �(RA) � RB. Bedingung (2)
bedeutet, dass f�ur alle Funktionssymbole f 2 � gilt: � � fA = fB � �.

An �
���! Bn??yfA ??yfB

A
�

���! B

F�ur nullstellige Funktionssymbole c besagt Bedingung (2), dass �cA = cB.

De�nition 1.8. Ein starker Homomorphismus von A nach B ist ein Homomorphismus
� : A! B, welcher die folgende, st�arkere Version von (1) erf�ullt:

(1)0 f�ur jedes Relationssymbol R 2 Rn(�) und alle �a 2 An gilt:

�a 2 RA () ��a 2 RB:

Bemerkung. Die Bedingung (1)0 ist �aquivalent zur Forderung, dass f�ur alle Relationssym-
bole R 2 � gilt: �(RA) = RB \ �(An).

De�nition 1.9. Eine Einbettung von A in B in ein injektiver starker Homomorphismus
von A nach B. Ein Isomorphismus ist ein bijektiver, starker Homomorphismus (also eine
surjektive Einbettung). Zwei � -Strukturen A und B sind isomorph (kurz: A �= B), wenn ein
Isomorphismus von A nach B existiert. Ein Isomorphismus � : A

�
�! A heisst Automorphis-

mus von A.
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Notation. Wir schreiben � : A
�
�! B um anzudeuten, dass � ein Isomorphismus ist und

� : A ,! B wenn � eine Einbettung ist. Die Identit�atsabbildung auf A bezeichnen wir mit
1A.

Die Menge aller Automorphismen einer Struktur A bilden bzgl. Hintereinanderausf�uhren
eine Gruppe mit neutralem Element 1A. Wir nennen sie die Automorphismengruppe oder
Symmetriegruppe von A und bezeichnen sie mit Aut(A). Eine Struktur A ist starr, wenn
Aut(A) = f1Ag, d.h. wenn nur der triviale Automorphismus existiert.

Beispiele. (1) Unter der in Abschnitt 1.3 (10) zugrundegelegten Formalisierung von Vektorr�aum-
en sind die Homomorphismen zwischen Vektorr�aumen genau die linearen Abbildungen.

(2) G = (V;EG);H = (U;EH) seien Graphen. G �= H falls es eine bijektive Abbildung � : V ! U
gibt, so dass (v; v0) 2 EG , (�v; �v0) 2 EH .

r

r r

r

r

�=
r r�

�
�

@
@
@

r

r r

(3) Demgegen�uber ist f�ur einen Homorphismus � : G ! H nicht gefordert, dass � bijektiv ist,
und es muss nur die schw�achere Bedingung (v; v0) 2 9G =) (�v; �v0) 2 EH erf�ullt sein. Die
folgende Abbildung ist ein Homomorphismus.

2

1

4

3

r

r

r

r

�!

�
�

@
@

r

r

r

1,2

3

4

(4) Mit Kn bezeichnet man den vollst�andigen Graphen mit n Punkten, d.h. Kn = (f1; : : : ; ng; E)
mit E = f(i; j) : i 6= jg. O�ensichtlich ist jede Permutation von f1; : : : ; ng ein Automor-
phismus von Kn, d.h. Aut(Kn) = Sn (mit Sn bezeichnet man die Permutationsgruppe auf n
Elementen).

Die Automorphismengruppe von (Z;<) ist (Z;+;0), denn die Automorphismen von (Z; <)
sind gerade die Translationen x 7! x+ a f�ur a 2Z. Hingegen ist (N; <) starr.

(5) Gem�ass dem mittelalterlichen Scholastiker Thomas von Aquin (1225 { 1274) ist Gott ei-
ne Struktur mit drei Elementen pater, �lius und spiritus sanctus und einer asymmetrischen
bin�aren Relation RGott (relatio originis). Thomas von Aquin schreibt zudem, dass die drei Ele-
mente mit Hilfe von RGott eindeutig identi�zierbar sind. Er folgert:Wenn (pater; �lius) 2 RGott

und (pater; spiritus sanctus) 2 RGott, dann geh�ort genau eines der Paare (�lius, spiritus sanc-
tus) und (spiritus sanctus; �lius) zu RGott.

Wieso? Da RGott asymmetrisch ist k�onnen nicht beide Paare in RGott sein. Aus dem selben
Grund folgt, dass (�lius, pater) 62 RGott und (spiritus sanctus, pater) 62 RGott. Wenn jetzt
keines der Paare (�lius, spiritus sanctus) und (spiritus sanctus, �lius) zu RGott geh�oren w�urde,
dann w�are das Vertauschen von �lius und spiritus sanctus ein Automorphismus von Gott,
und daher nicht alle drei Elemente eindeutig identi�zierbar.

(6) F�ur funktionale Signaturen ist Bedingung (1) der Homomorphismus-De�nition leer. Daher
ist jeder bijektive Algebren-Homomorphismus bereits ein Isomorphismus. F�ur Strukturen mit
Relationssymbolen dagegen gilt dies nicht.
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r

r

r

r

6�=
�!

r

r

r

r

1.5 Kongruenzrelationen und Quotientenstrukturen

De�nition 1.10. Eine bin�are Relation E � A � A ist eine �Aquivalenzrelation auf A, falls
sie folgende Bedingungen erf�ullt:

Re
exivit�at. F�ur alle a 2 A ist (a; a) 2 E.

Symmetrie. F�ur alle a; b 2 A gilt: (a; b) 2 E ) (b; a) 2 E.

Transitivit�at. F�ur alle a; b; c 2 A gilt: Wenn (a; b) 2 E und (b; c) 2 E dann auch (a; c) 2 E.

Ist E eine �Aquivalenzrelation auf A, so heisst (A;E) �Aquivalenzstruktur.

Beispiele. (1) (Z;E5) mit E5 := f(a; b) : b� a ist durch 5 teilbar g ist eine �Aquivalenzstruktur.

(2) (N;TF) mit TF := f(a; b) : a; b sind teilerfremdg ist keine �Aquivalenzrelation, da TF nicht
transitiv ist (z.B. sind (3; 5) und (5; 9) teilerfremd, nicht aber (3; 9).

Sei E eine �Aquivalenzrelation auf A. Dann ist

[a]E := fb : (a; b) 2 Eg

die �Aquivalenzklasse von a bez�uglich E. O�ensichtlich ist [a]E = [b]E genau dann wenn
(a; b) 2 E.Wir sagen in diesem Fall, dass a und b Repr�asentanten derselben �Aquivalenzklasse
sind. (Wenn E aus dem Kontext ersichtlich ist, lassen wir den Index E meist weg und
schreiben [a]; [b]; : : : ; anstelle von [a]E; [b]E; : : :) Eine �Aquivalenzrelation auf A induziert
also eine Zerlegung von A in �Aquivalenzklassen.

�Aquivalenzrelationen werden oft durch das Symbol � (mit In�xnotation) bezeinet. Es
ist eine weitverbreitete Technik in der Mathematik, in geeignetem Sinn �aquivalente Objekte
einer Menge A zu identi�zieren, und zur Menge A=� �uberzugehen, deren Elemente die �Aqui-
valenzklassen von A sind. So wird etwaZdurch die soeben beschriebene �Aquivalenzrelation
E5 in f�unf �Aquivalenzklassen (Restklassen) zerlegt, und wir erhalten die Restklassenmenge
Z5 := f[0]; [1]; [2]; [3]; [4]g.

K�onnen wir auch auf einer allgemeinen � -Struktur A eine �Aquivalenzrelation � heraus-
faktorisieren und eine Faktorstruktur A=� (derselben Signatur) de�nieren? In der Tat ist
dies m�oglich. Dazu reicht es aber nicht, dass � eine �Aquivalenzrelation auf A ist. Es ist
zus�atzlich erforderlich, dass � mit den Funktionen und Relationen von A kompatibel (ver-
tr�aglich) ist. Zum Beispiel ist E5 auf (Z;+) mit der Addition vertr�aglich, da folgendes gilt:
Wenn (a; b) 2 E5 und (c; d) 2 E5 dann auch (a + c; b + d) 2 E5. Hingegen ist E5 nicht
kompatibel mit < (da z.B. einerseits 2 < 7, andrerseits aber [2] = [7]).

De�nition 1.11. Sei A eine � -Struktur. Eine Kongruenzrelation auf A ist eine �Aquivalenz-
relation � auf dem Universum A von A welche in folgendem Sinn mit den Relationen und
Funktionen von A kompatibel ist.
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(1) F�ur jede n-stellige Funktion fA von A und alle Elemente a1; : : : ; an, b1; : : : ; bn 2 A

gilt: Wenn a1 � b1; : : : ; an � bn, dann auch

fA(a1; : : : ; an) � fA(b1; : : : ; bn):

Anders formuliert: Wenn [a1] = [b1], : : : , [an] = [bn], dann auch [fA(a1; : : : ; an)] =
[fB(b1; : : : ; bn)].

(2) F�ur jede n-stellige Relation RA von A und alle a1; : : : ; an, b1; : : : ; bn 2 A gilt: Wenn
a1 � b1, : : : , an � bn, dann

(a1; : : : ; an) 2 RA () (b1; : : : ; bn) 2 RA:

Die �Aquivalenzklassen bzgl. einer Kongruenzrelation heissen auch Kongruenzklassen.

De�nition 1.12. A sei eine � -Struktur und � eine Kongruenzrelation auf A. DieQuotienten-
oder Faktor-Struktur A=� ist die � -Struktur welche wie folgt de�niert ist:

(1) Das Universum von A=� ist die Menge A=� := f[a] : a 2 Ag der Kongruenzklassen
von A.

(2) F�ur f 2 Fn(�) ist

fA=�([a0]; : : : ; [an�1])) := [fA(a0; : : : ; an�1)]:

(3) F�ur R 2 Rn(�)

([a0]; : : : ; [an�1]) 2 RA=� () (a0; : : : ; an�1) 2 RA:

Man beachte, dass fA=� und RA=� wohlde�niert sind. In der Tat sind die in (2), (3)
angegebenen De�nitionen unabh�angig von der Wahl der Repr�asentanten, denn genau dies
wird ja durch die Kompatibilit�atsbedingungen f�ur Kongruenzrelationen gefordert.

Beispiele. (1) F�ur jedes n 2 N� f0g ist

En := f(a; b) 2Z�Z: n teilt a� bg

eine Kongruenzrelation auf (Z;+; �;0; 1). F�ur jedes n ist die zugeh�orige Faktorstruktur Zn
wieder ein Ring. (F�ur Primzahlen p ist Zp sogar ein K�orper.)

(2) Betrachte die �ar-Struktur A = (Z� (Z� f0g);+A; �A; 0A; 1A) mit

(a; b) +A (c; d) := (ad+ bc; bd);

(a; b) �A (c; d) := (ac; bd);

0A := (0; 1);

1A := (1; 1):

Man zeige, dass (a; b) � (c; d) :() ad = bc eine Kongruenzrelation de�niert ist und dass die
Faktorstruktur A=� isomorph ist zum K�orper der rationalen Zahlen.
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1.6 Endliche Isomorphie

Isomorphe Strukturen werden in der Mathematik in aller Regel nicht unterschieden. Wir
de�nieren in diesem Abschnitt andere, schw�achere �Aquivalenzbegri�e zwischen Strukturen,
n�amlich die m-Isomorphie und die endliche Isomorphie. Wir werden sp�ater sehen, dass die
endliche Isomorphie der Ununterscheidbarkeit durch S�atze der Pr�adikatenlogik entspricht.

Der Einfachheit halber betrachten wir in diesem Abschnitt nur relationale Strukturen.

De�nition 1.13. Sei � eine relationale Signatur und A, B � -Strukturen. Ein lokaler (oder
partieller) Isomorphismus von A nach B ist eine injektive Abbildung p : Def(p) ! B

wobei Def(p) � A, so dass f�ur alle n 2 N, alle Relationssymbole R 2 Rn(�) und alle
a1; : : : ; an 2 Def(p) gilt:

(a1; : : : ; an) 2 RA () (pa1; : : : ; pan) 2 RB:

Die Menge aller lokalen Isomorphismen von A nach B bezeichnen wir mit Loc(A;B).

Das Bild von p ist Bild(p) := fpa : a 2 Def(p)g. Die leere Abbildung p mit Def(p) =
Bild(p) = ? ist trivialerweise ein lokaler Isomorphismus. Ein nicht-leerer lokaler Isomorphis-
mus ist ein Isomorphismus zwischen den von Def(p) und Bild(p) induzierten Substrukturen
von A und B. Wir identi�zieren einen lokalen Isomorphismus p oft mit seinem Graphen,
d.h. mit der Menge f(a; pa)) : a 2 Def(p)g. Insbesondere nennen wir p endlich, wenn sein
Graph endlich ist.

Beispiele. (1) Betrachte die Graphen

r r r r r

1 2 3 4 5

�
�
�

r

r

r

r

c

a

d

b

p = f(2; a); (3; b); (4; d)g ist ein lokaler Isomorphismus.

(2) Seien (A; <A) und B = (B;<B) lineare Ordnungen und a1; : : : ; an paarweise verschiedene
Elemente von A. Eine Abbildung p : a1 7! b1; : : : ; an 7! bn ist ein lokaler Isomorphismus von
A nach B genau dann wenn eine Permutation s : f1; : : : ; ng ! f1; : : : ; ng existiert sodass
as(1) <

A as(2) <
A � � � <A as(n) und bs(1) <

B bs(2) <
B � � � <B bs(n).

Zur Motivation der folgenden �Uberlegungen behandeln wir einen klassischen Satz von
Cantor.

Satz 1.14 (Cantor). Je zwei abz�ahlbare dichte Ordnungen ohne erstes und letztes Element
sind isomorph.

Beweis. Seien A = (A;<A) undB = (B;<B) abz�ahlbare dichte Ordnungen ohne Endpunkte.
Fixiere Aufz�ahlungen A = ff(n) : n = 0; 1; 2; : : :g, B = fg(n) : n = 0; 1; 2; : : :g.

Wir de�nieren induktiv eine Folge p0 � p1 � p2 � � � � von lokalen Isomorphismen von
A nach B und werden daraus einen Isomorphismus p :=

S
n2Npn gewinnen k�onnen.

Setze p0 = ?. Sei nun pn = f(a1; b1); : : : ; (an; bn)g bereits de�niert, mit paarweise ver-
schiedenen a1; : : : ; an (und daher auch b1; : : : ; bn). Da pn ein lokaler Isomorphismus ist,
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gibt es eine Permutation s der Indizes 1; : : : ; n so, dass as(1) <
A as(2) <

A � � � <A as(n) und

bs(1) <
B bs(2) <

B � � � <B bs(n).
Wir de�nieren nun pn+1 wie folgt. Bei geradem n w�ahlen wir das erste Element f(k) in

der Aufz�ahlung von A, das verschieden ist von a1; : : : ; an und setzen an+1 := f(k). Entweder
ist an+1 <

A as(1), oder as(n) <
A an+1, oder as(i) <

A an+1 <
A as(i+1) f�ur ein geeignetes i. Da

(B;<B) dicht ist und weder ein kleinstes noch ein gr�osstes Element besitzt, gibt es in jedem
dieser F�alle ein geeignetes bn+1, das in die Kette bs(1) <

B bs(2) <
B � � � <B bs(n) so eingef�ugt

werden kann, dass pn+1 := pn [ f(an+1; bn+1)g ein lokaler Isomorphismus ist.
F�ur ungerades n gehen wir analog vor, mit vertauschten Rollen von A und B. Wir

w�ahlen f�ur bn+1 das erste Element der Aufz�ahlung von B, das in pn noch nicht vorkommt
und �nden, da auch (A;<A) dicht und ohne Endpunkte ist, ein geeignetes an+1.

Es ist nun sofort einzusehen, dass die Vereinigung p =
S
n2Npn ein Isomorphismus von

A nach B ist.

Die wesentliche Tatsache, die in diesem Beweis benutzt wird, ist die beliebige Erweiter-
barkeit von lokalen Isomorphismen:

Zu jedem p = f(a1; b1); : : : ; (an; bn)g 2 Loc(A;B) und jedem a 2 A (bzw. b 2 B) �ndet
man ein b 2 B (bzw. ein a 2 A) so dass p [ f(a; b)g wieder ein lokaler Isomorphismus ist.
Diese Eigenschaft nennt man die Hin- bzw. Her-Eigenschaft.

De�nition 1.15. Sei I � Loc(A;B) eine Menge von lokalen Isomorphismen. Ein lokaler
Isomorphismus p von A nach B hat die Hin- und Her-Eigenschaft bzgl. I wenn gilt:

Hin: F�ur alle a 2 A gibt es ein b 2 B so dass p [ f(a; b)g 2 I .

Her: F�ur alle b 2 B gibt es ein a 2 A so dass p [ f(a; b)g 2 I .

F�ur gegebene � -Strukturen A, B de�nieren wir nun eine Folge

I0(A;B) � I1(A;B) � � � � � Im(A;B) � � � �

von Mengen lokaler Isomorphismen.

I0(A;B) :=fp 2 Loc(A;B) : p endlichg:

Im+1(A;B) :=fp 2 Im(A;B) : p hat die Hin- und Her-Eigenschaft bez�uglich Im(A;B)g

Wenn p 2 Im(A;B), dann heisst p m-fach erweiterbar.

Beispiele. Wir analysieren die Kette der Mengen Im(A;B) f�ur lineare Ordnungen. F�ur solche
Strukturen haben wir I0(A;B) bereits beschrieben.

(1) Sei A = (Z;<);B = (R; <). Betrachte etwa p = f(0; 13 ); (1;
1
2 )g 2 I0(A;B). O�ensichtlich ist

p 62 I1(A;B), da die Her-Eigenschaft nicht erf�ullt ist. F�ur b 2 Rmit 1
3
< b < 1

2
gibt es keinen

lokalen Isomorphismus p [ f(a; b)g, da es kein a 2Zgibt mit 0 < a < 1.

Man sieht nun leicht ein, dass

I1(A;B) = fp 2 Loc(A;B) : p endlich und f�ur alle a; a0 2 Def(p)

ist ja� a0j � 2g:

Daraus wiederum folgt, dass I2(A;B) nur den leeren lokalen Isomorphismus enth�alt. Wenn
n�amlich (a; b) 2 p dann �ndet man zu a + 1 eben keine Erweiterung in I1(A;B). Also ist
I2(A;B) = f?g und daher I3(A;B) = ?. (Man beachte den Unterschied zwischen I2(A;B)
und I3(A;B).)
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(2) Sei A = (Q; <), B = (R; <). Da sowohl Q als auch R dicht geordnet sind, ist jeder endliche
lokale Isomorphismus beliebig oft erweiterbar. Also gilt in diesem Fall:

Im(A;B) = I0(A;B) f�ur alle m 2 N:

Per Induktion �uber m folgt sofort, dass die Mengen Im(A;B) abgeschlossen sind un-
ter Restriktionen: Wenn p 2 Im(A;B) und q � p, dann auch q 2 Im(A;B). Daher ist
Im(A;B) 6= ? genau dann, wenn ? 2 Im(A;B), d.h., wenn der leere lokale Isomorphismus
m-fach erweiterbar ist.

De�nition 1.16. (i) Zwei relationale � -Strukturen A, B heissen m-isomorph, A �=m B,
wenn Im(A;B) 6= ?.

(ii) A und B heissen endlich isomorph, A �=e B, wenn Im(A;B) 6= ? f�ur alle m 2 N.

Setze I!(A;B) :=
T
m2NIm(A;B). Also ist A �=e B genau dann, wenn I!(A;B) 6= ?. Dies

wiederum ist genau dann der Fall wenn ? 2 I!(A;B).

Die letzten Beispiele zeigen:

� (Z;<) 6�=e (R;<), da zwar (Z;<)�=2 (R;<) aber (Z;<) 6�=3 (R;<).

� (Q; <)�=e (R;<).

Satz 1.17. F�ur beliebige relationale � -Strukturen A, B gilt: Wenn jAj = m endlich ist und
A �=m+1 B, dann ist A �= B. Insbesondere sind f�ur endliche Strukturen die Isomorphie und
die endliche Isomorphie gleichbedeutend.

Beweis. Sei A = fa1; : : : ; amg und A �=m+1 B. Insbesondere ist dann der leere lokale Iso-
morphismus ? 2 Im+1(A;B) Wir wenden darauf zun�achst m Mal die Hin-Eigenschaft an.
Zu a1 2 A gibt es also ein b1 2 B, so dass (a1; b1) 2 Im(A;B). Durch Wiederholung des
Arguments folgt, dass zu a1; a2; : : : ; am Elemente b1; b2; : : : ; bm 2 B, existieren, so dass

p := f(a1; b1); (a2; b2)g; : : : ; (am; bm)g 2 I1(A;B):

Da fa1; : : : ; amg = A folgt, dass p : A ,! B eine Einbettung ist.
Zu zeigen bleibt, dass p surjektiv (und also ein Isomorphismus) ist. Angenommen, es

g�abe ein b 2 B � fb1; : : : ; bmg. Nach der Her-Eigenschaft gibt es zu b ein a 2 A, so dass
p [ f(a; b)g 2 I0(A;B). Dies ist aber unm�oglich, da b von allen b1; : : : ; bm verschieden ist
und A = fa1; : : : ; amg. Also ist p : A! B ein Isomorphismus.

�Ubung 1.2. Sei � = fPg, P ein einstelliges Relationssymbol. Der Charakter einer � -Struktur A =
(A;PA) ist das Paar (i; j) mit i = jPAj wenn PA endlich ist, i = 1 sonst, und mit j = jA � PAj
wenn A� PA endlich ist, j =1 sonst. Zeigen Sie, dass zwei � -Strukturen A;B genau dann endlich
isomorph sind, wenn sie den gleichen Charakter haben. Wie ist die entsprechende Bedingung f�ur die
m-Isomorphie?

�Ubung 1.3. Seien A und B zwei lineare Ordnungen, mit A \ B = ?. (Wenn dies nicht erf�ullt ist,
gehen wir zu einer isomorphen Kopie von B �uber.) Dann bezeichnen wir mit A + B die lineare
Ordnung (A [ B;<) welche A und B so erweitert, dass jedes Element von B gr�osser ist als alle
Elemente von A. Man zeige, dass f�ur beliebige lineare Ordnungen und alle m 2 N gilt: Wenn
A �=m A

0 und B �=m B
0, dann auch A+B �=m A

0 +B0.
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�Ubung 1.4. Zu jeder �Aquivalenzstruktur A = (A;�) de�nieren wir die Funktion FA : N[ f1g !
N [ f1g, wobei FA(m) die Anzahl der �-�Aquivalenzklassen mit m Elementen angibt. Seien A, B
beliebige �Aquivalenzstrukturen. Beweisen Sie folgende Aussagen.

(a) Wenn FA(m) = n und A �=m(n+1)+1 B, dann auch FB(m) = n.

(b) Wenn A �=nm B und A h�ochstens n �Aquivalenzklassen hat, von denen jede h�ochstens m
Elemente enth�alt, dann gilt dasselbe f�ur B.

(c) Zeigen Sie, dass die endliche Isomorphie vonA undB nur von FA und FB abh�angt. Formulieren
sie eine notwendige und hinreichende Bedingung f�ur A �=e B.

1.7 Ehrenfeucht-Fra��ss�e Spiele

| That isn't the way to play it.

| Why not?

| `Cause it isn't the way to win.

| Is there a way to win?

| Well, there's a way to lose more slowly.

Robert Mitchum, Jane Greer, in: Out of the Past

Wir pr�asentieren nun eine spieltheoretische Deutung der endlichen Isomorphie. Wie im letz-
ten Abschnitt setzen wir voraus, dass A;B zwei Strukturen mit relationaler Signatur � sind.
Weiter sei m eine beliebige nat�urliche Zahl.

Das Spiel Gm(A;B).Das Ehrenfeucht-Fra��ss�e Spiel Gm(A;B) wird von zwei Spielern nach
folgenden Regeln gespielt.

Das Spielfeld besteht aus den Strukturen A und B. Wir setzten dabei voraus, dass
A \ B = ?. Die Spieler sind der Herausforderer und die Duplikatorin, oft auch bezeichnet
als Spieler I und II. Eine Partie besteht aus m Z�ugen.

Im i-ten Zug bestimmt der Herausforderer entweder ein Element ai 2 A oder ein bi 2 B.
Die Duplikatorin antwortet indem sie ein Element aus der jeweils anderen Struktur ausw�ahlt.

Nach m Z�ugen sind also Elemente a1; : : : ; am aus A und b1; : : : ; bm aus B ausgezeich-
net. Die Duplikatorin hat die Partie gewonnen, wenn die Menge f(a1; b1); : : : ; (am; bm)g ein
lokaler Isomorphismus von A nach B ist. Andernfalls hat der Herausforderer gewonnen.

Nach i Z�ugen in Gm(A;B) ist eine Position (A; a1; : : : ; ai;B; b1; : : : ; bi) erreicht. Das ver-
bleibende Teil-Spiel, mit m� i Z�ugen, bezeichnen wir mit Gm�i(A; a1; : : : ; ai;B; b1; : : : ; bi).

Eine Gewinn-Strategie des Herausforderers f�ur ein solches (Teil-)Spiel ist eine Funktion,
die ihm in jeder erreichbaren Position m�ogliche Z�uge nennt, mit denen er die Partie gewinnt,
egal wie seine Gegnerin spielt. Analog sind Gewinnstrategien f�ur die Duplikatorin de�niert.

Wir sagen, der Herausforderer (bzw. die Duplikatorin) gewinnt das Spiel Gm(A;B), wenn
er (bzw. sie) eine Gewinnstrategie daf�ur hat. Per Induktion �uber die Anzahl der Z�uge zeigt
man leicht, dass f�ur jedes (Teil-)Spiel genau einer der Spieler eine Gewinnstrategie hat.

Beispiele. (1) Sei A = (Z;<), B = (R;<). Die Duplikatorin gewinnt G2(A;B), aber der Her-
ausforderer gewinnnt G3(A;B).

(2) F�ur � = fE;Pg (wobei P einstelliges und E zweistelliges Relationssymbol) seien die folgenden
Strukturen gegeben:
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A B

Auch hier gewinnt gewinnt der Herausforderer G3(A;B), die Duplikatorin aber G2(A;B).

Das Spiel G(A;B). Eine wichtige Variante ist das Ehrenfeucht-Fra��ss�e Spiel G(A;B) oh-
ne feste Beschr�ankung der Anzahl der Z�uge: In jeder Partie bestimmt der Herausforderer
zun�achst ein m 2 N, dann wird das Spiel Gm(A;B) gespielt.

Der Herausforderer gewinnt also das Spiel G(A;B) genau dann, wenn es ein m 2 N

gibt so, dass er das Spiel Gm(A;B) gewinnt. Anders ausgedr�uckt: die Duplikatorin gewinnt
G(A;B) genau dann, wenn sie f�ur jedes der Spiele Gm(A;B) eine Gewinnstrategie besitzt.

Es besteht ein enger Zusammenhang zwischen der j-fachen Erweiterbarkeit eines lokalen
Isomorphismus und Gewinnstrategien der Duplikatorin von einer entsprechenden Position
eines Ehrenfeucht-Fra��ss�e Spiels mit j verbleibenden Z�ugen. F�ur den Fall j = 0 ist der Zu-
sammenhang o�ensichtlich: Die Duplikatorin gewinnt G0(A; a1; : : : ; am;B; b1; : : : ; bm) ge-
nau dann wenn f(a1; b1); : : : ; (am; bm)g 2 I0(A;B).

Satz 1.18. F�ur beliebige relationale � -Strukturen A, B und m 2 N gilt:

(i) A �=m B genau dann, wenn die Duplikatorin das Spiel Gm(A;B) gewinnt.

(ii) A �=e B genau dann, wenn die Duplikatorin das Spiel G(A;B) gewinnt.

Wir beweisen folgende allgemeinere Aussage:

Lemma 1.19. F�ur alle m 2 N, i � m und alle a1; : : : ; ai 2 A; b1; : : : ; bi 2 B gilt:
Die Duplikatorin gewinnt das Teilspiel Gm�i(A; a1; : : : ; ai;B; b1; : : : ; bi) genau dann, wenn
f(a1; b1); : : : ; (ai; bi)g 2 Im�i(A;B).

Beweis. Wir beweisen dies per Induktion �uber die Anzahl j := m � i der verbleibenden
Z�uge. F�ur j = 0 haben wir dies bereits festgestellt. Sei nun j > 0. Die Duplikatorin gewinnt
das Spiel Gj(A; a1; : : : ; ai;B; b1; : : : ; bi) genau dann, wenn sie zu jedem vom Herausforderer
gew�ahlten ai+1 2 A ein bi+1 2 B, und zu jedem bi+1 2 B ein ai+1 2 A �ndet, so dass sie
das Teilspiel Gj�1(A; a1; : : : ; ai; ai+1;B; b1; : : : ; bi; bi+1) gewinnt. Nach Induktionsvorausset-
zung gewinnt sie ein solches Teilspiel genau dann, wenn f(a1; b1); : : : ; (ai; bi); (ai+1; bi+1)g 2
Ij�1(A;B). Also folgt, dass die Duplikatorin das Spiel Gj(A; a1; : : : ; ai;B; b1; : : : ; bi) ge-
nau dann gewinnt wenn der lokale Isomorphismus f(a1; b1); : : : ; (ai; bi)g die Hin- und Her-
Eigenschaft bzgl. Ij�1(A;B) hat, d.h. wenn er zu Ij(A;B) geh�ort.

Die erste Behauptung von Satz 1.18 ergibt sich nun wenn man in Lemma 1.19 i = 0
setzt: Die Duplikatorin gewinnt Gm(A;B) genau dann wenn der leere lokale Isomorphismus
zu Im(A;B) geh�ort. Dies ist bekanntlich genau dann der Fall wenn Im(A;B) 6= ?. Die
zweite Behauptung von Satz 1.18 ergibt sich unmittelbar aus der ersten.
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1.8� Partielle Isomorphie.

Ein �Aquivalenzbegri� von Strukturen der zwischen der Isomorphie und der endlichen Iso-
morphie liegt, ist die partielle Isomorphie.

De�nition 1.20. Zwei relationale � -Strukturen A,B sind partiell isomorph, A �=p B, wenn
eine nichtleere Menge I � Loc(A;B) existiert so, dass jedes p 2 I die Hin- und Her-
Eigenschaft bzgl. I selbst besitzt.

Das heisst also, dass zu jedem p 2 I und jedem a 2 A (bzw. zu jedem b 2 B) ein b 2 B

(bzw. ein a 2 A) existiert mit p[f(a; b)g 2 I . Wir sagen in diesem Fall auch: I hat die Hin-
und Her-Eigenschaft.

Beispiel. Zwei dichte Ordnungen A, B ohne Endpunkte sind partiell isomorph mit

I = I0(A;B) = fp 2 Loc(A;B) : p endlichg:

Insbesondere gilt dies f�ur A = (Q; <) und B = (R; <). Beachte, dass (Q;<) und (R;<) nicht
isomorph sind, da Q abz�ahlbar, R aber �uberabz�ahlbar ist.

Satz 1.21. F�ur beliebige relationale � -Strukturen A, B gilt:

(i) A �= B =) A �=p B =) A �=e B.

(ii) A �=p B, A;B abz�ahlbar =) A �= B.

Beweis. Zu (i): Ist � : A! B ein Isomorphismus, so hat I = fp : p � �g die Hin- und Her-
Eigenschaft. Also sind A und B partiell isomorph. Weiter k�onnen wir zu jedem I : A �=p B

die Menge

J0 := fq 2 I0(A;B) : es gibt ein p 2 I mit p � qg

der endlichen Restriktionen aller p 2 I bilden.
O�ensichtlich ist J0 6= ?, da I 6= ?. Es reicht also zu zeigen, dass J0 � Im(A;B) f�ur alle

m 2 N. Wir beweisen dies per Induktion nach m.
Der Fall m = 0 folgt unmittelbar aus der De�nition von J0. Sei nun m > 0 und q 2 J0.

Es gibt also ein p 2 I mit q � p. Da p die Hin- und Her-Eigenschaft bzgl. I hat gibt
es f�ur alle a 2 A (bzw. b 2 B) ein b 2 B (bzw. a 2 A), so dass p [ f(a; b)g 2 I , und also
q[f(a; b)g 2 J0 � Im�1(A;B) (nach Induktionsvoraussetzung). Damit ist gezeigt, dass jedes
q 2 J0 die Hin- und Her-Eigenschaft bzgl. Im�1(A;B) erf�ullt. Damit folgt J0 � Im(A;B).

Zu (ii): Der Beweis dieser Aussage ist analog zum Beweis des Satzes von Cantor (�Ubungs-
aufgabe).

Wenn A �=p B und A abz�ahlbar ist, dann folgt nicht unbedingt, dass auch B abz�ahlbar
ist (und damit A �= B), wie das Beispiel (Q; <) �=p (R; <) zeigt. Als n�achtes wollen wir
Strukturen A, B angeben, welche endlich isomorph, aber nicht partiell isomorph sind. Sei
A = (Z;<) und B = (Z� f0; 1g; <B) mit

(z; i) <B (z0; j) gdw. (i = j und z < z0) oder (i = 0 und j = 1):

Z

A : : : : : :
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Z Z

B : : :

B besteht also also zwei `hintereinander gelegten' Kopien von A. F�ur b; b0 2Z� f0; 1g, mit
b <B b0, setzen wir

b0
.
� b :=

(
b0 � b wenn b; b0 in derselben Kopie von Zsind

1 wenn b 2Z� f0g; b0 2Z� f1g:

F�ur i; j 2 N[ f1g; m 2 N schreiben wir i =m j wenn entweder i = j oder i; j > m.

Behauptung. A �=e B

Beweis. Sei p = f(a1; b1); : : : ; (ar; br)g ein lokaler Isomorphismus von A und B mit a1 <
A

a2 <
A � � � <A ar und b1 <

B b2 <
B � � � <B br, und sei weiter (ai+1 � ai) =2m (bi+1

.
� bi) f�ur

i = 1; 2; : : : ; r� 1.

ai | {z } ai+1
=

bi
z }| { bi+1 oder

ai | {z } ai+1
� 2m

bi bi+1

Wir zeigen durch Induktion nach m, dass p 2 Im(A;B). F�ur m = 0 ist dies o�ensichtlich
der Fall. F�ur m > 0 ist zu zeigen, dass p die Hin- und Her-Eigenschaft bzgl. Im�1(A;B)
besitzt. Wir beschr�anken uns auf den Beweis der Hin-Eigenschaft. F�ur ein beliebiges a 2 A

gilt entweder ai < a � ai+1 f�ur ein i < r, oder a � a1, oder ar < a. F�ur den Fall, dass
ai < a � ai+1 unterscheiden wir drei Unterf�alle:

(1) Sei a� ai � 2m�1. Dann w�ahlen wir b so, dass b� bi = a � ai.

ai a ai+1| {z }
� 2m�1

bi b bi+1| {z }
= a� ai

Da (ai+1 � ai) =2m (bi+1
.
� bi) schliessen wir:

(a) wenn ai+1 � ai = bi+1 � bi, dann auch ai+1 � a = bi+1 � b.

(b) wenn ai+1 � ai > 2m und bi+1 � bi > 2m, dann auch ai+1 � a > 2m�1 und
bi+1 � b > 2m�1.

Also gilt a � ai = b� bi und (ai+1 � a) =2m�1 (bi+1
.
� b).
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(2) Sei ai+1 � a � 2m�1.

ai a ai+1| {z }
� 2m�1

Dieser Fall wird v�ollig analog behandelt.

(3) Es bleibt der Fall, dass a�ai > 2m�1 und ai+1�a > 2m�1. Dann ist ai+1�ai > 2m und

daher auch bi+1�bi > 2m. Daher existiert ein bmit b�bi > 2m�1 und bi+1
.
�b > 2m�1.

ai a ai+1

| {z } | {z }
2m�1 2m�1

| {z } | {z }
bi 2m�1 b 2m�1 bi+1

Die F�alle a � a1 oder ar < a werden in der selben Weise behandelt. Nach Induktionsvor-
aussetzung folgt, dass p[f(a; b)g 2 Im�1(A;B). Die Argumentation f�ur die Her-Eigenschaft
ist weitestgehend analog. Also ist Im(A;B) 6= ? f�ur alle m 2 N und somit A �=e B.

Behauptung. A 6�=p B.

Beweis. O�ensichtlich ist A 6�= B. Da A und B abz�ahlbar sind, w�urde aus A �=p B aber
A �= B folgen.

�Uber das Endliche hinaus z�ahlen. F�ur beliebige relationale Strukturen A;B haben wir
aus der Kette I0(A;B) � I1(A;B) � � � � die Menge

I!(A;B) :=
\
m2N

Im(A;B)

de�niert. F�ur die soeben betrachteten Strukturen A = (Z; <) und B = (Z� f0; 1g; <B)
besteht I!(A;B) aus den endlichen lokalen Isomorphismen p f�ur die gilt: Bild(p) �Z� fig
f�ur i = 0 oder i = 1, und es gibt einen Isomorphismus � : (Z;<)! (Z� fig; <) mit p � �.

(Z;<)

oder

: : :
(Z� f0g; <) (Z� f1g; <)
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So wie Im+1(A;B) aus Im(A;B) de�niert wurde, k�onnen wir auch `im Unendlichen
weiterz�ahlen' und I!+1(A;B) aus I!(A;B) de�nieren: p 2 I!+1(A;B) wenn f�ur alle a 2 A
(bzw. b 2 B) ein b 2 B (bzw. a 2 A) existiert mit p [ f(a; b)g 2 I!(A;B).

F�ur das vorliegende Beispiel folgt: I!+1(A;B) = f?g, I!+2(A;B) = ?.



Kapitel 2

Syntax und Semantik der

Pr�adikatenlogik

2.1 Syntax der Pr�adikatenlogik

Terme und Formeln sind syntaktische Objekte, d.h. W�orter in einer formalen Sprache. Wir
�xieren eine Signatur � , und de�nieren die Menge der � -Terme und die Menge der � -Formeln
induktiv, als Wortmengen �uber einem Alphabet Alph(�) welches aus folgenden Symbolen
besteht

� den Relations- und Funktionssymbolen in � ,

� einer festen, abz�ahlbar unendlichen Menge VAR = fv0; v1; v2; : : :g von Variablen;

� dem Gleichheitszeichen = ,

� den aussagenlogischen Junktoren :;^;_;! und $,

� dem Existenzquantor 9 und dem Allquantor 8,

� den Klammersymbolen (; ).

� -Terme sind bestimmte W�orter �uber diesem Alphabet, welche aus Variablen und Funk-
tionszeichen zusammengesetzt sind. Wir verwenden hier eine klammerfreie Notation.

De�nition 2.1. Die Menge T (�) der � -Terme ist induktiv wie folgt de�niert:

(1) VAR � T (�), d.h. jede Variable ist ein � -Term.

(2) Sind t1; : : : ; tn � -Terme und f 2 Fn(�), so ist auch ft1 � � � tn ein � -Term.

Wenn wir einen Term in der form t(x1; : : : ; xn) schreiben, dann meinen wir, dass x1; : : : ; xn
paarweise verschiedene Variablen sind und dass in t keine andern Variablen als diese vor-
kommen. Man beachte, dass insbesondere jedes Konstantensymbol c 2 F 0(�) ein � -Term
ist. Ein Grundterm ist ein Term, in dem keine Variablen auftreten.

22
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Beispiel. Die Signatur � enthalte die Funktionssymbole f 2 F 1(� ), g 2 F 2(� ) und c 2 F 0(� ). Sei
x 2 VAR eine Variable. Dann sind die folgenden W�orter � -Terme.

x; c; fx; fc; gxx; gfxc; ggccfx:

Dabei sind c und fc Grundterme. Es ist oft n�utzlich, Terme als B�aume aufzufassen. Die Baum-
notation des Terms ggccfx ist

g

g f

c c x

Eindeutige Lesbarkeit von Termen. Jedes Wort in Alph(� )� kann auf h�ochstens
eine Weise als ein Term aufgefasst werden. Um dies nachzuweisen, zeigt man zun�achst
per Induktion �uber den Termaufbau, dass kein � -Term ein echtes Anfangsst�uck eines
andern � -Terms sein kann. Daraus folgt, dass f�ur jeden Term ft1 � � � tn die unmittelbaren
Unterterme t1; : : : ; tn eindeutig bestimmt sind.

De�nition 2.2. Die Menge FO(�) der � -Formeln der Pr�adikatenlogik ist induktiv de�niert
wie folgt:

(1) Sind t1; t2 � -Terme dann ist t1 = t2 eine � -Formel.

(2) Sind t1; : : : ; tn Terme aus T (�) und ist P 2 � ein n -stelliges Relationssymbol, dann
ist Pt1 � � � tn eine � -Formel.

(3) Wenn  eine � -Formel ist, dann auch : .

(4) Wenn  und ' � -Formeln sind, dann auch ( ^ '), ( _ '), ( ! ') und ( $ ').

(5) Wenn  eine � -Formel ist und x 2 VAR eine Variable, dann sind 9x und 8x 

� -Formeln.

Die Formel : wird gelesen \nicht  " und ist die Negation von  . Die Formeln ( _'),
gelesen \ oder '", und ( ^'), gelesen \ und '", heissen die Disjunktion bzw. Konjunktion
von  und '. Wir nennen ( ! ') die Implikation von  nach ' und lesen sie \ Pfeil '"
oder \ impliziert '". Die Formel ( $ ') heisst die Bi-Implikation oder �Aquivalenz von
 und ', gelesen \ �aquivalent '" oder \ genau dann, wenn '". Die Formeln 9x bzw.
8x lesen wir \es gibt ein x, so dass  " bzw. \f�ur alle x,  ". Obwohl die Leseweise der
Formeln nat�urlich auf ihre Semantik (Bedeutung) anspielen, sind die Formeln bis jetzt als
rein syntaktische Objekte, als W�orter in einer formalen Sprache aufzufassen.

Eine Formel, die nur nach den Regeln (1) und (2) de�niert ist, heisst atomar , oder Atom-
Formel, oder einfach Atom. Literale sind Atome und deren Negationen. Formeln, die nur
nach den Regeln (1) { (4) de�niert sind, heissen quantorenfrei.
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Beispiel. Sei � = fE; fg, E ein zweistelliges Relationssymbol, f ein einstelliges Funktionssymbol.
Hier sind einige Formeln aus FO(fE; fg):

v0 = v1

((Ev0v0 _ fv0 = v1) ^:Ev1fv0)

8v08v1(:v0 = v1 ! Ev0v1)

8v08v1(Ev0v1 ! 9v2(Ev0v2 ^Ev2v0)):

Konventionen zur Notation von Formeln. Zur Vesserung der Lesbarkeit bedie-
nen wir uns abk�urzender oder vereinfachender Schreibweisen. Zum Beispiel bezeich-
nen wir in der Regel Variablen anstelle von v0; v1; : : : ; mit andern Symbolen, etwa
x; y; z; x0; x1; : : : . F�ur Terme, die aus Funktionssymbolen wie +, �, � etc. gebildet wer-
den, verwenden wir in der Regel die In�x-Notation x + y statt +xy; �ahnliches gilt f�ur
Atome wie etwa t1 < t2 oder gelegentlich auch xEy. Anstelle von : t1 = t2 schreiben wir
t1 6= t2. Wo dies f�ur die Lesbarkeit n�utzlich ist, werden wir von der klammerfreien Nota-
tion von Termen abweichen: So ist etwa g(fx; g(x; ffy)) als anschaulichere Beschreibung
des Terms gfxgxffy zu verstehen. Zum Beispiel schreiben wir x+(y+ z) = (x+ y)+ z
anstelle von +x + yz = ++xyz. Andererseits werden wir in Formeln oft Klammern
weglassen, welche f�ur das Verst�andnis �uber
�ussig sind. Wir vereinbaren, dass ^ und _
st�arker binden als ! und $. So steht etwa  ^ :' ! # f�ur (( ^ :') ! #) Ausser-
dem vereinbaren wir Linksklammerung bei iterierten Disjunktionen und Konjunktionen:
 ^ ' ^ � steht f�ur (( ^ ') ^ �).

Man beachte, dass diese anschaulichen Mitteilungsweisen keine Terme und Formeln
im eigentlichen Sinn mehr sind sondern metasprachliche Umschreibungen solcher Ob-
jekte. Die pr�asize formale De�nition der syntaktischen Objekte ist notwendig f�ur die
Pr�azisierung des Begri�s einer logischen Aussage, f�ur die sp�ater folgende Analyse des
Beweisbegri�s, und insbesondere f�ur die maschinelle Verarbeitung mathematischer Aus-
sagen. F�ur die metasprachliche Kommunikation ist eine allzu formale Notation hingegen
eher hinderlich als hilfreich. Dies gilt nicht nur f�ur logische Formeln; auch in der Kom-
munikation �uber andere syntaktische Objekte, etwa Computer-Programme (f�ur die eine
pr�azise Syntax nat�urlich zwingend erforderlich ist), wird man, etwa bei der Konzeption
und Analyse informellere Beschreibungen vorziehen.

Wir weisen ausserdem darauf hin, dass ein Ausdruck t1 = t2 je nach Kontext ent-
weder eine Formel aus FO(� ) oder aber eine metasprachliche Aussage sein kann, welche
die Gleichheit der beiden Terme t1; t2 als syntaktische Objekte ausdr�uckt. Um diese
m�ogliche Quelle von Konfusionen zu vermeiden, kann man entweder zwei verschiedene
Gleichheitszeichen einf�uhren oder einfach versuchen, sorgf�altig zu sein. Wir w�ahlen hier
die zweite M�oglichkeit.

Beweisprinzip der Induktion �uber den Formelaufbau. Der induktive Aufbau von
Termen und Formeln erlaubt das Prinzip der strukturellen Induktion f�ur De�nitionen und
Beweise.

Induktionsbeweise �uber den Formelaufbau folgen folgendem Muster. Um nachzuweisen,
dass alle Formeln in FO(�) eine Eigenschaft E besitzen, zeigt man:

(1) Alle atomaren Formeln in FO(�) haben die Eigenschaft E.

(2) Haben  und ' 2 FO(�) die Eigenschaft E, so auch : , ( �') f�ur � 2 f^;_;!;$g.
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(3) Hat  2 FO(�) die Eigenschaft E, dann auch alle Formeln der Form 9x , 8x f�ur
x 2 VAR.

Mit diesem Beweisprinzip kann man (wie bei Termen) leicht die eindeutige Lesbarkeit von
Formeln einsehen: Keine Formel ist ein echtes Anfangsst�uck einer andern Formel und daher
kann man jede Formel auf genau eine Weise gem�ass den Regeln (1) { (5) von De�nition 2.2
in ihre unmittelbaren Bestandteile zerlegen.

Daraus folgt insbesondere, dass induktive De�nitionen �uber den Formelaufbau eindeutig
sind: So k�onnen wir etwa f�ur jede Formel  2 FO(�) die Menge UF( ) ihrer Unterformeln
induktiv wie folgt de�nieren.

UF( ) := f g wenn  atomar;

UF(: ) := f: g [ UF( );

UF(( � ')) := f( � ')g [UF( )[UF(') f�ur � 2 f^;_;!;$g;

UF(9x ) := f9x g [ UF( );

UF(8x ) := f8x g [ UF( ):

�Ubung 2.1. Zeigen Sie, dass das Prinzip der eindeutigen Lesbarkeit von Formeln erhalten bleibt,
wenn wir die sog. polnische Notation verwenden, welche ganz ohne Klammern auskommt. Die Regel
(4) in De�nition 2.2 wird dabei ersetzt durch

(4)0 Wenn  und ' � -Formeln sind, dann auch die Ausdr�ucke ^ ', _ ', !  ' und $  '.

Man zeige andererseits, dass die eindeutige Lesbarkeit nicht mehr gew�ahrleistet ist wenn in De�niti-
on 2.2 die Klammern einfach weggelassen werden, d.h. wenn mit  und ' auch die Ausdr�ucke  ^',
 _ ',  ! ' und  $ ' als Formeln zugelassen werden.

Freie und gebundene Variablen. Ein Vorkommen einer Variablen x in einer Formel  
kann frei oder gebunden sein. Es ist gebunden, wenn es in einer Unterformel der Form 9x 

oder 8x statt�ndet, andernfalls ist es frei.

Beispiel. In der folgenden Formel sind unterstrichene Vorkommen von Variablen gebunden, nicht
unterstrichene Vorkommen sind frei.

9x(Eyz ^ 8z(z = x_Eyz)):

Beachte, dass z in dieser Formel sowohl frei als auch gebunden vorkommt.

Formal ist die Menge der in einer Formel frei auftretenden Variablen wie folgt de�niert.

De�nition 2.3. Sei t 2 T (�) ein Term und  2 FO(�) eine Formel. Mit Var(t) bzw. Var( )
bezeichnen wir die Menge aller in t bzw.  auftretenden Variablen. Die Menge Frei( ) der
freien Variablen von  ist induktiv wie folgt de�niert:

(1) F�ur atomare Formeln  ist Frei( ) = Var( );

(2) Frei(: ) = Frei( );

(3) Frei( � ') = Frei( )[ Frei('), f�ur � 2 f^;_;!;$g;

(4) Frei(9x ) = Frei(8x ) = Frei( )� fxg:
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Oft bezeichnen wir eine Formel in der Form (x1; : : : ; xk), um anzudeuten, dass h�ochstens
die Variablen x1; : : : ; xk in  frei vorkommen. Ein � -Satz ist eine � -Formel ohne freie Va-
riablen.

M�achtigkeit von T(�) und FO(�). Wenn � abz�ahlbar ist, dann auch das Alphabet
Alph(�). Nach �Ubung 1.1 folgt dann, dass auch Alph(�)�, und damit inbesondere T (�) und
FO(�) abz�ahlbar sind. Andererseits sind T (�) und FO(�) auch bei endlicher Signatur �
(sogar bei � = ?) unendlich. In der Tat enth�alt T (�) alle Variablen und FO(�) alle Formeln
x = y f�ur x; y 2 VAR.

2.2 Semantik der Pr�adikatenlogik

Die Modellbeziehung.

De�nition 2.4. Sei � eine Signatur. Eine � -Interpretation ist ein Paar I = (A; �) wobei
A eine � -Struktur und � : X ! A eine Belegung von Variablen durch Elemente von A ist.
Dabei ist X = Def(�) � VAR. Eine � -Interpretation I = (A; �) ordnet

� jedem Term t 2 T (�) mit Var(t) � Def(�) einen Wert tI 2 A zu, und

� jeder Formel  2 FO(�) mit Frei( ) � Def(�) einen Wahrheitswert I( ) 2 f0; 1g. (Wie

�ublich steht 0 f�ur falsch und 1 f�ur wahr.)

Die Zuordnung dieser Werte erfolgt induktiv gem�ass dem Aufbau der Terme und Formeln
wie folgt:

Interpretation von Termen.

(1) F�ur x 2 Def(�) ist xI := �(x).

(2) F�ur t = ft1 � � � tn ist tI := fA(tI1; : : : ; t
I
n).

Interpretation von Formeln.

(3) I(t1 = t2) :=

(
1 wenn tI1 = tI2
0 sonst.

(4) I(Pt1 � � � tn) :=

(
1 wenn (tI1; : : : ; t

I
n) 2 P

A

0 sonst.

(5) I(: ) := 1� I( ) =

(
1 wenn I( ) = 0

0 wenn I( ) = 1

(6) I( _ ') := max(I( ); I(')) =

(
1 wenn I( ) = 1 oder I(') = 1

0 sonst.

(7) I( ^ ') := min(I( ); I(')) =

(
1 wenn I( ) = 1 und I(') = 1

0 sonst.
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(8) I( ! ') := I(: _ ') =

(
0 wenn I( ) = 1 und I(') = 0

1 sonst.

(9) I( $ ') := I(( ! ') ^ ('!  )) =

(
1 wenn I( ) = I(')

0 sonst.

Um I(9x ) und I(8x ) zu de�nieren, verwenden wir folgende Notation: Sei � : X ! A
eine Belegung, x eine Variable und a ein Element von A. Wir de�nieren eine neue Belegung
�[x=a] : X [ fxg ! A mit �[x=a](y) := �(y) f�ur y 6= x und �[x=a](x) := a. F�ur I = (A; �)
setzen wir I[x=a] := (A; �[x=a]). Wir de�nieren nun

(10) I(9x ) := max
a2A

I[x=a]( ) =

(
1 wenn ein a 2 A existiert, so dass I[x=a]( ) = 1

0 sonst.

(11) I(8x ) := min
a2A

I[x=a]( ) =

(
1 wenn f�ur alle a 2 A gilt, dass I[x=a]( ) = 1

0 sonst.

Ein Modell einer Formel  ist eine Interpretation I = (A; �), so dass Frei( ) � Def(�)
und I( ) = 1. Wir schreiben dann: A j=  [�] und sagen  gilt in A unter der Belegung �.

Man beachte, dass eine Formel  2 FO(�) auch zu FO(�) geh�ort, wenn � � � . Eine
Interpretation (A; �) ist also passend f�ur eine Formel  wenn alle Funktions- und Relati-
onssymbole von  in der Signatur von A enthalten sind, und alle freien Variablen von  

zum De�nitionsbereich von � geh�oren. O�ensichtlich ist f�ur die Modellbeziehung die Inter-
pretation der Relations- und Funktionssymbole, welche in  gar nicht vorkommen sowie
die Belegung der in  nicht frei auftretenden Variablen unerheblich. Dieser Sachverhalt,
den man durch eine einfache, aber langweilige Induktion �uber den Formelaufbau nachweisen
kann, wird durch das Koinzidenzlemma ausgedr�uckt.

Lemma 2.5 (Koinzidenzlemma). Sei  2 FO(� \ �), (A; �) eine �-Interpretation und
(A0; �0) eine � -Interpretation, so dass folgendes gilt:

(i) A und A0 haben dasselbe (� \ �)-Redukt: A � � \ � = A0 � � \ � .

(ii) Frei( ) � Def(�) \Def(�0) und �(x) = �0(x) f�ur alle x 2 Frei( ).

Dann gilt: A j=  [�] () A0 j=  [�0].

Notation. Wie erw�ahnt, deuten wir mit der Notation  (x1; : : : ; xk) an, dass Frei( ) �
fx1; : : : ; xkg. Sei nun (A; �) eine Interpretation welche die Variablen x1; : : : ; xk durch die
Elemente a1 = �(x1); : : : ; ak = �(xk) bewertet. Wir schreiben dann anstelle von A j=  [�]
meistens A j=  (a1; : : : ; ak). (Diese Notation ist durch das Koinzidenzlemma gerechtfertigt,
denn es gilt dann A j=  [�0] f�ur alle Belegungen �0 welche x1; : : : ; xk auf a1; : : :ak abbilden.)
Ist  ein Satz (also Frei( ) = ?) so schreiben wir A j=  und nennen A ein Modell von  .

Beispiel. Sei  := 9z(Exz ^Ezy) und ' := 8x8y(Exy !  ). O�ensichtlich ist  eine fEg-Formel
mit Frei( ) = fx; yg und ' ein fEg-Satz.

Die Interpretation I = (A; �) mit A = (N; EA), EA = f(m;n) : m ist ein echter Teiler von ng
und �(x) = 2, �(y) = 36 ist ein Modell von  (x; y), d.h. A j=  (2; 36). In der Tat existiert ein m 2 N
(z.B. m = 6), so dass unter der Belegung �[z=m] die Formel (Exz ^Ezy) in A gilt. Jedoch gilt nicht
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A j= ', denn unter der Belegung x 7! 2; y 7! 4 ist (Exy !  ) falsch in A (2 ist echter Teiler von
4, aber es gibt keine Zahl, welche echt von 2 geteilt wird und ihrerseits 4 echt teilt). Hingegen ist
(Q; <) ein Modell von ', da Q dicht geordnet ist.

Ein Modell einer Formelmenge � � FO(�) ist eine � -Interpretation I = (A; �), so dass
A j= '[�] f�ur alle ' 2 � gilt. Ein Modell einer Formelmenge erf�ullt also alle Formeln in
dieser Menge gleichzeitig.

De�nition 2.6. Sei � eine Menge von � -S�atzen. Die Modellklasse von � (kurz: Mod(�))
besteht aus aus allen � -Strukturen A mit A j= �. Eine Klasse K von � -Strukturen ist
axiomatisiert durch �, wenn K = Mod(�). Wir nennen � dann ein Axiomensystem f�ur K.

Beispiele. (1) Die Klasse aller (ungerichteten) Graphen ist die Modellklasse von

�Graph = f8x:Exx; 8x8y(Exy ! Eyx)g:

(2) Die Klasse aller Gruppen (G; �; e; �1) ist axiomatisiert durch

�Gruppe = f8x8y8z(x � (y � z) = (x � y) � z); 8x(x � e = x); 8x(x � x�1 = e)g:

(3) Ein Axiomensystem f�ur die Klasse aller linearen Ordnungen ist

�< = f8x:x < x; 8x8y8z(x < y ^ y < z ! x < z); 8x8y(x < y _ x = y _ y < x)g:

(4) F�ur eine beliebige Signatur � und n 2 N sei K>n die Klasse der � -Strukturen mit mindestens
n Elementen. K>n (f�ur n � 2) ist axiomatisiert durch den Satz

'>n := 9x1 � � � 9xn
^

16i<j6n

xi 6= xj:

Die Klasse K1 aller unendlichen � -Strukturen ist axiomatisiert durch das unendliche Axio-
mensystem �1 = f'>n : n 2 Ng.

2.3 Die Folgerungsbeziehung.

De�nition 2.7. (Semantische Folgerungsbeziehung) Sei � � FO(�) eine Formelmen-
ge,  2 FO(�) eine Formel. Wir sagen,  folgt aus � (kurz: � j=  ) genau dann, wenn jede
zu �[ f g passende Interpretation, welche Modell von � ist, auch Modell von  ist. Wenn
� = f'g schreiben wir auch ' j=  anstelle von f'g j=  .

Beispiele. (1) �Gruppe j=  bedeutet, dass  in jeder Gruppe gilt. Man beachte, dass �Gruppe

eine Menge von S�atzen ist, dass aber in  durchaus freie Variabeln vorkommen d�urfen. Da
jedes Modell von �Gruppe auch ein Modell von  sein muss, bedeutet �Gruppe j=  , dass
(G; �) j=  f�ur jede Gruppe G und jede Belegung �. Zum Beispiel gilt �Gruppe j= x�1 � x = e
(da in jeder Gruppe das (Rechts-)Inverse jedes Elements auch Linksinverses ist.) Hingegen ist
�Gruppe 6j= x � y = y � x da nicht jede Gruppe kommutativ ist.

(2) �1 j=  bedeutet, dass  in allen unendlichen Strukturen gilt.

Man beachte, das dasselbe Symbol j= sowohl f�ur die Modellbeziehung (I j=  bzw.
A j=  ) wie auch f�ur die Folgerungsbeziehung (� j=  ) verwendet wird. Missverst�andnisse
sind ausgeschlossen, da die linke Seite die Bedeutung festlegt.
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De�nition 2.8. Hat eine Formel  (bzw. eine Formelmenge �) ein Modell, so heisst  
(bzw. �) erf�ullbar, andernfalls unerf�ullbar. Eine Formel  heisst allgemeing�ultig oder eine
Tautologie (kurz: j=  ) wenn jede zu  passende Interpretation ein Modell von  ist. Dies
ist �aquivalent zur Aussage, dass  aus der leeren Formelmenge folgt. Zwei Formeln  und
' heissen logisch �aquivalent (kurz:  � '), wenn  j= ' und ' j=  .

Hier sind ein paar einfache logische �Aquivalenzen. Der Nachweis ergibt sich unmittelbar
aus der De�nition der Modellbeziehung.

(1) :: �  (Elimination der doppelten Negation)

(2) :( ^ ') � : _ :'
:( _ ') � : ^ :' (de Morgan'sche Gesetze)

(3)  ^ ('_ #) � ( ^ ') _ ( ^ #)
 _ ( ^ #) � ( _ ')^ ( _ #) (Distributivgesetze)

(4)  ! ' � :'! : (Kontraposition)

(5)  ^ ( _ ') �  _ ( ^ ') �  (Absorption)

(6)  ^  �  

 _  �  (Idempotenz von ^ und _)

(7)  ^ ' � ' ^  
 _ ' � ' _  (Kommutativit�at von ^ und _)

(8)  ^ ('^ #) � ( ^ ') ^ #
 _ ('_ #) � ( _ ') _ # (Assoziativit�at von ^ und _)

Wir formulieren einige einfache Eigenschaften der Folgerungsbeziehung.

Lemma 2.9. Seien � � FO(�)  ; ' 2 FO(�) Dann gilt:

(i) � j=  genau dann, wenn � [ f: g unerf�ullbar ist.

(ii) � [ f g j= ' genau dann, wenn � j=  ! '.

(iii)  � ' genau dann, wenn j=  $ '.

(iv) Wenn � j=  dann gilt auch � [ �0 j=  f�ur jede Formelmenge �0.

(v)  ist erf�ullbar genau dann, wenn : keine Tautologie ist.

(vi) � ist unerf�ullbar genau dann, wenn � j=  f�ur alle  2 FO(�).

De�nition 2.10. Sei  eine Formel mit freien Variablen x1; : : : ; xk. Dann nennen wir die
S�atze 9x1 � � �9xk und 8x1 � � �8xk den existentiellen bzw. universellen Abschluss von  .

Lemma 2.11. (i) Eine Formel ist erf�ullbar genau dann, wenn ihr existentieller Abschluss
erf�ullbar ist.

(ii) Eine Formel ist eine Tautologie genau dann, wenn ihr universeller Abschluss eine
Tautologie ist.
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2.4 Termalgebren

Sei � eine Signatur und �f ihr funktionaler Teil (den wir aus � durch weglassen der Relati-
onssymbole erhalten). F�ur jede Variablenmenge X � VAR bezeichnen wir mir T (�;X) die
Menge aller � -Terme mit Variablen aus X . O�ensichtlich ist T (�;X) = T (�f ; X) f�ur alle X
und T (�) = T (�f) = T (�f ;VAR).

F�ur jede funktionale Signatur � k�onnen wir die Termmenge T (�;X) selbst als das
Universum einer �-Algebra T(X) au�assen, indem wir die Funktionssymbole durch ihre
nat�urliche Operation auf den Termen interpretieren. Dies bedeutet, dass f�ur f 2 Fn(�) und
t1; : : : ; tn 2 T (�;X)

fT(X)(t1; : : : ; tn) := ft1 � � � tn:

Satz 2.12. Zu jeder �-Algebra A und jeder Abbildung � : X ! A gibt es genau eine Fort-
setzung von � zu einem Homomorphismus � : T(X)! A.

Beweis. Eine Fortsetzung von � zu einem Homomorphismus � : T(X) ! A muss folgende
Bedingungen erf�ullen:

�(x) = �(x) f�ur x 2 X . (Fortsetzung von �)

�(ft1 � � � tn) = fA(�t1; : : : ; �tn) (Homomorphiebedingung).

Andererseits ist durch diese Bedingungen eine eindeutige, induktive De�nition eines Homo-
morphismus � : T(X)! A formuliert.

Beispiel. Sei I = (A; �) eine � -Interpretation mit Def(�) = X und sei � = �f der funktionale Teil
von � . Die Interpretationsfunktion t 7! tI auf den Termen ist nichts anderes als die Erweiterung von
� : X ! A zum eindeutig bestimmten Homomorphismus von T(X) nach (A � �) (dem funktionalen
Redukt von A).

Sei � : A ! B ein Homomorphismus von �-Algebren, � : X ! A eine Abbildung und
� : T(X) ! A der eindeutig bestimmte Homomorphismus, welcher � fortsetzt. Dann ist
� � � : T(X) ! B ein Homomorphismus. Andererseits k�onnen wir auch die Abbildung
� � � : X ! B zu einem Homomorphismus � � � : T(X)! B fortsetzen. Da aber � � � und
� � � aufX �ubereinstimmen, folgt wegen der Eindeutgkeit der Fortsetzung, dass ��� = � � �.
Damit ist gezeigt:

Lemma 2.13. F�ur jeden Homomorphismus � : A! B und jede Abbildung � : X ! A gilt:
� � � = � � �.

X //
�

A

��

�

??
??

??
??

T(X)

<<

�
zzzzzzzz

//
���

B

Anwendung. Aus einer Interpretation I = (A; �) und einem Homomorphismus � : A! B

k�onnen wir eine neue Interpretation I� := (B; � � �) de�nieren. Wie im letzten Beispiel
erl�autert, sind die Interpretationsfunktionen t 7! tI bzw. t 7! tI

�

gerade die eindeutig
bestimmten Erweiterungshomomorphismen von � bzw. von � � �. Aus dem Lemma 2.13
folgt daher sofort:
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Satz 2.14. Sei I = (A; �) eine � -Interpretation, � : A! B ein Homomorphismus, und I�

die Interpretation (B; � � �). Dann gilt f�ur jeden Term t 2 T (�;X): tI
�

= �(tI).

2.5 Substitution

In der Pr�adikatenlogik haben wir Substitutionsoperatoren f�ur Terme und Formeln. Der
einfachste Fall ist die Substitution einer einzelnen Variablen x durch einen Term s 2 T (�).
Wenn wir jedes Vorkommen von x in einem Term t durch s ersetzten, erhalten wir einen
neuen Term t[x=s]. F�ur die Baumnotation von Termen bedeutet dies, dass jedes mit x
beschriftete Blatt von t durch eine Kopie des Baumes s ersetzt wird. Man beachte, dass x
in s und damit auch im Term t[x=s] vorkommen kann. Auch in einer Formel  m�ochten
wir die freien Vorkommen von x durch einen Term t ersetzen k�onnen, um eine neue Formel
 [x=t] zu erhalten, welche dasselbe �uber t aussagen soll wie  �uber x.

Beispiel. Mit Hilfe einer Substitution l�asst sich eine Aussage \es gibt genau ein x, so dass  " auf
bequeme Weise formalisieren, etwa durch 9x( ^ 8y( [x=y] ! x = y)).

Bei der pr�azisen De�nition muss man etwas aufpassen, um Kon
ikte zwischen freien und
gebundenen Variablen zu vermeiden. Man betrachte etwa die Formel  = 9z(x + z = y).
Interpretiert in der Struktur (N;+) sagt  aus, dass x � y. Eine Ersetzung von x durch
eine Variable u oder auch durch einen Term u + u ist unproblematisch, wenn u von x
und y verschieden ist: die Formel  [x=u+ u] = 9z(u + u + z = y) dr�uckt dann eben aus,
dass 2u � y. Man betrachte jedoch die Formel 9z(z + z + z = y), welche durch `naive'
Ersetzung von x durch z + z gewonnen wird. In (N;+) dr�uckt diese Formel einen ganz
anderen Sachverhalt als 2z � y aus (n�amlich dass y durch 3 teilbar ist). Der Grund f�ur diese
Bedeutungs�anderung liegt darin, dass der eingesetzte Term z + z eine Variable enth�alt, die
in  gebunden auftritt. Dieser Kon
ikt kann allerdings auf einfache Weise aufgel�ost werden,
indem die gebundene Variable z in  zun�achst durch eine neue Variable u ersetzt wird, und
erst dann die Substitution von x durch z+ z durchgef�uhrt wird. Wir erhalten so die Formel
9u(z + z + u = x) welche in der Tat den gew�unschten Sachverhalt ausdr�uckt.

Ausserdem m�ochte man gerne einen etwas allgemeineren Begri� einer Substitution zur
Vef�ugung haben, welcher die gleichzeitige Ersetzung von mehreren Varablen erlaubt. Sub-
stitutionen werden als eigenst�andige Objekte betrachtet und studiert; sie spielen eine we-
sentliche Rolle in Gebieten wie der Uni�kationstheorie, dem automatischen Beweisen und
der Logik-Programmierung.

De�nition 2.15. Eine Substitution ist eine Funktion � : VAR ! T (�). In der Regel wird
voraussgesetzt, dass � endlichen Support hat, d.h. dass � alle bis auf endliche viele x 2 VAR
fest l�asst. Wir bezeichnen eine Substitution, welche die Variablen x1; : : : ; xk auf die Terme
t1; : : : ; tk abbildet und alle andern Variablen fest l�asst, auch in der Form x1=t1; : : : ; xk=tk .

Operation auf Termen. Eine Substitution kann auf eindeutige Weise zu einem Homorphis-
mus � : T (�)! T (�) fortgesetzt werden. Wir bezeichnen das Resultat der Anwendung von
� auf t mit t[�]. O�ensichtlich ist ft1 � � � tn[�] = ft1[�] � � �tn[�].

Operation auf Formeln. Zur De�nition der Operation einer Substititution auf einer Formel
f�uhren wir folgenden Begri� ein. Eine Formel der Form 9x und eine Substitution � sind
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kon
iktfrei wenn keine Variable y 2 Frei(9x ) existiert, so dass x im Term �(y) vorkommt.
Mit �x bezeichnen wir die Substitution, die x fest l�asst und auf allen Variablen y 6= x mit �

�ubereinstimmt. Wir de�nieren induktiv die Transformation einer Formel  2 FO(�) durch
� in eine neue Formel welche wir mit ( )[�] bezeichnen.

(1) Die Operation von � auf den Termen �ubertr�agt sich unmittelbar zur Operation auf
Atomen:

(t1 = t2)[�] := t1[�] = t2[�]

(Pt1 � � � tn)[�] := Pt1[�] � � �tn[�]:

(2) Die Operation von � kommutiert mit den aussagenlogischen Junktoren, d.h. (: )[�] :=
:( )[�] und ( � ')[�] := ( )[�] � (')[�] f�ur � 2 f^;_;!;$g.

(3) Wenn 9x und � kon
iktfrei sind, dann ist (9x )[�] := 9x( )[�x] (gebundene Va-
riabeln werden nicht substituiert). Andernfalls sei z die erste Variable in VAR, die
in  nicht vorkommt und f�ur die 9z [x=z] und � kon
iktfrei sind; wir setzen dann
(9x )[�] := 9z( )[�x; x=z]. Formeln der Form 8x werden analog behandelt.

Beispiel. Sei  := Rx0x2^9x0(Rx0x1^Rx0x2) und sei � die Substitution (x0=x4; x1=c; x2=gx0x0).
Dann gilt

( )[�] = (Rx0x2)[�] ^ (9x0(Rx0x1 ^Rx0x2))[�]

= Rx4gx0x0 ^ 9x3(Rx0x1 ^Rx0x2)[�x0 ; x0=x3]

= Rx4gx0x0 ^ 9x3(Rx3c ^Rx3gx0x0):

Sei � eine Signatur und �f ihr funktionaler Teil. Jede � -Interpretation I = (A; �) mit
Def(�) = X induziert einen Homomorphismus von T(X) nach (A � �f), welcher t auf
tI abbildet. Sei nun � = (x1=t1; : : : ; xk=tk) eine Substitution und sei Y � VAR so, dass
Var(�(y)) � X f�ur alle y 2 Y (d.h. Y enth�alt nur Variablen, deren Bild unter � im De�niti-
onsbereich der Abbildung I : t 7! tI liegt). Wir k�onnen I und � auf zwei verschiedene Arten
zu einer Interpretationsfunktion auf T (�; Y ) zusammensetzen.

Einerseits ist I � � = (A; �[x1=t
I
1; : : : ; xk=t

I

k]) eine Interpretation �uber der Struktur A,
welche Variablen y 2 Y durch �(y)I bewertet. Der induzierte Homomorphismus I � � ist die
Interpretationsfunktion welche t 2 T (�; Y ) auf tI�� abbildet.

Andererseits k�onnen wir direkt Imit der durch � induzierten Operation � auf den Termen
zusammensetzen und erhalten die Interpretationsfunktion

I � � : T(Y )! (A � �f)

t 7! t[�]I:

Da beide so erhaltetenen Interpretationsfunktionen die zu I � � geh�orende Belegung
�[x1=tI1 ; : : : ; xk=t

I

k]) zu einem Homomorphismus von T(Y ) nach (A � �f ) erweitern, m�ussen
sich nach Lemma 2.13 gleich sein. Also ist

t[�]I = t[x1=t1; : : : ; xk=tk ]
I = tI[x1=t

I
1
;::: ;xk=t

I

k
] = tI��:
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Y //
�

T(X)

$$

I

JJ
JJ

JJ
JJ

J

T(Y )

;;

�

wwwwwwwww
//

I��
(A � �f )

Eine analoge Aussage gilt auch f�ur Formeln.

Lemma 2.16 (Substitutionslemma). F�ur jede Formel  2 FO(�), jede Substitution � :
VAR! T (�) und jede zu  [�] passende Interpretation I gilt:

I j= ( )[�] () (I � �) j=  :

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion �uber den Formelaufbau. Aus der soeben bewiesenen
Tatsache t[�]I = tI�� f�ur Terme folgt die Behauptung f�ur Atomformeln  unmittelbar. Da
der Substitutionsoperator mit den aussagenlogischen Junktoren kommutiert ist der Indukti-
onsschritt f�ur Formeln der Form : und  �' trivial. Betrachte nun eine Formel der Gestalt
9x . F�ur eine geignete Variable z ist (9x )[�] := 9z( )[�x; x=z]. Also gilt I j= (9x )[�] ge-
nau dann, wenn ein Element a existiert so dass I[xk=a] j= ( )[�; x=xk] Nach der Induktions-
voraussetzung f�ur  ist dies �aquivalent zu der Aussage, dass (I[z=a] � (�x; x=z)) j=  . Nun
ist aber o�ensichtlich I[z=a] � (�x; x=z) = (I � �)[x=a]. Also gilt I j= (9x )[�] genau dann,
wenn ein Element a existiert so dass (I ��)[x=a] j=  , d.h. genau dann, wenn (I ��) j= 9x .
Die Argumentation f�ur Formeln der Form 8x ist v�ollig analog.

Notation. Wenn klar ist (oder unerheblich), welche Variablen durch welche Terme ersetzt
werden, benutzt man oft vereinfachende Schreibweisen, wie etwa  (t1; : : : ; tn) anstelle von
 [x1=t1; : : : ; xn=tn].

2.6 Normalformen

Der Begri� einer Normalform taucht in vielen Gebieten der Mathematik auf. Die allgemeine
Situation ist die, dass auf einer MengeM von mathematischen Objekten (hier: von Formeln)
eine �Aquivalenzrelation � gegeben ist. Angestrebt wird eine Aussage der Art, dass f�ur eine
bestimmte Teilmenge N � M (von Objekten `in Normalform') jede �- �Aquivalenzklasse
einen Repr�asentanten in N besitzt. Oft sind auch st�arkere Aussagen erw�unscht, etwa �uber die
e�ziente Konstruierbarkeit solcher Repr�asentanten. Ein bekanntes Beispiel aus der Linearen
Algebra ist der Satz �uber die Jordan-Normalform.

Wir sind hier interessiert an Normalformen f�ur Formeln der Pr�adikatenlogik. Die zu-
grunde gelegte �Aquivalenzrelation ist in der Regel die logische �Aquivalenz; wir werden aber
am Ende dieses Abschnitts auch eine Normalform f�ur eine schw�achere �Aquivalenzrelation
betrachten, n�amlich die Erf�ullbarkeits�aquivalenz.

Wir beginnen mit einer einfachen Beobachtung, welche die Technik begr�undet, Trans-
formationen in �aquivalente Formeln per Induktion �uber den Formelaufbau durchzuf�uhren.

Lemma 2.17 (Ersetzungslemma). F�ur beliebige Formeln  ;  0; '; '0 gilt:

(i) Wenn  � ', dann auch : � :'.

(ii) Wenn  �  0 und ' � '0, dann auch ( � ') � ( 0 �'0) f�ur � 2 f^;_;!;$g.
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(iii) Wenn  � ', dann auch 9x � 9x' und 8x � 8x'.

(iv) Sei # eine Teilformel von  und sei # � '. Sei weiter  [#='] diejenige Formel, die
man aus  erh�alt, indem man # durch ' ersetzt. Dann ist  �  [#='].

Beweis. Die Aussagen (i) { (iii) sind trivial; (iv) ergibt sich durch Induktion �uber den
Formelaufbau mittels (i) { (iii).

Reduzierte Formeln. Aus der De�nition der Modellbeziehung ergibt sich sofort, dass f�ur
beliebige Formeln  ; ' folgende �Aquivalenzen gelten.

(1)  ^ ' � :(: _ :')

(2)  ! ' � : _ '

(3)  $ ' � (: ^ :') _ ( ^ ') � :( _ ')_ :(: _ :')

(4) 8x � :9x: 

Daraus folgt, dass wir uns ohne Verlust an Ausdrucksst�arke auf die Junktoren _;: und
den Quantor 9 beschr�anken k�onnen. Wir nennen Formeln, in denen die Symbole ^;!;$
und 8 nicht vorkommen, reduziert.

Lemma 2.18. Zu jeder Formel  2 FO(�) kann man e�ektiv eine logisch �aquivalente re-
duzierte Formel konstruieren.

Wir k�onnen daher im folgenden f�ur alle semantischen Aussagen die Betrachtung auf re-
duzierte Formeln beschr�anken. Der Vorteil der Verwendung reduzierter Formeln liegt darin,
dass sie aus weniger Symbole aufgebaut sind, und daher konzisere De�nitionen und k�urze-
re Induktionsbeweise erlauben.1 Ein Nachteil reduzierter Formeln ist, dass sie l�anger und
schlechter lesbar werden (siehe etwa die reduzierte Form von ( $ ')).

Termreduzierte Formeln. Eine zweite Normalform, welche insbesondere f�ur die Elimi-
nation von Funktionen n�utzlich ist (siehe Kapitel 4.5) betri�t die Komplexit�at der darin
auftreteneden Terme. Eine Formel heisst termreduziert , wenn sie nur Atome der Form R�x,
f �x = y und x = y enth�alt (also insbesondere keine Terme der Tiefe � 2).

Lemma 2.19. Zu jeder Formel gibt es eine logisch �aquivalente termreduzierte Formel.

Beweis. Wenn  nicht termreduziert ist, dann enth�alt  einen Term t der Form t = f �x,
der in  an einer `verbotenen' Stelle auftritt (z.B. als Argument in einem Atom R � � � t � � � ,
oder t = t0, oder als Subterm eines komplizierteren Terms). F�uhre eine neue Variable xt
ein und ersetze jedes Atom �, das t an einer verbotenen Stelle enth�alt, durch 9xt(xt =
t^�[t=xt]) wobei �[t=xt] die Formel sein soll, die man durch Ersetzten von t durch xt gewinnt.
O�ensichtlich ist die modi�erte Formel logisch �aquivalent zu  . Dieser Eliminationsschritt
wird solange ausgef�uhrt, bis  termreduziert ist.

1Aus diesem Grund wird in einigen Lehrb�uchern die Pr�adikatenlogik nur mit den Junktoren _;: und

dem Existenquantor eingef�uhrt. Formeln mit ^;_;$ und 8 werden als abk�urzende, informelle Schreibweisen

f�ur die eigentlichen, reduzierten Formeln verstanden.
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Die Pr�anex-Normalform.Wir betrachten zun�achst einige logische �Aquivalenzen f�ur ein-
fache Quantorenanwendungen.

Lemma 2.20.

(i) 9x( _ ') � 9x _ 9x'

8x( ^ ') � 8x ^ 8x'

(ii) Falls x nicht frei in  vorkommt, gilt:
 _ 9x' � 9x( _ ')
 ^ 9x' � 9x( ^ ')
 _ 8x' � 8x( _ ')
 ^ 8x' � 9x( ^ ')

(iii) :9x � 8x: 

:8x � 9x: 

(iv) 9x9y � 9y9x 

8x8y � 8y8x .

Wir f�uhren exemplarisch den Beweis f�ur die erste Behauptung in (ii) vor. F�ur jede zu
beiden Seiten der �Aquivalenz passende Interpretation I = (A; �) gilt:

I j=  _ 9x'

() I j=  oder es gibt ein a 2 A, so dass I[x=a] j= '

() es gibt ein a 2 A, so dass I[x=a] j=  oder I[x=a] j= '

(da x 62 Frei( ) gilt nach dem Koinzidenzlemma, dass I j=  gdw. I[x=a] j=  )

() es gibt ein a 2 A, so dass I[x=a] j=  _ '

() I j= 9x( _ '):

Man beachte, dass einige zu (i) ganz �ahnlich aussehende Formelpaare nicht �aquivalent
sind:

9x( ^ ') 6� 9x ^ 9x'

8x( _ ') 6� 8x _ 8x'

Weiter ist zu beachten, dass die �Aquivalenzen in (ii) ohne die Bedingung x 62 Frei( ) im
Allgemeinen nicht gelten.

Beispiel. Die Formel 8x(Px _Qx) ist weder zu 8xPx_ 8xQx noch zu Px_ 8xQx �aquivalent.

Wie schon bei Substitutionen sehen wir also, dass wir auf Kon
ikte zwischen freien und
gebundenen Variablen achten m�ussen. O�ensichtlich k�onnen wir aber gebundene Variablen
umbenennen. Wenn die Variable y in 9x nicht vorkommt, dann ist n�amlich 9x � 9y [x=y]
Wir nennen eine Formel  bereinigt, wenn keine Variable in  sowohl frei wie gebunden
auftritt, und wenn keine Variable mehr als einmal quanti�ziert wird. Per Induktion �uber
den Formelaufbau folgt, dass man durch systematisches Umbenennen gebundener Variabeln
zu jeder Formel eine �aquvalente bereinigte Formel konstruieren kann.
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De�nition 2.21. Eine Formel ist in Pr�anex-Normalform (PNF), wenn sie bereinigt ist und
die Form Q1x1 � � �Qrxr' hat, wobei ' quantorenfrei ist und Qi 2 f9; 8g. Das Anfangsst�uck
Q1x1 � � �Qrxr nennt man das Pr�a�x der Formel.

Satz 2.22 (Satz �uber die Pr�anex-Normalform). Jede Formel  2 FO(�) l�asst sich in
eine logisch �aquivalente Formel in Pr�anex-Normalform transformieren.

Beweis. Der Beweis wird per Induktion �uber den Aufbau von  gef�uhrt. Ohne Beschr�ankung
der Allgemeinheit k�onnen wir annehmen, dass  die Junktoren ! und $ nicht enth�alt.

(1) Quantorenfreie Formeln sind bereits in PNF.

(2) Sei  = :'. Nach Induktionsvoraussetzung kann ' in eine logisch �aquivalente For-
mel '0 = Q1x1 � � �Qrxr#

0 transformiert werden. Durch wiederholte Anwendung von
Lemma 2.20 (iii) folgt, dass

 � Q1x1 � � �Qrxr:#
0

wobei 9 := 8 und 8 := 9. Diese Formel hat die gew�unschte Form.

(3) Sei  = '1 � '2 f�ur � 2 f_;^g. Nach Induktionsvoraussetzung lassen sich '1 und
'2 in logisch �aquivalente Formeln in PNF umformen. Durch Umbennung gebundener
Variablen erreichen wir, dass diese Formeln die Form '0

1 = Q1x1 � � �Qrxr#1 und '0

2 =
Q0

1y1 : : :Q
0

sys#2, wobei x1; : : : ; xr; y1; : : : ; ys paarweise verschieden und verschieden
von allen freien Variablen in '1 und '2 sind. Sei nun

 0 := Q1x1 � � �QrxrQ
0

1y1 � � �Q
0

sys(#
0

1 � #
0

2):

Diese Formel hat die gew�unschte Form, und da die Variablen y1; : : : ; ys nicht in '0

1

und x1; : : : ; xr nicht in '
0

2 vorkommen, folgt mit Lemma 2.20 (ii), dass  �  0.

(4) Sei  = Qx' f�ur Q 2 f9; 8g und sei '0 := Q1x1 � � �Qrxr#
0 eine zu ' �aquivalente Formel

in PNF. Durch Umbenennen kann erreicht werden, dass die gebundenen Variablen von
'0 von x verschieden sind. Dann ist Qx'0 eine zu  �aquivalente Formel in PNF.

Beispiel. Sei  := :8x:Rxx^8x9y(Rxy^(:Ryy^9xRyx)). Die Transformation in eine �aquivalente
Formel in PNF, gem�ass dem im Beweis beschriebenen Verfahren, ergibt

 � 9xRxx^ 8x9y(Rxy ^ 9x(:Ryy ^Ryx))

� 9uRuu^ 8x9y9z(Rxy ^ (:Ryy ^Ryz))

� 9u8x9y9z(Ruu ^Rxy ^ :Ryy ^Ryz)

�Ubung 2.2. Geben Sie zu den folgenden Formeln �aquivalente Formeln in PNF an:

(a) 8x9yPxy _ (:Qz ^ :9xRxy)

(b) 9yRxy $ 8xRxx

De�nition 2.23. Zwei Formeln  und ' heissen erf�ullbarkeits�aquivalent, wenn entweder
beide erf�ullbar oder beide unerf�ullbar sind.
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Satz 2.24 (Satz �uber die Skolem-Normalform). Zu jeder Formel  2 FO(�) l�asst sich
eine Formel ' 2 FO(�) mit � � � konstruieren, so dass gilt:

(i) ' = 8y1 � � � 8ys'
0, wobei '0 quantorenfrei ist;

(ii) Frei( ) = Frei(');

(iii) ' j=  ;

(iv) Wenn  erf�ullbar ist, dann auch '.

Die letzten beiden Punkte implizieren insbesondere, dass  und ' erf�ullbarkeits�aquivalent
sind.

Beweis. Nach dem Satz �uber die Pr�anex-Normalform k�onnen wir ohne Beschr�ankung der
Allgemeinheit annehmen, dass  = Q1x1 : : :Qrxr# mit # quantorenfrei. Wir eliminieren
Existenzquantoren schrittweise von aussen nach innen durch folgenden Algorithmus. Sei
Qk+1 der vorderste Existenzquantor. Die gegebene Formel hat also die Form

 = 8x1 : : :8xk9xk+1�:

Sei f ein neues, d.h. nicht in  vorkommendes, k-stelliges Funktionssymbol (f�ur k = 0 also
ein Konstantensymbol). Setze

 0 := 8x1 � � � 8xk�[xk+1=fx1 � � �xk ]:

O�ensichtlich liefert die Iteration dieses Eliminationsschrittes schliesslich eine Formel der
gew�unschten syntaktischen Gestalt. Zu zeigen bleibt, dass  0 j=  und dass die Erf�ullbarkeit
von  auch die Erf�ullbarkeit von  0 impliziert.

Zur ersten Behauptung nehmen wir an, dass

I = (A; �) j=  0 := 8x1 � � � 8xk�[xk+1=fx1 � � �xk]:

Also folgt, dass f�ur alle a1; : : : ; ak 2 A,

I[x1=a1; : : : ; xk=ak] j= �[xk+1=fx1 � � �xk]:

Nach dem Substitutionslemma bedeutet dies, f�ur b := fA(a1; : : : ; ak), dass

I[x1=a1; : : : ; xk=ak; xk+1=b] j= �:

Damit ist gezeigt, dass I j= 8x1 � � �8xk9xk+1�, also I j=  .
Zur zweiten Behauptung nehmen wir an, dass (A; �) j=  . Da f in  nicht vorkommt,

k�onnen wir annehmen, dass f nicht in der Signatur von A enthalten ist. Wir de�nieren eine
Expansion B = (A; fB) von A, so dass (B; �) j=  0.

Da (A; �) j= 8x1 � � �8xk9xk+1� gibt es f�ur alle a1; : : : ; ak ein b, so dass

(A; �)[x1=a1; : : : ; xk=ak; xk+1=b] j= �:

Wir w�ahlen nun f�ur jedes Tupel (a1; : : : ; ak) ein solches b und setzen fB(a1; : : : ; ak) := b.
O�ensichtlich gilt also f�ur alle a1; : : : ; ak, dass

(B; �)[x1=a1; : : : ; xk=ak; xk+1=f
B(a1; : : : ; ak)] j= �;
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also nach dem Substitutionslemma auch

(B; �)[x1=a1; : : : ; xk=ak] j= �[xk+1=fx1 � � �xk]:

Damit ist gezeigt, dass (B; �) j= 8x1 � � �8xk�[xk+1=fx1 � � �xk] und daher  0 erf�ullbar ist.

�Ubung 2.3. (Relationale Skolem-Normalform) Zeigen Sie, dass zu jeder Formel  2 FO(�)
eine erf�ullbarkeits�aquivalente, relationale Formel ' 2 FO(� ) der Gestalt 8x1 � � � 8xr9y1 � � �9ys� (mit
quantorenfreiem �) existiert.



Kapitel 3

Aussagenlogik

3.1 Syntax und Semantik der Aussagenlogik

Die Aussagenlogik (AL) untersucht Ausdr�ucke, die aus atomaren Aussagen (den Aussagen-
variablen) allein mit Hilfe der aussagenlogischen Junktoren gebildet werden. Die Aussagen-
variablen werden interpretiert durch die Wahrheitswerte 0 (f�ur falsch) und 1 (f�ur wahr).

F�ur mathematische Zwecke ist die Aussagenlogik relativ uninteressant, da sie zu aus-
drucksschwach ist. Viele grundlegende Aspekte der Pr�adikatenlogik lassen sich jedoch im
Kontext der Aussagenlogik �ubersichtlich behandeln und veranschaulichen. Zudem ergeben
sich in der Aussagenlogik zahlreiche interessante algorithmische Probleme mit fundamenta-
ler Bedeutung f�ur die Informatik, so etwa die Komplexit�at des Erf�ullbarkeitsproblems, die
Suche nach e�zienten Beweissystemen, sowie die Spezi�kation und e�ziente Berechnung
Boolescher Funktionen.

Syntax. Die Aussagenlogik (AL) kann als das Fragment der Pr�adikatenlogik aufgefasst
werden, in dem nur Aussagenvariablen (d.h. 0-stellige Relationssymbole) aber keine Funk-
tionen, keine Relationssymbole mit positiver Stelligkeit und keine Gleichheit vorkommen.
Daher gibt es in der Aussagenlogik auch keine Variablen, Terme und Quantoren.

De�nition 3.1. Wir �xieren eine abz�ahlbare Menge � = fX0;X1; X2; : : : g von Aussagen-

variablen. Die Menge AL der aussagenlogischen Formeln ist induktiv de�niert durch

(1) 0; 1 2 AL (die Booleschen Konstanten sind Formeln).

(2) � � AL (jede Aussagenvariable ist eine Formel).

(3) Wenn  2 AL, dann auch : 2 AL:

(4) Wenn  ;' 2 AL, dann sind auch ( ^ '), ( _ '), ( ! ') und ( $ ') Formeln
aus AL.

F�ur jedes  2 AL sei �( ) � � die Menge der in  tats�achlich vorkommenden Aussa-
genvariablen. F�ur Formelmengen � 2 AL ist �(�) =

S
'2� �(').

Semantik. Eine (aussagenlogische) Interpretation ist eine Abbildung I : � ! f0; 1g f�ur
� � � . Diese de�niert f�ur jede Formel  2 AL mit �( ) � � einen Wahrheitswert I( ) 2
f0; 1g, durch die folgenden Festlegungen:

39
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(1) I(0) = 0; I(1) = 1.

(2) I(: ) := 1� I( ).

(3) I( ^ ') := min(I( );I('))

(4) I( _ ') := max(I( );I(')).

(5) I( ! ') := I(: _ ').

(6) I( $ ') := I(( ! ') ^ ('!  )).

Diese De�nition entspricht v�ollig der Semantik der Pr�adikatenlogik, angewandt auf den
Spezialfall einer nur aus 0-stelligen Relationssymbolen bestehenden Signatur.

Notation: In diesem Kapitel stehen kleine griechische Buchstaben  ;'; #; : : : immer f�ur
aussagenlogische Formeln, grosse griechische Buchstaben �;� f�ur Mengen aussagenlogischer
Formeln. Wir verwenden die Schreibweise  (X1; : : : ;Xn) um anzudeuten, dass �( ) �
fX1; : : : ;Xng. Sei I(X1) = "1; : : : ;I(Xn) = "n. Dann schreiben wir auch  ["1; : : : ; "n]
oder  [�"] f�ur I( ).

F�ur Formelmengen � 2 AL ist I(�) := min'2� I('). Die Begri�e Modell, Folgerung,

Tautologie und Erf�ullbarkeit ergeben sich als Spezialf�alle der entsprechenden Begri�e der
Pr�adikatenlogik:

� Ein Modell von  ist eine Interpretation I : �( )! f0; 1g mit I( ) = 1.

� � j=  bedeutet, dass jede Interpretation I : �(� [ f g)! f0; 1g, welche Modell von
� ist, auch ein Modell von  ist.

�  ist eine (aussagenlogische) Tautologie, wenn I( ) = 1 f�ur alle I : �( )! f0; 1g.

�  ist erf�ullbar, wenn es ein I : �( )! f0; 1g gibt, mit I( ) = 1.

�Ubung 3.1. Beweisen Sie das aussagenlogische Interpolationstheorem: Sei  ! ' eine aussagenlo-
gische Tautologie. Dann existiert eine aussagenlogische Formel # mit �(#) � �( ) \ �('), so dass
 ! # und # ! ' Tautologien sind. Hinweis: F�uhren Sie einen Induktionsbeweis �uber die Anzahl
der Aussagenvariablen, die in  , aber nicht in ' vorkommen.

Disjunktive und konjunktive Normalform. Ein Literal ist eine Aussagenvariable X
oder deren Negation :X. Mit Y bezeichnen wir das zu Y komplement�are Literal, also
X := :X und :X := X f�ur jede Aussagenvariable X.

De�nition 3.2. Eine Formel  2 AL ist in disjunktiver Normalform (DNF), wenn sie eine
Disjunktion von Konjunktionen �uber Literale ist, d.h., wenn sie die Form

Wn
i=1

Vmi

j=1 Yij
hat, wobei die Yij Literale sind. Der duale Begri� ist die konjunktive Normalform (KNF);
Formeln in KNF sind Konjunktionen von Disjunktionen von Literalen, also Formeln der
Gestalt

Vn
i=1

Wmi

j=1 Yij.

Satz 3.3. Zu jeder Formel  2 AL gibt es �aquivalente Formeln  D in DNF und  K in

KNF.
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Beweis. Sei I : �( )! f0; 1g eine Interpretation. F�ur jedes X 2 �( ) de�nieren wir

XI =

(
X falls I(X) = 1

:X falls I(X) = 0
'I =

^
X2�( )

XI:

Da I(XI) = 1 f�ur alle X 2 �( ) folgt I('I) = 1. F�ur alle von I verschiedenen Inter-
pratationen I

0 : �( ) ! f0; 1g gibt es ein X mit I0(X) 6= I(X), also I
0(XI) = 0 und somit

I
0('I) = 0. Damit ist gezeigt, dass f�ur alle Interpretationen I;I0 : �( )! f0; 1g gilt:

I
0('I) = 1 () I

0 = I: (*)

Sei nun M( ) die Menge aller (aussagenlogischen) Modelle von  und

 D :=
_

I2M( )

'I =
_

I2M( )

^
X2�( )

XI:

O�ensichtlich ist  D in disjunktiver Normalform. Sei I0 : �( ) ! f0; 1g eine beliebige
Interpretation. Es gilt

I
0( D) = 1 () I

0('I) = 1 f�ur ein I 2M( )

() I
0 2M( ) (wegen (*)):

Also ist  D �  .
Die Aussage zur KNF erhalten wir wie folgt. Da zu jeder Formel eine �aquivalente Formel

in DNF existiert, gilt dies insbesondere auch f�ur : :

: �

n_
i=1

mi^
j=1

Yij:

Aus den de Morgan'schen Gesetzen folgt, dass f�ur beliebige Formeln #1; : : : ; #n gilt

:

m_
k=1

#k �

m̂

k=1

:#k; :

m̂

k=1

#k �

m_
k=1

:#k:

Also folgt:

 � :
n_
i=1

mi^
j=1

Yij �
n̂

i=1

:

mi^
j=1

Yij �
n̂

i=1

mi_
j=1

Yij =:  K :

 K ist in KNF und hat die geforderten Eigenschaften.

Bemerkung. Es gibt 2n Interpretationen f�ur Formeln mit n Aussagenvariablen. Die im
Beweis konstruierten Formeln  D bzw.  K k�onnen also exponentiell l�anger werden als  .
Sie sind im Allgemeinen nicht die k�urzesten zu  �aquivalenten Formeln in DNF bzw. KNF.
Als Beispiel betrachte man  = X1 ^ (X2 _ :X2) ^ � � � ^ (Xn _ :Xn) in KNF. Die Formel
 D besteht aus einer Disjunktion �uber 2n�1 Teilformeln 'I; o�ensichtlich ist aber  auch

�aquivalent zu einer sehr kurzen Formeln in DNF, n�amlich zu X1.
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�Ubung 3.2. Eine aussagenlogische Formel ist in 3-KNF, wenn sie folgende Gestalt hat:

n̂

i=1

Yi1 _ Yi2 _ Yi3 (Yij Literale)

Zeigen Sie, dass es man zu jeder aussagenlogischen Formel eine erf�ullbarkeits�aquivalente Formel in
3-KNF konstruieren kann. Hinweis: Man fasse �uberz�ahlige Literale mit Hilfe neuer Aussagenvariablen
zusammen.

3.2 Aussagenlogik und Boolesche Funktionen

Eine (n-stellige) Boolesche Funktion ist eine Funktion f : f0; 1gn ! f0; 1g. Sei Bn die
Menge aller n-stelligen Booleschen Funktionen undB =

S
n2N B

n. B0 enth�alt die konstanten
Funktionen 0 und 1. B1 enth�alt vier Funktionen f00; f01; f10; f11 mit

f00(0) = f00(1) = 0; f11(0) = f11(1) = 1;

f01(") = "; f10(") = 1� ":

Bn enth�alt 22
n

verschiedene Funktionen.
Jede Formel  (X1; : : : ;Xn) 2 AL de�niert eine Boolesche Funktion h 2 B

n, durch die
Vorschrift h ("1; : : : ; "n) :=  ["1; : : : ; "n]. Der folgende Satz zeigt, dass sich umgekehrt jede
Boolesche Funktion durch eine aussagenlogische Formel darstellen l�asst.

Satz 3.4. Zu jeder Funktion f 2 Bn gibt es eine Formel  (X1; : : : ;Xn) mit f = h .

Beweis. Die Funktionen in B0 werden durch die Formeln 0 und 1 dargestellt, die vier Funk-
tionen in B1 durch die Formeln (X1 ^ :X1); (X1 _ :X1), X1 und :X1. F�ur den Indukti-
onsschluss, sei f 2 Bn+1. Wir erhalten zwei Funktionen g0; g1 2 Bn durch g0(") := f("; 0)
und g1(") := f("; 1), wobei " 2 f0; 1gn. Nach Induktionsvoraussetzung gibt es Formeln
 0(X1; : : : ; Xn) und  1(X1; : : : ;Xn) mit h 0 = g0 und h 1 = g1. Setze nun

 := ( 0 ^ :Xn+1) _ ( 1 ^Xn+1):

Diese Formel de�niert f , denn es gilt

 ["; "n+1] =

(
 0["] wenn "n+1 = 0

 1["] wenn "n+1 = 1
=

(
g0(") wenn "n+1 = 0

g1(") wenn "n+1 = 1
= f("; "n+1)

Die Konstanten 0,1 und die Junktoren :;^;_;!;$ k�onnen als Funktionen in B0; B1

bzw. B2 aufgefasst werden. Umgekehrt kann man aus jeder Booleschen Funktion f 2 Bn

einen aussagenlogischen Junktor de�nieren: Aus Formeln '1; : : : ; 'n 2 AL bildet man eine
neue Formel f('1; : : : ; 'n) deren Semantik auf naheliegende Weise festgelegt ist:

I(f('1; : : : ; 'n)) := f(I('1); : : : ; I('n)):

Die im Beweis von Satz 3.4 konstruierten Formeln benutzen (f�ur n > 0) nur die Junktoren
^;_;:. Also lassen sich aus diesen Funktionen (oder Junktoren) alle anderen Booleschen
Funktionen kombinieren.
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De�nition 3.5. Eine Menge 
 � B von Booleschen Funktionen heisst funktional vollst�andig,
wenn sich daraus jede Boolesche Funktion f : Bn ! B im Sinne von Satz 3.4 de�nieren
l�asst (f�ur n � 1).

Wir wissen, dass neben f^;_;:g auch bereits f^;:g und f_;:g funktional vollst�andig
sind, da

 ^ ' � :(: _ :')

 _ ' � :(: ^ :'):

Es gibt aber noch weitere funktional vollst�andige Mengen:

(1) f!;:g ist funktional vollst�andig, da f_;:g funktional vollst�andig ist und  _ ' �
: ! '.

(2) f!; 0g ist funktional vollst�andig. Dies folgt aus (1) und : �  ! 0.

(3) Sei � die Addition modulo 2 (das `exklusive oder'). Die Menge f^;�; 1g ist funktio-
nal vollst�andig, da : � 1 �  . Boolesche Funktionen entsprechen also genau den
Polynomen �uber dem K�orper F2 .

(4) Sei (u j v) := 0, wenn u = v = 1 und (u j v) := 1 sonst, also ( j ') � :( ^'). Dann
ist f j g funktional vollst�andig, da : �  j  und  ^' � :( j ') � ( j ') j ( j ').

(5) Hingegen ist f^;_;!g nicht funktional vollst�andig, da f�ur jede nur mit diesen Junk-
toren gebildete Formel  (X1; : : : ; Xn) gilt, dass  [1; : : : ; 1] = 1. Insbesondere kann
mit ^;_;! keine zu :X �aquivalente Formel gebildet werden.

F�ur gewisse Zwecke, z.B. f�ur Beweissysteme oder Schaltkreise, ist es durchaus zweckm�assig,
Formeln aus anderen funktional vollst�andigen Mengen als f^;_;:g aufzubauen.

�Ubung 3.3. Die Funktion sel 2 B3 sei de�niert durch sel(u; v; w) = v, wenn u = 0 und sel(u; v; w) =
w, wenn u = 1. Zeigen Sie, dass fsel; 0; 1g funktional vollst�andig ist.

�Ubung 3.4. Zeigen Sie, dass die Menge f^;_; 0; 1g funktional unvollst�andig ist, dass aber jede
Erweiterung durch eine Funktion, welche nicht �uber f^;_; 0; 1g de�nierbar ist, funktional vollst�andig
ist.

�Ubung 3.5. Eine Boolesche Funktion f 2 Bn ist linear, wenn sie durch eine lineares Polynom
f(X1; : : : ; Xn) = a0+ a1X1+ � � �+ anXn �uber dem K�orper F2 beschrieben werden kann. Zeigen Sie,
dass die meisten Booleschen Funktion nicht linear sind.

�Ubung 3.6. Die zu f 2 Bn duale Funktion ist de�niert durch f�(x1; : : : ; xn) := :f(:x1; : : : ;:xn).

(a) Geben Sie die zu _, ^, !, $, : dualen Funktionen an.

(b) Eine Funktion f ist selbstdual, wenn f� = f . Sei Tn
k die n-stellige Boolesche Funktion mit

Tn
k (x1; : : : ; xn) = 1 () jfi : xi = 1gj � k:

Beschreiben Sie die zu Tn
k duale Funktion. F�ur welche n; k ist Tn

k selbstdual?

(c) Zeigen Sie, dass die �uber der Junktorenmenge f:; T 32 g de�nierbaren Funktionen gerade die
selbstdualen Funktionen sind.
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3.3 Der Kompaktheitssatz der Aussagenlogik

In vielen Anwendungen der Aussagenlogik hat man die Erf�ullbarkeit unendlicher Formel-
mengen zu untersuchen. Ein grundlegender Satz, der Kompaktheits- oder Endlichkeits-
satz, erleichtert diese Aufgabe, indem er sie auf die Untersuchung endlicher Teilmengen
zur�uckf�uhrt.

Satz 3.6 (Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz). Sei � � AL;  2 AL.

(i) � ist erf�ullbar genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von � erf�ullbar ist.

(ii) � j=  genau dann, wenn eine endliche Teilmenge �0 � � existiert, so dass �0 j=  .

Beweis. Zu(i): Es ist klar, dass mit � auch jede endliche Teilmenge von � erf�ullbar ist.
F�ur die Umkehrung nehmen wir an, dass jedes endliche �0 � � erf�ullbar ist und de�nieren
induktiv ein Modell I von �: Seien I(X0); : : : ; I(Xn�1) bereits festgelegt, und zwar so, dass
folgende Bedingung erf�ullt ist:

(Bn) Jede endliche Teilmenge �0 � � besitzt ein Modell I0 mit
I
0 � fX0; : : : ;Xn�1g = I � fX0; : : : ;Xn�1g.

Wir zeigen, dass I(Xn) so de�niert werden kann, dass auch die Bedingung (Bn+1) erf�ullt
ist. Dazu setzen wir:

I(Xn) := 1, wenn jede endliche Teilmenge �0 � � ein Modell I0 besitzt mit
I
0 � fX0; : : : ;Xn�1g = I � fX0; : : : ;Xn�1g und I

0(Xn) = 1.

I(Xn) := 0, sonst.

Wenn I(Xn) = 1, dann ist die Bedingung (Bn+1) o�ensichtlich erf�ullt. Wenn I(Xn) = 0
dann gibt es eine endliche Teilmenge �1 � �, so dass f�ur jedes Modell I0 von �1 gilt:

I
0 � fX0; : : : ;Xn�1g = I � fX0; : : : ;Xn�1g =) I

0(Xn) = 0:

Sei �0 eine beliebige endliche Teilmenge von �. Dann ist auch �0 [ �1 endlich und besitzt
also gem�ass (Bn) ein Modell I0 mit I0 � fX0; : : : ;Xn�1g = I � fX0; : : : ;Xn�1g. Da I

0 ein
Modell von �1 ist, gilt also I

0(Xn) = 0. Also besitzt �0 in der Tat ein Modell, das mit I auf
X0; : : : ;Xn �ubereinstimmt, d.h., die Bedingung (Bn+1) ist erf�ullt.

Sei I die induktiv auf diese Weise konstruierte Interpretation. Es bleibt zu zeigen, dass
I tats�achlich ein Modell von � ist. Dies sehen wir wie folgt: F�ur jedes ' 2 � gibt es ein n
mit �(') � fX0; : : : ;Xng. Da f'g � � endlich ist, gibt es ein Modell I0 f�ur f'g, so dass
I
0 � fX0; : : : ;Xng = I � fX0; : : : ;Xng. Da also I

0(') = 1 und I
0 � �(') = I � �(') gilt

I(') = 1.

(ii): Falls �0 j=  f�ur �0 � �, dann gilt o�ensichtlich auch � j=  . Es gelte umgekehrt
� j=  . Beweis durch Widerspruch: Zu jedem endlichen �0 � � gibt es ein I : � ! f0; 1g
mit I(�0) = 1 aber I( ) = 0. Dies bedeutet, dass �0 [ f: g f�ur jedes endliche �0 � �
erf�ullbar ist. Also ist jede endliche Teilmenge von � [ f: g erf�ullbar und damit, nach (i),
auch � [ f: g selbst. Dies ist aber ein Widerspruch zu � j=  .
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Anwendung: Das Lemma von K�onig. EinBaum mit Wurzel w ist ein zusammenh�angen-
der, zykelfreier, gerichteter Graph T = (V;E) mit einem ausgezeichnetem Knoten w 2 V ,
so dass keine Kante in w endet (d.h. (v; w) 62 E f�ur alle v 2 V ) und in jedem andern Knoten
genau eine Kante endet. Ein solcher Baum heisst endlich verzweigt, wenn von jedem v nur
endlich viele Kanten ausgehen.

Lemma 3.7 (K�onig). Sei T ein endlich verzweigter Baum mit Wurzel w, in dem es be-

liebig lange endliche Wege gibt. Dann gibt es auch einen unendlichen Weg in T , der bei der
Wurzel w beginnt.

Beweis. F�ur den gegebenen Baum T = (V;E) mit Wurzel w und n 2 N sei

Sn = fv 2 V : es gibt einen Weg der L�ange n von w nach vg:

Alle Sn sind endlich, da der Baum endlich verzweigt ist. Weiter ist S0 = fwg und alle
Sn nicht leer, da es beliebig lange Wege in T gibt. Ein unendlicher, von w ausgehender Weg
ist eine Menge W � V welche folgende Bedingungen erf�ullt:

(1) jW \ Snj = 1 f�ur alle n;

(2) Wenn v 2W und (u; v) 2 E, dann ist auch u 2W .

Zu zeigen ist die Existenz einer solchen Menge W . Dazu ordnen wir jedem v 2 V eine
Aussagenvariable Xv zu und setzen

�n :=
_
v2Sn

Xv

�n :=
^

u;v2Sn;u6=v

:(Xu ^Xv)

� := f�n : n 2 Ng [ f�n : n 2 Ng [ f(Xv ! Xu) : (u; v) 2 Eg

Jede endliche Teilmenge �0 � � ist erf�ullbar. Um dies einzusehen, nehmen wir das
gr�osste n 2 N mit �n 2 �0 oder �n 2 �0. Dann w�ahlen wir ein z 2 Sn und den von w nach
z f�uhrenden Weg W (w; z). Sei

I(Xv) :=

(
1 v 2W (w; z)

0 sonst.

O�ensichtlich ist I(�0) = 1. Mit dem Kompaktheitssatz folgt, dass es ein Modell I f�ur �
gibt. Setze W := fv 2 V : I(Xv) = 1g. Es folgt, dass W einen unendlichen Weg von w aus
de�niert:

(1) Da �n; �n 2 �, gibt es genau ein v in W \ Sn.

(2) Sei v 2 W und (u; v) 2 E. Da I(Xv) = 1 und I(Xv ! Xn) = 1 gilt auch I(Xn) = 1,
also u 2W .
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Bemerkung. Man beachte, dass das Lemma von K�onig nicht trivial ist. Es gilt z.B. nicht
f�ur B�aume mit unendlichen Verzweigungen. Betrachte etwa den folgenden Baum.
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In diesem Baum gibt es f�ur jedes n, ausgehend von w, einen Weg der L�ange n, aber es
gibt keinen unendlichen Weg.

�Ubung 3.7. Ein ungerichteter Graph G = (V;E) heisst k-f�arbbar, wenn es eine Funktion f : V !
f1; : : : ; kg gibt, so dass f(p) 6= f(q) f�ur alle Kanten (p; q) 2 E. Zeigen Sie, dass ein ungerichteter
Graph G k-f�arbbar ist, wenn jeder endliche Untergraph von G k-f�arbbar ist. Hinweis: Konstruieren
Sie zu jedem endlichen Untergraphen von G eine aussagenlogische Formel, die genau dann erf�ullbar
ist, wenn der Untergraph k-f�arbbar ist. F�uhren Sie dazu zu jedem Knoten g 2 V und jeder Farbe i,
1 � i � k, eine Aussagenvariable Xg;i ein, die besagt, dass der Knoten g die Farbe i hat.

�Ubung 3.8. (De�nierbarkeitstheorem) Sei � � AL eine Formelmenge, X 2 �(�) eine Aussa-
genvariable. X heisst explizit de�nierbar in �, wenn eine Formel ' 2 AL existiert, welche X nicht
enth�alt, so dass � j= X $ '. (In Modellen von � ist also der Wahrheitswert von X durch eine For-
mel, die nicht von X abh�angt, explizit festgelegt). Demgegen�uber heisst X implizit de�nierbar in �,
wenn f�ur alle Modelle I; I0 von � gilt: Wenn I(Z) = I

0(Z) f�ur alle Ausssagenvariablen Z 6= X , dann
auch I(X) = I

0(X). (In Modellen von � ist also der Wahrheitswert von X durch die Wahrheitswerte
der andern Variablen implizit festgelegt).

Beweisen Sie das aussagenlogische De�nierbarkeitstheorem: Wenn X implizit in � de�nierbar ist,
dann ist X auch explizit in � de�nierbar.

Hinweis: Die Formelmenge �0 entstehe dadurch, dass man X in allen Formeln von � durch eine
neue Aussagenvariable X 0 62 �(�) ersetzt. Die implizite De�nierbarkeit von X in � besagt dann,
dass �[�0 j= X $ X 0. Benutzen Sie den Kompaktheitssatz um � durch eine endliche Formelmenge
zu ersetzen und verwenden Sie das aussagenlogische Interpolationstheorem (�Ubung 3.1) um eine
explizite De�nition von X in � zu konstruieren.

�Der Kompaktheitssatz f�ur �uberabz�ahlbare Formelmengen.Es gibt interessante
Anwendungen der Aussagenlogik die von �uberabz�ahlbar vielen Aussagenvariablen aus-
gehen. Der Beweis des Kompktheitssatzes muss dann aber anders gef�uhrt werden. Er
basiert auf dem Lemma von Zorn.

Lemma 3.8 (Zorn). Sei (A;<) eine nicht-leere partielle Ordnung in der jede Kette

nach oben beschr�ankt ist. Dann besitzt (A;<) ein maximales Element.

Wie skizzieren den Beweis des Kompaktheitssatz f�ur �uberabz�ahlbare Formelmengen.
Sei � eine Menge aussagenlogischer Formeln, so dass jede endliche Teilmenge von �
erf�ullbar ist. Sei

A := f	 : � � 	 und jede endliche Teilmenge von 	 ist erf�ullbarg:



KAPITEL 3. AUSSAGENLOGIK 47

A ist partiell geordnet durch die Inklusionsbeziehung und nicht leer (da � 2 A).
Sei K � A eine Kette, d.h. � � 	 oder 	 � � f�ur alle 	;� 2 K. O�ensichtlich ist
� :=

S
K, die Vereinigung aller Elemente von K, eine obere Schranke f�ur K. Zu zeigen

ist, dass � selbst in A enthalten ist, d.h., dass jede endliche Teilmenge �0 � � erf�ullbar
ist. Jede Formel 
 2 �0 ist in einer Menge 	(
) 2 K enthalten. Unter den endlich vielen
Mengen 	(
) gibt es eine maximale, welche ganz �0 enth�alt. Jede endliche Teilmenge
dieser Menge ist erf�ullbar, insbesondere also �0.

Nach dem Lemma von Zorn hat demnach A ein maximales Element �max. F�ur
jede Formel  ist entweder  2 	max oder : 2 	max. Andernfalls betrachten wir
die Erweiterungen 	max [ f g und 	max [ f: g. Aufgrund der Maximalit�at von 	max

geh�ort keine dieser Mengen zu A. Also gibt es endliche Teilmengen 	0;	1 � 	max so
dass 	0 [ f g und 	1 [ f: g unerf�ullbar sind. Aber dann ist 	0 [ 	1 eine endliche
unerf�ullbare Teilmenge von 	max, im Widerspruch zu 	max 2 A.

Wir de�nieren nun eine Interpretation I durch die Vorschrift

I(X) = 1 () X 2 	max:

Per Induktion �uber den Formelaufbau zeigt man leicht, dass I( ) = 1 genau dann, wenn
 2 	max. Also ist I ein Modell von 	max und damit auch von �.

Damit ist der Kompaktheitssatz f�ur �uberabz�ahlbare Formelmengen bewiesen.

3.4 Der aussagenlogische Sequenzenkalk�ul

Wir beschreiben durch Axiome und Schlussregeln einen im wesentlichen auf Gentzen zur�uck-
gehenden Beweiskalk�ul SK, den Sequenzenkalk�ul. Dieser Kalk�ul operiert auf Paaren von end-
lichen Formelmengen, welche wir Sequenzen nennen. Im Folgenden bezeichnen �;� endliche
Mengen aussagenlogischer Formeln. Wir schreiben �;� f�ur �[� und �;  f�ur �[f g. Die
Ausdr�ucke

V
� bzw.

W
� stehen f�ur die Konjunktion bzw. Disjunktion �uber alle Formeln in

�.

De�nition 3.9. Eine Sequenz ist ein Ausdruck der Form �) � f�ur endliche Formelmengen
�;� � AL. Wir nennen � das Antezedens und � das Sukzedens der Sequenz �) �.

Die Sequenz � ) � ist g�ultig , wenn jedes Modell von � auch ein Modell mindestens
einer Formel aus � ist, d.h. wenn

V
� j=

W
�. Wenn also � ) � nicht g�ultig ist, dann

existiert eine Interpretation I in der alle Formeln aus � wahr und alle Formeln aus � falsch
sind. In diesem Fall sagen wir, dass I die Sequenz �) � falsi�ziert .

Beispiele. (1) Jede Sequenz �) � mit �\� 6= ? ist g�ultig. Solche Sequenzen sind die Axiome

des Sequenzenkalk�uls.

(2) Seien �;� Mengen von Aussagenvariablen. Die Sequenz � ) � ist falsi�zierbar genau dann,
wenn � und � disjunkt sind.

(3) Eine Sequenz der Form �) ? ist g�ultig genau dann, wenn � unerf�ullbar ist.

(4) Eine Sequenz ?) � ist g�ultig genau dann, wenn
W
� g�ultig ist.

Die genaue Formulierung eines Beweiskalk�uls h�angt von den verwendeten Junktoren ab.
Wir behandeln hier den aussagenlogischen Sequenzenkalk�ul f�ur Formeln, welche aus den
Junktoren :, ^;_ und ! aufgebaut sind.

De�nition 3.10. Die Axiome von SK sind alle Sequenzen der Form �;  ) �;  . Die
Schlussregeln von SK sind:
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(: ))
�) �;  

�;: ) �
() :)

�;  ) �

�) �;: 

(_ ))
�;  ) � �; #) �

�;  _ #) �
() _)

�) �;  ; #

�) �;  _ #

(^ ))
�;  ; #) �

�;  ^ #) �
() ^)

�) �;  �) �; #

�) �;  ^ #

(!))
�) �;  �; #) �

�;  ! #) �
()!)

�;  ) �; #

�) �;  ! #

Hier k�onnen jeweils f�ur �;�;� beliebige endliche Formelmengen und f�ur  ;'; # beliebige
Formeln eingesetzt werden. Jede Regel besteht aus einer oder zwei Sequenzen in der oberen
Zeile, genannt Pr�amissen und einer Sequenz in der unteren Zeile, genannt Konklusion.

De�nition 3.11. Die Menge der ableitbaren Sequenzen von SK ist die induktiv durch die
Axiome und Schlussregeln de�nierte Sequenzenmenge, d.h. die kleinste Menge, welche alle
Axiome umfasst und mit jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch die entspre-
chende Instanz der unteren Zeile enth�alt.

Ein Beweis in SK ist ein Baum, dessen Knoten auf folgende Weise mit Sequenzen be-
schriftet sind:

(1) Jedes Blatt ist mit einem Axiom beschriftet.

(2) Jeder innere Knoten des Baumes ist mit der unteren Zeile einer Schlussregel von SK
beschriftet; die Kinder dieses Knotens m�ussen dann gerade mit den in der oberen Zeile
dieser Regel auftretenden Sequenz beschriftet sein. Also hat jeder innere Knoten ein
oder zwei Kinder.

Es folgt, dass eine Sequenz genau dann in SK ableitbar ist, wenn sie als Beschriftung
eines Knotens in einem Beweis von SK auftritt.

Beispiel. Hier ist Beweis f�ur die Sequenz  ; (' _ #)) ( ^ '); ( ^ #).

 ; ')  ; ( ^ #)  ; ') '; ( ^ #)

 ; ') ( ^ '); ( ^ #)

 ; #) ( ^ ');   ; #) ( ^ '); #

 ; #) ( ^ '); ( ^ #)

 ; (' ^ #)) ( ^ '); ( ^ #)

Wie bei jedem Beweiskalk�ul sind auch beim Sequenzenkalk�ul zwei grundlegende Eigen-
schaften zu �uberpr�ufen:

Korrektheit: Es k�onnen nur g�ultige Objekte abgeleitet werden.

Vollst�andigkeit: Es k�onnen alle g�ultigen Objekte abgeleitet werden.

Die Korrektheit des Sequenzenkalk�uls ist leicht nachzuweisen.



KAPITEL 3. AUSSAGENLOGIK 49

Lemma 3.12. F�ur jede Regel des Sequenzenkalk�uls und jede aussenlogische Interpretation I

(deren De�nitionsbereich alle vorkommenden Aussagenvariablen umfasst) gilt: I falsi�ziert

die Konklusion der Regel genau dann wenn I eine Pr�amisse der Regel falsi�ziert. Es folgt,

dass die Konklusion g�ultig ist genau dann, wenn die Pr�amissen g�ultig sind.

�Ubung 3.9. Beweisen Sie dieses Lemma.

Eine unmittelbare Konsequenz ist der Korrektheitssatz f�ur SK.

Satz 3.13 (Korrektheit des Sequenzenkalk�uls). Jede in SK ableitbare Sequenz �) �
ist g�ultig.

Aus dem Sequenzenkalk�ul gewinnen wir unmittelbar auch einen formalen Ableitungsbe-
gri� f�ur Formeln (statt Sequenzen).

De�nition 3.14. Sei � � AL eine Formelmenge. Eine aussagenlogische Formel  ist ab-
leitbar aus der Hypothesenmenge �, (kurz: � `  ), wenn eine endliche Teilmenge � von
� existiert, so dass die Sequenz � )  im Sequenzenkalk�ul ableitbar ist. Insbesondere ist
 aus der leeren Hypothesenmenge ableitbar (kurz: `  ) wenn die Sequenz ? )  in SK
abgeleitet werden kann.

Der Sequenzenkalk�ul erlaubt die systematische Suche und Analyse von Beweisen. Dies ist
ein wichtiger Vorteil gegen�uber vielen andern Beweiskalk�ulen (z.B. dem Hilbertkalk�ul). Wir
werden einen Algorithmus angeben, welcher zu jeder gegebenen Sequenz � ) � entweder
einen Beweis konstruiert, oder aber eine Interpretation �ndet, welche jede Formal aus �,
aber keine aus � erf�ullt und damit den Nachweis liefert, dass �) � nicht ableitbar ist.

Wir erl�autern diesen Algorithmus zun�achst an zwei Beispielen.

Beispiele. (1) Betrachte die Formel  := (X ! Y ) ! (:Y ! :X). Wir suchen also einen
Beweis in SK f�ur die Sequenz ? )  . Wir beobachten zun�achst, dass  die Form (' ! #)
hat. Die einzige Regel, die zu einer Sequenz der Form ?) ('! #) f�uhren kann ist die Regel
()!). Diese Regel kann aber nur angewandt werden, wenn vorher die Sequenz ') # , d. h.
die Sequenz (X ! Y ) ) (:Y ! :X) abgeleitet wurde. Wir beginnen also die Konstruktion
des Ableitungsbaums so:

(X ! Y )) (:Y ! :X)

?) (X ! Y )! (:Y ! :X)

Um nun (X ! Y ) ) (:Y ! :X) abzuleiten, k�onnen wir entweder mit der Regel (!)) auf
dem Antezedens oder mit der Regel ()!) auf dem Sukzedens arbeiten. Die erste M�oglichkeit
f�uhrt zu einer Verzweigung des Ableitungsbaums:

?) X; (:Y ! :X) Y ) (:Y ! :X)

(X ! Y )) (:Y ! :X)

?) (X ! Y )! (:Y ! :X)

Die beiden Bl�atter werden nun mit den Regeln ()!) und dann (: )) und () :) weiter
bearbeitet. Dies f�uhrt schliesslich zu folgenden Ableitungsbaum:
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X;:Y ) X

:Y ) X;:X

?) X; (:Y ! :X)

Y ) :X;Y

Y;:Y ) :X

Y ) (:Y ! :X)

(X ! Y )) (:Y ! :X)

?) (X ! Y )! (:Y ! :X)

Die Bl�atter dieses Baumes sind Axiome und wir haben damit einen Beweis f�ur die gegebene
Sequenz gefunden.

Wenn wir nach dem ersten Ableitungsschritt die zweite M�oglichkeit gew�ahlt h�atten und mit
der Regel ()!) auf dem Sukzedens weitergearbeitet h�atten, dann w�aren wir schliesslich zum
Beweis

X ) X;Y X; Y ) Y

(X ! Y ); X ) Y

X ! Y;:Y ) :X

(X ! Y )) (:Y ! :X)

?) (X ! Y )! (:Y ! :X)

gekommen. Wir sehen also, dass es verschiedene Beweise derselben Sequenz gibt.

(2) Als zweites Beispiel betrachten wir die Sequenz (X _ Y ) ) (X ^ Y ). Die Konstruktion des
Ableitungsbaums f�uhrt mit der Regel () ^) zun�achst auf den Baum

X _ Y ) X X _ Y ) Y

X _ Y ) X ^ Y
:

Mit der Regel (_ )) erhalten wir dann den Ableitungsbaum

X ) X Y ) X

X _ Y ) X

X ) Y Y ) Y

X _ Y ) Y

X _ Y ) X ^ Y

Die Bl�atter bestehen nur aus Aussagenvariablen, aber nur die �aussern beiden sind Axiome. Die
beiden Bl�atter Y ) X und X ) Y werden durch die Interpretationen falsi�ziert, welche eine
der Aussagenvariablen X;Y mit wahr, die andere aber mit falsch belegen. Diese Interpreta-
tionen falsi�zieren auch die Ausgangssequenz (X _ Y )) (X ^ Y ). Der Versuch, einen Beweis
f�ur diese Sequenz zu konstruieren f�uhrt also zu einer Interpretation welche die Sequenz falsi-
�ziert und damit (wegen der Korrektheit des Sequenzenkalk�uls) nachweist, dass kein Beweis
existiert.

Die systematische Beweissuche beruht darauf, dass zu jeder Sequenz � ) � und jeder
darin vorkommenden nicht-atomaren Formel  genau eine Regel mit der Konklusion �) �
existiert in deren Pr�amissen  nicht vorkommt. Der Algorithmus baut nun wie in den beiden
Beispielen, ausgehend von der zu beweisenden Sequenz einen Ableitungsbaum auf, indem
er r�uckw�arts von der Konklusion und einer daraus ausgew�ahlten Formel die entsprechende
Regel bestimmt und den Baum um die Pr�amissen dieser Regel erweitert, bis entweder eine
rein atomare, falsi�zierbare Sequenz gefunden wird oder alle Bl�atter mit Axiomen beschriftet
sind.
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De�nition 3.15. EinAbleitungsbaum T f�ur eine Sequenz S ist ein Baum, dessen Wurzel mit
S beschriftet ist, so dass jeder innere Knoten von T mit der unteren Zeile einer Schlussregel
und die Kinder dieses Knotens mit den in der oberen Zeile derselben Regel auftretenden
Sequenzen beschriftet sind.

Ein mit einem Axiom beschriftetes Blatt eines Ableitungsbaumes nennen wir positiv. Ein
Blatt ist negativ, wenn es mit einer Sequenz �) � beschriftet ist, wobei � und � disjunkte
Mengen von Aussagenvariablen sind. Ein Ableitungsbaum ist vollst�andig, wenn alle seine
Bl�atter positiv oder negativ sind.

Ein Beweis ist demnach ein Ableitungsbaum, dessen Bl�atter alle positiv sind (und welcher
daher insbesondere vollst�andig ist). Ein Ableitungsbaum, der ein negatives Blatt enth�alt,
nennen wir eine Widerlegung.

Wir sind nun in der Lage, einen Algorithmus anzugeben, welcher zu jeder gegebenen
aussagenlogischen Sequenz entweder einen Beweis oder eine Widerlegung �ndet.

Beweissuche im aussagenlogischen Sequenzenkalk�ul

Input: Eine aussagenlogische Sequenz �) �

Ein Ableitungsbaum f�ur � ) � wird induktiv wie folgt aufgebaut. Zu Beginn sei
T der Baum, der nur aus der Wurzel besteht, beschriftet mit � ) �. Solange T noch
unmarkierte Bl�atter enth�alt, werden folgende Operationen ausgef�uhrt:

W�ahle ein unmarkiertes Blatt `; sei �0 ) �0 die Beschriftung von `.

Wenn ` negativ ist, dann wird die Interpretation konstruiert welche alle Aus-
sagenvariablen in �0 mit wahr und alle andern mit falsch bewertet. Diese
wird als falsi�zierende Interpretation f�ur � ) � ausgegeben. Die Proze-
dur ist damit beendet.

Wenn ` positiv ist wird ` mit (+) markiert.

Andernfalls wird eine nicht-atomare Formel  aus �0 ) �0 ausgew�ahlt und
die (eindeutig festgelegte) Regel bestimmt deren Konklusion �0 ) �0 ist
und deren Pr�amissen  nicht mehr enthalten. Dann wird T um ein oder
zwei Nachfolgeknoten von ` erweitert, welche mit den Pr�amissen dieser
Regel beschriftet werden.

Wenn alle Bl�atter mit (+) markiert sind, wird T als Beweis f�ur �) � ausgegeben und
die Prozedur beendet.

Satz 3.16. Der angegebene Suchalgorithmus terminiert auf jeder gegebenen Sequenz �) �
in endlich vielen Schritten. Er �ndet einen Beweis genau dann wenn � ) � g�ultig ist;

andernfalls �ndet er eine falsi�zierende Interpretation f�ur �) �.

Beweis. Die Komplexit�at einer Sequenz sei die Anzahl, der in ihr vorkommenden Junkto-
ren. F�ur jede Regel von SK gilt, dass die Komplexit�at der Konklusion echt gr�osser ist als
die Komplexit�at der Pr�amissen. Deshalb kann die Tiefe des konstruierten Ableitungsbaum
nicht gr�osser sein als die Komplexit�at der Ausgangssequenz; der Algorithmus muss also
terminieren.

Wenn der Algorithmus auf � ) � einen Ableitungsbaum T �ndet dessen Bl�atter alle
mit (+) markiert sind (deren Beschriftungen also Axiome sind), dann ist T o�ensichtlich ein
Beweis f�ur �) �. Aufgrund der Korrektheit des Sequenzenkalk�uls ist �) � dann g�ultig.



KAPITEL 3. AUSSAGENLOGIK 52

Andernfalls enth�alt der konstruierte Ableitungsbaum ein negatives Blatt, mit einer Be-
schriftung �0 ) �0, so dass �0 und �0 disjunkte Mengen von Aussagenvariablen sind. Indem
man die Aussagenvariablen in �0 mit wahr, diejenigen in �0 mit falsch, und alle �ubrigen be-
liebig belegt, gewinnt man eine Interpretation welche �0 ) �0 falsi�ziert. Aus Lemma 3.12
folgt dass diese Interpretation auch die Ausgangssequenz �) � falsi�ziert.

Der Sequenzenkalk�ul liefert also sogar ein Entscheidungsverfahren f�ur die g�ultigen aussa-
genlogischen Sequenzen und damit auch f�ur die aussagenlogischen Tautologien. Insbesondere
folgt aus Satz 3.16, dass der aussagenlogische Sequenzenkalk�ul vollst�andig ist.

Korollar 3.17 (Vollst�andigkeit des Sequenzenkalk�uls). Jede g�ultige aussagenlogische

Sequenz is im Sequenzenkalk�ul ableitbar.

�Ubung 3.10. Konstruieren Sie Beweise oder falsi�zierende Interpretationen f�ur die folgenden Se-
quenzen:

(a) ( ^ :'); ( ! '); (#! �);  ) #

(b) (X ! Y )) (Y ! Z)

�Ubung 3.11. Konstruieren Sie Beweise in SK f�ur die folgenden aussagenlogischen Tautologien:

(a) :: !  

(b)  ! ('!  )

(c) ( ! ')! (( ! ('! #))! ( ! #)

�Ubung 3.12. Geben Sie Schlussregeln (� )) und () �) f�ur den Junktor � (\exklusives oder")
an. Konstruieren Sie im entsprechend erweiterten Sequenzenkalk�ul einen Beweis f�ur die Sequenz
( � ')� #)  � ('� #).

�Ubung 3.13. Modi�zieren Sie den Suchalgorithmus f�ur den Sequenzenkalk�ul zu einem Entschei-
dungsverfahren f�ur die Erf�ullbarkeit aussagenlogischer Formeln, also zu einem Algorithmus, welcher
zu jeder gegebenen aussagenlogischen Formel  entscheidet, ob  erf�ullbar ist oder nicht.

3.5 Aussagenlogische Resolution

Resolution ist ein syntaktisches Verfahren, um die Unerf�ullbarkeit von Formeln in KNF
nachzuweisen. Es ist dabei n�utzlich, Formeln in KNF als Mengen von Klauseln darzustellen.

De�nition 3.18. EineKlausel ist eine endliche Menge von Literalen. Mit� bezeichnet man
die leere Klausel. Einer Formel  =

Vn
i=1

Wmi

j=1 Yij in KNF wird eine endliche Klauselmenge

K( ) wie folgt zugeordnet: Jeder Disjunktion
Wmi

j=1 Yij ordnet man die Klausel Ci = fYij :
j = 1; : : : ;mig zu und setzt K( ) := fC1; : : : ; Cng.

Bemerkung: Die Mengennotation ergibt gewisse Vereinfachungen: Elemente einer Menge
haben keine Reihenfolge und keine Multiplizit�at. Daher gilt:

� Formeln, die sich nur durch Reihenfolge der auftretenden Teilformeln unterscheiden,
ergeben dieselbe Klauselmenge.

� Mehrfach auftretende Literale in Disjunktionen, bzw. mehrfach auftretende Klauseln
verschmelzen zu einem einzigen Element der Klauseln bzw. Klauselmengen.
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Beispiel. Die Formeln (X1 _:X2)^X3, (X1 _X1 _:X2)^ (X3 _X3)^X3 und X3 ^ (X1 _:X2)^
(:X2 _X1) haben alle dieselbe Klauselmenge K = ffX1;:X2g; fX3gg.

Umgekehrt entspricht einer KlauselC die Formel
W
Y 2C Y . Einer endlichen Klauselmenge

K entspricht die Formel
V
C2K

W
Y 2C Y .

Wir k�onnen also Klauseln und Klauselmengen wie Formeln und Formelmengen behan-
deln und benutzen Begri�e wie Erf�ullbarkeit und �Aquivalenz entsprechend. Insbesondere ist
eine Klauselmenge erf�ullbar, wenn es eine Interpretation I gibt, so dass jede Klausel C 2 K
ein Literal Y enth�alt mit I(Y ) = 1. Beachte :

� Die leere Klauselmenge ist erf�ullbar.

� Wenn � 2 K, dann ist K unerf�ullbar.

De�nition 3.19. Seien C;C1; C2 Klauseln. C ist Resolvente von C1 und C2 genau dann,
wenn es ein Literal Y gibt mit Y 2 C1; Y 2 C2 und C = (C1�fY g)[ (C2�fY g). Dies wird
folgendermassen notiert:

e
e
ee

,
,

,
,

C1 C2

C

Beispiele.

e
e
ee

,
,

,
,

fX1; X3;:X4g fX2;:X4g

fX1;:X2; X3g

e
e
ee

,
,

,
,

�

fX1g f:X1g

Lemma 3.20 (Resolutionslemma). Sei K eine Klauselmenge, C1; C2 2 K und C Resol-

vente von C1 und C2. Dann sind K und K [ fCg �aquivalent.

Beweis. Wenn I(K [ fCg) = 1, dann o�ensichtlich erst recht I(K) = 1. Sei umgekehrt
I(K) = 1 und C = (C1 � fY g) [ (C2 � fY g).

(a) Wenn I(Y ) = 1, dann ist I(C2�fY g) = 1, da sonst I(C2) = 0 w�are. Also ist I(C) = 1.

(b) Wenn I(Y ) = 0, dann ist I(C1 � fY g) = 1 und also wiederum I(C) = 1.

Also ist I(K [ fCg) = 1.

De�nition 3.21. F�ur jede Klauselmenge K sei

(1) Res(K) := K [ fC : C Resolvente zweier Klauseln aus Kg.

(2) Res0(K) := K; Resn+1(K) := Res(Resn(K)).

(3) Res�(K) :=
S
n2N Res

n(K).
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Korrektheit und Vollst�andigkeit des Resolutionskalk�uls. Ein Beweiskalk�ul ist kor-
rekt, wenn keine falschen Aussagen darin ableitbar sind, und vollst�andig, wenn alle wahren
Aussagen ableitbar sind. Der Resolutionskalk�ul ist ein Verfahren, um die Unerf�ullbarkeit ei-
ner KlauselmengeK nachzuweisen, indem durch wiederholte Anwendung des Operators Res
die leere Klausel abgeleitet wird. Die Korrektheit und Vollst�andigkeit des Resoltionskalk�uls
wird durch den Resolutionssatz ausgedr�uckt.

Satz 3.22 (Resolutionssatz). Eine Klauselmenge K ist unerf�ullbar genau dann, wenn

� 2 Res�(K).

Beweis. Korrektheit. Aus dem Resolutionslemma folgt K � Res(K) und damit per In-
duktion K � Res�(K). Wenn also � 2 Res�(K) dann ist Res�(K) und damit auch K

unerf�ullbar.

Vollst�andigkeit. Sei K unerf�ullbar. Nach dem Kompaktheitssatz gibt es eine endliche un-
erf�ullbare Teilmenge K0 � K. Dann gibt es ein n 2 N, so dass K0 h�ochstens die Aussagen-
variablen X0; : : : ;Xn�1 enth�alt. Wir zeigen per Induktion nach n, dass � 2 Res�(K0) �
Res�(K).

Sei n = 0. Es gibt nur zwei Klauselmengen ohne Aussagenvariablen, n�amlich ? und
f�g. Da die leere Klauselmenge erf�ullbar ist, muss K0 = f�g sein. F�ur den Indukti-
onsschluss nehmen wir an, dass alle Aussagenvariablen von K0 in fX0; : : : ;Xng enthal-
ten seien. Wir konstruieren zwei Klauselmengen K+

0 ;K
�
0 in denen Xn nicht vorkommt:

K+
0 := fC � f:Xng : Xn 62 C;C 2 K0g (d.h. wir streichen aus K0 alle Klauseln, in denen

Xn vorkommt und streichen :Xn aus allen verbleibenden Klauseln). Indem wir die Rollen
von Xn und :Xn vertauschen, erhalten wir K�

0 := fC � fXng : :Xn 62 C;C 2 K0g.
K+
0 und K�

0 sind unerf�ullbar. Anderfalls g�abe es etwa ein I : fX0; : : : ;Xn�1g ! f0; 1g
so, dass I(K+

0 ) = 1. Erweitere I durch I(Xn) = 1. Es gilt dann I(K0) = 1, im Widerspruch
zur Unerf�ullbarkeit von K0.

Aus der Induktionsvoraussetzung folgt, dass � 2 Res�(K+
0 ) und � 2 Res�(K�

0 ). Also
gibt es Klauseln C1; C2; : : : ; Cm, so dass Cm = � und f�ur i = 1; : : : ;m gilt Ci 2 K+

0 oder
Ci ist Resolvente von Cj; Ck f�ur j; k < i. Einige der Klauseln Ci k�onnen aus Klauseln in
K0 durch Streichen von :Xn+1 entstanden sein. Wenn nicht, dann sind C1; : : : ; Cm auch
in Res�(K0), also � 2 Res�(K0). Wenn ja, erhalten wir durch Wiedereinf�ugen von :Xn+1

eine Folge von Klauseln C 0
1; : : : ; C

0
m welche beweist, dass f:Xn+1g 2 Res

�(K0).

e
e
ee

,
,

,
,

Cj Ck

Ci

=)
e
e
ee

,
,

,
,

Cj [ f:Xn+1g fCkg

Ci [ f:Xn+1g

Analog folgt aus � 2 Res�(K�
0 ), dass entweder � 2 Res�(K0) oder fXn+1g 2 Res

�(K0).
Mit

e
e
ee

,
,

,
,

f:Xn+1g fXn+1g

� folgt, dass � 2 Res�(K0).
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Beispiel. Sei  = (X1 _ :X2) ^ :X3 ^ (:X1 _ :X2 _ X3) ^ (X2 _ X3). Dann ist K = K( ) =
ffX1;:X2g; f:X3g; f:X1;:X2; X3g; fX2; X3gg. Die leere Klausel ist wie folgt aus K( ) ableitbar:

e
e
ee

,
,

,
,

e
e
ee

,
,

,
,

e
e
ee

,
,

,
,

e
e
ee �

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�

fX1;:X2g

fX1; X3g f:X1; X3g

f:X1;:X2; X3gfX2; X3g

fX3g

�

f:X3g

Wenn K nur die Aussagenvariablen X0; : : : ; Xn�1 enth�alt, dann gilt dies auch f�ur Res�(K),
denn eine Resolvente zweier Klauseln C;C 0, enth�alt nur Literale, die bereits in C oder C 0

enthalten sind. Insbesondere folgt, dass die Kette

K = Res0(K) � Res1(K) � � � � � Resm(K) � : : :

nach h�ochstens 22n Schritten abbricht, d.h. Res�(K) = Res2
2n

(K), denn es gibt nur 22n

verschiedene Klauseln mit Literalen X0; : : : ; Xn�1;:X0; : : : ;:Xn�1.
F�ur endliche Klauselmengen K erh�alt man also folgenden Algorithmus um zu entschei-

den, ob K erf�ullbar ist:

Erf�ullbarkeitstest mit Resolution

Input: K (endliche Klauselmenge)
R := K;S := Res(K)
while R 6= S do

R := S

S := Res(R)
if � 2 S then
output

"
K unerf�ullbar\ end

od
output

"
K erf�ullbar\ end

Dieser Algorithmus hat (im worst case) exponentielle Komplexit�at. Es ist auch nicht zu
erwarten, dass es einen e�zienten (in polynomialer Zeit laufenden) Algorithmus f�ur dieses
Problem gibt, denn das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur KNF-Formeln ist NP-vollst�andig.

Die Erf�ullbarkeit einer Formel ist durch eine Existenzaussage ausgedr�uckt (es gibt ein
Modell). Die Unerf�ullbarkeit (oder die Allgemeing�ultigkeit) einer Formel ist eine Aussage

�uber alle m�oglichen Interpretationen, ihrer Natur nach also eine universelle Aussage. Der
Resolutionskalk�ul (wie jeder korrekte und vollst�andige Beweiskalk�ul) erlaubt nun, solche
universellen Ausagen durch �aquivalente Existenzaussagen auszudr�ucken:  ist unerf�ullbar,
wenn eine Deduktion der leeren Klausel existiert.
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Man beachte aber folgende Asymmetrie: Das Aufschreiben einer erf�ullenden Belegung
f�ur  (also eines `Zeugen' f�ur die Erf�ullbarkeit) ist mit viel weniger Aufwand verbunden,
als (im worst case) das Aufschreiben eines Resolutionsbeweises (also eines `Zeugen' f�ur die
Unerf�ullbarkeit). Dies h�angt mit einem der wichtigsten Probleme der Komplexit�atstheorie
zusammen, dem Problem ob NP = Co-NP.

F�ur unendliche Klauselmengen kann es durchaus passieren, dass Res(K)�K unendlich
ist, oder dass die Kette K = Res0(K) � Res1(K) � � � � � Resn(K) � : : : nicht station�ar
wird (auch wenn K erf�ullbar ist).

Beispiel. Sei K = ffX0gg [ ff:Xi; Xi+1g : i 2 Ng.
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fX1g

f:X0; X1gfX0g

fX2g

f:X1; X2g

fXig

fXi+1g

f:Xi; Xi+1g

Res1(K)

Resi(K)

Resi+1(K)

K = Res0(k)

3.6 Erf�ullbarkeitstests f�ur Horn-Formeln

Die Resolutionsmethode liefert ein Entscheidungsverfahren f�ur die (Un-)Erf�ullbarkeit endli-
cher Klauselmengen (und damit von aussagnelogischen Formeln in KNF), welches allerdings
nicht immer e�zient ist. Es gibt aber Teilklassen f�ur die das Erf�ullbarkeitsproblem e�zient
gel�ost werden kann.

De�nition 3.23. Eine (aussagenlogische) Horn-Formel ist eine Formel  =
V
i

W
j Yij in

KNF, wobei jede Disjunktion
W
j Yij h�ochstens ein positives Literal enth�alt. (Vergleiche

Horn-Formeln der Pr�adikatenlogik).

Horn-Formeln k�onnen auch als Konjunktionen von Implikationen geschrieben werden :

(1) :X1 _ � � � _ :Xk _X � X1 ^ � � � ^Xk ! X

(2) :X1 _ � � � _ :Xk � Xi ^ � � � ^Xk ! 0
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Implikationen vom Typ (1) mit k = 0 werden in der Form (1 ! X) geschrieben. Horn-
Formeln, die keine solchen Implikationen enthalten sind trivialerweise erf�ullbar, indem man
alle Aussagenvariablen mit 0 bewertet. O�ensichtlich ist auch jede Horn-Formel erf�ullbar,
die keine Implikation der Form (2) enth�alt, z.B. indem man alle Aussagenvariablen mit 1
belegt.

Horn-Formeln k�onnen in polynomialer Zeit auf Erf�ullbarkeit getestet werden mit dem
folgendem Markierungsalgorithmus.

Erf�ullbarkeitstest f�ur Horn-Formeln

Input: Eine aussagenlogische Hornformel  =
V

i Ci

N = ?

M := fX 2 �( ) :  enth�alt Ci der Form (1! X)g
while N 6=M do

N :=M

M :=M [ fX :  enth�alt Ci der Form (X1 ^ � � � ^Xk)! X mit fX1; : : : ; Xkg �Mg
if [ enth�alt Ci der Form (X1 ^ : : : ^Xk)! 0 mit fX1; : : : ; Xkg �M ] then

output \ unerf�ullbar" end
od

output \ erf�ullbar", output M end

Die ausgegebene Menge M de�niert eine Belegung IM mit IM (X) = 1 gdw. X 2M .

Satz 3.24. Der angegebene Erf�ullbarkeitstest f�ur Horn-Formeln ist korrekt. Wenn  erf�ull-

bar ist, dann ist IM ein Modell von  . F�ur Formeln mit n Aussagenvariabeln h�alt der
Erf�ullbarkeitstest nach h�ochstens n+ 1 Iterationen der while-Schleife.

Beweis. Sei I ein beliebiges Modell von  . O�ensichtlich muss I(X) = 1 sein f�ur alle Aussa-
genvariabelnX, welche im Laufe dieser Prozedur markiert werden (d.h. die zuM hinzugef�ugt
werden). Weiter kann es keine Teilformel Ci der Form X1 ^ � � � ^Xk ! 0 in  geben, mit
X1; : : : ;Xk 2 M , da sonst I( ) = 0. Also stellt der Algorithmus korrekt die Erf�ullbarkeit
von  fest.

Wenn der Algorithmus ausgibt, dass  erf�ullbar sei, dann ist IM tats�achlich ein Modell
von  , denn die schliesslich erzeugte Menge M hat folgende Eigenschaften:

(1) F�ur alle Unterformeln X1 ^ : : : ^Xk ! X in  gilt: Wenn fX1; : : : ; Xkg � M , dann
ist X 2M (sonst w�urde die while-Schleife noch nicht verlassen).

(2) F�ur alle Unterformeln X1 ^ : : : ^ Xk ! 0 gilt: fX1; : : : ; Xkg * M (sonst w�urde der
Algorithmus die Unerf�ullbarkeit feststellen).

Da in jedem Durchlauf der Schleife eine neue Aussagenvariable in M eingef�ugt wird, oder
festgestellt wird, dass keine neuen mehr hinzugef�ugt werden m�ussen und die Schleife verlas-
sen wird, folgt auch die letzte Behauptung.

Bemerkung. Das durch den Markierungsalgorithmus gefundene Modell von  (wenn eines
existiert) ist das kleinste Modell, denn f�ur jedes andere Modell I j=  gilt: Wenn IM (X) = 1,
dann auch I(X) = 1.
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Einheitsresolution. Die einer Horn-Formel zugeordnete Klauselmenge K( ) enth�alt nur
Klauseln der Form f:X1; : : : ;:Xkg (nur negative Literale) oder f:X1; : : : ;:Xk;Xg (ein
positives Literal). Solche Klauseln heissen Horn-Klauseln. F�ur k = 0 ergibt sich, dass die
leere Klausel � und die Klauseln fXg, welche aus einer einzigen Aussagenvariabeln be-
stehen, auch Horn-Klauseln sind. Wir pr�asentieren nun eine eingeschr�ankte Variante des
Resolutionskalk�uls, welche vollst�andig ist f�ur Horn-Formeln.

De�nition 3.25. Seien C;C1; C2 Klauseln. C ist Einheitsresolvente von C1 und C2, wenn
C Resolvente von C1 und C2 ist und entweder jC1j = 1 oder jC2j = 1.

Bei der Einheitsresolution besteht also mindestens eine der Ausgangsklauseln nur aus
einem einzigen Literal.

Satz 3.26 (Vollst�andigkeit der Einheitsresolution f�ur Horn-Formeln). Eine aussa-

genlogische Horn-Formel  ist unerf�ullbar genau dann, wenn � durch Einheitsresolution aus

K( ) ableitbar ist.

Beweis. Es ist klar, dass  unerf�ullbar ist, wenn � aus K( ) durch Einheitsresolution (also
insbesondere durch Resolution) ableitbar ist.

F�ur die Umkehrung betrachten wir den Erf�ullbarkeitstest f�ur Horn-Formeln. Setze:

M0 := fX : K( ) enth�alt die Klausel fXgg

M i+1 :=M i [ fX : es gibt X1; : : : ; Xk 2Mi, so dass K( ) die Klausel

f:X1; : : : ;:Xk;Xg enth�altg:

M� :=
[
i2N

M i:

Die Korrektheit des Erf�ullbarkeitstests (Satz 3.24) ergibt:  ist unerf�ullbar genau dann,
wenn X1; : : : ;Xk 2 M� existieren, so dass f:X1; : : : ;:Xkg 2 K( ). Wir zeigen: Wenn
X 2M�, dann ist fXg per Einheitsresolution aus K( ) ableitbar.

F�ur X 2 M0 ist dies klar. Wenn X 2 M i+1, dann ist entweder X 2 M i (dann greift
die Induktionsvoraussetzung) oder es gibt X1; : : : ;Xk 2M

i, so dass f:X1; : : : ;:Xk;Xg 2
K( ).
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fXg
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f:X1; : : : ;:Xk�1;Xg

f:X1; : : : ;:Xk;XgfXkg

Ableitung von fXg per Einheitsresolution.
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Wenn  unerf�ullbar ist, dann gibt es also f:X1; : : : ;:Xkg 2 K( ), so dass die Einer-
klauseln fX1g; : : : ; fXkg per Einheitsresolution aus K( ) ableitbar sind. Damit folgt nun
sofort, dass � per Einheitsresolution aus K( ) abgeleitet werden kann.

e
e
ee

,
,

,
,

..........................................................................................

,
,

,
,L

L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
L
LL

f:X1g

�

fX1g

f:X1; : : : ;:Xk�1g

f:X1; : : : ;:XkgfXkg

Ableitung von � per Einheitsresolution.

Damit ist die Vollst�andigkeit der Einheitsresolution f�ur Horn-Formeln bewiesen.



Kapitel 4

De�nierbarkeit und elementare
�Aquivalenz

4.1 De�nierbarkeit

Axiomatisierbare Strukturklassen. Wir haben bereits in Kapitel 2 den Begri� der durch
eine Satzmenge � axiomatisierten Strukturklasse Mod(�) eingef�uhrt, und Axiomensysteme
f�ur einige wichtige Klassen angegeben, etwa f�ur Graphen, Gruppen, lineare Ordnungen sowie
f�ur die Klasse aller unendlichen Strukturen.

De�nition 4.1. Sei Str(�) die Klasse aller � -Strukturen. Eine Strukturklasse K � Str(�)
ist FO-axiomatisierbar (oder einfach: axiomatisierbar), wenn eine Satzmenge � � FO(�)
existiert, so dass K = Mod(�). Wenn das Axiomensystem � f�ur K endlich ist, dann k�onnen
wir die Konjunktion  =

V
f' : ' 2 �g bilden und damit K durch einen einzigen Satz

axiomatisieren. Wir sagen in diesem Fall, K ist elementar oder endlich axiomatisierbar.

Wir beginnen in diesem Kapitel mit der Untersuchung der Ausdrucksst�arke der Pr�adi-
katenlogik. Ein wichtiger Aspekt ist dabei die Frage: Welche Strukturklassen sind FO-
axiomatisierbar, welche sind sogar endlich axiomatisierbar.

Wir wissen bereits, dass Graphen, Gruppen und lineare Ordnungen endlich axiomati-
sierbar sind. Weiter ist o�ensichtlich, dass dasselbe auch f�ur �Aquivalenzstrukturen, partielle
Ordnungen, dichte lineare Ordnungen, diskrete lineare Ordnungen, Ringe und K�orper gilt.
Die Klasse aller unendlichen Strukturen ist zwar FO-axiomatisierbar, aber das Axiomen-
system �1, das wir in Kapitel 2.2 daf�ur angegeben haben, besteht aus unendlich vielen
Formeln. (Wir werden sp�ater sehen, dass kein endliches Axiomensystem f�ur diese Klasse
existiert.)

Hier sind noch einige weitere Beispiele f�ur axiomatisierbare Strukturklassen.

Beispiele. (1) Die Klasse aller K�orper ist axiomatisiert durch  K�orper 2 FO(�ar), die Konjunkti-
on aller K�orperaxiome. F�ur jede Primzahl p ist auch die Klasse der K�orper mit Charakteristik
p endlich axiomatisierbar, durch  K�orper^�p wobei �p der Satz 1 + � � �+ 1| {z }

p mal

= 0 ist. F�ur K�orper

der Charakteristik 0 k�onnen wir zumindest ein unendliches Axiomensystem angeben, n�amlich

� = f K�orperg [ f:�p : p Primzahlg:

60
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(2) Auch die Klasse ACF der algebraisch abgeschlossenen K�orper ist FO-axiomatisierbar. Der
Satz

 n := 8u0 � � �8un(un 6= 0! 9x(u0 + u1x+ � � �unx
n = 0))

besagt, dass jedes Polynomn-ten Grades mit Koe�zienten aus dem K�orper auch eine Nullstelle
im K�orper hat. (Hier ist xn als abk�urzende Schreibweise f�ur den Term x � x : : :x| {z }

n mal

aufzufassen.)

Also ist �ACF = f K�orperg [ f n : n � 1g ein Axiomensystem f�ur algebraisch abgeschlossene
K�orper.

�Ubung 4.1. Ein (abstrakter) Stack �uber einem endlichen Alphabet � ist formalisiert durch eine
Algebra S = (��; pop; top; (pusha)a2�) mit einstelligen Funktionen

pop(wa) := w; pop(�) = �

top(wa) := a; top(�) = �

pusha(w) := wa

f�ur alle w 2 ��, a 2 �.
O�ensichtlich ist jedoch nicht jede Algebra der Signatur �stack = fpop; top; (pusha)a2�)g ein

Stack. Geben Sie ein endliches Axiomensystem f�ur die Klasse aller Stacks an.

�Ubung 4.2. Sei A eine endliche Struktur mit endlicher Signatur. Zeigen Sie, dass fB : B �= Ag
endlich axiomatisierbar ist.

Der Nachweis, dass eine Strukturklasse (endlich) axiomatisierbar ist, wird in der Regel
durch explizite Angabe eines Axiomensystems gef�uhrt. Um nachzuweisen, dass eine Struk-
turklasse gar kein oder mindestens kein endliches Axiomensystem zul�asst, sind andere Me-
thoden erforderlich, welche in diesem und den folgenden Kapiteln entwickelt werden sollen.

Zun�achst aber diskutieren wir noch einen andern Aspekt der Ausdrucksst�arke einer Lo-
gik.

De�nierbarkeit in einer Struktur. Neben der Frage, welche Strukturklassen durch S�atze
oder Satzmengen der Pr�adikatenlogik axiomatisierbar sind, k�onnen wir die Ausdrucksst�arke
von FO auch innerhalb einer festen Struktur untersuchen.

Sei  (x1; : : : ; xr) 2 FO(�) und A eine � -Struktur. Dann de�niert  in A die r-stellige
Relation

 A := f(a1; : : : ; ar) : A j=  (a1; : : : ; ar)g � Ar:

De�nition 4.2. Eine Relation R � Ar auf dem Universum einer � -Struktur A ist (elemen-
tar) de�nierbar in A wenn R =  A f�ur eine Formel  2 FO(�). Eine Funktion f : Ar ! A
heisst elementar de�nierbar, wenn ihr Graph Rf elementar de�nierbar ist.

Insbesondere ist also eine Konstante a elementar de�nierbar, wenn eine Formel '(x) 2
FO(�) existiert, so dass A j= '(a) und A j= :'(b) f�ur alle b 6= a. Wir sagen, a ist termde�-
nierbar in A, wenn ein Grundterm t 2 T (�) existiert, so dass tA = a. Jede termde�nierbare
Konstante ist insbesondere elementar de�nierbar durch eine Formel der Form x = t.

Beispiele. (1) Die Ordnungsrelation < auf R ist elementar de�nierbar in (R;+; � ; 0; 1), denn f�ur
die Formel '(x; y) := 9z(z 6= 0 ^ x+ z � z = y) gilt

a < b () (R;+; � ; 0; 1) j= '(a; b):
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(2) In (Z;<) ist die Nachfolgerfunktion z 7! z+1 elementar de�nierbar durch die Formel'(x; y) :=
x < y ^ 8z(x < z ^ y 6= z ! y < z).

(3) In (N;+; 0; 1) ist jedes n termde�nierbar, durch den Term n = 1 + � � �+ 1| {z }
n mal

(f�ur n � 1).

(4) Im K�orper (Q;+; � ; 0; 1) der rationalen Zahlen sind die termde�nierbaren Konstanten genau
die nat�urlichen Zahlen n 2 N. Alle andern Elemente sind elementar de�nierbar durch Formeln
der Form p � x = q oder , p � x+ q = 0, aber nicht termde�nierbar.

(5) Im K�orper der reellen Zahlen k�onnen schon aus M�achtigkeitsgr�unden nicht alle Elemente
elementar de�nierbar sein: es gibt �uberabz�ahlbar viele reelle Zahlen, aber nur abz�ahlbar viele
Formeln '(x) 2 FO(�ar).

Das Hinzunehmen de�nierbarer Relationen bringt keinen Gewinn an Ausdruckst�arke.

Lemma 4.3. Sei A eine �-Struktur und B eine Expansion von A durch beliebig viele, in A
elementar de�nierbare Relationen und Funktionen. Dann ist jede inB elementar de�nierbare
Relation oder Funktion bereits in A elementar de�nierbar.

Beweis. Sei � die Signatur von B. In jeder Formel  (�x) 2 FO(�) kommen nur endlich viele
Relations- und Funktionssymbole R1; : : : ; Rs; f1; : : : ; ft aus � � � vor. Zu jedem dieser Ri

bzw. fj gibt es eine �-Formel #i(�y) bzw. �j(�y; z), welche in A die entsprechende Relation
bzw. Funktion von B de�niert.

Weiter k�onnen wir nach Lemma 2.19 annehmen, dass  termreduziert ist, d.h., dass
Funktionssymbole aus � � � nur in Atomen der Form fj �y = z auftreten. Indem wir in  (�x)
die Relations- und Funktionssymbole aus � � � durch die de�nierenden Formeln ersetzen
(d.h. jedes Atom Ri�u durch #i(�u) und jedes Atom fj �u = v durch �j(�u; v)), erhalten wir eine
Formel '(�x) 2 FO(�) so, dass B j= 8x( $ '). Da ' eine �-Formel ist, folgt insbesondere,
dass  B = 'A.

Relativierte Quantoren. Sei f : R ! R eine Funktion auf den reellen Zahlen. Ist
die Menge fa 2 R : f stetig am Punkt ag in der Struktur (R;+; �; 0; 1;<; f) elementar
de�nierbar?

Wir betrachten dazu die Stetigkeitsde�nition aus der Analysis: Sei U"(x) die "-Umgebung
von x. Die Funktion f ist stetig in x, wenn f�ur alle " > 0 ein � > 0 existiert so, dass f�ur alle
y 2 U�(x) gilt: f(y) 2 U"(f(x)).

Die Existenz- und Allaussagen f�ur �, " und y sind hier relativiert: es werden nur Elemente
betrachtet, die gewisse Eigenschaften erf�ullen. Man beachte, dass relativierte Aussagen der
Form \es gibt ein x mit �, so dass � � �" bzw. \f�ur alle x mit � gilt � � �" durch 9x(� ^ � � �)
bzw. 8x(� ! � � � ) formalisiert werden k�onnen Wir benutzen gelegentlich die Schreibweise
(9x : �) als Umschreibung f�ur 9x(� ^  ) und (8x : �) f�ur 8x(�!  ).

Um Stetigkeit zu formalisieren gehen wir nun wie folgt vor. (Wir verwenden die Relation
�, was aufgrund ihrer elementaren De�nierbarkeit unproblematisch ist.) Zun�achst ist leicht
einzusehen, dass die Relation f(a; b; ") 2 R3 : " � 0 und b 2 U"(a)g durch die Formel

'(x; y; z) := 0 � z ^ (9u : 0 � u � z)(x+ u = y _ y + u = x)

de�niert wird. Die Stetigkeit von f im Punkt x ist nun ausgedr�uckt durch die Formel

 (x) := (8u : 0 < u)(9z : 0 < z)8y('(x; y; z)! '(fx; fy; u)):
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4.2 Das Isomorphielemma

Lemma 4.4 (Isomorphielemma). Sei � : A
�
�! B ein Isomorphismus von � -Strukturen.

Dann gilt f�ur alle  (x1; : : : ; xn) 2 FO(�) und alle a1; : : : ; an 2 A

A j=  (a1; : : : ; an) () B j=  (�a1; : : : ; �an)

Beweis. Sei I = (A; �) eine Interpretation mit �(x1) = a1; : : : ; �(xn) = an, und sei I�

die Interpretation (B; � � �). Wir haben bereits in Satz 2.14 gezeigt, dass f�ur jeden Term
t 2 T (�) gilt

tI
�

= �(tI) (*)

sogar wenn nur vorausgesetzt ist, dass � : A! B ein Homomorphismus ist.
Es ist zu zeigen, dass I j=  genau dann, wenn I� j=  . Wir f�uhren den Beweis per

Induktion �uber den Formelaufbau; nach Lemma 2.18 k�onnen wir dabei annehmen, dass  
reduziert ist.

(1) F�ur Formeln der Form t1 = t2 gilt

I j= t1 = t2 () tI1 = tI2

() �tI1 = �tI2 (da � injektiv ist)

() tI
�

1 = tI
�

2 (nach (*))

() I
� j= t1 = t2

(2) F�ur Atome Pt1 � � � tn gilt

I j= Pt1 � � � tn () (tI1; : : : ; t
I

n) 2 P
A

() (�tI1; : : : ; �t
I

n) 2 P
B (da � ein starker Homomorphismus ist)

() (tI
�

1 ; : : : ; tI
�

n ) 2 PB (nach (*))

() I
� j= Pt1 � � � tn

(3) F�ur Formeln der Form : oder  _ ' ist der Induktionsschluss trivial.

(4) F�ur Formeln 9x gilt

I j= 9x () I[x=a] j=  f�ur ein a 2 A

() I[x=a]� j=  f�ur ein a 2 A (nach Induktionsvoraussetzung)

() I
� [x=�a] j=  f�ur ein a 2 A (da I[x=a]� = I

�[x=�a])

() I
� [x=b] j=  f�ur ein b 2 B (da � bijektiv ist)

() I
� j= 9x :

Insbesondere lassen sich isomorphe � -Strukturen durch S�atze der Pr�adikatenlogik nicht
unterscheiden. Sind A und B isomorphe � -Strukturen, so gilt f�ur alle � -S�atze  :

A j=  () B j=  :
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Also sind axiomatisierbare Modellklassen immer isomorphie-abgeschlossen. Dies bedeu-
tet, dass f�ur jede Klasse K = Mod( ) und alle Strukturen A;B gilt

A 2 K; A �= B =) B 2 K:

In manchen F�allen liefert das Isomorphielemma ein einfaches Kriterium, um nachzuwei-
sen, dass eine Relation in einer Struktur nicht elementar de�nierbar ist

Lemma 4.5. Sei � ein Automorphismus einer � -Struktur A und sei  2 FO(�). Dann ist
� auch ein Automorphismus der expandierten Struktur (A;  A).

Beweis. Da � ein Automorphisus ist, gilt f�ur alle Tupel �a aus A: A j=  (�a) () A j=  (��a).
Also ist �( A) =  A.

Beispiel. In (R;+;0) ist < nicht elementar de�nierbar. Die Abbildung � : x 7! �x ist ein Au-
tomorphismus von (R;+; 0), nicht aber von (R;+; 0;<), denn aus a < b folgt eben gerade nicht

�a < �b.

�Ubung 4.3. Sei � = ? und A unendlich. Beschreiben Sie alle in A elementar de�nierbaren Relatio-
nen R � An.

�Ubung 4.4. Zeigen Sie, dass in (N; �;1) die Addition nicht elementar de�nierbar ist.

4.3 Erhaltungseigenschaften f�ur bestimmte Formelklassen

Universelle und existentielle Formeln. Wir haben gesehen, dass jede FO-axiomatisier-
bare Klasse K von Strukturen abgeschlossen ist unter Isomorphie: Wenn A 2 K und A �= B,
dann auch B 2 K. Nun gibt es auch andere interessante Abschlusseigenschaften, die von
gewissen Strukturklassen erf�ullt werden. So ist etwa die Klasse Mod(�Gruppe) aller Grup-
pen (G; �; e; �1) abgeschlossen unter Substrukturen: Jede Substruktur einer so formali-
serten Gruppe ist wieder eine Gruppe. Analoges gilt f�ur die Klasse aller Vektorr�aume
(V;+; 0; (fk)k2K) �uber einem festen K�orper K. Allgemein sagen wir, dass eine Struktur-
klasse K abgeschlossen ist unter Substrukturen, wenn K mit jeder Struktur auch alle ihre
Substrukturen enth�alt.

O�ensichtlich haben nicht alle FO-axiomatisierbaren Modellklassen diese Eigenschaft.
Ein triviales Gegenbeispiel ist etwa die Klasse Mod(9xPx). Es gibt aber ein einfaches syn-
taktisches Kriterium, welches impliziert, dass Mod(�) abgeschlossen ist unter Substruktu-
ren.

De�nition 4.6. Die Menge der universellen Formeln ist induktiv wie folgt de�niert:

(1) Jede quantorenfreie Formel ist universell.

(2) Wenn  und ' universell sind, dann auch ( ^'); ( _') und 8x (f�ur alle x 2 VAR).

Aus dem Beweis des Satzes �uber die Pr�anex-Normalform ergibt sich leicht, dass jede
universelle Formel logisch �aquivalent ist zu einer Formel der Gestalt 8y1 � � �8yr' mit quan-
torenfreiem '.
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Lemma 4.7 (Substrukturlemma). Seien A � B � -Strukturen und  (x1; : : : ; xn) eine
universelle Formel. Dann gilt f�ur alle a1; : : : ; an 2 A

B j=  (a1; : : : ; an) =) A j=  (a1; : : : ; an):

Beweis. Wir stellen zun�achst fest, dass die Behauptung f�ur quantorenfreie Formeln o�en-
sichtlich richtig ist. Weiter k�onnen wir annehmen, dass  (�x) = 8y1 � � �8yr'(�x; �y) mit quan-
torenfreiem '(�x; �y). Wenn B j=  (�a), dann gilt f�ur alle �b 2 Br , insbesondere also f�ur alle
�b 2 Ar, dass B j= '(�a;�b). Da ' quantorenfrei ist, folgt A j= '(�a;�b) f�ur alle �b 2 Ar, also
A j=  (�a).

Korollar 4.8. F�ur jede Menge � von universellen S�atzen ist Mod(�) abgeschlossen unter
Substrukturen.

Beispiel. Die Klasse aller Gruppen, formalisiert in der Form (G; �; e) (also ohne explizit gegebene
Inversenfunktion) ist nicht durch universelle S�atze axiomatisierbar, denn (N;+; 0) ist eine Substruk-
tur der Gruppe (Z;+;0), aber selbst keine Gruppe.

Die existentiellen Formeln sind dual zu den universellen Formeln de�niert, indem in
De�nition 4.6 der Allquantor durch den Existenzquantor ersetzt wird.

Lemma 4.9. (i) Die Negation einer existentiellen Formel ist logisch �aquivalent zu einer
universellen Formel (und umgekehrt).

(ii) Jede existentielle Formel ist logisch �aquivalent zu einer Formel der Gestalt 9x1 : : :9xr'
mit quantorenfreiem '.

(iii) Jede durch eine Menge existentieller Formeln axiomatisierte Modellklasse K ist abge-
schlossen unter Erweiterungen: Wenn A 2 K und A � B, dann ist auch B 2 K.

Positive Formeln. Eine Formel ist positiv, wenn sie nur die Junktoren ^ und _ enth�alt.

Satz 4.10. Sei � : A! B ein surjektiver Homomorphismus und  (x1; : : : ; xn) eine positive
Formel. Dann gilt f�ur alle a1; : : : ; an 2 A

A j=  (a1; : : : ; an) =) B j=  (�a1; : : : ; �an):

Beweis. Wir gehen analog zum Beweis des Isomorphielemmas vor. Sei I = (A; �) eine Inter-
pretation mit �(x1) = a1; : : : ; �(xn) = an und sei I� die Interpretation (B; � � �). Es ist zu
zeigen, dass

I j=  =) I
� j=  

f�ur jedes positives  . Wir benutzen wieder den in Satz 2.14 bewiesenen Sachverhalt, dass

tI
�

= �(tI) (*)

f�ur jeden Term t 2 T (�) und f�uhren den Beweis per Induktion �uber den Formelaufbau
(wobei wir im Gegensatz zum Beweis des Isomorphielemmas nicht mehr annehmen k�onnen,
dass  reduziert ist).
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(1) F�ur Formeln der Form t1 = t2 gilt

I j= t1 = t2 =) tI1 = tI2

=) �tI1 = �tI2

=) tI
�

1 = tI
�

2 (nach (*))

=) I
� j= t1 = t2

(2) F�ur Atome Pt1 � � � tn gilt

I j= Pt1 � � � tn =) (tI1; : : : ; t
I

n) 2 P
A

=) (�tI1; : : : ; �t
I

n) 2 P
B (da � ein Homomorphismus ist)

=) (tI
�

1 ; : : : ; t
I
�

n ) 2 PB (nach (*))

=) I
� j= Pt1 � � � tn

(3) F�ur Formeln der Form  ^' oder  _' ergibt sich der Induktionsschluss unmittelbar
aus der Monotonie von ^ und _.

(4) F�ur Formeln 9x gilt

I j= 9x =) I[x=a] j=  f�ur ein a 2 A

=) I[x=a]� j=  f�ur ein a 2 A (nach Induktionsvoraussetzung)

=) I
� [x=�a] j=  f�ur ein a 2 A (da I[x=a]� = I

�[x=�a])

=) I
� j= 9x :

(5) F�ur Formeln 8x gilt

I j= 8x =) I[x=a] j=  f�ur alle a 2 A

=) I[x=a]� j=  f�ur alle a 2 A (nach Induktionsvoraussetzung)

=) I
� [x=�a] j=  f�ur alle a 2 A (da I[x=a]� = I

�[x=�a])

=) I
� [x=b] j=  f�ur alle b 2 B (da � surjektiv ist)

=) I
� j= 8x :

Korollar 4.11. Sei � eine Menge positiver S�atze. Dann ist Mod(�) abgeschlossen unter
homomorphen Bildern, d.h. f�ur jedes Modell A 2 Mod(�) und jeden Homomorphismus
� : A! B ist auch �(A) 2 Mod(�). (Das homomorphe Bild �(A) ist die von �(A) induzierte
Substruktur von B).

Beispiel. Sei B eine relationale Struktur, welche aus A durch `Vergr�ossern' gewisser Relationen
gewonnen wurde, d.h. es gilt B = A (beide Strukturen haben dasselbe Universum), und RB � RA f�ur
alle RelationssymboleR 2 � . Dann vermittelt die Identit�at auf A einen surjektiver Homomorphismus
von A nach B. Satz 4.10 impliziert, dass beim �Ubergang von A nach B auch alle durch positive
Formeln de�ninierten Relationen vergr�ossert werden, d.h.  B �  A f�ur jede positive Formel  .

Horn-Formeln. Eine sehr wichtige Formelklasse, insbesondere f�ur die Logik-Program-
mierung, ist die Klasse der Horn-Formeln.
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De�nition 4.12. Die Menge der Horn-Formeln ist induktiv wie folgt de�niert:

(1) Jede Disjunktion :#1 _ � � �_ :#n oder :#1 _ � � �_ :#n _� von negierten Atomen und
h�ochstens einem nicht-negierten Atom ist eine Horn-Formel.

(2) Wenn  und ' Hornformeln sind, dann auch  ^ ', 9x und 8x .

Bemerkung. Die Formeln aus (1) werden oft �aquivalent als Implikationen #1^� � �^#n ! 0
bzw. #1 ^ � � � ^ #n ! � geschrieben.

De�nition 4.13. Das direkte Produkt zweier � -Strukturen A undB ist die � -Struktur A�B
mit Universum A�B, dessen Relationen und Funktionen komponentenweise de�niert sind,
d.h. f�ur jedes n-stellige Relationssymbol R 2 � ist

RA�B := f(a1; b1); : : : ; (an; bn) 2 (A�B)n : (a1; : : : ; an) 2 R
A; (b1; : : : ; bn) 2 R

Bg

und f�ur jedes n-stellige Funktionssymbol f 2 � ist

fA�B((a1; b1); : : : ; (an; bn)) := (fA(a1; : : : ; an); f
B(b1; : : : ; bn)):

Satz 4.14. Sei  (x1; : : : ; xn) eine Horn-Formel. Wenn A j=  (a1; : : : ; an) und B j=  (b1; : : : ; bn),
dann auch A�B j=  ((a1; b1); : : : ; (an; bn)).

Beweis. F�ur �a = (a1; : : : ; an) und �b = (b1; : : : ; bn) sei �a � �b := ((a1; b1); : : : ; (an; bn)). F�ur
atomare #(�x) ergibt sich sofort aus der De�nition des direkten Produkts, dass

A�B j= #(�a� �b) () A j= #(�a) und B j= #(�b): (*)

Der Beweis wird nun per Induktion �uber den Formelaufbau gef�uhrt.

(1) Sei  = :#1 _ � � � _ :#n. Wenn A j=  (�a), dann existiert ein i � n mit A j= :#i(�a)
Nach (*) folgt A�B j= :#(�a� �b) und daher A�B j=  (�a� �b).

(2) Sei  = :#1 _ � � � _ :#n _ � und es gelte A j=  (�a) ,B j=  (�b). Wenn A j= �(�a) und
B j= �(�b) dann folgt nach (*) A�B j= �(�a��b) und daher A�B j=  (�a��b). Andernfalls
gilt A j= :#i(�a) oder B j= :#i(�b) f�ur ein i � n. Wie in (1) folgt A�B j=  (�a� �b).

(3) F�ur Formeln  ^ ', 9x und 8x ist der Induktionsschluss o�ensichtlich.

Korollar 4.15. Sei � eine Menge von Horn-S�atzen. Dann ist Mod(�) abgeschlossen unter
direkten Produkten, d.h., wenn A;B 2 Mod(�), dann ist auch A�B 2 Mod(�).

Beispiele. (1) Das Axiomensystem �Gruppe besteht nur aus Horns�atzen. Damit folgt sofort, dass
das direkte Produkt zweier Gruppen wieder eine Gruppe ist.

(2) Die Klasse der linearen Ordnungen ist axiomatisiert durch die S�atze

8x:x < x (Hornsatz)

8x8y8z(x < y ^ y < z ! x < z) (Hornsatz)

8x8y(x < y _ x = y _ y < x) (kein Hornsatz)

Es gibt auch kein anderes Axiomensystem f�ur diese Klasse, welches nur aus Horns�atzen besteht,
denn die linaren Ordnungen sind nicht abgeschlossen unter direkten Produkten. Zum Beispiel
ist (R; <)� (R;<) keine lineare Ordnung.
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Bemerkung. Man kann auch direkte Produkte von beliebigen Familien fAi : i 2 Ig von
� -Strukturen bilden (I eine Indexmenge). Das Universum von A =

Q
i2I Ai ist

A := fg : I !
[
i2I

Ai : f�ur alle i 2 I ist g(i) 2 Aig:

F�ur jedes n-stellige Relationssymbol R 2 � ist

RA := f(g1; : : : ; gn) 2 A
n : (g1(i); : : : ; gn(i)) 2 R

Ai f�ur alle i 2 Ig

und f�ur jedes n-stellige Funktionssymbole f 2 � und jedes i 2 I ist

fA(g1; : : : ; gn)(i) = fAi (g1(i); : : : ; gn(i)):

Satz 4.14 und Korollar 4.15 gelten auch f�ur solche allgemeinen direkten Produkte (mit
im wesentlichen unver�andertem Beweis).

�Ubung 4.5. Sei A0 � A1 � � � � � An � � � � eine Kette von � -Strukturen. Wir k�onnen dann auf
o�ensichtliche Weise eine � -Struktur

S
n2N

An bilden. Zeigen Sie, dass alle S�atze der Form  :=
8x1 � � � 8xr9y1 � � �9ys' (mit ' quantorenfrei) abgeschlossen sind unter Vereinigung von Ketten, d.h.
wenn An j=  f�ur alle n, dann auch

S
n
An j=  .

4.4 Theorien und elementar �aquivalente Strukturen

De�nition 4.16. Eine Theorie ist eine erf�ullbare Menge T � FO(�) von S�atzen, die unter
j= abgeschlossen ist, d.h. es gilt f�ur alle � -S�atze  :

T j=  )  2 T:

Eine Theorie T ist vollst�andig , wenn f�ur jeden Satz  2 FO(�) entweder  2 T oder : 2 T .

Sei A eine � -Struktur. Die Theorie von A ist Th(A) := f : A j=  g. O�ensichtlich ist
Th(A) vollst�andig. Die Theorie einer � -Modellklasse K ist

Th(K) =
\
A2K

Th(A):

Wenn � ein Axiomensystem f�ur K ist, dann ist Th(K) = f : � j=  g. Nat�urlich ist nicht
jede Theorie vollst�andig. Zum Beispiel enth�alt die Theorie der Gruppen weder den Satz
8x8y(x � y = y � x) noch seine Negation, da es sowohl kommutative wie nicht-kommutative
Gruppen gibt. Jede Theorie T l�asst sich aber zu einer vollst�andigen Theorie erweitern; f�ur
jedes Modell A j= T ist Th(A) eine vollst�andige Erweiterung von T .

De�nition 4.17. Zwei � -Strukturen A;B sind elementar �aquivalent (kurz: A � B), wenn
Th(A) = Th(B), d.h., wenn f�ur alle � -S�atze  gilt:

A j=  () B j=  :

Lemma 4.18. Eine Theorie ist vollst�andig genau dann, wenn alle ihre Modelle elementar

�aquivalent sind.
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Beweis. Sei T eine vollst�andige Theorie. F�ur jedes Modell A j= T gilt T � Th(A) und wegen
der Vollst�andigkeit von T daher sogar T = Th(A). Also haben alle Modelle von T dieselbe
Theorie.

Wenn andererseits T nicht vollst�andig ist, dann gibt es einen Satz  , so dass sowohl
T [ f g und T [ f: g erf�ullbar sind. T besitzt daher zwei nicht elementar �aquivalente
Modelle.

Aus dem Isomorphielemma folgt unmittelbar, dass isomorphe Strukturen auch elementar

�aquivalent sind. Wie wir sp�ater sehen werden, gilt die Umkehrung dieser Aussage nicht.

De�nition 4.19. Der Quantorenrang qr( ) einer Formel  ist de�niert durch:

(1) qr( ) = 0 f�ur quantorenfreie  

(2) qr(: ) = qr( )

(3) qr( � ') = max(qr( ); qr(')) f�ur � 2 f^;_;!;$g

(4) qr(9x ) = qr(8x ) = qr( ) + 1

Der Quantorenrang ist also die maximale Schachtelungstiefe von Quantoren in der gegebenen
Formel.

Beispiel. Der Quantorenrang von 8x(9yPxy ! 8zPxz) ist 2. Eine �aquivalente Formel in PNF ist
8x8y8z(Pxy ! Pxz). Man beachte, dass die Transformation in PNF in der Regel den Quantorenrang
erh�oht.

De�nition 4.20. Sei � � FO(�). Der Boolesche Abschluss h�i von � ist die Menge aller
Formeln, die aus den Formeln in � mit den aussagenlogischen Junktoren :;^;_;!;$
gebildet werden k�onnen. Formeln in h�i heissen Boolesche Kombinationen von Formeln aus
�.

� Wenn A j=  (�a) gdw. B j=  (�b), f�ur alle  (�x) 2 �, dann gilt dies auch f�ur alle
 (�x) 2 h�i.

� Jede Formel mit Quantorenrang � m + 1 ist logisch �aquivalent zu einer Boole'schen
Kombination von Formeln mit Quantorenrang � m und Formeln der Form 9x mit
qr( ) = m.

De�nition 4.21. Zwei � -Strukturen A;B sind m-�aquivalent, (kurz A �m B), wenn f�ur alle
� -S�atze  mit qr( ) � m gilt: A j=  gdw. B j=  .

Wir erweitern die Begri�e der elementaren �Aquivalenz und der m- �Aquivalenz auf Struk-
turen mit Parametern, d.h. in denen zus�atzlich gewisse Elemente ausgezeichnet sind. Seien
A;B � -Strukturen, und �a = a1; : : : ; ar, �b = b1; : : : ; br Tupel von Elementen aus A bzw.
B. Dann ist (A; �a) � (B;�b), wenn f�ur alle � -Formeln  (x1; : : : ; xr) gilt: A j=  (�a) gdw.
B j=  (�b). Analog de�niert man (A; �a) �m (B;�b).
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4.5 Der Satz von Ehrenfeucht und Fra��ss�e

Wir beschr�anken uns zun�achst wieder auf relationale Strukturen.

Satz 4.22 (Ehrenfeucht, Fra��ss�e). Sei � endlich und relational, A;B � -Strukturen.

(1) Folgende Aussagen sind �aquivalent:

(i) A � B

(ii) A �=e B

(iii) Die Duplikatorin gewinnt das Ehrenfeucht-Fra��ss�e Spiel G(A;B)

(2) F�ur alle m 2 N sind folgende Aussagen �aquivalent:

(i) A �m B

(ii) A �=m B

(iii) Die Duplikatorin gewinnt Gm(A;B).

F�ur beide F�alle wurde die �Aquivalenz von (ii) und (iii) bereits im ersten Kapitel bewiesen
(Satz 1.18).Wir f�uhren nun zun�achst den Beweis, dass eine Gewinnstrategie der Duplikatorin
f�ur das Spiel G(A;B) (bzw. f�ur Gm(A;B)) die elementare �Aquivalenz (bzw. m- �Aquivalenz)
von A und B impliziert. Wir beweisen dazu die folgende, etwas st�arkere Aussage.

Satz 4.23. Seien A;B � -Strukturen, �a = a1; : : : ; ar 2 A, �b = b1; : : : ; br 2 B: Wenn es
eine Formel  (�x) mit qr( ) = m gibt, so dass A j=  (�a) und B j= : (�b), dann hat der
Herausforderer eine Gewinnstrategie f�ur Gm(A; �a;B;�b).

Beweis. Sei m = 0. Quantorenfreie Formeln sind Boolesche Kombinationen von atomaren
Formeln. Wenn A; �a und B;�b durch eine quantorenfreie Formel unterschieden werden, dann
also bereits durch ein Atom. Daraus folgt, dass f(a1; b1); : : : ; (ar; br)g kein partieller Isomor-
phismus von A nach B ist, also gewinnt der Herausforderer G0(A; �a;B;�b).

Sei nun qr( ) = m > 0, A j=  (�a) und B j= : (�b). Wie bemerkt ist  (�x) eine Boolesche
Kombination von Formeln der Form 9y'(�x; y) mit qr(') � m� 1. Es muss also mindestens
eine Formel dieser Gestalt geben, welche A; �a und B;�b unterscheidet. Also entweder

(1) A j= 9y'(�a; y) und B j= 8y:'(�b; y), oder

(2) A j= 8y:'(�a; y) und B j= 9y'(�b; y).

Im Fall (1) w�ahlt der Herausforderer im ersten Zug ein c 2 A mit A j= '(�a; c). F�ur jedes
beliebige d 2 B, welches die Duplikatorin w�ahlen kann gilt B j= :'(�b; d). Nach Induktions-
voraussetzung gewinnt der Herausforderer das Restspiel Gm�1(A; �a; c;B;�b; d). Im Fall (2)
gewinnt der Herausforderer, indem er ein d 2 B mit B j= '(�b; d) w�ahlt. Die Duplikatorin
w�ahlt ein beliebiges c 2 A. Also ist nach diesem Zug eine Position (A; �a; c;B;�b; d) erreicht,
mit A j= :'(�a; c) und B j= '(�b; d). Da qr(:') = qr(') � m� 1 gewinnt der Herausforderer
nach Induktionsvoraussetzung das verbleibende Teilspiel Gm�1(A; �a; c;B;�b; d).

Daraus erhalten erhalten wir (indem wir r = 0 setzen und also S�atze betrachten) die
Implikationen (iii)) (i) und damit auch (ii)) (i) des Satzes von Ehrenfeucht und Fra��ss�e.
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(1) A �=e B () Die Duplikatorin gewinnt G(A;B) =) A � B

(2) A �=m B () Die Duplikatorin gewinnt Gm(A;B) =) A �m B.

Beispiel. Die Strukturen A = (Z;<),B = (R;<) lassen sich durch einen Satz  vomQuantorenrang
3 trennen, welcher ausdr�uckt, dass < nicht dicht ist:

 := 9x9y(x < y ^ 8z(:x < z ^ z < y)):

Nach dem Satz von Ehrenfeucht-Fra��ss�e gilt A 6�=3 B, d.h. der Herausforderer gewinnt G3(A;B). (In
der Tat haben wir dies bereits in Kapitel 1 festgestellt.) Eine Gewinnstrategie des Herausforderers
besteht darin, in den ersten beiden Z�ugen zwei aufeinanderfolgende Elemente a und a+ 1 vonZzu
w�ahlen. Die Duplikatorin muss mit zwei Elementen r; s 2 R antworten, so dass r < s. Aber dann
gewinnt der Herausforderer, indem er im dritten Zug ein Element t 2 Rmit r < t < s w�ahlt.

Anwendung. Dies liefert eine wichtige Methode, um zu zeigen, dass eine Modellklasse K
nicht elementar de�nierbar ist. Wenn es gelingt, Strukturen A 2 K und B 62 K zu �nden,
so dass die Duplikatorin das Spiel G(A;B) gewinnt (d.h. A �=e B), dann folgt, dass kein
FO-Satz A und B unterscheiden kann, und damit auch kein FO-Satz K axiomatisiert.

Eine st�arkere Variante der Ehrenfeucht-Fra��ss�e-Methode besteht darin, Folgen (Am)m2N,
(Bm)m2N von � -Strukturen zu konstruieren, so dass f�ur alle m, Am 2 K, Bm 62 K und
A �=m B. Die Annahme, dass K elementar ist, also K = Mod( ) f�ur ein  2 FO(�), f�uhrt
nun sofort auf einen Widerspruch: Sei m = qr( ). Da Am

�=m Bm, gilt auch Am �m Bm.
Also Am j=  genau dann, wennBm j=  . Dies ist aber unm�oglich, da Am 2 K undBm 62 K.

Beispiele. (1) Sei � = ? und K1 die Klasse aller unendlichen � -Strukturen, d.h. aller unendli-
chen Mengen. Wir haben gesehen, dass K durch eine unendliche Satzmenge �1 axiomatisiert
wird. Mit der Ehrenfeucht-Fra��ss�e-Methode k�onnen wir nun zeigen, dass K1 nicht endlich
axiomatisierbar ist.

F�ur alle m 2 N, setze Am = N und Bm = f1; : : : ;mg. O�ensichtlich gewinnt die Duplikatorin
das Spiel Gm(Am;Bm), also trennt kein Satz  2 FO(?) die endlichen von den unendlichen
Mengen.

(2) Eine Wohlordnung ist eine lineare Ordnung ohne unendliche absteigende Ketten (siehe Ka-
pitel 1.3). Wir zeigen, dass die Klasse der Wohlordnungen nicht endlich axiomatisierbar ist.
Sei A = (N; <) und B = (N; <) + (Z;<), d.h. (N; <) und `dahinter' eine Kopie von (Z;<).
Formaler: B ist eine lineare Ordnung (C [ D;<) mit C \ D = ?, f�ur die von C bzw. D
induzierten Substrukturen gilt (C;<) �= (N; <) und (D;<) �= (Z;<) und es gilt c < d f�ur alle
c 2 C; d 2 D.

O�ensichtlich ist A eine Wohlordnung und B keine Wohlordnung. Es bleibt zu zeigen, dass
A �=e B. Dies folgt mit denselben Argumenten, mit denen wir am Ende von Kapitel 1 die
endliche Isomorphie von (Z;<) und (Z;<) + (Z; <) bewiesen haben. Zum Beispiel ist jede
endliche Restriktion des (eindeutig bestimmten) Isomorphismus von (A;<) auf (C;<) m-fach
erweiterbar, f�ur jedes endliche m.

�Elementare �Aquivalenz impliziert endliche Isomorphie. Es bleibt noch die Impli-
kation (i) ) (ii) des Satzes von Ehrenfeucht und Fra��ss�e zu zeigen:

(1) A � B =) A �=e B

(2) A �m B =) A �=m B.
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Aus der zweiten Implikation (f�ur alle m 2 N) folgt die erste unmittelbar. Wir erinnern
an die Voraussetzung, dass � endlich und relational ist.

F�ur m; r 2 N, (wobei m und r nicht beide 0 sein sollen), sei

C(m; r) := f(A; a1; : : : ; ar) : A 2 Str(�); a1; : : : ; ar 2 Ag=�=m

die Menge der �=m- �Aquivalenzklassen von � -Strukturen mit r ausgezeichneten Parametern.
Wir werden zeigen, dass jede �Aquivalenzklasse C 2 C(m; r) durch eine Formel  C(x1; : : : ; xr)
beschrieben wird, so dass gilt

(1) Der Quantorenrang von  C ist m,

(2) (A; �a) 2 C () A j=  C(�a).

Aus dem Spezialfall r = 0 k�onnen wir die gew�unschte Behauptung sofort ableiten: Wenn
A �m B, dann gilt insbesondere

A j=  C () B j=  C

f�ur alle C 2 C(m; 0) (da qr( C) = m). Also liegen A und B in derselben �=m- �Aquivalenz-
klasse.

Wir �uberlegen uns nun, per Induktion nach m, dass die Mengen C(m; r) alle endlich
sind und konstruieren die Formeln  C(�x).

Sei m = 0 und �(r) die Menge aller � -Atome mit (h�ochstens) den Variablen x1; : : : ; xr.
Da die Signatur endlich und relational, ist �(0) leer und �(r) endlich f�ur alle r.

F�ur ein A;B 2 Str(�), �a 2 Ar, �b 2 Br ist (A; �a) �=0 (B;�b) genau, dann wenn f�ur alle
� -Atome '(x1; : : : ; xr) gilt

A j= '(�a) () B j= '(�b):

Also ist jC(0; r)j � 2j�(r)j. Sei nun C eine �Aquivalenzklasse in C(0; r) und (A; �a) ein
Repr�asentant von C. Mit �(r) bezeichnen wir die Menge �(r)[f:' : ' 2 �(r)g aller Atome
und negierten Atome in x1; : : : ; xr. Dann ist C charakterisiert durch die quantorenfreie
Formel

 C :=
^n

'(�x) : ' 2 �(r);A j= '(�a)
o
:

(F�ur endliche Formelmengen � bezeichnet
V
� die Konjunktion �uber alle Formeln aus �.)

In der Tat gilt o�ensichtlich

(B;�b) 2 C () (A; �a) �=0 (B;�b) () B j=  C(�b):

Wir kommen zum Induktionsschritt. Nach De�nition derm-Isomorphie ist (A; a1; : : : ; ar)
�=m+1 (B; b1; : : : ; br) genau dann, wenn f�ur alle ar+1 2 A ein br+1 2 B, und f�ur alle
br+1 2 B ein ar+1 2 A existiert, so dass (A; �a; ar+1) �=m (B;�b; br+1). Mit andern Wor-
ten: (A; �a) �=m+1 (B;�b) genau dann, wenn (A; �a) und (B;�b) zu denselben �Aquivalenzklassen
C 2 C(m; r+ 1) erweiterbar sind. Sei

Erw(A; �a) :=
n
C 2 C(m; r+ 1) : es gibt ein ar+1, so dass (A; �a; ar+1) 2 C

o
:
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Wir haben also gezeigt, dass

(A; �a) �=m+1 (B;�b) () Erw(A; �a) = Erw(B;�b):

Da jede Menge Erw(A; �a) � C(m; r + 1), ist jC(m + 1; r)j � 2jC(m;r+1)j und daher
endlich. Um eine �Aquivalenzklasse C 2 C(m+ 1; r) zu charakterisieren, gen�ugt es also, die
Menge ihrer Erweiterungen in C(m; r+ 1) zu beschreiben. Sei (A; �a) ein Repr�asentant von
C. Setze

 C(�x) :=
^n

9xr+1 D(�x; xr+1) : D 2 Erw(A; �a)
o
^

^n
:9xr+1 D(�x; xr+1) : D 2 C(m; r+ 1)� Erw(A; �a)

o
:

O�ensichtlich hat  C Quantorenrang m+ 1 und es gilt

(B;�b) 2 C () Erw(A; �a) = Erw(B;�b) () B j=  C(�b):

Damit ist der Satz von Ehrenfeucht-Fra��ss�e bewiesen.

Elimination von Funktionen. Die Beschr�ankung auf relationale Strukturen ist nicht
essentiell, denn man kann jeder � -Struktur A eine relationale Struktur Arel so zuordnen,
dass gilt:

A � B () Arel � Brel:

Die zugeh�orige relationale Signatur �rel enth�alt die Relationssymbole von � , und zus�atz-
lich f�ur jedes n-stellige Funktionssymbol f von � ein neues (n+1)-stelliges Relationssymbol
Rf , welches in Arel durch den Graph von fA interpretiert wird.

Lemma 4.24. Zu jeder Formel  (�x) 2 FO(�) kann man eine Formel  rel(�x) 2 FO(�rel)
konstruieren, und umgekehrt auch zu jedem  rel 2 FO(�rel) ein Formel  2 FO(�) so dass
f�ur alle � -Strukturen A und alle �a gilt:

A j=  (�a) () Arel j=  rel(�a):

Beweis. Zun�achst transformiere man  2 FO(�) in eine �aquivalente termreduzierte Formel,
gem�ass Lemma 2.19. Aus einem termreduzierten  (�x) erh�alt man die gew�unschte Formel
 rel(�x), indem man alle Atome der Form f �y = z durch Rf �yz ersetzt.

Umgekehrt erh�alt man aus  rel durch Ersetzen von Atomen Rf �yz durch f �y = z eine
� -Formel mit den gew�unschten Eigenschaften.

Korollar 4.25. F�ur alle � -Strukturen A;B gilt:

A � B () Arel � Brel:



Kapitel 5

Vollst�andigkeit und Kompaktheit

5.1 Der Sequenzenkalk�ul

Wir erweitern den in Kapitel 3.4 beschriebenen aussagenlogischen Sequenzenkalk�ul auf die
Pr�adikatenlogik.

Durch Einf�uhren neuer Konstantensymbole k�onnen wir uns auf die Betrachtung von
S�atzen beschr�anken und so die etwas l�astigen Komplikationen vermeiden, die sich aus Kon-

ikten zwischen freien und gebundenen Variablen ergeben k�onnen. Sei � eine beliebige
Signatur und seien c1; c2; : : : abz�ahlbar viele, paarweise verschiedene und nicht in � ent-
haltene Konstantensymbole. Wenn wir jede Formel  (x1; : : : ; xn) mit den freien Variablen
x1; : : : ; xn durch den Satz  (c1; : : : ; cn) ersetzten, dann k�onnen wir alle Fragen �uber G�ultig-
keit, Erf�ullbarkeit und die Folgerungsbeziehung auf S�atze reduzieren.

Im Folgenden bezeichnet � eine beliebige abz�ahlbare Signatur und � = � [ C f�ur eine
abz�ahlbar unendliche Menge C von Konstanten, welche nicht in � enthalten sind. Wenn von
 2 FO(�) oder � � FO(�) die Rede ist, sind immer S�atze bzw. Satzmengen gemeint, es sei
denn, wir deuten durch die Notation  (x) explizit an, dass x in  frei vorkommt.

De�nition 5.1. Eine Sequenz ist ein Ausdruck � ) �, wobei �;� endliche Mengen von
S�atzen in FO(�) sind. Eine Sequenz � ) � ist korrekt , wenn jedes Modell von � auch
ein Modell mindestens einer Formel aus � ist. Die Axiome des Sequenzenkalk�uls sind alle
Sequenzen der Form �;  ) �;  . Die Schlussregeln sind dieselben wie beim aussagenlogi-
schen Sequenzenkalk�ul, erweitert um die Gleichheitsregel, die Substitutionsregeln und die
Einf�uhrungsregeln f�ur die Quantoren 9 und 8.

Die Gleichheitsregel ist

(=)
�; t = t) �

�) �

Die Substitutionsregeln erlauben das Austauschen von Termen. Die Schreibweise t
:
= t0

deutet an, dass entweder t = t0 oder t0 = t benutzt werden kann.

(S ))
�;  (t)) �

�; t
:
= t0;  (t0)) �

() S)
�) �;  (t)

�; t
:
= t0 ) �;  (t0)

74
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Hier stehen t; t0 f�ur beliebige konstante Terme aus T (�);  (x) ist eine beliebige Formel
aus FO(�), in der keine andere Variable als x frei vorkommt, und  (t) ist die Formel, die
man daraus durch Substitution von t f�ur x erh�alt.

Die Korrektheit der Gleichheitsregel ist trivial. Es ist auch leicht einzusehen, dass die
Substitutionsregeln korrekt sind. Wir erl�autern dies f�ur () S): Sei �) �;  (t) eine g�ultige
Sequenz, und A ein Modell von �; t

:
= t0. Zu zeigen ist, dass A dann entweder Modell einer

Formel aus � oder Modell von  (t0) ist. Nehmen wir also an, dass in A alle Formeln aus
� falsch sind. Aber dann folgt A j=  (t), denn �) �;  (t) ist g�ultig und A j= �. Da aber
auch A j= t = t0, folgt A j=  (t0).

Die Einf�uhrungsregeln f�ur 9 und 8 haben folgende Form:

(9 ))
�;  (c)) �

�;9x (x)) �
() 9)

�) �;  (t)

�) �;9x (x)

wenn c in �;� und  (x) nicht vorkommt

(8 ))
�;  (t)) �

�;8x (x)) �
() 8)

�) �;  (c)

�) �;8x (x)

wenn c in �;� und  (x) nicht vorkommt

Beispiele. (1) Hier ist ein Beweis f�ur die g�ultige Sequenz 9x8yRxy ) 8y9xRxy, welcher die
Anwendung der Quantorenregeln illustriert:

Rcd) Rcd Axiom
Rcd) 9xRxd () 9)
8yRcy) 9xRxd (8 ))
8yRcy) 8y9xRxy () 8)
9x8yRxy ) 8y9xRxy (9 ))

(2) Um die Sequenz Rfc;8x(fx = x) ) Rffc abzuleiten, beginnt man mit dem Axiom Rfc )
Rfc. Wenn wir  (x) := Rfx w�ahlen, dann ist dies die Sequenz Rfc)  (c). Mit der Regel ()
S) k�onnen wir daraus die Sequenz Rfc; fc = c )  (fc), also Rfc; fc = c ) Rffc ableiten.
Durch Anwendung der Regel (8 )) erhalten wir daraus eine Ableitung von Rfc;8x(fx =
x)) Rffc.

�Ubung 5.1. Beweisen Sie die Korrektheit der Quantorenregeln. Zeigen Sie, dass in den Regeln
(9 )) und () 8) die Bedingung, dass c nicht in �;  und � vorkommt, nicht weggelassen werden
kann.

Die weiteren wesentlichen Begri�e k�onnen unmittelbar vom aussagenlogischen Sequen-
zenkalk�ul �ubernommen werden:

Die Menge der ableitbaren Sequenzen ist die kleinste Menge, welche alle Axiome umfasst
und mit jeder Instanz der oberen Zeile einer Schlussregel auch die entsprechende Instanz
der unteren Zeile enth�alt. Ein Beweis ist ein beschrifteter Baum, so dass alle Bl�atter mit
Axiomen, alle inneren Knoten mit der Konklusion einer Schlussregel und deren Kinder mit
den Pr�amissen derselben Regel beschriftet sind. Tabelle 5.1 fasst alle Regeln des Sequenzen-
kalk�uls nochmals zusammen.
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Tabelle 5.1: Die Regeln des Sequenzenkalk�uls

(=)
�; t = t) �

�) �

(S ))
�;  (t)) �

�; t
:
= t0;  (t0)) �

() S)
�) �;  (t)

�; t
:
= t0 ) �;  (t0)

(: ))
�) �;  

�;: ) �
() :)

�;  ) �

�) �;: 

(_ ))
�;  ) � �; #) �

�;  _ #) �
() _)

�) �;  ; #

�) �;  _ #

(^ ))
�;  ; #) �

�;  ^ #) �
() ^)

�) �;  �) �; #

�) �;  ^ #

(!))
�) �;  �; #) �

�;  ! #) �
()!)

�;  ) �; #

�) �;  ! #

(9 ))
�;  (c)) �

�;9x (x)) �
() 9)

�) �;  (t)

�) �;9x (x)

wenn c in �;� und  (x) nicht vorkommt

(8 ))
�;  (t)) �

�;8x (x)) �
() 8)

�) �;  (c)

�) �;8x (x)

wenn c in �;� und  (x) nicht vorkommt

Da die Axiome des Sequenzenkalk�uls g�ultig sind, und die Schlussregeln g�ultige Sequenzen
immer in g�ultige Sequenze �uberf�uhren, folgt, dass im Sequenzenkalk�ul nur g�ultige Sequenzen
ableitbar sind.

Satz 5.2 (Korrektheitssatz f�ur den Sequenzenkalk�ul). Jede im Sequenzenkalk�ul ab-

leitbare Sequenz ist g�ultig.
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5.2 Ableitbarkeit in Theorien

Aus dem Sequenzenkalk�ul erh�alt man auch einen Ableitungsbegri� f�ur einen einzelnen Satz
oder eine Sequenz aus einer Menge von Hypthesen, z.B. aus den Axiomen einer mathema-
tischen Theorie.

De�nition 5.3. Sei � � FO(�) eine Menge von S�atzen. Ein Satz  ist ableitbar aus dem
Axiomensystem �, (kurz � `  ), wenn eine endliche Teilmenge � von � existiert, so dass
die Sequenz �)  im Sequenzenkalk�ul ableitbar ist. Eine Sequenz �) � ist ableitbar aus
�, wenn es eine ableitbare Sequenz �;�0 ) � gibt mit �0 � �.

Die Ableitbarkeit von Sequenzen und die Ableitbarkeit von einzelnen S�atzen sind im
Wesentlichen austauschbare Begri�e, denn die Sequenz � ) � ist ableitbar aus � genau
dann, wenn � `

V
�!

W
�.

Es gibt auch Satzmengen � aus denen jeder Satz (der entsprechenden Signatur) ableitbar
ist. Eine solche Menge nennen wir inkonsistent. Aufgrund der Korrektheit des Sequenzen-
kalk�uls sind inkonsistente Mengen unerf�ullbar.

Beispiel. Jede Menge, welche einen Satz und gleichzeitig auch dessen Negation enth�alt, ist inkonsi-
stent. In der Tat k�onnen wir jede Sequenz der Form  ;: ) ' mit der Regel (: )) aus dem Axiom
 )  ; ' ableiten.

Wenn nicht jeder Satz aus � ableitbar ist, dann nennen wir � konsistent. O�ensicht-
lich ist � konsistent genau dann, wenn jede endliche Teilmenge von � konsistent ist. Man
beachte, dass Konsistenz und Ableitbarkeit (`) syntaktische Begri�e sind, da sie sich auf
Formelmengen und S�atze als sprachliche Objekte und nicht auf ihre Bedeutung beziehen.
Die zugeh�origen semantischen Begri�e sind die Erf�ullbarkeit und die Folgerungsbeziehung
(j=).

Der Korrektheitssatz f�ur den Sequenzenkalk�ul impliziert:Wenn � `  , dann auch � j=  .
Im n�achsten Abschnitt werden wir den Vollst�andigkeitssatz beweisen, welcher besagt, dass
auch die Umkehrung gilt.

5.3 Der Vollst�andigkeitssatz

Satz 5.4 (Vollst�andigkeitssatz f�ur den Sequenzenkalk�ul). F�ur jede Satzmenge � �
FO(�) und jeden Satz  2 FO(�) gilt:

(i) � j=  () � `  

(ii) � erf�ullbar () � konsistent.

Wir werden den Vollst�andigkeitssatz beweisen, indem wir f�ur jede beliebige, nicht aus
� ableitbare Sequenz � ) � ein Modell A von � [ � [ :� konstruieren. Dabei ist :� :=
f: :  2 �g.

Daraus erhalten wir sofort die beiden Aussagen des Vollst�andigkeitssatzes:

(i) Wir wissen bereits, dass � `  ) � j=  . Wenn � 6`  , dann ist insbesondere die
Sequenz ? )  nicht aus � ableitbar. Die Existenz eines Modells A j= � [ f: g
bedeutet aber, dass � 6j=  .
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(ii) Wir wissen bereits, dass jede erf�ullbare Menge konsistent ist. Sei umgekehrt � konsi-
stent. Dann gibt es ein  , so dass � 6`  und daher (nach (i)) auch � 6j=  . Also ist
� [ f: g und daher insbesondere � erf�ullbar.

Wenn wir � = ? setzen, zeigt dies insbesondere, dass jede g�ultige Sequenz im Sequen-
zenkalk�ul ableitbar ist.

Es bleibt also die Aufgabe, f�ur jede nicht aus � ableitbare Sequenz � ) � ein Modell
von � [ � [ :� zu konstruieren

5.3.1 Herbrandstrukturen und kanonische Modelle

Als Vorbereitung f�ur die Modellkonstruktion behandeln wir Mengen von atomaren S�atzen.
Wir de�nieren den Begri� einer Herbrandstruktur und konstruieren daraus, durch �Ubergang
zu einer geeigneten Quotientenstruktur, f�ur jede unter Substitution abgeschlossenen Menge
von atomaren Aussagen das sogenannte kanonische Modell.

De�nition 5.5. Eine Herbrandstruktur zu einer Signatur � ist eine � -Struktur H, deren
Universum die Menge aller konstanten � -Terme ist und deren Funktionssymbole durch ih-
re nat�urliche Operation auf den Termen interpretiert werden: F�ur n-stelliges f 2 � ist
fH(t1; : : : ; tn) := ft1 � � � tn. Die Interpretation der Relationssymbole aus � ist beliebig.

Eine Herbrandstruktur H ist eine Struktur, deren algebraisches Redukt gerade die Ter-
malgebra �uber der leeren Variablenmenge ist. Beachte, dass in H jeder konstante Term durch
sich selbst interpretiert ist: tH = t.

Sei � eine Menge von atomaren � -S�atzen. Mit H(�) bezeichnen wir die Herbrandstruktur
mit folgender Interpretation der Relationssymbole: F�ur n-stelliges R 2 � ist

RH(�) = f(t1; : : : ; tn) : Rt1 � � � tn 2 �g:

Im Allgemeinen ist H(�) kein Modell von �: Seien t und t0 zwei (syntaktisch) verschie-
dene Terme, so dass aber � die Formel t = t0 enth�alt. Dann ist H(�) Modell von t 6= t0 und
daher kein Modell von �. Es ist also o�ensichtlich notwendig, Gleichheiten herauszufakto-
risieren.

De�nition 5.6. Eine Menge � von atomaren S�atzen in FO(�) ist abgeschlossen unter Sub-

stitution, wenn f�ur jede atomare Formel  (x) und alle konstanten Terme t; t0 2 T (�) gilt:

(i) � enth�alt die Gleichung t = t.

(ii) Wenn t = t0 und  (t) zu � geh�oren, dann auch  (t0).

Beispiel. Sei A eine � -Struktur und � die Menge aller atomaren S�atze ', so dass A j= '. Dann ist
� abgeschlossen unter Substitution.

F�ur beliebige konstante Terme t; t0 2 T (�) setzen wir nun: t � t0 genau dann, wenn �
die Formel t = t0 enth�alt.

Lemma 5.7. Sei � abgeschlossen unter Substitution. Dann ist � eine Kongruenzrelation

auf H(�).
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Beweis. Wir zeigen zuerst, dass � eine �Aquivalenzrelation ist. Nach Bedingung (i) von
De�nition 5.6 ist � re
exiv. Sei nun t � t0 und also t = t0 2 �. Wenn  (x) die Formel x = t
ist, dann ist  (t) die Gleichung t = t und also in �. Nach Bedingung (ii) von De�nition 5.6
enth�alt � dann auch  (t0); dies ist aber gerade die Gleichung t0 = t. Also folgt t0 � t.
Schliesslich nehmen wir an, dass t � t0 und t0 � t00. Sei  (x) die Formel t = x. Also enth�alt
�  (t0) und daher auch  (t00); dies ist aber die Gleichung t = t00. Also t � t00.

Es bleibt zu zeigen, dass � mit den Funktionen und Relationen von H(�) kompatibel
ist. Sei f ein n-stelliges Funktionssymbol und seien s1 � t1; : : : ; sn � tn. Wir m�ussen
zeigen, dass fs1 � � � sn � ft1 � � � tn. Zu diesem Zweck sei  i(x) die Gleichung fs1 � � � sn =
ft1 � � � ti�1xsi+1 � � � sn f�ur i = 1; : : : ; n. Per Induktion zeigen wir, dass  i(ti) 2 �.

Die Formel  1(s1) ist einfach fs1 � � � sn = fs1 � � � sn und daher in �. Also ist auch
 1(t1) 2 �. Beachte nun, dass  i+1(si+1) und  i(ti) dieselbe Formel bezeichnen, n�amlich
fs1 � � � sn = ft1 � � � tisi+1si+2 � � � sn. Nach Induktionsvoraussetzung geh�ort also  i+1(si+1)
zu �, und daher auch  i+1(ti+1). Damit folgt, dass  n(tn) 2 �. Dies ist aber gerade die
Gleichung fs1 � � � sn = ft1 � � � tn.

Schliesslich m�ussen wir zeigen, dass f�ur jedes n-stellige Relationssymbol R und s1 �
t1; : : : ; sn � tn folgt

H(�) j= Rs1 � � � sn $ Rt1 � � � tn:

Die Argumentation ist wie bei den Funktionssymbolen, unter Verwendung der Formeln
 i(x) := Rt1 � � � ti�1xsi+1 � � � sn.

Wir k�onnen also die Faktorstruktur A(�) := H(�)=� bilden. Wir bezeichnen mit [t]
die �Aquivalenzklasse von t bez�uglich �; das Universum von A(�) ist also die Menge f[t] :
t konstanter Term in T (�)g der �Aquivalenzklassen aller konstanten Terme. O�ensichtlich
wird in A(�) jeder konstante Term t durch seine �Aquivalenzklasse interpretiert: tA(�) = [t].
Unmittelbar aus der De�nition folgt:

Lemma 5.8. F�ur jeden atomaren Satz  aus FO(�) gilt: A(�) j=  ()  2 �:

A(�) heisst das kanonische Modell von �. Leider l�asst sich Lemma 5.8 nicht direkt auf
Mengen von nicht-atomaren S�atzen �ubertragen. Betrachte etwa die Menge � := ft =
t : t ein konstanter Termg [ f9xRxg. Diese Menge ist trivialerweise abgeschlossen unter
Substitution, enth�alt aber keine Aussage der Form Rt. Daher ist RA(�) = ? und also
A(�) 6j= 9xRx. Analoges gilt f�ur die Menge ft = t : t ein konstanter Termg [ fRx _ Ryg.
Man sieht aus diesen Beispielen, dass � neben der Abgeschlossenheit unter Substitution
noch weitere Abschlusseigenschaften besitzen muss, damit A(�) j= � gilt.

5.3.2 Hintikka-Mengen und Modell-Existenz-Satz

Sei �) � eine nicht aus � ableitbare Sequenz. Wir werden eine unendliche Folge von nicht
aus � ableitbaren Sequenzen �n ) �n konstruieren und damit eine Satzmenge gewinnen,
welche �[ � [:� umfasst und welche hinreichende Abschlusseigenschaften besitzt, um zu
garantieren, dass die dadurch de�nierte kanonische Struktur ein Modell von �[�[:� ist.

Um den Beweis zu vereinfachen, beschr�anken wir uns auf reduzierte S�atze (d.h. solche,
die aus den Atomen mittels _;: und 9 aufgebaut sind).
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Obwohl wir im Sequenzenkalk�ul auch Schlussregeln f�ur ^;! und 8 angegeben haben,
bedeutet die Reduktion auf reduzierte S�atze keine Einschr�ankung der Allgemeinheit: Sei
etwa �0 ) �0 eine nicht-ableitbare Sequenz bestehend aus beliebigen S�atzen und sei
�1 ) �1 die Sequenz, die wir erhalten, indem wir jeden Satz durch eine �aquivalente
reduzierte Variante ersetzen.

Zun�achst �uberlegt man, dass auch �1 ) �1 nicht ableitbar ist. Wir zeigen exem-
plarisch, dass die Ableitung einer Sequenz der Form �; ( ^ ') ) � aus �;  ) �
und �; ') � mittels der Regel (^ )) simuliert werden kann durch eine Ableitung der
�aquivalenten Sequenz �;:(: _ :')) � mit den Regeln () :); (: )) und () _).

�;  ) �

�) �;: 

�; ') �

�) �;:'

�) �; (: _ :')

�:(: _ :')) �

Die Argumentation f�ur Sequenzen mit S�atzen der Form  ! ' und 8x (x) ist
analog.

Umgekehrt ist ein Modell von � ^ :� nat�urlich auch ein Modell von �0 ^ :�0 und
erbringt damit den Nachweis, dass �0 ) �0 nicht korrekt ist.

Sei � � FO(�) und sei � = � [ C f�ur eine abz�ahlbar unendliche Menge von neuen
Konstantensymbolen. Wir �xieren zun�achst eine Aufz�ahlung ('0; t0); ('1; t1); : : : ; in der
jedes Paar ('; t), bestehend aus einem Satz ' 2 FO(�) und einem konstanten Term t 2 T (�)
unendlich oft vorkommt, und eine Aufz�ahlung  0(x0);  1(x1); : : : aller atomaren FO(�)-
Formeln mit genau einer freien Variablen.

Wir de�nieren induktiv aufsteigende Folgen �0 � �1 � � � � und �0 � �1 � � � � wie
folgt: Sei �0 := � und �0 := �. Wir nehmen nun an, �n und �n seien bereits konstruiert
und �n ) �n sei nicht aus � ableitbar.

(a) Sei 'n eine Formel aus � oder eine Gleichung t = t. Dann setze �n+1 := �n; 'n und
�n+1 := �n.

Die Sequenz �n+1 ) �n+1 ist nicht aus � ableitbar, denn sonst w�are auch �n ) �n

aus � ableitbar.

(b) Sei 'n von der Gestalt t = t0. Wenn 'n 2 �n und ein m 2 N existiert, so dass  m(t
0) 2

�n, aber  m(t) 62 �n, dann w�ahle das kleinste solche m und setze �n+1 := �n;  m(t)
und �n+1 := �n.

Die Sequenz �n+1 ) �n+1 ist nicht aus � ableitbar, denn sonst w�urde mit Regel
(S )) folgen, dass auch �n; t = t0;  m(t

0) ) �n ableitbar ist. Da t = t0 und  m(t
0)

bereits in �n enthalten sind, w�are also �n ) �n ableitbar, im Widerspruch zur In-
duktionsannahme.

(c) Sei 'n := : . Wenn 'n 2 �n, dann setze �n+1 := �n und �n+1 := �n;  . Wenn
'n 2 �n, dann setze �n+1 := �n;  und �n+1 := �n.

Mit den Regeln (: )) und () :) folgt, dass �n+1 ) �n+1 nicht aus � ableitbar ist.

(d) Sei 'n =  _#. Wenn 'n 2 �n, dann setzen wir �n+1 := �n und k�onnen aufgrund der
Regel (_ )) entweder �n+1 := �n;  oder �n+1 := �n; # so w�ahlen, dass �n+1 ) �n+1
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nicht ableitbar ist. Wenn 'n 2 �n, dann setzen wir �n+1 := �n und �n+1 = �n;  ; #
und verwenden die Regel () _).

(e) Sei 'n von der Gestalt 9x (x). Wenn 'n 2 �n, dann w�ahle ein c 2 C, welches in
�n und �n nicht vorkommt. Setze �n+1 := �n;  (c) und �n+1 := �n. Die Sequenz
�n+1 ) �n+1 ist nicht ableitbar; andernfalls w�urde (da c in �;�n und �n nicht
vorkommt) mit der Regel (9 )) folgen, dass auch �n;9x (x)) �n und also �n ) �n

aus � ableitbar w�are.

Wenn 'n 2 �n, dann setze �n+1 := �n und �n+1 = �n;  (tn). Mit Regel () 9) folgt,
dass �n+1 ) �n+1 nicht ableitbar ist.

In allen andern F�allen sei �n+1 := �n und �n+1 := �n. Man beachte, dass aufgrund von
Schritt (a) der Konstruktion � in

S
n2N �n enthalten ist.

Lemma 5.9. Die Mengen �� :=
S
n2N �n und �� :=

S
n2N �n besitzen folgende Eigen-

schaften:

(1) �� und �� sind disjunkt.

(2) Die atomaren S�atze in �� sind abgeschlossen unter Substitution (gem�ass De�nti-

on 5.6).

(3) Wenn : 2 ��, dann ist  2 ��. Wenn : 2 ��, dann ist  2 ��.

(4) Wenn  _ # 2 ��, dann geh�ort  oder # zu ��. Wenn  _ # 2 �� dann geh�oren  
und # zu ��.

(5) Wenn 9x (x) 2 ��, dann gibt es einen konstanten Term t, so dass  (t) 2 ��. Wenn

9x (x) 2 ��, dann ist  (t) 2 �� f�ur alle konstanten Terme t.

Beweis. Die Eigenschaften ergeben sich unmittelbar aus der Konstruktion der Sequenzen
�n ) �n

(1) Wenn  2 �� \ ��, dann gibt es ein n 2 N, so dass  2 �n \ �n. Aber dann w�are
�n ) �n ein Axiom und somit ableitbar.

(2) Die Schritte (a), (b) in der Konstruktion garantieren, dass �� alle Gleichungen t = t
enth�alt, und mit t = t0 und  (t) auch  (t0), f�ur alle atomaren Formeln  (x).

(3) Wenn : 2 ��, dann gibt es (da jeder Satz in der Aufz�ahlung '0; '1; : : : unendlich
oft vorkommt) ein hinreichend grosses n, so dass 'n = : 2 �n. Nach Schritt (c) der
Konstruktion folgt, dass  2 ��. Der Fall, dass : 2 �� wird analog behandelt.

(4) Wenn  _ # 2 ��, dann gibt es ein n, so dass 'n =  _ # 2 �n. Nach Schritt (d) ist
entweder  oder # in �n+1. Das Argument f�ur  _ # 2 �� ist analog.

(5) Wenn 9x (x) in ��, dann gibt es nach Schritt (e) ein c, so dass  (c) 2 ��. Wenn
9x (x) 2 �� und t ein beliebiger konstanter Term ist, dann gibt es hinreichend
grosse n, so dass 'n die Formel 9x (x) und tn der Term t ist. Nach Konstruktion ist
 (tn) 2 �n+1.
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De�nition 5.10. Sei ��;�� ein Paar von Satzmengen welches die Eigenschaften (1){(5)
erf�ullt. Dann heisst �� [ :�� eine Hintikka-Menge.

Theorem 5.11 (Modell-Existenz-Satz). Jede Hintikka-Menge besitzt ein Modell.

Beweis. Sei T = �� [ :�� eine Hintikka-Menge und � die Menge aller Atome in ��. Nach
Bedingung (2) ist � abgeschlossen unter Substitution. Wir behaupten, dass A(�), die ka-
nonische Struktur zu �, ein Modell von T ist. Dazu beweisen wir per Induktion �uber den
Formelaufbau, dass f�ur jeden Satz ' gilt:

' 2 �� =) A(�) j= '

' 2 �� =) A(�) j= :'

(i) F�ur atomare S�atze ist dies bereits bewiesen (Lemma 5.8).

(ii) Sei ' = : . Wenn ' 2 ��, dann ist  2 ��. Per Induktionsvoraussetzung folgt
A(�) j= : . Wenn ' 2 ��, dann ist  2 ��, also A(�) j=  und daher A(�) j= :'.

(iii) Sei ' :=  _ #. Wenn ' 2 ��, dann ist entweder  oder # in �� und damit nach
Induktionsvoraussetzung wahr in A(�). Wenn ' 2 ��, dann sind  und # in ��, also
A(�) j= :'.

(iv) Sei ' = 9x (x). Wenn ' 2 ��, dann gibt es ein t, so dass  (t) 2 ��. Also gilt per
Induktionsvoraussetzung A(�) j=  (t) und daher A(�) j= 9x . Wenn 9x' 2 ��, dann
ist  (t) 2 �� und daher per Induktionsvoraussetzung A(�) j= : (t) f�ur alle t. Da
jedes Element von A(�) einen konstanten Term interpretiert, folgt A(�) j= :9x (x).

Wir sind ausgegangen von einer Satzmenge � und einer nicht aus � ableitbaren Sequenz
�) �. Wir haben daraus eine unendliche Folge von Sequenzen �n ) �n konstruiert, und
daraus eine Hintikka-Menge T :=

S
n2N �n[

S
n2N :�n erhalten, welche �[�[:� enth�alt.

Wir haben schliesslich gezeigt, dass das kanonische Modell der Atome einer Hintikka-Menge
ein Modell der gesamten Hinikka-Menge ist. Insbesondere folgt also, dass �[�[:� erf�ullbar
ist. Damit ist der Vollst�andigkeitssatz bewiesen.

�Uberabz�ahlbare Signaturen.Wir haben hier den Vollst�andigkeitssatz nur f�ur abz�ahl-
bare Signaturen bewiesen. Er gilt aber auch f�ur beliebige Signaturen (siehe etwa: H.-D
Ebbinghaus, J. Flum, W. Thomas Einf�uhrung in die Mathematsche Logik, 4. Au
age,
Spektrum Akademischer Verlag (1996), Kapitel V).

Die Menge aller Terme �uber einer abz�ahlbaren Signatur ist selbst abz�ahlbar. Das im
Beweis des Vollst�andigkeitssatzes konstruierte Modell einer konsistenten Satzmenge ist also
abz�ahlbar. Damit erhalten wir unmittelbar eine interessante, rein semantische Folgerung.

Satz 5.12 (L�owenheim, Skolem). Jede erf�ullbare, abz�ahlbare Satzmenge hat ein abz�ahl-

bares Modell.
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Der Vollst�andigkeitssatz hat auch eine interessante algorithmische Konsequenz. Wie je-
der Beweiskalk�ul erlaubt auch der Sequenzenkalk�ul die systematische Generierung aller ab-
leitbaren Objekte. Aus dem Vollst�andigkeitssatz folgt demnach, dass es einen Algorithmus
gibt, der alle allgemeing�ultigen FO(�)-S�atze aufz�ahlt. Dies bedeutet allerdings nicht, dass
man einen Algorithmus zur Vef�ugung h�atte, mit dem man zu jedem vorgelegten FO(�)-Satz
entscheiden k�onnte, ob dieser allgemeing�ultig ist: Sei etwa  der gegebene Satz. Man kann
nun systematisch alle allgemeing�ultigen S�atze '0; '1; : : : aufz�ahlen. Wenn  tats�achlich all-
gemeing�ultig ist, wird man irgendwann ein 'j :=  erhalten und hat damit die richtige
Antwort. Wenn aber  nicht allgemeing�ultig ist, dann kann man dies durch ein solches
Aufz�ahlungsverfahren nicht feststellen.

Wir werden im Kapitel die Begri�e der rekursiv aufz�ahlbaren und der entscheidbaren

Mengen genauer studieren und schliesslich zeigen, dass es keinen Algorithmus geben kann,
welcher die Menge der allgemeing�ultigen S�atze der Pr�adikatenlogik entscheidet.

Schnitt-Elimination. Sequenzenkalk�ule gibt es in vielen verschiedenen Varianten.
Interessant ist insbesondere die Erweiterung um die sogenannte Schnittregel:

�; ') � �) �; '

�) �

Diese Regel ist eine Variante des Modus Ponens, welcher in andern Beweiskalk�ulen
verwendet wird und die Ableitung von ' erlaubt, wenn vorher  und  ! ' bewiesen
wurden. Die Schnittregel erlaubt es, aus l�angeren Sequenzen k�urzere abzuleiten. Be-
weise mit Schnittregel k�onnen sehr viel k�urzer sein als solche ohne Schnitte, aber eine
systematische Beweissuche und -analyse ist kaum mehr m�oglich. Gentzen formulierte
seinen Sequenzenkalk�ul urspr�unglich mit Schnittregel und bewies dann seinen ber�uhm-
ten Schnitt-Elimationsssatz, welcher besagt, dass beliebige Beweise durch solche ohne
Schnitte simuliert werden k�onnen. Da wir hier direkt die Vollst�andigkeit des Sequen-
zenkalk�uls ohne Schnittregel bewiesen haben, kann man sich diesen (sehr aufwendigen)
Beweis sparen.

5.4 Der Kompaktheitssatz

Der Vollst�andigkeitssatz scha�t eine Br�ucke zwischen Syntax und Sematik der Pr�adika-
tenlogik und erlaubt es, Eigenschaften der Ableitungsbeziehung und der Konsistenz (also
syntaktischer Begri�e) auf die Folgerungsbeziehung und die Erf�ullbarkeit (also semanti-
sche Begri�e) zu �ubertragen. Die wichtigste Folgerung aus dem Vollst�andigkeitssatz ist der
Kompaktheits- oder Endlichkeitssatz.

Satz 5.13 (Kompaktheitssatz der Pr�adikatenlogik). F�ur jede Menge � � FO(�) und
jedes  2 FO(�)

(i) � j=  genau dann, wenn eine endliche Teilmenge �0 � � existiert, so dass �0 j=  .

(ii) � ist erf�ullbar genau dann, wenn jede endliche Teilmemge von � erf�ullbar ist.

Beweis. Aus der De�nition der Ableitungsbeziehung folgen die entsprechenden syntaktischen
Aussagen unmittelbar:

(i) � `  genau dann, wenn �0 `  f�ur eine endliche Teilmenge �0 � �.
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(ii) � ist konsistent genau dann, wenn jede endliche Teilmemge von � konsistent ist.

Da nach dem Vollst�andigkeitssatz eine Formelmenge erf�ullbar ist genau dann, wenn
sie konsistent ist, und die Folgerungsbeziehung j= mit der Ableitungsbeziehung ` zusam-
menf�allt, ergeben sich die semantischen Aussagen des Kompaktheitssatzes.

Anwendungen des Kompaktheitssatzes. In Kapitel 4.1 haben wir gesehen, dass die
Klasse aller K�orper mit Charakteristik p endlich axiomatisierbar ist durch den Satz  K�orper^
�p, wobei  K�orper die Konjunktion der K�orperaxiome und �p der Satz 1 + � � �+ 1| {z }

p mal

= 0 ist.

F�ur K�orper der Charakteristik 0 haben wir das unendliche Axiomensystem

�0 = f K�orperg [ f:�p : p Primzahlg

angegeben. Aus dem Kompaktheitssatz k�onnen wir nun folgern, dass jedes Axiomensystem
f�ur diese Klasse unendlich sein muss.

Satz 5.14. Die Klasse der K�orper der Charakteristik 0 ist nicht endlich axiomatisierbar.

Beweis. Sei  2 FO(�ar) ein beliebiger Satz, welcher in allen K�orpern der Charakteristik 0
gilt; also �0 j=  . Aus dem Kompaktheitssatz folgt, dass es eine Primzahl q gibt, so dass
bereits

f K�orperg [ f:�p : p < q; p Primzahlg j=  :

Also gilt  auch in allen K�orpern mit hinreichend grosser Charakteristik und axiomatisiert
also nicht die K�orper der Charakteristik 0.

Satz 5.15. Sei � � FO(�) eine Satzmenge mit beliebig grossen endliche Modellen (d.h. f�ur

jedes n 2 N gibt es ein Modell A j= � mit endlichem A und jAj > n). Dann hat � auch ein
unendliches Modell.

Beweis. Sei � := �[f'>n : n 2 Ng wobei '>n := 9x1 � � � 9xn
V
16i<j6n xi 6= xj . Die Modelle

von � sind also gerade die unendlichen Modelle von �.
Es gen�ugt zu zeigen, dass jede endliche Teilmenge �0 � � erf�ullbar ist, denn mit dem

Kompaktheitssatz folgt dann, dass auch � erf�ullbar ist. F�ur jedes endliche �0 gibt es aber
ein n0 2 N, so dass �0 � � [ f'>n : n � n0g. Da nach Voraussetzung � beliebig grosse
endliche Modelle hat, ist �0 erf�ullbar.

Korollar 5.16. Die Klasse aller endlichen � -Strukturen ist nicht axiomatisierbar in FO.

Ebenso folgt, dass die Klasse aller endlichen Gruppen, die Klasse aller endlichen K�orper,
die Klassen aller endlichen Graphen etc. nicht FO-axiomatisierbar sind.

De�nition 5.17. Seien A;B zwei Mengen. Wir sagen, A ist mindestens so m�achtig wie B
(kurz jAj � jBj), wenn eine injektive Funktion f : B ,! A existiert.

Satz 5.18 (Aufsteigender Satz von L�owenheim-Skolem). � besitze ein unendliches

Modell. Dann gibt es zu jeder Menge M ein Modell D j= � �uber einem Universum D
welches mindestens so m�achtig wie M ist.
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Beweis. Sei � � FO(�) und sei fcm : m 2 Mg eine Menge von paarweise verschiedenen
Konstantensymbolen, welche nicht zu � geh�oren. Setze

� := � [ fcm 6= cn : m;n 2M;m 6= ng:

Wir zeigen, dass � erf�ullbar ist. Wegen des Kompaktheitssatzes gen�ugt es zu zeigen,
dass f�ur jede endliche Teilmengen M0 �M die Formelmenge

�0 := � [ fcm 6= cn : m;n 2M0;m 6= ng

erf�ullbar ist.
Nach Voraussetzung gibt es ein Modell B j= � mit unendlichem B. Da M0 endlich ist,

k�onnen wir in B paarweise verschiedene Elemente bm f�ur alle m 2M0 ausw�ahlen. Sei A die
Expansion von B durch die Konstanten cAm := bm f�ur m 2M0. O�ensichtlich gilt A j= �0.

Damit ist gezeigt, dass � erf�ullbar ist. Sei D ein Modell von � mit Universum D. Die
Abbildung f :M ! D mit f(m) = cDm ist injektiv, da f�ur m 6= n aus M gilt: D j= cm 6= cn.
Da D j= � gilt insbesondere auch D j= �.

Wir erinnern daran, dass die Theorie Th(A) einer � -Struktur A aus allen S�atzen  2
FO(�) mit A j=  besteht, und dass zwei Strukturen A;B elementar �aquivalent sind (kurz
A � B), wenn sie dieselbe Theorie haben.

Lemma 5.19. fB : A � Bg ist die kleinste axiomatisierbare Modellklasse, die A enth�alt.

Beweis. O�ensichtlich ist fB : A � Bg = Mod(Th(A)) und also axiomatisierbar. Wenn
A j= � und B � A, dann gilt o�ensichtlich auch B j= �. Also gilt f�ur alle � � FO(�): Wenn
A 2 Mod(�), dann ist fB : A � Bg � Mod(�).

Nach dem Isomorphielemma sind isomorphe Strukturen auch elementar �aquivalent. Die
Umkehrung gilt f�ur unendliche Strukturen im Allgemeinen nicht.

Satz 5.20. Sei A eine unendliche Struktur. Dann gibt es eine Struktur B mit A � B, aber
A 6�= B. Insbesondere ist die Isomorphieklasse fB : A �= Bg von A nicht axiomatisierbar in

der Pr�adikatenlogik.

Beweis. Th(A) besitzt ein unendliches Modell, und deshalb nach dem aufsteigenden Satz von
L�owenheim-Skolem auch ein Modell B, das mindestens die M�achtigkeit der Potenzmenge
P(A) von A hat. Nach Satz 1.2 ist B nicht gleichm�achtig zu A und deshalb insbesondere
auch nicht isomorph zu A. Da B j= Th(A) (und Th(A) vollst�andig ist) ist aber B elementar

�aquivalent zu A. Also liegt in jeder axiomatisierbaren Modellklasse, welche A enth�alt, auch
eine zu A nicht-isomorphe Struktur.

Nichtstandardmodelle der Arithmetik. Die Arithmetik ist die Theorie Th(N) der
StrukturN = (N;+; � ; 0; 1). Ein Nichtstandardmodell der Arithmetik ist eine zuN elementar

�aquivalente, aber nicht zu N isomorphe f�arg-Struktur.
Aus dem aufsteigenden Satz von L�owenheim-Skolem folgt: Es gibt ein (�uberabz�ahlbares)

Nichtstandardmodell der Arithmetik. Ein sch�arferes Resultat liefert der folgende Satz von
Skolem.

Satz 5.21 (Skolem). Es gibt ein abz�ahlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik.
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Beweis. Sei � := Th(N)[ fc 6= n : n 2 Ng, wobei c ein neues Konstantensymbol ist, 0 := 0,
und n := 1 + � � �+ 1| {z }

n mal

f�ur n � 1.

Jede endliche Teilmenge �0 � � besitzt ein Modell A = (N; cA) mit hinreichend grossem
cA 2 N. Also ist nach dem Kompaktheitssatz � erf�ullbar und hat daher nach dem Satz von
L�owenheim-Skolem sogar ein abz�ahlbares Modell B. Sei C = B � �ar (das durch Weglassen
von cB de�nierte Redukt von B). Da B j= Th(N) ist N � (B � �ar).

Es bleibt zu zeigen, dass es keinen Isomorphismus � : N ! (B � �ar) geben kann. F�ur
jeden solchen Isomorphimus � m�usste gelten, dass �(n) = �(nN) = n

B f�ur alle n 2 N. Da
� surjektiv ist, gibt es ein k 2 N, so dass cB = �(k) = k

B.
Damit erhalten wir einen Widerspruch: Einerseits gilt B j= c = k, aber andererseits, da

die Formel c 6= k in � enthalten ist, auch B j= c 6= k.

�Ubung 5.2. Sei A ein abz�ahlbares Nichtstandardmodell der Arithmetik, sei '(x; y) die Formel x 6=
y ^ 9z(x+ z = y) und sei (A; <A) := (A; 'A).

(a) Zeigen Sie, dass (A; <A) ein Modell von Th(N; <) ist (also ein abz�ahlbares Nichtstandardmo-
dell der geordneten Arithmetik).

(b) Zeigen sie, dass (A;<A) keineWohlordnung ist (also eine unendliche absteigende Kette enth�alt).

(c) Beschreiben Sie die Ordnungsstruktur von (A;<A): Betrachten Sie die Ordnung (B;<B) mit
B = N � f0g [ Z� Q>0 und (a; b) <B (a0; b0), wenn b < b0 oder wenn b = b0 und a < a0;
also informell: (B;<B) ist zusammengesetzt aus (N; <) und dahinter abz�ahlbar vielen, dicht
hintereinanderliegenden Kopien von (Z; <). Zeigen Sie, dass es eine Einbettung von (B;<B)
in (A;<A) gibt.

�Ubung 5.3. Zeigen Sie, dass es �uberabz�ahlbar viele abz�ahlbare Modelle der Arithmetik gibt. Hin-
weis: Sei '(x; y) := 9z(x � z = y). Die Primteiler eines Elements a eines Nichstandardmodells A der
Arithmetik seien die Primzahlen p 2 N, so dass A j= '[p; a]. Zeigen Sie, dass es zu jeder Menge Q
von Primzahlen ein abz�ahlbares Nichtstandardmodell A der Arithmetik gibt, welches ein Element a
enth�alt, dessen Primteiler genau die Elemente von Q sind.

Warum der Kompakheitssatz so heisst. Sei � eine beliebige Signatur und S die
Menge aller vollst�andigen � -Theorien. Wir de�nieren eine Topologie auf S, deren Basis
aus den Mengen O := fT 2 S :  2 Sg f�ur alle S�atze  2 FO(�) besteht. Man beachte,
dassO \O' = O ^'. Ferner ist S�O = fT 2 S :  62 Tg = fT 2 S : : 2 Sg = O: .

Die Basis der Topologie besteht also aus o�en-abgeschlossenen Mengen. Zudem ist S
hausdor�sch, d.h. je zwei verschiedene Punkte lassen sich durch disjunkte Umgebungen
trennen. Zu zwei beliebigen vollst�andigen Theorien T 6= T 0 gibt es n�amlich einen Satz
 mit  2 T;: 2 T 0 und daher T 2 O ; T

0 2 O: und nat�urlich O \ O: = ?.
Die o�enen Mengen von S sind die Mengen der Form

S
'2�O', die abgeschlossenen

diejenigen der Form
T
'2�O', f�ur beliebige Satzmengen � � FO(�).

Der Kompaktheitssatz besagt nun, dass der topologische Raum S kompakt ist, d.h.
dass jede o�ene �Uberdeckung von S eine endliche Teil�uberdeckung besitzt. Dies zeigt
man wie folgt:

Jede o�ene �Uberdeckung von S kann zu einer �Uberdeckung der Form
S
'2�O'

verfeinert werden, f�ur eine geeignete Satzmenge � � FO(�).
Also ist ? = S �

S
'2�O' =

T
'2�0

O:'.
Daher l�asst sich die Satzmenge f:' : ' 2 �g nicht zu einer vollst�andigen Theorie

erweitern und ist also unerf�ullbar. Nach dem Kompaktheitssatz ist bereits f:' : ' 2 �0g
f�ur ein endliches �0 2 � unerf�ullbar. Folglich ist S = S �

T
'2�0

O:' =
S
'2�0

O'.



Kapitel 6

Das Entscheidungsproblem der

mathematischen Logik

Das klassische Entscheidungsproblems der mathematischen Logik kann auf verschiedene,

�aquivalente Weisen formuliert werden:

Erf�ullbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder vorgelegten Formel
der Pr�adikatenlogik entscheidet, ob sie erf�ullbar ist oder nicht.

G�ultigkeit: Man �nde einen Algorithmus, welcher zu jeder Formel  der Pr�adikatenlogik
entscheidet, ob sie allgemeing�ultig ist, d.h. ob jede zu  passende Interpretation ein
Modell von  ist.

Beweisbarkeit: Man konstruiere einen Algorithmus, welcher zu jeder Formel  2 FO ent-
scheidet, ob  (aus der leeren Hypothesenmenge) ableitbar ist. (Hier wird ein fester,
vollst�andiger Beweiskalk�ul f�ur die Pr�adikatenlogik zugrunde gelegt, z.B. der Sequen-
zenkalk�ul).

Die �Aquivalenz dieser Probleme ist unmittelbar einsichtig: Eine Formel  ist erf�ullbar
genau dann, wenn : nicht allgemeing�ultig ist, und nach dem Vollst�andigkeitssatz ist eine
Formel allgemeing�ultig genau dann, wenn sie ableitbar ist. Wir betrachten im Folgenden
das Entscheidungsproblem als Erf�ullbarkeitsproblem.

Das klassische Entscheidungsproblem wurde zu Beginn dieses Jahrhundert von Hilbert
formuliert und war Teil seines formalistischen Programms zur L�osung der Grundlagenpro-
bleme der Mathematik. Hilbert und Ackermann schrieben:

Das Entscheidungsproblem ist gel�ost, wenn man ein Verfahren kennt, das bei einem
vorgelegten logischen Ausdruck durch endlich viele Operationen die Entscheidung �uber
die Allgemeing�ultigkeit bzw. Erf�ullbarkeit erlaubt. (: : : ) Das Entscheidungsproblem muss
als das Hauptproblem der mathematischen Logik bezeichnet werden.

D. Hilbert, W. Ackermann, Grundz�uge der theoretischen Logik, 1. Au
age, Berlin
1928, S. 73�.

In der Tat h�atte eine positive L�osung des Entscheidungsproblems weitreichende Folgen
f�ur die Mathematik. Man k�onnte dann, mindestens im Prinzip, zahlreiche o�ene Probleme
der Mathematik (z.B. die Riemann-Hypothese) durch Anwendung des Entscheidungsalgo-
rithmus l�osen.

88
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F�ur gewisse Teilklassen der Pr�adikatenlogik k�onnen solche Entscheidungsalgorithmen
angegeben werden.

�Ubung 6.1. Man konstruiere einen Algorithmus, welcher das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur Formeln
l�ost, deren Signatur ausschliesslich aus monadischen (d.h. einstelligen) Relationssymbolen besteht.
Hinweis: Man zeige, z.B. mit Hilfe des Ehrenfeucht-Fra��ss�e Spiels, dass jede erf�ullbare Formel mit
Quantorenrang m und q monadischen Relationssymbolen ein Modell mit h�ochstens m2q Elementen
besitzt.

�Ubung 6.2. Zeigen sie, dass das Erf�ullbarkeitsproblem entscheidbar ist f�ur Formeln der Gestalt
9x1 � � � 9xr8y1 � � � 8ys', wobei ' quantorenfrei und relational sein soll. Hinweis: Zeigen Sie, dass jeder
erf�ullbare Satz dieser Gestalt ein Modell mit h�ochstens r Elementen besitzt.

�Ubung 6.3. Zeigen Sie, das das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur existentielle Formeln (mit beliebiger Si-
gnatur) entscheidbar ist.

�Ubung 6.4. Beurteilen Sie die Komplexit�at dieser Entscheidungsalgorithmen.

Andrerseits kann man das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur die gesamte Pr�adikatenlogik auf
gewisse Teilklassen reduzieren. Eine Formelmenge X � FO ist eine Reduktionsklasse (f�ur
Erf�ullbarkeit), wenn ein Algorithmus existiert, welcher jeder Formel  der Pr�adikatenlogik
eine Formel  0 2 X zuordnet, welche erf�ullbar ist genau dann, wenn  erf�ullbar ist. Wenn
das Erf�ullbarkeitsproblem f�ur irgendeine Reduktionsklasse algorithmisch gel�ost werden kann,
dann also auch f�ur die gesamte Pr�adikatenlogik. Der Satz �uber die Skolem-Normalform im-
pliziert, dass die Menge aller universellen Formeln in Pr�anex-Normalform eine Reduktions-
klasse ist.

�Ubung 6.5. Zeigen Sie, dass folgende Klassen Reduktionsklassen sind:

(a) die Klasse aller relationalen Formeln ohne Gleichheit;

(b) Die Klasse aller relationalen Formeln, welche ausschliesslich ein- und zweistellige Relations-
symbole enthalten.

1936/37 haben Church und Turing unabh�angig voneinander bewiesen, dass das Entschei-
dungsproblem nicht algorithmisch l�osbar ist. Dazu ist eine Pr�azisierung des Algorithmusbe-
gri�s notwendig.

6.1 Turingmaschinen, rekursive Aufz�ahlbarkeit und Entscheid-

barkeit

Wir behandeln hier Turingmaschinen als Beispiel f�ur einen universellen Algorithmusbegri�.
Andere M�oglichkeiten w�aren etwa while-Programme, Registermaschinen oder �-rekursive
Funktionen.

De�nition 6.1. Eine Turingmaschine ist gegeben durch ein 6-TupelM = (Q;�;�; q0; F; �),
bestehend aus

� einer endlichen Menge Q von Zust�anden,

� einem endlichen Arbeitsalphabet � mit einem ausgezeichneten Blank-Symbol �,

� einem Inputalphabet � � �� f�g,
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� einem Anfangszustand q0 2 Q,

� einer Menge F � Q von Endzust�anden, und

� einer partiellen �Ubergangsfunktion � : (Q� F )� �! Q� �� f�1; 0; 1g.

Informell beschrieben, besteht eine Turingmaschine aus einer endlichen Kontrollein-
heit, welche sich zu jedem Zeitpunkt in einem der Zust�ande q 2 Q be�ndet, einem Lese-
Schreibkopf und einem einseitig unendlichen Band, eingeteilt in Felder 0; 1; 2 : : : , welche
Zeichen des Arbeitsalphabets enthalten. Zu Beginn der Berechnung steht auf einem An-
fangsst�uck des Bandes die Eingabe, die restlichen Felder enthalten das Blank-Symbol �,
der Lese-Schreibkopf steht auf dem Feld 0 und die Kontrolleinheit ist im Anfangszustand
q0. In einem Rechenschritt kann die Turingmaschine, abh�angig vom aktuellen Zustand und
vom gerade gelesenen Symbol, den durch die �Ubergangsfunktion � beschrieben lokalen �Uber-
gang vollziehen: sie nimmt einen neuen Zustand an, �andert das Symbol in dem Feld, auf
dem sich der Lese-Schreibkopf gerade be�ndet und bewegt diesen um maximal ein Feld nach
links oder rechts.

De�nition 6.2. Eine Kon�guration (momentane Beschreibung) von M ist ein Tripel C =
(q; p; w), wobei q 2 Q; p 2 N; w 2 �� ist. Dabei bezeichnet p die Kopfposition und w die
Bandinschrift, wobei auf den Feldern i � jwj das Symbol � steht. Sei C die Menge der Kon�-
gurationen vonM . Die �Ubergangsfunktion � de�niert auch eine partielle �Ubergangsfunktion
� : C ! C auf den Kon�gurationen: Sei �(q; a) = (q0; a0;m) und sei w = w0 � � �wn�1 mit
wp = a, dann ist �(q; p; w) = (q0; p+m;w0) mit

w0j :=

(
wj f�ur j 6= p

a0 f�ur j = p:

�(C) ist die (unmittelbare) Nachfolgekon�guration von C. Wir schreiben auch C `M C 0,
falls �(C) = C 0 und C `�M C 0, wenn Kon�gurationen C0; : : : ; Cr 2 C existieren, so dass
C = C0; C

0 = Cr und Ci `M Ci+1 f�ur alle i < r.

De�nition 6.3. Die Anfangskon�guration von M auf x 2 �� ist C0(x) := (q0; 0; x). Eine
Kon�guration C = (q; p; w) ist eine Endkon�guration, wenn q 2 F . M h�alt auf x, wenn eine
Endkon�guration Ce existiert, so dass C0(x) `

�
M Ce. Die Haltemenge von M ist L(M) :=

fx 2 �� : M h�alt auf xg. Die Berechnung von M auf x ist die (endliche oder unendliche
Folge) C0; C1; : : : mit C0 = C0(x) und Ci `M Ci+1 f�ur alle i.

Dabei gibt es drei M�oglichkeiten:

1. Die Berechnung von M auf x erreicht nach endlich vielen Schritten eine Endkon�gu-
ration Ce, d.h. C0(x) `

�
M Ce und daher x 2 L(M).

2. Die Berechnung von M auf x ist unendlich, und also x 62 L(M).

3. Nach endlich vielen Schritten wird eine Kon�guration C erreicht (C0(x) `
�
M C) f�ur die

�(C) nicht de�niert ist, welche aber auch keine Endkon�guration ist. Die Berechnung
von M auf x ist also endlich, aber x 62 L(M). Wir sagen in diesem Fall, dass die
Berechnung von M h�angt.
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De�nition 6.4. Eine Sprache L � �� ist rekursiv aufz�ahlbar, wenn eine TuringmaschineM
existiert mit L = L(M).

Bemerkung. L = L(M) bedeutet nicht, dass M ein Entscheidungsverfahren f�ur die Frage
ist, ob x 2 L. Wenn tats�achlich x in L ist, dann h�alt M auf x nach endlich vielen Schritten.
Aber f�ur x 62 L kann die Berechnung von M unendlich sein.

In der Berechenbarkeitstheorie ist es (im Gegensatz zur sonst �ublichen Praxis in der
Mathematik) angemessen, partielle Funktionen zu betrachten, da Algorithmen nicht auf
allen Eingaben halten und f�ur einen gegebenen Algorithmus die Haltemenge auch nicht
unbedingt bekannt ist. Im Rest dieses Kapitels sind daher Funktionen f : �� ! �� in
der Regel partielle Funktionen, der De�nitionsbereich ist eine Teilmenge von ��. Wenn der
De�nitionsbereich ganz �� ist, dann nennen wir eine solche Funktion total.

De�nition 6.5. Jede Turingmaschine M de�niert eine partielle Funktion fM : �� ! ��

mit De�nitionsbereich L(M). Dabei ist fM (x) = y genau dann, wenn y die Bandinschrift
am Ende der Berechnung von M auf x ist (gefolgt von �� � � � ), d.h. wenn es eine Endkon-
�guration Ce = (q; p; y) gibt, so dass C0(x) `

�
M Ce. Wir nennen fM die von M berechnete

Funktion. Eine partielle Funktion f ist turingberechenbar, wenn eine Turingmaschine M
existiert mit f = fM .

Churchsche These. Die im intuitiven Sinn algorithmisch berechenbaren Funktionen sind

gerade die turingberechenbaren Funktionen.

Es wurden viele andere De�nitionen f�ur einen formalen Algorithmusbegri� vorgeschla-
gen, z.B. durch �-rekursive Funktionen, Registermaschinen oder while-Programme. All diese
De�nitionen haben sich als �aquivalent erwiesen.

Wir benutzen im Folgenden die Churchsche These und beschr�anken uns darauf, Al-
gorithmen informell zu beschreiben. Eine explizite Konstruktion von entsprechenden Tu-
ringmaschinen ist in allen F�allen m�oglich, allerdings etwas langwierig und nicht besonders
interessant.

Satz 6.6 (Andere Beschreibung der rekursiven Aufz�ahlbarkeit). L � �� ist genau
dann rekursiv aufz�ahlbar, wenn eine Turingmaschine M existiert, welche L in folgendem

Sinn aufz�ahlt: Es gibt einen speziellen Ausgabezustand q1 von M , so dass L = fy 2 �� :
C0(�) `

�
M (q1; p; y)g, wobei mit � das leere Wort bezeichnet wird.

Beweis. Sei N eine Turingmaschine mit L = L(N). Informell kann ein Aufz�ahlungsalgorith-
mus M f�ur L wie folgt beschrieben werden: Auf Input � durchl�auftM sukzessive alle n 2 N
und f�uhrt f�ur jedes n folgende Teilprozedur aus: F�ur alle y 2 �� der L�ange jyj � n, simuliert
M h�ochstens n Schritte der Berechnung von N auf y. Wenn dabei eine Endkon�guration von
N erreicht wird (d.h. wenn N auf y in h�ochstens n Schritten h�alt), dann schreibtM y auf das
Band und geht in Zustand q1 (d.h. M geht in eine Kon�guration (q1; p; y)). O�ensichtlich
ist L(N) = fy : C0(�) `

�
M (q1; p; y)g.

Sei umgekehrt L durch M aufgez�ahlt. Der folgende Algorithmus N hat als Haltemenge
genau L: Auf Input y simuliert N die Berechnung des Aufz�ahlungsalgorithmus M auf �
solange, bis eine Kon�guration (q1; p; y) erreicht ist. Dann h�alt N . O�ensichtlich ist L(N) =
L und daher L rekursiv aufz�ahlbar.
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Sei L � ��. Die charakteristische Funktion von L ist �L : �� ! f0; 1g mit

�L(x) =

(
1 wenn x 2 L

0 sonst.

De�nition 6.7. Eine Sprache L � �� ist entscheidbar, wenn �L turingberechenbar ist. Eine
Turingmaschine M mit fM = �L ist ein Entscheidungsverfahren f�ur L.

�Aquivalente De�nition durch Akzeptoren. Ein Turing-Akzeptor ist eine Turingmaschi-
neM deren Endzust�ande in zwei Klassen F+ (akzeptierende Zust�ande) und F� (verwerfen-
de Zust�ande) eingeteilt sind. Endkon�gurationen vonM sind akzeptierend bzw. verwerfend,
wenn ihre Zust�ande es sind. M akzeptiert x (bzw. M verwirft x), wenn M auf x in einer
akzeptierenden (bzw. verwerfenden) Endkon�guration h�alt.

Lemma 6.8. L � �� ist entscheidbar genau dann, wenn ein Turing-Akzeptor M existiert,

welcher alle x 2 L akzeptiert und alle x 2 �� � L verwirft.

Sei L � �� und L := �� � L das Komplement von L.

Satz 6.9. L ist entscheidbar genau dann, wenn L und L rekursiv aufz�ahlbar sind.

Beweis. SeiM = (Q;�;�; q0; F; �) mit F = F+[F� ein Turing-Akzeptor, welcher L entschei-
det. Setze M+ = (Q;�;�; q0; F

+; �) und M� = (Q;�;�; q0; F
�; �). Dann ist L(M+) = L

und L(M�) = L.
Sei andererseits L und L rekursiv aufz�ahlbar. Dann gibt es Turingmaschinen M+ und

M�, so dass L = L(M+), L = L(M�). Der folgende Algorithmus ist ein Entscheidungsver-
fahren f�ur L: Auf Input x simuliere man parallel die Berechnungen von M+ und M� auf
x, bis eine der beiden Turingmaschinen h�alt. Wenn M+ h�alt, wird x akzeptiert, wenn M�

h�alt, wird x verworfen.

6.2 Das Halteproblem

Eine Turingmaschine ist ein endliches Objekt. Daher k�onnen Turingmaschinen selbst als
W�orter kodiert und damit als Inputs f�ur Turingmaschinen verwendet werden. Wir �xieren
eine Kodierung �, die jeder Turingmaschine M und jedem Input x f�ur M ein Wort �(M)
bzw. �(x) in f0; 1g� so zuordnet, dass sich das Berechnungsverhalten von M auf x aus �(M)
und �(x) e�ektiv erschliessen l�asst. Die pr�azise Form einer solchen Kodierung ist unwichtig.

Es l�asst sich dann eine universelle Turingmaschine U konstruieren, die angesetzt auf
Input �(M)#�(x) die Berechnung von M auf x simuliert und genau dann h�alt, wenn M

h�alt. U ist also ein Interpreter f�ur Turingmaschinen. Die Menge

H = f�(M)#�(x) : x 2 L(M)g

ist dann gleich L(U) und also rekursiv aufz�ahlbar. H beschreibt das Halteproblem f�ur Tu-

ringmaschinen: \Gegeben (Kodierungen von) M und x, entscheide ob M auf x h�alt." Wir
werden zeigen, dass das Halteproblem unentscheidbar ist.

Wichtige Varianten des Halteproblems sind
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Das Selbstanwendungsproblem: H0 := f�(M) :M h�alt auf �(M)g.

Das Halteproblem auf leerem Band: H� := f�(M) :M h�alt auf �g.

Wir beweisen zuerst mit einem Diagonalisierungsargument die Unentscheidbarkeit des
Selbstanwendungsproblems.

Satz 6.10. H0 ist unentscheidbar.

Beweis. Wir zeigen, dass H0 nicht rekursiv aufz�ahlbar ist. Andernfalls g�abe es eine Turing-
maschine M0 so dass H0 = L(M0). Daraus erhalten wir folgenden Widerspruch:

�(M0) 2 H0 () M0 h�alt auf �(M0) (da H0 = L(M0))

() �(M0) 2 H0: (nach De�nition von H0)

Also ist H0 nicht rekursiv aufz�ahlbar und H0 daher nicht entscheidbar.

Korollar 6.11. H ist unentscheidbar.

Beweis. Aus einem Entscheidungsverfahren f�ur H erh�alt man sofort auch eines f�ur H0.

Satz 6.12. H� ist unentscheidbar.

Beweis. SeiM eine Turingmaschine, x ein Input f�urM . Dann sei NM;x eine Turingmaschine,
welche auf Input � wie folgt operiert: Zuerst wird x auf das Band geschrieben, dann die
Berechnung von M auf x simuliert. Also ist �(NM;x) 2 H� genau dann, wenn �(M)#�(x) 2
H. O�ensichtlich l�asst sich NM;x aus M und x e�ektiv konstruieren, d.h. es gibt einen
Algorithmus M 0, welcher auf Input �(M)#�(x) die Kodierung �(NM;x) berechnet.

Wir nehmen nun an, dass es ein Entscheidungsverfahren M� f�ur H� gibt. Durch Hin-
tereinanderausf�uhren von M 0 und M� erhalten wir ein EntscheidungsverfahrenM� �M

0 f�ur
H: (M� �M

0) akzeptiert �(M)#�(x) genau dann, wenn M� �(NM;x) akzeptiert, also genau
dann, wenn �(NM;x) 2 H�. Wir haben gesehen, dass dies genau dann der Fall ist, wenn
�(M)#�(x) 2 H.

Da H aber unentscheidbar ist, kann es also kein Entscheidungsverfahren f�ur H� geben.

De�nition 6.13. Eine Sprache A � �� ist reduzierbar auf eine Sprache B � �� (kurz:
A � B), wenn eine totale turingberechenbare Funktion f : �� ! �� existiert, so dass f�ur
alle x 2 �� gilt: x 2 A () f(x) 2 B.

Mit solchen Reduktionen lassen sich Aussagen �uber Entscheidbarkeit bzw. rekursive
Aufz�ahlbarkeit von einer Sprache auf eine andere �ubertragen.

Lemma 6.14. Sei A � B. Wenn B entscheidbar (bzw. rekursiv aufz�ahlbar) ist, dann auch

A. Ist also A unentscheidbar, so auch B.

Im Beweis von Satz 6.12 haben wir dies implizit bereits verwendet, denn wir haben die
Unentscheidbarkeit von H� nachgewiesen, indem wir ein bereits bekanntes unentscheidbares
Problem, n�amlich H, auf H� reduziert haben.
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Wir beweisen nun ein sehr allgemeines Unentscheidbarkeitsresultat, den Satz von Rice,
welcher besagt, dass jede nicht-triviale Aussage �uber die von einem gegebenen Algorithmus
berechnete Funktion unentscheidbar ist.

SeiR die Klasse aller turingberechenbaren Funktionen. Eine Teilmenge S ist nicht-trivial,
wenn S 6= ? und S 6= R.

Satz 6.15 (Rice). F�ur jede nicht-triviale Menge S � R von turingberechenbaren Funktio-

nen ist die Menge code(S) := f�(M) : fM 2 Sg unentscheidbar.

Beweis. Sei 
 die �uberall unde�nierte Funktion. Entweder ist 
 2 S oder 
 2 R� S.

Fall (1): 
 2 R�S. Wir zeigen, dass H� auf code(S) reduzierbar ist. Da S 6= ? k�onnen wir
eine Turingmaschine N ausw�ahlen, so dass fN 2 S. Jeder Turingmaschine M ordnen wir
nun eine Turingmaschine M 0 zu, welche auf Input x wir folgt operiert: Zun�achst ignoriert
M 0 den Input und simuliert die Berechnung von M auf �. Wenn diese h�alt, dann simuliert
M 0 danach die Berechnung von N auf x.

Da N fest gew�ahlt ist, ist die Transformation von �(M) auf �(M 0) e�ektiv berechenbar.
M 0 berechnet die Funktion

fM 0 =

(
fN wenn M auf � h�alt


 sonst.

Also ist �(M 0) 2 code(S) genau dann, wenn �(M) 2 H�.
Damit ist gezeigt, dass H� � code(S). Da H� unentscheidbar ist, ist auch code(S)

unentscheidbar.

Fall (2): Sei 
 2 S. Nach Fall (1) ist code(R�S) unentscheidbar. Daraus folgt unmittelbar,
dass auch code(S) unentscheidbar ist.

Rekursive Untrennbarkeit.

De�nition 6.16. Zwei disjunkte Sprachen A;B � �� sind rekursiv untrennbar, wenn keine
entscheidbare Sprache C � �� existiert, so dass A � C und B \ C = ?.

Wenn A und B rekursiv untrennbar sind, dann sind insbesondere beide Sprachen unent-
scheidbar. Sei

H+
� := f�(M) :M Akzeptor, M akzeptiert �g

H�
� := f�(M) :M Akzeptor, M verwirft �g

Satz 6.17. H+
� und H�

� sind rekursiv untrennbar.

Beweis. Wir nehmen an, C � f0; 1g� sei eine Sprache mit H+
� � C und H�

� \ C = ?. Mit
Hilfe des Satzes von Rice zeigen wir, dass C unentscheidbar ist.

Man kann jede Turingmaschine M e�ektiv in einen Turing-Akzeptor M 0 �uberf�uhren, so
dass M 0 x akzeptiert genau dann, wenn fM(x) = 1, und M 0 x verwirft fenau dan, wenn
fM (x) = 0. Nun ist SC := ffM 0 : �(M) 2 Cg eine nicht-triviale Menge von turingberechen-
baren Funktionen, denn ffM : fM (�) = 1g � SC und ffM : fM (�) = 0g � R � SC . Wenn
C entscheidbar ist, dann auch code(SC); dies widerspricht aber dem Satz von Rice.
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Lemma 6.18. Seien A;B � �� rekursiv untrennbar, X;Y zwei disjunkte Sprachen in ��,
und sei f : �� ! �� eine totale turingberechenbare Funktion, so dass f(A) � X und

f(B) � Y . Dann sind auch X und Y rekursiv untrennbar.

Beweis. Sei Z � �� eine entscheidbare Sprache mit X � Z und Y \ Z = ?. Dann ist das
Urbild f�1(Z) von Z eine entscheidbare Sprache in �� mit A � f�1(Z) und B\f�1(Z) = ?,
im Widerspruch zur rekursiven Untrennbarkeit von A und B.

Wir schreiben (A;B) � (X;Y ) wenn eine Reduktion f wie in Lemma 6.18 existiert.

6.3 Die Unentscheidbarkeit der Pr�adikatenlogik

Sei �1 =
S
n2N R

n
1 [ F n

1, wobei Rn
1 = fRn

i : i 2 Ng eine Menge von n-stelligen Relations-
symbolen und F n

1 = ffni : i 2 Ng eine Menge von n-stelligen Funktionssymbolen ist. �1
ist abz�ahlbar und jede abz�ahlbare Signatur kann als Teilmenge von �1 aufgefasst werden.
Wir beschr�anken uns in diesem Kapitel auf abz�ahlbare Signaturen und identi�zieren FO mit
FO(�1). Wenn � � �1, dann ist FO(�) eine Wortmenge �uber dem abz�ahlbaren Alphabet
Alph(�) = VAR [ � [ f:;^;_;!;$;9;8; (; );=g.

Um als Eingabe f�ur Algorithmen (Turingmaschine) zu dienen, sollen Formeln als W�orter

�uber einem festen endlichen Alphabet kodiert werden. Dieses Alphabet sei

� := fR; f; x; 0; 1; [; ]; g [ f:;^;_;!;$;9;8; (; );=g:

F�ur i 2 N bezeichnen wir mit bin i 2 f0; 1g� die Bin�ardarstellung von i. Wir kodieren
das Relationssymbol Rn

i durch das Wort R[bin i][bin n], das Funktionssymbol fni durch
f [bin i][bin n] und die Variable xi durch x[bin i]. Damit k�onnen wir auf eindeutigeWeise jeder
Formel  2 FO(�1) eine Kodierung durch ein Wort aus �� zuordnen. Wir unterscheiden
im folgenden nicht zwischen einer Formel und ihrer Kodierung und fassen damit FO als
Teilmenge von �� auf.

F�ur jede Formelklasse X � FO betrachten wir folgende Entscheidungsprobleme:

Sat(X) := f 2 X :  ist erf�ullbarg

Fin-sat(X) := f 2 X :  hat ein endliches Modellg

Val(X) := f 2 X :  ist eine Tautologieg

Non-sat(X) := f 2 X :  ist unerf�ullbarg

Inf-axioms(X) := f 2 X :  ist erf�ullbar, hat aber nur unendliche Modelleg

Eine erf�ullbare Formel ohne endliche Modelle ist ein Unendlichkeitsaxiom. Eine Formel-
klasse X hat die Endliche-Modell-Eigenschaft, wenn sie keine Unendlichkeitsaxiome enth�alt,
d.h. wenn jede erf�ullbare Formel aus X auch ein endliches Modell besitzt.

F�ur einige dieser Probleme ist unmittelbar einzusehen, dass sie rekursiv aufz�ahlbar sind.

Satz 6.19 (Abstrakter Vollst�andigkeitssatz). Die Klasse Val(FO) der allgemeing�ulti-

gen Formeln der Pr�adikatenlogik ist rekursiv aufz�ahlbar.

Beweis. Dies folgt aus dem Vollst�andigkeitssatz, da f 2 FO : `  g die Haltemenge des
folgenden Algorithmus ist:
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Auf Input  , werden f�ur n = 1; 2; 3; : : : die endlich vielen Ableitungen erzeugt, die durch
h�ochstens n Anwendungen von Regeln des Sequenzenkalk�uls unter Verwendung von Formeln
der L�ange � n konstruiert werden k�onnen. Der Algorithmus h�alt, sobald die Sequenz ?)  

abgeleitet wurde.

Satz 6.20. Fin-sat(FO) ist rekursiv aufz�ahlbar.

Beweis. Eine Formel  (x1; : : : ; xr), mit freien Variablen x1; : : : ; xr, ist erf�ullbar genau dann,
wenn ihr existentieller Abschluss 9x1 � � � 9xr erf�ullbar ist. Es reicht also, S�atze zu betrach-
ten. F�ur jeden gegebenen Satz  2 FO ist die Menge �( ) der tats�achlich in  vorkommen-
den Relations- und Funktionssymbole endlich. Daher ist f�ur jedes n 2 N auch die Menge
Strn(�( )) aller �( )-Strukturen mit Universum f0; : : : ; n� 1g endlich, und wenn  �uber-
haupt ein endliches Modell besitzt, dann auch eines in

S
n2N Strn(�( )). O�ensichtlich ist

die Modellbeziehung A j=  f�ur endliche A und  2 FO entscheidbar.
Der folgende Algorithmus hat daher als Haltemenge gerade die endlich erf�ullbaren For-

meln: Gegeben eine Formel  2 FO, konstruiere man sukzessive, f�ur n = 1; 2; : : : , alle
Strukturen A 2 Strn(�( )) und pr�ufe, ob A ein Modell (des existentiellen Abschlusses) von
 ist. Sobald ein solches A gefunden ist, h�alt der Algorithmus.

�Ubung 6.6. Zeigen Sie: Wenn X � FO entscheidbar ist, und die Endliche-Modell-Eigenschaft be-
sitzt, dann ist Sat(X) entscheidbar.

Satz 6.21 (Church, Turing). Es gibt eine endliche Signatur � � �1, so dass Sat(FO(�))
{ und damit auch Val(FO(�)) { unentscheidbar ist.

Wir beweisen hier ein allgemeineres Resultat, das den Satz von Church und Turing
und ausserdem gleich auch die Unentscheidbarkeit des Erf�ullbarkeitsproblems auf endlichen
Strukturen impliziert.

Satz 6.22 (Trakhtenbrot). Es gibt eine endliche Signatur � � �1, so dass Fin-sat(FO(�))
und Non-sat(FO(�)) rekursiv untrennbar sind.

Beweis. Wir werden eine e�ektive Konstruktion angeben, welche jedem Turing-Akzeptor M
einen Satz  M 2 FO(�) zuordnet (f�ur ein endliches � � �1), so dass gilt:

(a) Wenn M das leere Wort akzeptiert, dann hat  M ein endliches Modell.

(b) Wenn M das leere Wort verwirft, dann ist  M unerf�ullbar.

Mit dieser Reduktion ist gezeigt, dass (H+
� ;H

�
� ) � (Fin-sat(FO(�));Non-sat(FO(�))). Da

H+
� und H�

� rekursiv untrennbar sind, folgt mit Lemma 6.18 die Behauptung.

Sei M ein Turing-Akzeptor mit Zustandsmenge Q = fq0; : : : ; qrg, Anfangszustand q0,
mit Alphabet � = fa0; : : : ; asg (wobei a0 = �), mit Endzustandsmenge F = F+ [ F� und
mit der �Ubergangsfunktion �.

Die zu konstruierende Formel  M hat Signatur � = f0; f; q; p; wg, wobei 0 ein Konstan-
tensymbol, f; q; p einstellige Funktionssymbole und w ein zweistelliges Funktionssymbol ist.
Abk�urzend schreiben wir k f�ur den Term fk0 (k-malige Anwendung von f auf 0).

Die grundlegende Idee besteht darin, dass Modelle von  M die Berechnung von M auf
� kodieren. Das intendierte Modell A von  M hat Universum der Form A = f0; 1; 2; : : : ; ng
oder A = N (je nachdem, ob die Berechnung von M auf � endlich oder unendlich ist). Die
Funktionssymbole werden wie folgt interpretiert:
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� f(t) = t+ 1, wenn t+ 1 2 A, und f(t) = t, wenn t das letzte Element von A ist.

� q(t) = i genau dann, wenn M sich zur Zeit t im Zustand qi be�ndet.

� p(t) ist die Kopfposition von M zur Zeit t.

� w(s; t) = i genau dann, wenn zur Zeit t auf Feld s das Symbol ai steht.

Konstruktion von  M : Die gesuchte Formel hat die Gestalt

 M := START ^ COMPUTE ^ END

wobei

(1) START := (q0 = 0 ^ p0 = 0 ^ 8x w(x; 0) = 0):

Diese Formel dr�uckt aus, dass M sich zur Zeit 0 in der Inputkon�guration auf �
be�ndet.

(2) Die zweite Teilformel soll den Fortgang der Berechnung von M formalisieren. Sie hat
die Gestalt

COMPUTE = ' ^
^

�:(qi;aj)7!(qk;a`;m)

8y(�i;j ! �k;`;m):

Dabei dr�uckt

' := 8x8y(py 6= x! w(x; fy) = w(x; y))

aus, dass die Bandinschrift auf nicht bearbeiteten Feldern unver�andert bleibt, w�ahrend
die Implikation �i;j ! �k;`;m die von der �Ubergangsregel � : (qi; aj) 7! (qk; a`;m)
induzierten �Anderungen formalisiert. Dabei besagt

�ij := (qy = i ^ w(py; y) = j)

dass M sich zur Zeit y im Zustand qi be�ndet und das Symbol aj liest, dass also zur
Zeit y die besagte �Ubergangsregel zur Anwendung kommt. Die Formel �k;`;m besagt,
dass zur Zeit y+1 die durch diese Regel bestimmten �Anderungen realisiert sind. Dabei
ist

�k;`;m := (qfy = k ^ w(py; fy) = ` ^MOVEm

wobei MOVEm :=

8><
>:
pfy = py f�ur m = 0

pfy = fpy f�ur m = 1

9z(fz = py ^ pfy = z) f�ur m = �1:
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(3) Schliesslich besagt die Formel

END =
^

�(qi;aj) undef.

qi 62F+

8y:�ij

dass die Berechnung nur durch eine akzeptierende Kon�guration beendet werden kann.

 M hat die geforderten Eigenschaften:

(1) O�ensichtlich ist  M aus �(M) e�ektiv konstruierbar.

(2) Wenn M das leere Wort akzeptiert, dann ist das intendierte Modell AM endlich, und
es gilt in der Tat AM j=  M .

(3) Es bleibt zu zeigen, dass  M unerf�ullbar ist, wennM das leere Wort verwirft. Sei B =
(B; 0; f; q; p; w) ein beliebiges Modell von  M ; wir weisen nach, dassB die Berechnung
von M auf � kodiert und dass diese nie eine verwerfende Kon�guration erreicht. Die
Abbildung � : N ! B mit �(t) = tB ist ein Homomorphismus von (N; 0; succ) nach
(B; 0; f). Wir k�onnen daher jedes t 2 N mit seinem Bild in B identi�zieren. Durch
B ist eine Folge C0; C1; : : : von Kon�guration kodiert; dabei ist Ct = (qi; j; w), mit
w = ai0 : : : aim 2 ��, wenn

(a) B j= qt = i,

(b) B j= pt = j,

(c) f�ur alle k � m, B j= w(k; t) = ik und f�ur alle k > m, B j= w(k; t) = 0.

Da B j=  M gilt:

� C0 = (q0; 0; �) (da B j= START.)

� Wenn Ct de�niert ist, und keine akzeptierende Kon�guration beschreibt, dann
ist auch Ct+1 de�niert und es gilt Ct `M Ct+1.

Also ereicht die Berechnung von M auf � keine verwerfende Kon�guration.

Da Sat(FO(�)) die Menge der endlich erf�ullbaren von der Menge der unerf�ullbaren For-
meln in FO(�) trennt, ist der Satz von Church und Turing eine unmittelbare Konsequenz
des Satzes von Trakhtenbrot.

�Ubung 6.7. Zeigen Sie, dass auch die Paare Inf-axioms(FO) und Fin-sat(FO) bzw. Inf-axioms(FO)
und Non-sat(FO) rekursiv untrennbar sind.

Man beachte aber folgenden wichtigen Unterschied zwischen Sat(FO) und Fin-sat(FO).
Die endlich erf�ullbaren Formeln sind rekursiv aufz�ahlbar (Satz 6.20), nicht aber die erf�ullba-
ren insgesamt. Da n�amlich die Menge der Tautologien rekursiv aufz�ahlbar ist und  genau
dann unerf�ullbar ist, wenn : eine Tautologie ist, ist die Menge der unerf�ullbaren Form-
len rekursiv aufz�ahlbar. W�are auch die Menge der erf�ullbaren Formeln rekursiv aufz�ahlbar,
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dann w�are sie nach Satz 6.9 sogar entscheidbar, im Widerspruch zum Satz von Church und
Turing.

Andererseits erhalten wir aus der Tatsache, dass Fin-sat(FO) rekursiv aufz�ahlbar, nicht
aber entscheidbar ist, folgende wichtige Konsequenz.

Satz 6.23. Die Menge f 2 FO : j=fin  g der auf endlichen Strukturen allgemeing�ulti-

gen Formeln ist nicht rekursiv aufz�ahlbar. Es gibt also keinen korrekten und vollst�andigen

Beweiskalk�ul f�ur G�ultigkeit auf endlichen Strukturen.

Beweis. Wenn f 2 FO : j=fin  g rekursiv aufz�ahlbar w�are, dann auch das Komplement
von Fin-sat(FO). Dann w�are aber Fin-sat(FO) entscheidbar, im Widerspruch zum Satz von
Trakhtenbrot.

Die zweite Behauptung folgt aus der Tatsache, dass jeder Beweiskalk�ul ein e�ekti-
ves Aufz�ahlungsverfahren f�ur die Menge der ableitbaren Formeln ergibt. Ein korrekter
und vollst�andiger Beweiskalk�ul f�ur G�ultigkeit im Endlichen w�urde also implizieren, dass
f 2 FO : j=fin  g rekursiv aufz�ahlbar w�are.

Die Logik auf endlichen Strukturen unterscheidet sich daher in ganz wesentlichen Punk-
ten von der Logik auf beliebigen (endlichen und unendlichen) Strukturen. Neben dem
Vollst�andigkeitssatz gelten auch viele andere wichtige S�atze der klassischen Logik nicht mehr,
wenn die Betrachtung auf endliche Strukturen eingeschr�ankt wird. Insbesondere tri�t dies
auf den Kompaktheitssatz zu.

�Ubung 6.8. Zeigen Sie, dass der Kompaktheitssatz nicht gilt, wenn nur endliche Strukturen be-
trachtet werden: Konstruieren Sie eine unendliche Formelmenge �, so dass jede endliche Teilmenge
von � ein endliches Modell besitzt, nicht aber � selbst.

Die Logik auf endlichen Strukturen ist von Bedeutung f�ur Anwendungen in der Infor-
matik, z.B. f�ur die Komplexit�atstheorie und f�ur Datenbanken.

6.4 Der G�odelsche Unvollst�andigkeitssatz

Wir beweisen in diesem letzten Abschnitt der Vorlesung den ber�uhmten Unvollst�andigkeits-
satz von G�odel, welcher besagt, dass es kein vollst�andiges und korrektes Beweissystem f�ur
die Arithmetik gibt. Aus Zeitgr�unden k�onnen wir dieses Resultat nur sehr knapp behandeln,
und m�ussen insbesondere darauf verzichten, selbstbez�ugliche Aussagen (arithmetische S�atze,
welche ihre eigenen Unbeweisbarkeit behaupten) und den zweiten G�odelschen Unvollst�andig-
keitssatzes zu behandeln (es gibt keinen mathematischen Beweis f�ur die Widerspruchsfreiheit
der Mathematik gibt, es sei denn die Mathematik sei widerspruchsvoll).

Die Arithmetik ist die Theorie Th(N) der Struktur N = (N;+; � ; 0; 1). Der G�odelsche
Unvollst�andigkeitssatz ist eine Konsequenz der Unentscheidbarkeit der Arithemetik. Um die
Unentscheidbarkeit von Th(N) nachzuweisen, werden wir zeigen, dass Berechnungen von
Turingmaschinen durch nat�urliche Zahlen kodiert werden k�onnen, und dass diese Kodie-
rungen durch arithmetische Formeln de�nierbar sind. Dazu wird es notwendig sein, Folgen
beliebiger L�ange (von nat�urlichen Zahlen, von Symbolen oder von Kon�guration von Tu-
ringmaschinen) durch nat�urliche Zahlen zu kodieren.

Dazu verwenden wir das folgendes klassische Resultat �uber Kongruenzen.
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Satz 6.24 (Chinesischer Restsatz). Seien q1; : : : ; qn paarweise teilerfremd und sei q =Qn
i=1 qi. Dann ist die Funktion

F : Zq ! Zq1 � � � � � Zqn

a 7! (a1; : : : ; an) mit a � aj (mod qj)

eine Bijektion von Zq nach Zq1 � � � � � Zqn.

Beweis. Da Zq und Zq1 � � � � � Zqn endlich sind und gleich viele Elemente enthalten, reicht
es zu zeigen, dass F injektiv ist. Seien a; a0 2 Zq so dass a � a0 (mod qj) f�ur j = 1; : : : ; n.
Also wird a � a0 von allen qj geteilt und daher, da die qj paarweise teilerfremd sind, auch
von deren Produkt q. Also ist a � a0 (mod q).

Die Kodierung beliebig langer Folgen durch einzelne Zahlen wird durch die G�odelsche
�-Funktion geleistet.

Lemma 6.25 (�-Lemma von G�odel). Es gibt eine totale Funktion � : N3 ! N, so dass

gilt:

(i) Zu jeder endlichen Folge (a0; : : : ; an) �uber N gibt es a; b 2 N so dass �(a; b; j) = aj,

f�ur alle j � n.

(ii) � ist de�nierbar in N, d.h. es gibt eine Formel '�(x; y; z; v), so dass gilt:

N j= '� [a; b; j; c] () �(a; b; j) = c:

Beweis. Setze �(x; y; z) := x (mod y(z + 1) + 1). O�ensichtlich ist � de�niert durch die
Formel

'�(x; y; z; v) := v < y(z + 1) + 1 ^ 9u(x = uy(z + 1) + u+ v):

Es bleibt zu zeigen, dass wir f�ur alle n und alle a0; : : : ; an geeignete Zahlen a; b 2 N

�nden k�onnen, so dass a � aj (mod b(j + 1) + 1) f�ur j = 0; : : : ; n. Wir setzten b := m! f�ur
m = max(n; a0; : : : ; an).

Behauptung. F�ur 0 � i < j � n sind 1 + (i+ 1)b und 1 + (j + 1)b teilerfremd.

Andernfalls gibt es ein p > 1, welches 1 + (i + 1)b und 1 + (j + 1)b teilt. Dann teilt p auch
(j� i)b, ist aber andererseits kein Teiler von b (sonst k�onnte p nicht 1+(i+1)b teilen). Also
ist p ein Teiler von j � i, also p � n. Dies ist aber unm�oglich, da b von von jeder Zahl � n

geteilt wird. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Aus dem Chinesischen Restsatz folgt jetzt die Existenz eines a <
Qn

j=1(b(j + 1) + 1) so
dass a � aj (mod b(j + 1) + 1) f�ur alle j =� n.

Sei M eine Turingmaschine mit Zustandsmenge Q = fq0; : : : ; qrg, Anfangszustand q0
und mit Alphabet � = fa0; : : : ; asg, wobei a0 = �.

Ein Tripel (i; p; a) 2 N3 kodiert (mit Parameter b) eine Kon�guration vonM , wenn i � r

einen Zustand beschreibt, und wenn a die Kodierung einer Inschrift ai0 � � � aim 2 �� im Sinn
des �-Lemmas ist, d.h., wenn �(a; b; j) = ij f�ur j = 0; : : : ;m.

Man beachte, dass das leere Wort � durch 0 kodiert werden kann, die Anfangskon�gu-
ration von M auf � also durch (0; 0; 0).
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Lemma 6.26. Es gibt eine Formel �(x; y; z; x0; y; z0; v) 2 FO(�ar), so dass f�ur alle b 2 N

und (mit Parameter b) kodierten Kon�gurationen (i; p; a) bzw (i0; p0; a0) gilt:

(i; p; a) `M (i0; p0; a0) () N j= �[i; p; a; i0; p0; a0; b]:

Beweis. Wir halten zun�achst fest, dass die Formel '�(z; v; y; i) besagt, dass das y-te Zeichen
der durch z mit Parameter v kodierten Bandinschrift das Symbol ai ist.

Doe gew�unschte Formel ist �ahnlich aufgebaut, wie die Teilformel COMPUTE im Beweis
des Satzes von Trakhtenbrot. Eine erste Teilformel dr�uckt aus, dass die durch z und z0

kodierten Inschriften auf nicht bearbeiteten Feldern �ubereinstimmen, und eine zweite Teil-
formel dr�uckt aus, dass die Kon�guration (x0; y0; z0) durch die von einer �-�Ubergangsregel
induzierten lokalen �Anderungen aus der Kon�guartion (x; y; z) hervorgeht.

�(x; y; z; x0y; z0; v) := 8y008w(y00 6= y ! ('�(z; v; y
00; w)$ '�(z

0; v; y00; w))

^
_

�:(qi;aj)7!(qk;a`;m)

(x = i ^ '�(z; v; y; j) ^ x
0 = k ^ '�(z

0; v; y; `) ^ y0 = y +m):

Satz 6.27. Th(N) ist unentscheidbar.

Beweis.Wir reduzieren das Halteproblem auf leerem Band auf Th(N). Zu diesem Zweck kon-
struieren wir auf e�ektive Weise f�ur jede TuringaschineM eine Formel  M (x; y; z; x0; y0; z0) 2
FO(�ar), so dass f�ur alle b 2 N und alle (mit Parameter b) kodierten Kon�gurationen (i; p; a)
bzw (i0; p0; a0) gilt:

(i; p; a) `�M (i0; p0; a0) () N j=  M [i; p; a; i0; p0; a0]:

Daraus erhalten wir unmittelbar die gew�unschte Reduktion: M h�alt auf � genau dann
wenn

N j= 9x9y9z( M(0; 0; 0; x; y; z) ^
^
qi2F

x = i:

Um  M zu konstruieren formuliere man die Aussage (i; p; a) `�M (i0; p0; a0) auf folgende
Weise um:

Es gibt eine Folge u = (u0; u1; u2; : : : ; u3s; u3s+1; u3s+2) mit

(1) (u0; u1; u2) = (i; p; a).

(2) (u3s; u3s+1; u3s+2) = (i0; p0; a0).

(3) F�ur alle m < s gilt: (u3m; u3m+1; u3m+2) `M (u3m+3; u3m+4; u3m+5).

Es ist nicht schwierig einzusehen, dass diese Aussage mit Hilfe der �-Funktion in FO(�ar)
ausgedr�uckt werden kann.

�Ubung 6.9. Konstruieren Sie die Formel  M explizit.
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Um die Bedeutung des soeben bewiesenen Resultats besser zu verstehen f�uhren wir den
Begri� der rekursiven Axiomatisierbarkeit einer Theorie ein.

De�nition 6.28. Eine Theorie T ist rekursiv axiomatisierbar, wenn eine entscheidbare
Menge � � T von Axiomen existiert, so dass T = �j= := f : � j=  g.

Satz 6.29. Sei T eine vollst�andige Theorie. Dann sind die folgenden Aussagen �aquivalent.

(1) T ist rekursiv axiomatisierbar.

(2) Es gibt ein rekursiv aufz�ahlbares Axiomensystem �, so dass T = �j=.

(3) T ist rekursiv aufz�ahlbar.

(4) T ist entscheidbar.

Beweis. (1) ) (2): Trivial.

(2) ) (3): Wenn � rekursiv aufz�ahlbar ist, dann auch die Menge aller endlichen �0 � �.
(Sei M ein Algorithmus mit Haltemenge L(M) = �. Gegeben �0 = f'1; : : : ; 'mg
wende man M nacheinander auf '1; : : : ; 'n an und halte wenn M auf allen 'i h�alt.)

Indemman systematsch alle endlichen �0 � � und alle im Sequenzenkalk�ul ableitbaren
Sequenzen der Form �0 )  aufz�ahlt, erh�alt man ein Aufz�ahlungsverfahren f�ur T .

(3) ) (4): T ist vollst�andig, also ist  62 T genau dann, wenn : 2 T . Mit T ist also auch
das Komplement von T rekursiv aufz�ahlbar. Also ist T entscheidbar.

(4) ) (1): W�ahle � = T .

Korollar 6.30. Die Arithmetik Th(N) ist nicht rekursiv axiomatisierbar.

De�nition 6.31. Ein abstraktes Beweissystem f�ur (eine beliebige Sprache) T � �� ist ein
Paar (B;F ) mit folgenden Eigenschaften:

(1) B � �� ist entscheidbar;

(2) F : B ! �� ist eine totale berechenbare Funktion.

Dabei sei B die Menge aller Beweise des Systems; es ist also entscheidbar, ob ein ge-
gebenes Wort b 2 �� ein Beweis ist. Die Funktion F ordnet jedem Beweis b das von ihm
bewiesene Wort F (b) zu. Mit Bew(B;F ) bezeichnen wir die Gesamtheit der vom System
(B;F ) bewiesenen Objekte:

Bew(B;F ) := fy 2 �� : es gibt ein b 2 B mit F (b) = yg:

Ein Beweissystem (B;F ) ist korrekt f�ur T , wenn Bew(B;F ) � T (nur Objekte aus T
werden bewiesen) und vollst�andig f�ur T , wenn Bew(B;F ) � T (alle Objekte aus T werden
bewiesen).
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Aus der Entscheidbarkeit von B und der Berechenbarkeit von F folgt unmittelbar, dass
Bew(B;F ) rekursiv aufz�ahlbar ist.

Sei T � FO(�) eine Theorie und � ein entscheidbares Axiomensystem f�ur T . Dann ist
(B;F ) mit

B = f�0 )  : �0 � � und �0 )  ist ableitbar im Sequenzenkalk�ulg

F (�0 )  ) :=  

ein korrektes und vollst�andiges Beweissystem f�ur T .

Satz 6.32 (G�odelscher Unvollst�andigkeitssatz). Jedes korrekte Beweissystem f�ur Th(N)
ist unvollst�andig.

Beweis. Andernfalls w�are Th(N) rekursiv aufz�ahlbar und daher auch entscheidbar.

Well, so long, mister. Thanks for the ride, the three cigarettes and for not laughing at my

theories on life.

John Gar�eld, in: The Postman Always Rings Twice


