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1 Einleitendes

1.1 Def. und Bemerkung

Sei(A, +) abelsche Gruppél <A

A/U:={a+Ulac A}

heil3st Menge deRestklassen von A modulo U

Durch die Verknupfung

+:A/UxA/U — A/U, (a+U)+ (b+U) = (a+b)+U wird A/U zu einer abel-
schen Gruppe.

Die kanonische Abbildung: A — a/U,a— a+U ist surjektiver Gruppenhomo-
morphismus.

Beweis:

+ ist wohldefiniert, d.h. reprédsentantenunabhangig.
a+tU=a+U,b+U=b+U
=a-adcUb-beU
= (a+b)—(@+b)eU
= (a+b)+U=(a@+b)+U
ma+b)=(a+b)+U = (a+U)+ (b+U) =m(a)+ 1(b)
A/U hei3tFaktorgruppe von A modulo U.



1.2 Satz

(a) SeiA eine endlische abelsche Gruppe whel A. Dann gilt:
U | A und[A/U| = Gt
(b) Kleiner Satz von Fermat:
Seip € N eine Primzahl uné € Z mit p )(a.
Dann gilt:
aP~! = 1(modulop
d.h.plalp—1) —

Beweis:

(@) (1)A/U bildet eine Partition von A (die Restklassen modulo U sind die Fasern der

kanonischen Abhbr).

(2) Fur allea € Aist die Abb.

U — a+U, u— a+ueine Bijektion.
Aus (1) + (2) folgt die Behauptung.
(b) Firx € Z seix:= x+ pZ € Z/ pZ.
7/ pZ ist Korper.Fp =7/ pZ

= (Z/pZ*,-) ist Gruppe.

N—_——

7,/ pz\{0}
pfa=a#0inZ/pZ
= Die Folgea, @ =a-a, . Wlederholt sichI(}, ist endlich).

:>esex.1§i<jeNm| f—a=ai=1

Seik e N minimal mita® = 1.

= a a?,...,a1,a = 1 sind paarweise verschieden.
U:= a_52 ,a1} ist Untergruppe Vo',

d.a=ati=a faIIS|+1—qh+rm|t0<r<k
al §< 1(Inverses)
a’=a"72etc
Aus(a)folgt:k:|U\ | ’E):p—l_ 3
Seip—1=gk=aPl=a%=(a)9=19=1
1.3 Beispiel
Seip=5.

ac 7,5 fa= a*— listdurch 5 teilbar.
a=224-1-16-1=15
a=8,8"—1=4096-1

8% = (8%)2 = (—1)? = 1(modb)

1.4 Bemerkung

Die Konstruktion aus (1.1) (Restklassen) macht auch Sinn fiir nicht-abelsche Gruppen.

Sei(G, ) GruppeH <G,ge G



gH = {g-klk € H} Restklasse
G/H :={gH|g € G} Menge der Restklassen
I.A. ist G/H keine Gruppe (mit der zu (1.1) analogen Konstruktion.

Beispiel:

G=%,H=<(12)>={1,(12}

Restklassen:

H=1H={1,(12)}
(13)H={(13),(123}=(123H
(23)H={(23),(132}=(132H
(13(123=(12)
Wie missten wir gemaf (1.1H - (1 3)H definieren?
(1H) -(13H=(1)(13)H=(13)H

~—~—

=(12H

(12H - (13H=(12)(13)H = (132H
——
4(13)

= nicht reprasentanten-unabhandigll 2) sind die Reprasentanten der Restklas-
se. Die Anwendung von (1.1) ergibt kein@hldefinierté/erkniipfung.

Aber:H={1,(123,(132}

Restklassetd = 1H = {1,(123),(13 2}

(12H={(12).(23),(13)}

Hier gilt: a-be H Va,b € H unda-be H Va,b € (1 2)H unda-b € (1 2)H, falls
aundb in verschiedenen Restklassen liegen.

= G/H ist Gruppe (mit der Verkniipfung aus (1.1))

1.5 Definition

SeiR ein kommutativer Ringl, < (R,+) heif3tldeal, geschriebeh < R, falls gilt:
r-aclvreRacl

1.6 Beispiel

SeiR ein kom. Ring

acR=a-R:={arreR} <R

(Bemerkung von mir: Das ist zuféllig auch ein Hauptideal, da | von a erzeugt wird.
Hauptideale sind die am einfachsten zu bildenden Ideale)

1.7 Definition und Bemerkung

(a) SeiK ein KorperV K-VR,U <V. Dann ist
V /U einK-VR mit der Addition aus (1.1) und der skalaren Multiplikation
:V/UxV/U—-V/Ua—a (v+U):=(av)+U
Die kanonische Ablmt:V — V /U v — v+U ist ein surjektiver Homomorphismus.
(b) folgt (?)



Beweis:

Skalare Multiplikation wohldefiniert:
SeiacK,v,V ¢V mitv+U =V +U
=v-veU=av-V)eU=av-aV/eU
=av+U =av+U

1.8 Satz - PlatzhalterSatz fuer spaeter

XXX ——— Hier einige Auslassungen

Randbemerkung

Jeder VR der Forriv /U heifdtFaktorraum

1.9 Satz (Isomorphie-Satz)

K Korper,V K-VR, U/ W <V
(U+W)/U=W/(UNW)

Beweis

Betrachte:
o:W—-W+U)/Uw—w+U
¢ istK-linear.
¢ ist surjektiv:(w+u)+U =w+U = ¢(w) furwe W,ueU
Kerng =WnNU : Farw inW gilt:
weKemp<sw+U=0welUnNW
< (L.10)(W+U)/U =Bild ¢ =W/ (Kernp) =W/(WNU)

1.10 Kaorrolar

SeiK Kp,V K-VR,U,W <V. Dann gilt:
dimg (W +U) +dimk (WNU) = dimg (W) +dimk (U)

Beweis

dimg (W-+U) —dim (U) = dimg (W-+U)/U) = _dimy (W/(WU)) = dimg (W) -
dimg (WNU) -

2 Der euklidische Algorithmus

R kommutativer RingK Korper



2.1 Definition

(a) a € Rheil3tNullteiler, falls a £ 0 ist und einb £ 0 ex. mitab=0
(b) R heil3tintegritatsbereich (IB)falls R # {0} ist undR keine Nullteiler hat.

2.2 Beispiele

(a)Kist IB.
(b)Zist 1B
(c) Seime N,m> 2. Dann gilt:Z/mZ ist IB < m Primzahl.
(d) K[X] ist IB.

Beweis

(@), (b), (d) klar
(c)"="
Seimkeine Primzahb- m=a-bmitl1<ab<m
=a+mZ#0#b+mZ
aber(a+mz)- (b+mZ)=ab+mZ =m+mZ =0
P
m Primzahl=- Z /mZ ist Korper.

2.3 Definition

R hei3teuklidischer Ringfalls R ein IB ist, und eine Abb.Normaabbilduny

v:R\ {0} - No=NU{0}

ex., so daf gilt:

Zua,bermitb#0ex.q,r € Rmita=qb+r undr =0oderv(r) < v(b) (Division
mit Rest)

2.4 Beispiele
(@R=2Z,v(a)=|alfira#0

(b) R=K[X],v(f) =deg f) fur f £0

(c)R=1Z[i|={a+bilabeczZ} CC  (i?=-1)v(a+bi)=a?+b? fir(ab)#
(0,0)

(dR=7Z[V2] = {a+bv2ja,bec Z} CRv(a+by2)=a?+2b?% (a,b) # (0,0)

Beweis

(a),(b) Klar, (c), (d) Ubung



2.5 Definition

Seiena,be R

(1) alb (ateilt b) ;< exex.ce Rmita-c=b(< be aR={ar|r € R})

(2)d € Rheil3t groter gemeinsamer Teiler veondb, geschriebed = ggT(a, b)
(engl.gcd), falls gilt

(a)dlaundd|b

(b) Istd’ € Rmit d’|a undd’|b, dann giltd’|d

Fira= b= 0definieren wirggT(a,b) = 0.

Bemerkung

In euklidischerRingen:
Zua,b e Rex.ggT(a,b)
AuRRerdem: exx,y € Rmit ggT(a,b) = ax+ by.

2.6 Bemerkung

Seiend, g,a,b,c € Rmit c = a+ gb. Dann gilt:
d=ggT(a,b) < d =ggT(b,c)

Beweis

a=c+(—q)b
Deshalb genigt es=" zu beweisen.
(a)djaundd|b = d|bundd|c=a+qgb
(b) Seid’ e Rmitd'|bundd’la=c—qgb = d'|d=distggT(b,c)
d=ggT(b,c)

2.7 Satz - EEA: Erweiterter Euklidischer Algorithmus

SeiR ein euklidischer Ring mit Normabb.: R\ {0} — Np.
Seiena,be R
Dann exX,y € R, so dafd = ax+ byein ggT vona undb ist.
Der folgende Algorithmus berechnetx, y.
Algorithmus: (EEA)
Eingabea,b e R
Ausgabed = ggT(a,b),x,y € Rmit d = ax+ by
(Hier:v =nu")

BEGIN
ro.=a
ri==»nb
Xx0:=1
x1:=0



yO0:
y 1

o1
o

i=1

WHILE r_i I= 0 DO
Definiere r_i+1 durch
ri-1 =gl *ri+ri+l (mit r_i+1 = 0 oder nu(r_i+i) < nu(r_i)
X_i+l = x -1 - gl * xi
y i+l =y il-qli*yl
i=i+1
ENDWHILE

d:=ril
X = X_i-1
y =yil

END.

Beweis

1.Fall:b=0
r1 = 0, while-Schleife wird nicht durchlaufen.
i= 1,ri_1:r0:a
a=ggT(a0)
X=X=Ly=yo=0
a=xa+yb
2.Fall:b#0
In jedem Durchlauf der while-Schleife windri.1) € Ng kleiner (oder;.1 = 0)
= die Schleife wird nur endlich oft durchlaufen.
Sein der Wert voni beim letztmaligen Durchlaufen der while-Schleife (vor der
Erh6éhung von)
= i1 =0,rn_1 = qn-rnundr, wird alsd ausgegeben.
Furl<i<ugilt: ri_y =qjri +ris1
Z-99T(a,b) = ggT(Vo, v1) = ggT(V1,V2) = ... = 99T(rn-1,"n) = 9gT(rn, Mn+1) =
2.6
99T(rn,0) =rn
Zeige mit Induktion:
ri=ax+by firo<i<n
i = 0,1 ok nach Def. vong, X1,¥1, Yo
Sei2<i<n.
ax+by =a(xi2—0-1%-1) +b(yi 2+ 0i-1Yi-1)
=ax-2+by2—(a%-1+bX-1)d-1
=li-2 =ri-1
=fi_2—Tri—10i-1 =i




2.8 Bemerkung

(a) Ohne die Berechnung vony heifdt (2.7) deeuklidische Algorithmus (EA)
(b) Zur Berechnung degg T brauchen wir nur 3 Speicherplatze.
BeispielprogrammR = 7Z
Eingabea,b e Z
Ausgabed = ggT(a,b)

BEGIN
WHILE b '= 0 DO
r:=amodb
a:=»>b
b:=r
END
RETURN(Jal)
END.
2.9 Beispiel

R=7Z,a=1955b =68
ro=1955r1 =68 x=1,x1=0,y1=1Yyo=0
1955=26-68+51 Xo=Xo—Q1x1=1 Yo =Yo—0O1y1 = —28
68=1-51+17 X3 =X1—QoXo = —1 Ya=y1—Qpy2=1—1-(—28) =29
51=3.174+0
rs=0=-9ggT(195568) = 17und17= 1955 (—1)+68-29

2.10 Bemerkung

SeiR euklidischer Ring und < R
Dannexbel mitl =bR
(Ein Ideal der FornbR heifdstHauptideal Rist einHauptidealring.

Beweis

| ={0} = b=0tuts.

(Trick 1): Seil # {0}und0 # b € | derart, daf¥(b) minimal unter allenv(a),0 #
acl

bRCI,dabel undl <R

(Trick 2): Seiae | = a=qgb+r mitr =0 oderv(r) < v(b).

r=a—gbel,dal 4R

= r = 0nach Wahl von b



3 Endliche Korper
3.1 Bemerkung

SeiK Koérper undKg < K ein Teilkorper (in diesem FAIll heil¥ eine Kdrpererweite-
rung vonKg.

(@)K istKp-VR

(b) IstK ein e.d.Ko-VR undx € K, dann exd € N, so daRl,x,x?, ...,xd l.a. iiber
Ko ist.

Insbesondere exX. € Ko[X], normiert, mitf (x) = 0.

Beweis

(a) Skalare Multiplikation:
Kox K —K,(a,v) — av — Mul. in K
(b) Sein = dimg, K = 1,x,%%,...,x1ist l.a. UiberKg
= es exay,...,aq € Komitd € N,ag #0undy% jax =0
= Beh.

3.2 Satz

(a) SeiKg ein Kdrper,f € Ko[X] irreduzibel mitdeq f) = n.
Seil = fKg[X]. Nach (1.8)(b) isK := Kp[X]/I ein K&rper.
1 : Kg — K,a— a-+1 istinjektiver Ring-Hom.
1(Ko) C K ist Teilkorper.
K ist einn-dim. 1 (Ko)-VR mit Basis,x,x?, ..., X" fir x := X + |

Beweis

(a)1 ist die Komposition zweier Ringhony — Ko[X] — Ko[X]/I, also Ringhom.

1(a)=0

=a+l=0

=acl

=a=0, dal = fKg[X] unddeg f) > 1.

= Kern (1) = {0} = 1 injektiv

Seig € Ko[X].Schreibeg= qf +r mit r = 0 oderdedr) < grad(f)

Sg+l=r+le<xx?, .. x> (Ko-VR Erzeugnis)

Seienay, ...,an-1 € Komit 1 (a)x = 0

= s dax €1 = fKo[X]

=S dax =0 (Grad!)

=1(g)=0 0<i<n-1

= (1,X,...,x"" 1) ist1(Ko)-Basis von K.

(b) SeiKp < K ein erweiterter Kérper, so daf3 K erdimensionaleKop-VR ist. Sei
x € Kund0# f € Ko[X] normiert und von minimalem Grad mitx) = O (f existiert
nach (3.1).

Dann istf irreduzibel undKg[X]/ fKg[X] = Ko[X] < K



Beweis

Die Existenz vonf folt aus (3.1).

Waéref =g-hmit 1 < degg),degh) < deg f), dann istf (x) = 0= g(x)h(x), also
g(x) = 0 oderh(x) =0

= Widerspruch zur Minimalitat vodeq f).

(Bild des EinsetzungshomKp[X] = 1x(Ko[X]) = {h(x)|h € Ko[X]}

= Kerniy) = fKo[X]

~~

(31

= Ko[X]/ fKo[X] = Ko[X]

3.3 Definition und Bemerkung

Sei(A,-) eine endliche abelsche Gruppe (multiplikativ geschrieben).
(a) Firac A) existiertne Nmita" =1
(b) Seia € Aundn € N minimal mita” = 1, n hei3t dieOrdnungvona, geschrieben:
lal :=n
Es gilt: |a|||A]. Istz€ Z mit a* = 1, dann istja) |z (&% == 1,a":= (a })",ne N).
(c) Seiae A. < a>:={a%ze Z} < Aheilt die vora erzeugte Untergruppe von

Esgilt:| <a>|=|al.

(d) A heifRtzyklisch falls a € A existiert mitA=< a >.
(e) Seie=max|al|lac A} = a°= 1vac A(Beh.)
Alist eine endlich abelsche Gruppe.

Beweis

(vgl. den Beweis von (1.2)(b):
a,a?,a’,... wiederholt sich, d.h. esea<i< j e Nmita =al.
=al =1,d.h.(a)
Sein=|a
= {a,a’..,a =1} CAmit|{aa’..,a =1} =n
= la=[<a> A
(1.2)(a)
Schreibez=gn+rmit0<r <n
a=a=a- -(a")=4a
=r=0 ((b), (c) jetzt bewiesen)
Beweis zu (e):
Seia € Amit |a| = e. Angenommen, es ek.€ Amit b® # 1.
=n:=|b| fe
= es ex.p € 1 (Primzahl inN) undk € N mit p¥|n aberp* fe.
Sein=pf-me=p -dmitp Jmp Jd(=k>1)
Setzed :=a” undb/ := b™
= |d| =d,|b'| = p (selbst)ggT(p*,d) =1
= es exx,y € Z mit 1 = p‘x+dy
Hier fehlte mir die Zeit, das Skript fortzuftihren.
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