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1 Einleitendes

1.1 Def. und Bemerkung

Sei(A,+) abelsche Gruppe,U ≤ A
A/U := {a+U |a∈ A}
heißt Menge derRestklassen von A modulo U.
Durch die Verknüpfung
+ : A/U×A/U → A/U, (a+U)+(b+U) = (a+b)+U wird A/U zu einer abel-

schen Gruppe.
Die kanonische Abbildungπ : A→ a/U,a→ a+U ist surjektiver Gruppenhomo-

morphismus.

Beweis:

+ ist wohldefiniert, d.h. repräsentantenunabhängig.
a+U = a′+U , b+U = b′+U
⇒ a−a′ ∈U,b−b′ ∈U
⇒ (a+b)− (a′+b′) ∈U
⇒ (a+b)+U = (a′+b′)+U
π(a+b) = (a+b)+U = (a+U)+(b+U) = π(a)+π(b)
A/U heißtFaktorgruppe von A modulo U.
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1.2 Satz

(a) SeiA eine endlische abelsche Gruppe undU ≤ A. Dann gilt:
|U | | |A| und|A/U |= |A|

|U |
(b) Kleiner Satz von Fermat:
Sei p∈ N eine Primzahl unda∈ Z mit p 6

∣∣a.
Dann gilt:
ap−1 ≡ 1(modulop)
d.h. p

∣∣a( p−1)−1

Beweis:

(a) (1)A/U bildet eine Partition von A (die Restklassen modulo U sind die Fasern der
kanonischen Abb.π).

(2) Für allea∈ A ist die Abb.
U → a+U , u→ a+u eine Bijektion.
Aus (1) + (2) folgt die Behauptung.
(b) Fürx∈ Z sei x̄ := x+ pZ ∈ Z/pZ.
Z/pZ ist Körper.Fp := Z/pZ
⇒ (Z/pZ∗, ·)︸ ︷︷ ︸

Z/pZ\{0}

ist Gruppe.

p 6 |a⇒ ā 6= 0 in Z/pZ
⇒ Die Folgeā, ā2 = ā· ā , ... wiederholt sich (F∗p ist endlich).
⇒ es ex.1≤ i < j ∈ Nmit āi = ā j ⇒ āi− j = 1̄
Seik∈ Nminimal mit āk = 1̄.
⇒ ā, ā2, ..., āk−1, āk = 1 sind paarweise verschieden.
U := {ā, ā2, ..., āk−1} ist Untergruppe vonF∗p
āi · ā j = āi+ j = ār , falls i + j = qh+ r mit 0≤ r < k
ā−1 = āk−1 (Inverses)
ā−2 = āk−2 etc
Aus (a) folgt:k = |U | 6

∣∣|(F∗p, ·)|= p−1
Sei p−1 = qk⇒ āp−1 = āqk = (āk)q = 1̄q = 1̄

1.3 Beispiel

Sei p = 5.
a∈ Z,5 6 ∣∣a⇒ a4−1 ist durch 5 teilbar.
a = 2,24−1 = 16−1 = 15
a = 8,84−1 = 4096−1
84 ≡ (82)2 ≡ (−1)2 ≡ 1(mod5)

1.4 Bemerkung

Die Konstruktion aus (1.1) (Restklassen) macht auch Sinn für nicht-abelsche Gruppen.
Sei(G, ·) Gruppe,H ≤G,g∈G
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gH := {g ·k|k∈ H} Restklasse
G/H := {gH|g∈G} Menge der Restklassen
I.A. ist G/H keine Gruppe (mit der zu (1.1) analogen Konstruktion.

Beispiel:

G = S3,H =< (1 2) >= {1,(1 2)}
Restklassen:
H = 1H = {1,(1 2)}
(1 3)H = {(1 3),(1 2 3)}= (1 2 3)H
(2 3)H = {(2 3),(1 3 2)}= (1 3 2)H
((1 3)(1 2 3) = (1 2))
Wie müssten wir gemäß (1.1)1H · (1 3)H definieren?
(1H)︸︷︷︸

=(1 2)H

·(1 3)H = (1)(1 3)H = (1 3)H

(12)H · (1 3)H = (1 2)(1 3)H = (1 3 2)︸ ︷︷ ︸
6=(1 3)

H

⇒ nicht repräsentanten-unabhängig!1,(1 2) sind die Repräsentanten der Restklas-
se. Die Anwendung von (1.1) ergibt keinewohldefinierteVerknüpfung.

Aber:H = {1,(1 2 3),(1 3 2)}
Restklasse:H = 1H = {1,(1 2 3),(1 3 2)}
(1 2)H = {(1 2),(2 3),(1 3)}
Hier gilt: a ·b∈ H ∀a,b∈ H unda ·b∈ H ∀a,b∈ (1 2)H unda ·b∈ (1 2)H, falls

a undb in verschiedenen Restklassen liegen.
⇒G/H ist Gruppe (mit der Verknüpfung aus (1.1))

1.5 Definition

SeiR ein kommutativer Ring,I ≤ (R,+) heißtIdeal, geschriebenI E R, falls gilt:
r ·a∈ I ∀r ∈ R,a∈ I

1.6 Beispiel

SeiR ein kom. Ring
a∈ R⇒ a ·R := {ar|r ∈ R}E R
(Bemerkung von mir: Das ist zufällig auch ein Hauptideal, da I von a erzeugt wird.

Hauptideale sind die am einfachsten zu bildenden Ideale)

1.7 Definition und Bemerkung

(a) SeiK ein Körper,V K-VR, U ≤V. Dann ist
V/U einK-VR mit der Addition aus (1.1) und der skalaren Multiplikation
· : V/U×V/U →V/U,a→ a · (v+U) := (av)+U
Die kanonische Abb.π :V →V/U,v→ v+U ist ein surjektiver Homomorphismus.
(b) folgt (?)
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Beweis:

Skalare Multiplikation wohldefiniert:
Seia∈ K,v,v′ ∈V mit v+U = v′+U
⇒ v−v′ ∈U ⇒ a(v−v′) ∈U ⇒ av−av′ ∈U
⇒ av+U = av′+U

1.8 Satz - PlatzhalterSatz fuer spaeter

XXX —————– Hier einige Auslassungen

Randbemerkung

Jeder VR der FormV/U heißtFaktorraum.

1.9 Satz (Isomorphie-Satz)

K Körper,V K-VR, U,W ≤V
(U +W)/U ∼= W/(U ∩W)

Beweis

Betrachte:
ϕ : W→ (W+U)/U,w→ w+U
ϕ ist K-linear.
ϕ ist surjektiv:(w+u)+U = w+U = ϕ(w) für w∈W,u∈U
Kern ϕ = W∩U : Fürw inW gilt:
w∈ Kern ϕ⇔ w+U = 0⇔ w∈U ∩W
⇐ (1.10)(W+U)/U = Bild ϕ∼= W/(Kernϕ) = W/(W∩U)

1.10 Korrolar

SeiK Kp, V K-VR, U,W ≤V. Dann gilt:
dimK(W+U)+dimK(W∩U) = dimK(W)+dimK(U)

Beweis

dimK(W+U)−dimK(U) = dimK((W+U)/U) =︸︷︷︸
(1.9)

dimK(W/(W∩U)) = dimK(W)−

dimK(W∩U)

2 Der euklidische Algorithmus

R kommutativer Ring,K Körper
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2.1 Definition

(a)a∈ RheißtNullteiler, falls a 6= 0 ist und einb 6= 0 ex. mitab= 0
(b) R heißtIntegritätsbereich (IB), falls R 6= {0} ist undR keine Nullteiler hat.

2.2 Beispiele

(a)K ist IB.
(b)Z ist IB
(c) Seim∈ N,m≥ 2. Dann gilt:Z/mZ ist IB ⇔mPrimzahl.
(d) K[X] ist IB.

Beweis

(a), (b), (d) klar
(c) "⇒"
Seimkeine Primzahl⇒m= a·b mit 1 < a,b < m
⇒ a+mZ 6= 0 6= b+mZ
aber(a+mZ) · (b+mZ) = ab+mZ= m+mZ= 0
"⇐"
mPrimzahl⇒ Z/mZ ist Körper.

2.3 Definition

R heißteuklidischer Ring, falls Rein IB ist, und eine Abb. (Normaabbildung)
ν : R\{0}→ N0 = N∪{0}
ex., so daß gilt:
Zu a,b∈ r mit b 6= 0 ex.q, r ∈Rmit a= qb+r undr = 0 oderν(r) < ν(b) (Division

mit Rest)

2.4 Beispiele

(a)R= Z,ν(a) = |a| für a 6= 0
(b) R= K[X],ν( f ) = deg( f ) für f 6= 0
(c) R=Z[i] = {a+bi|a,b∈Z} ⊆C (i2 =−1) ν(a+bi) = a2+b2, für (a,b) 6=

(0,0)
(d) R= Z[

√
2] = {a+b

√
2|a,b∈ Z} ⊆ R ν(a+b

√
2) = a2 +2b2,(a,b) 6= (0,0)

Beweis

(a),(b) klar, (c), (d) Übung
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2.5 Definition

Seiena,b∈ R
(1) a|b (a teilt b) :⇔ ex ex.c∈ Rmit a·c = b(⇔ b∈ aR= {ar|r ∈ R})
(2) d∈Rheißt größter gemeinsamer Teiler vona undb, geschriebend = ggT(a,b)

(engl.gcd), falls gilt
(a)d|a undd|b
(b) Istd′ ∈ Rmit d′|a undd′|b, dann giltd′|d
Für a = b = 0 definieren wirggT(a,b) = 0.

Bemerkung

In euklidischenRingen:
Zu a,b∈ R ex.ggT(a,b)
Außerdem: ex.x,y∈ R mit ggT(a,b) = ax+by.

2.6 Bemerkung

Seiend,q,a,b,c∈ R mit c = a+qb. Dann gilt:
d = ggT(a,b)⇔ d = ggT(b,c)

Beweis

a = c+(−q)b
Deshalb genügt es "⇒" zu beweisen.
(a)d|a undd|b⇒ d|b undd|c = a+qb
(b) Seid′ ∈ R mit d′|b undd′|a = c−qb ⇒︸︷︷︸

d=ggT(b,c)

d′|d⇒ d ist ggT(b,c)

2.7 Satz - EEA: Erweiterter Euklidischer Algorithmus

SeiR ein euklidischer Ring mit Normabb.ν : R\{0}→ N0.
Seiena,b∈ R.
Dann ex.x,y∈ R, so daßd = ax+byein ggT vona undb ist.
Der folgende Algorithmus berechnetd,x,y.
Algorithmus: (EEA)
Eingabe:a,b∈ R
Ausgabe:d = ggT(a,b),x,y∈ R mit d = ax+by
(Hier: ν = nu")

BEGIN

r_0 := a
r_1 := b
x_0 := 1
x_1 := 0
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y_0 := 0
y_1 := 1

i := 1

WHILE r_i != 0 DO
Definiere r_i+1 durch

r_i-1 := q_i * r_i + r_i+1 (mit r_i+1 = 0 oder nu(r_i+i) < nu(r_i))
x_i+1 := x_i-1 - q_i * x_i
y_i+1 := y_i-1 - q_i * y_i
i = i + 1

ENDWHILE

d := r_i-1
x := x_i-1
y := y_i-1

END.

Beweis

1. Fall:b = 0
r1 = 0, while-Schleife wird nicht durchlaufen.
i = 1, r i−1 = r0 = a
a = ggT(a,0)
x = x0 = 1,y = y0 = 0
a = xa+yb
2. Fall:b 6= 0
In jedem Durchlauf der while-Schleife wirdν(r i+1) ∈ N0 kleiner (oderr i+1 = 0)
⇒ die Schleife wird nur endlich oft durchlaufen.
Sei n der Wert voni beim letztmaligen Durchlaufen der while-Schleife (vor der

Erhöhung voni)
⇒ rn+1 = 0, rn−1 = qn · rn undrn wird alsd ausgegeben.
Für1≤ i ≤ u gilt: r i−1 = qir i + r i+1

⇒︸︷︷︸
2.6

ggT(a,b)= ggT(v0,v1)= ggT(v1,v2)= ...= ggT(rn−1, rn)= ggT(rn, rn+1)=

ggT(rn,0) = rn

Zeige mit Induktion:
r i = axi +byi für 0≤ i ≤ n
i = 0,1 ok nach Def. vonx0,x1,y1,y0

Sei2≤ i ≤ n.
axi +byi = a(xi−2−qi−1xi−1)+b(yi−2 +qi−1yi−1)
= axi−2 +byi−2︸ ︷︷ ︸

=r i−2

−(axi−1 +bxi−1)︸ ︷︷ ︸
=r i−1

qi−1

= r i−2− r i−1qi−1 = r i
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2.8 Bemerkung

(a) Ohne die Berechnung vonx,y heißt (2.7) dereuklidische Algorithmus (EA).
(b) Zur Berechnung desggT brauchen wir nur 3 Speicherplätze.
Beispielprogramm:R= Z
Eingabe:a,b∈ Z
Ausgabe:d = ggT(a,b)

BEGIN
WHILE b != 0 DO

r := a mod b
a := b
b := r

END
RETURN(|a|)

END.

2.9 Beispiel

R= Z,a = 1955,b = 68
r0 = 1955, r1 = 68,x0 = 1,x1 = 0,y1 = 1,y0 = 0
1955= 26·68+51 x2 = x0−q1x1 = 1 y2 = y0−q1y1 =−28
68= 1·51+17 x3 = x1−q2x2 =−1 y3 = y1−q2y2 = 1−1· (−28) = 29
51= 3 ·17+0
r4 = 0⇒ ggT(1955,68) = 17und17= 1955· (−1)+68·29

2.10 Bemerkung

SeiReuklidischer Ring undI E R
Dann ex.b∈ I mit I = bR
(Ein Ideal der FormbRheißtHauptideal. R ist einHauptidealring).

Beweis

I = {0}⇒ b = 0 tut’s.
(Trick 1): SeiI 6= {0}und0 6= b∈ I derart, daßν(b) minimal unter allenν(a),0 6=

a∈ I
bR⊆ I , dab∈ I undI E R.
(Trick 2): Seia∈ I ⇒ a = qb+ r mit r = 0 oderν(r) < ν(b).
r = a−qb∈ I , daI E R
⇒ r = 0 nach Wahl von b
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3 Endliche Körper

3.1 Bemerkung

SeiK Körper undK0 ≤ K ein Teilkörper (in diesem FAll heißtK eine Körpererweite-
rung vonK0.

(a)K ist K0-VR
(b) Ist K ein e.d.K0-VR undx∈ K, dann ex.d ∈ N, so daß1,x,x2, ...,xd l.a. über

K0 ist.
Insbesondere ex.f ∈ K0[X], normiert, mit f (x) = 0.

Beweis

(a) Skalare Multiplikation:
K0×K → K,(a,v)→ av ← Mul. in K
(b) Sein = dimK0K ⇒ 1,x,x2, ...,xn ist l.a. überK0

⇒ es ex.a0, ...,ad ∈ K0 mit d ∈ N,ad 6= 0 und∑d
i=0aixi = 0

⇒ Beh.

3.2 Satz

(a) SeiK0 ein Körper, f ∈ K0[X] irreduzibel mitdeg( f ) = n.
SeiI = f K0[X]. Nach (1.8)(b) istK := K0[X]/I ein Körper.
ι : K0 → K,a→ a+ I ist injektiver Ring-Hom.
ι(K0)⊆ K ist Teilkörper.
K ist einn-dim. ι(K0)-VR mit Basis1,x,x2, ...,xn−1 für x := X + I

Beweis

(a) ι ist die Komposition zweier Ringhom.K0 → K0[X]→ K0[X]/I , also Ringhom.
ι(a) = 0
⇒ a+ I = 0
⇒ a∈ I
⇒ a = 0, daI = f K0[X] unddeg( f )≥ 1.
⇒ Kern (ι) = {0}⇒ ι injektiv
Seig∈ K0[X].Schreibeg= q f + r mit r = 0 oderdeg(r) < grad( f )
⇒ g+ I = r + I ∈< 1,x,x2, ...,xn−1 > (K0-VR Erzeugnis)
Seiena0, ...,an−1 ∈ K0mit∑n−1

i=0 ι(ai)xi = 0
⇒ ∑n−1

i=0 aixi ∈ I = f K0[X]
⇒ ∑n−1

i=0 aixi = 0 (Grad!)
⇒ ι(ai) = 0 0≤ i ≤ n−1
⇒ (1,x, ...,xn−1) ist ι(K0)-Basis von K.
(b) SeiK0≤ K ein erweiterter Körper, so daß K einn-dimensionalerK0-VR ist. Sei

x∈ K und0 6= f ∈ K0[X] normiert und von minimalem Grad mitf (x) = 0 ( f existiert
nach (3.1).

Dann ist f irreduzibel undK0[X]/ f K0[X]∼= K0[X]≤ K
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Beweis

Die Existenz vonf folt aus (3.1).
Wäre f = g·h mit 1< deg(g),deg(h) < deg( f ), dann istf (x) = 0= g(x)h(x), also

g(x) = 0 oderh(x) = 0
⇒ Widerspruch zur Minimalität vondeg( f ).
(Bild des Einsetzungshom. )K0[X] = ιx(K0[X]) = {h(x)|h∈ K0[X]}
⇒︸︷︷︸

(3.1)

Kern ιx) = f K0[X]

⇒ K0[X]/ f K0[X]∼= K0[X]

3.3 Definition und Bemerkung

Sei(A, ·) eine endliche abelsche Gruppe (multiplikativ geschrieben).
(a) Füra∈ A) existiertn∈ Nmit an = 1
(b) Seia∈Aundn∈Nminimal mitan = 1, nheißt dieOrdnungvona, geschrieben:

|a| := n
Es gilt: |a|

∣∣|A|. Ist z∈ Z mit az = 1, dann ist|a|
∣∣z. (a0 := 1,a−n := (a−1)n,n∈ N).

(c) Seia∈ A . < a >:= {az|z∈ Z} ≤ A heißt die vona erzeugte Untergruppe von
A.

Es gilt: |< a > |= |a|.
(d) A heißtzyklisch, falls a∈ A existiert mitA =< a >.
(e) Seie= max{|a||a∈ A}⇒ ae = 1∀a∈ A (Beh.)
A ist eine endlich abelsche Gruppe.

Beweis

(vgl. den Beweis von (1.2)(b):
a,a2,a3, ... wiederholt sich, d.h. es ex.a≤ i < j ∈ N mit ai = a j .
⇒ a ji = 1,d.h.(a)
Sein = |a|
⇒ {a,a2, ...,an = 1} ⊆ A mit |{a,a2, ...,an = 1}|= n
⇒︸︷︷︸

(1.2)(a)

|a|= |< a > |∣∣|A|

Schreibez= qn+ r mit 0≤ r ≤ n
⇒ a = az = ar · (an)q = ar

⇒ r = 0 ((b), (c) jetzt bewiesen)
Beweis zu (e):
Seia∈ A mit |a|= e. Angenommen, es ex.b∈ A mit be 6= 1.
⇒ n := |b| 6 ∣∣e
⇒ es ex.p∈ ¶ (Primzahl inN) undk∈ Nmit pk

∣∣n aberpk 6 ∣∣e.
Sein = pk ·m,e= pl ·d mit p 6

∣∣m, p 6
∣∣d(⇒ k > l)

Setzea′ := apl
undb′ := bm.

⇒ |a′|= d, |b′|= pk (selbst),ggT(pk,d) = 1
⇒ es ex.x,y∈ Z mit 1 = pkx+dy
Hier fehlte mir die Zeit, das Skript fortzuführen.
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