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Kapitel 1

Skalarprodukte, Spektralsatz fiir R
und C

Sei V ein K-Vektorraum
®: V x V — K Bilinearform

zB. V=Kl Ae Kmn O(z,y) =2"Ay € K

V=P[R) (f.g) = / f(2)g(x)da

¢ symmetrisch & ®(z,y) = @(y, )
Eine symmetrische Bilinearform heifit Skalarprodukt.

Sei B = (vy,...,v,) Basis von V

A= [(I)]B = [(I)(Uiavj)]
B = (v],...,v))

e n

A = [®]p = P¥ D] P
~—

A
P ist Basiswechselmatrix mit P = [Id]p

A und A’ heilen dann kongruent.

Satz 1 (Dimensionssatz)

Sei U <V (U ein Teilraum von V'), dann gilt:
dim U + dim U+ = dim V + dim(U N V™)

Dabei ist Ut = {z € V|®(z,y) =0, Vy € V}
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Satz 2 (Existenz einer Orthogonalbasis)

Ist @ symmetrisch und char K # 2,dim V' < oo, dann existiert eine Orthogonalbasis B,
d.h. eine Basis B mit

[®|p = Diag(ay, ..., q,) o € K

In Kapitel 1 ist K meist IR oder C.

81 Satz von Sylvester
Vor: K <R (K Unterkérper von RR)

(Es wird die Anordnung von R benutzt)
Definition ((semi-)definit)

®: V x V — K Bilinearform heifit positiv (semi-)definit, wenn
O(z,x2) >0 /\x;éQ
zeV

(Negativ (semi-)definit wird entsprechend definiert).

Tragheitssatz von Sylvester

Sei dim V' < oo, ® ein Skalarprodukt, dann gibt es eine Basis B = (vq,...,v,) mit

[®]5 = Diag(a,...,ap, af,...,a.,0,...,0)

Y q7
mit o; > 0 und oz; < 0, und p, ¢ sind durch ® eindeutig bestimmt.

p + ¢q heifit Rang von ¢

p — q heiffit Signatur von ¢

p ist die maximale Dimension eines positiv definiten Teilraums, d.h. eines Teilraums U
mit $yp positiv definit.
q ist die maximale Dimension eines negativ definiten Teilraums.
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Beweis:

Da 141 # 0 existiert also nach Satz 2 (s.0.) eine Basis wie angenommen.
Sei B = (v1,...,vp)
Ul = <U17"'a1}p>

P
Sei nun u = Y x;v; € Uy, dann gilt:
i=1

p
O (u,u) = Z:c? - P (v;,v;) >0 falls  # 0

i=1

Also ist Uy positiv definit.

Zeige ebenso:
Uz = (Upt1,- - -, Uptq) ist negativ definit.

Der Fall Us ist trivial.

Sei nun U <V positiv definit. Zeige dann: dim U < p.
uw € U N Uz 4 Us), also

2
u = x; - P(v,vi) <0

e
TP <0 (wegeni > p+1)

Andererseits gilt v € U = ®(u,u) > 0 fiir u # 0.
Also u =0, d.h. Un (U + Us) = {0}, also gilt:

dimU + dlm(UQ + Ug)
= dim(U + U + Us)
dim(U1 +Us + Ug)
dim U; + dlm(U2 + Ug)
= dimU <dimU; =p

entsprechend fiir q.

Folgerung (Kongruenz symmetrischer Matrizen)

Sei K = IR. Es gibt dann stets B mit

[@]5 = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0).
—_——— N—— —
p q

Zwei symmetrische Matrizen A, A’ sind kongruent, genau dann wenn gilt: A und A’
haben gleichen Rang und gleiche Signatur.



4 KAPITEL 1. SKALARPRODUKTE, SPEKTRALSATZ FUR R UND C

Beispiel

Sei n = 2 und K = R. Dann sind dies alle moglichen Matrizen von Mat(2,R) bis auf
kongruente Matrizen.

10 1 0 10 0 0

(o 1) (o %) =(0s) (53)

Rang 2 2 1 0
Signatur + 2 0 +1 0

Ist @ positiv definit, dann ist det[®]p > 0 (klar, wenn [®]p = Diag(ay,...,a,))
Es ist:

det[®]p = det(P"[®]|pP)
= (detP)*-a;-...-a, >0

Satz 2 (Entscheidungsverfahren fiir positive Definitheit)
[CD]B = [aij] € Knxn’ B = (/017 e 7vn)

ay;y ... Qig
® positiv definit < det oo >0 firk=1,...,n

Q1 ... Qg

Beweis:

=): SeiU = (v1,...,05)
® positiv definit = @[y, 7, positiv definit!

<): Induktion nach n

n=1: trival
n—on+1: U= {(v1,...,05-1)
®|py«u ist nach Induktionsannahme positiv definit
dimU+dimU*t =dimV + dim(U NV
—_——  —=— \ ,
n—l1 1 =0, da VL={0} , weildet[a;;]#0
also dimU+t =1, UL = (u).
Wiéhle Orthogonalbasis B’ = (uq,...,un—1) von U (beziiglich ®|y«yr)
[@|U><U]B’ :Diag(dl,...,dn,l) mit d; >0 t=1,...,n

V=U+U", weil UNnU* = {0}
B"” = (u1,...,Un—1,u) Basis von V

a1 Lo A1k
1det([CI>]kaUK):det >0
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det[(I)]B// = det[aij] x>0
———
>0

= dydy - d
>0 >0

Nach Satz von Sylvester ist ¢ positiv definit.

Bemerkung

Das ist kein praktisches Kriterium.

Definition (euklidischer Vektorraum)

Euklidischer Vektorraum = (V, @)

(i) V IR-Vektorraum
(ii) &: VxV — R positiv-definit

Das Analogon fiir K = C sind ...

§2 Unitidre Riume

Beispiel

VvV =q¢! O(z,y) = inyi = 2%y ist nicht positiv, € IR allgemein.

(1)) =0

Definition (komplexe Zahlen)

Firz € C,z =z +1iy (xz,y € R), sei Z = = — iy konjugiert komplexes Element zu z.

—
—

e vl

z
C

Zl+22:Z_1+Z_2
2129 =71 22
mtz=zundz=2& 2R
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Definition (Betrag einer komplexen Zahl)

lz| =Vz-Z

A= [aij] € (Dmxn ﬁ = [a_”] c (Dmxn

Rechenregel
Fiir alle A € C™", B € ¢
ATB = A+
A-B = A-B
Fiir alle A € C™"
det A = det A.

U: ™ x ¢ S ¢
‘Il(:v,y) = $tr@ = Z iy,
i—1

dann ¥(z,z) = > z;7; > 0 € R, fallsz # 0
i=1
W ist nicht bilinear:

U(zr,sy) = z"-5- (s € R)
S

Definition (Sesquilinearform)

Eine Abbildung ¥U: V x V — € (V C-Vektorraum) heifit Sesquilinearform, wenn

U(svy +vg,w) = sY(v1,w) + V(vg, w)
U(v, swy +we) = SY(v,wy)+ V(v,ws)
fiir alle s € C ; vy, v9, v, wy,wy,w € V

U heiffit hermitesch, wenn auflerdem

U(v,w) =¥(w,v)

Eine hermitesche Form heifit positiv definit, wenn W(v,v) > 0 fiir alle v € V, v #0

Definition (unitirer Raum)
(V,¥) unitirer Raum :&

(i) V' C-Vektorraum

(ii) W ist positiv definite hermitesche Form
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Beispiel

(€™, U) unitdrer Raum
V(z,y) ="y

Bemerkung

B = (vy,...,v,) Basis von V (C-Vektorraum)
U: V x V — € Sesquilinearform
[\II]B = [\If('l}i,?]i)] € (Enxn

B’ = (v,...,v)) Basis P = pld]p = [ps] v = sz-jvi

=1
n

U(v;,vf) = ‘I’< Dki - Uk sz] Uj>
k

= Pki - Dyj - W (vg, vr)
k=1 I=1
(U] = P& [U]- P
2.B. det[¥]p = det[¥]p - | det P|?
N——

>0
Ist B = (v1,...,v,) Basis von V, ¥ Sesquilinearform und [¥(v;, v;)] = [V]p.
xy
v = invi w = Zyivj cp(v) =
i j T,

U(v,w) = Z x; U (vi,v)7;
4,7

Bemerkung 1
U hermitesch < [¥]p = A hermitesch EAar—Ae A" = A

1 14

7.B. 1st( 1_i 9

) eine hermitesche Matrix.
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Bemerkung 2

Ist ¥ eine hermitesche Form, so folgt
(i) Y(v,w) =0« ¥(w,v) =0
(ii) U(v,v) € R

Definition (nicht ausgeartet)

Ut ={veVNueUY¥(u,v)=0}fir U <V.
Bei festgewahlter Sesquilinearform W ist

V4 = RadV.

def

U ist nicht ausgeartet < V+ = {0}.

Satz 1 (Eigenschaften der Sesquilinearform)

Ist dim V' < oo, ¥ Sesquilinearform auf V', B Basis von V; dann gilt

a) dimV+ =dimV — Rg[¥]g,

b) dim U+ +dimU = dim V + dim(U N V1),
und wenn ¥ hermitesch

c) Es gibt Basis B’ von V' mit

[(U]p = Diag(1,...,1,—1,...,—1,0,...,0),
—_—— —— ——
p q
wobei p, ¢ eindeutig bestimmt sind.

Beweis:

Praktisch genau wie bei den Bilinearformen.

83 Adjungierte Abbildungen

Vor.: V K-Vektorraum und
(i) ®: V x V — K nichtausgeartete Bilinearform
oder
(ii)) ®: V x V — C nichtausgeartete Sesquilinearform

Im Fall (i) sei 5 = s fiir alle s € K.
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Definition (Adjungierte)
Sei ¢ € End(V') gegeben (d.h. ¢: V' — V ist linear). Gilt fiir ein ¢* € End(V)

A 2(p(v),w) = @0, (w))

v,weV

so heifit ¢* adjungiert zu ¢, bzw. ¢* ist die Adjungierte zu .

Bemerkung

Gibt es zu ¢ € End(V) eine Adjungierte ¢*, so ist ¢* eindeutig bestimmt, denn ange-
nommen, ©* und ¢° seien Adjungierte, dann:

N Slew),w) = &(v, 0" (w)) = (v, ¢°(w)) = 0= B(v, " (w) —°(w) )

v,weV

P
=0, da ® nicht ausgeartet

Satz 1 (Existenz der Adjungierten)

Ist dimV = n < oo, so hat jedes ¢ € End(V) eine Adjungierte ¢*. Ist B = (vy,...,v,)
Basis von V', [®]p = A, glp|p = F, dann gilt

Ble'ls = A7 plyl A
Insbesondere, falls B eine Orthonormalbasis ist, d.h. A = E,, gilt

sol2)

sle*]s = Blel%

Beweis:

Da ® nicht ausgeartet ist, ist A = [®]p invertierbar.

I

O(v,w) =P (invi,Zyj vj> =z Ay T = =cp(v)
@ J

Ty,
o(v) = > ;- p(v;) hat den Koordinatenvektor F -z, F' = g[y¢|p.
O(p(v),w) = (F-2)" A7

(Etr'Ftr'A'g
= 2" A ALFYALy

S|

tr

(A7 F - A-g)
—_— —tr —
1. Ay,

VA
= 7. A.

T

ep(p*(w))

wobei [p*]p = A~L P A=AT FU A st
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Bemerkung (Nichtexistenz der Adjungierten)

Ist dim V' = oo, so existiert nicht immer eine Adjungierte zu ¢ € End(V).

Beispiel
Sei V' = P(R) = {reelle Polynomfunktionen}.

1

(f,g) = /f(l’)g(x) dz.

[y

v

p: V. —
f = f (Ableitung)

Beh.: ¢* existiert nicht.

Beweis:

Angenommen, ¢* existiert doch!

o' (f)=frev  fgeV,

Wahle zu g e V

frae @ =1 (o (@) + g @)

also muf

gt (x)=0 Vze(-1,1)

g'(z) +
Ha)=—¢'(x) VgeV

g (
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AlsoV f,g e V:

(D(f/ag) = (I)(f’ -
f(x)g'(x) da

[ r@o@an - f/

q)
1
1

Zum Beispiel:

fix — 1, linke Seite = 0
g:x +— x, rechte Seite = -2
Widerspruch!

Satz 2 (Rechenregeln fiir Adjungierte)
Seien ¢, 1 € End(V) und dim V' < co. Dann gilt

a) (p+9) ="+

b) (cp)r =ce".

c) (pot))" =y oy

d) (¢*)* = ¢, falls & symmetrisch bzw. hermitesch.
Beweis

a) Ubung

b) Ubung

¢) (pot(v),w) = B(p(1h(v)),w) = B((v), " (w)) = B(v, ¥~ 0 Y*,w)
Also (po )" = 4% o

d) @(p(v), w) = @(v, " (w))
© nicht ausgeartet = ¢(v) = p**(v

_

g4 Selbstadjungierte und normale Endomorphismen

Vor.: V K-Vektorraum und
(i) ®: V x V — K nichtausgeartete Bilinearform
oder
(ii) ®: V x V — C nichtausgeartete Sesquilinearform

Im Fall (i) sei 5 = s fiir alle s € K.

11

Frage: Sei ¢ € End(V), wann exisitiert eine Orthogonalbasis B beziiglich & aus Eigen-

vektoren von ¢, d.h. [®]g = Diag(ds,...,d,) und glp|p = Diag(ty, ...
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Bemerkung
Angenommen, es existiert eine solche Basis, sogar mit d; = ... = d,, = 1, d.h. B ON-
Basis, und plp*|p = ple]% = Diag(ty,...,t,) (t; Eigenwerte), also falls & Bilinearform

t=1)=¢"=¢
Ist K= €, ® hermitesch, so mufl zumindest ¢ o p* = ¢* 0  sein (weil Diagonalmatrizen
vertauschbar sind)

Definition (selbstadjungiert und normal)

¢ selbstadjungiert & ¢ = ¢~

¢ normal :& pop* =p*op

Satz 1 (Kriterium fiir Selbstadjungierte und Normale)

Vor.: dimV < oo, ¢ € End(V), gibt es ON-Basis aus Eigenvektoren von ¢, so ist
Beh.: (i) ¢ selbstadjugiert, falls & Bilinearform, bzw.
(ii) ¢ normal, falls ® hermintesch (K= C)

Bemerkung

¢ selbstadjungiert = ¢ normal

Lemma 1 (Invarianz orthogonaler Ridume)
Ist U C V, p-invariant = U+ ist ¢* -invariant

Beweis:

U ist @-invariant < (w € U = p(w) € U). Sei w € U™.
Z.z.. ¢*(w) € UL Sei u € U beliebig ®(u,¢*(w)) = ®(p(u),w) = 0 (Das Skalarprodukt ® von
u € Uund p*(w) € UL ist Null.)

O

Lemma 2 (Orthogonalitit von Eigenvektoren)

Vor.: ®(v,v) =0 = v =0 und ¢ sei normal.

Beh.: a) Jeder Eigenvektor von ¢ (mit Eigenwert t) ist Eigenvektor von ¢* zum Ei-
genwert ¢

b) Eigenvektoren von ¢ zu verschiedenen Eigenwerten sind orthogonal.
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Beweis:

a)

Z.z.: o(v)=t-v=¢*(v)=1 v

Zz.: (p—t-Id)(v) =0= (p*—t-Id)(v) =0
Setze ¢ := ¢ — t - Id, dann ist * = p* —t-Id
Mit pist auch v normal.

Yoyt =pop” —tp" —tp+tild=y oy
Zz.:. Yv(v)=0 < ¢*(v)=0

0 )
(p(v), ¥(v)) =0 (¥ (v),9"(v)) = 0 (§3 Satz 2)

D(P(v),9(v) = B(v, 9" 0 P(v)) = (v, ¥ 0 ™ (v)) = (v, ™" (Y™ (v))) = S(Y*(v), ¥ (v))

=)y
b) Seit; #te € K und ¢(wy) = t1wy , w(ws) = taws
zu zeigen: ®(wy,wy) =0
th®(wi,we) = O(tiwi,wz) = P(p(wi),wz) = @(wi,p*(w2))
2) P(wi, tawe) = ta®(wi,w2) = taP(wi,ws)
Das ist dquivalent zu:
(tl — tz) @(wl,wg) = 0
———
£0
nach Vor.
= <I>(w1,w2) =0
Folgerung

13

Ist ®(v,v) # 0 fiir alle v € V\ {0} und ist ¢ selbstadjungiert und ¢ Eigenwert von ¢, so
ist t = t.

Satz 2 (Existenz reeller Eigenwerte)

a) Sei (V,®) n-dimensionaler euklidischer Raum und ¢ € End(V') selbstadjungiert,

b)

dann hat ¢ einen reellen Eigenwert.

Jede reelle symmetrische Matrix hat einen reellen Eigenwert.
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Beweis:

Sei B ON-Basis von V (in einem euklidischen Raum gibt es das). Nun gilt:
@ selbstadjungiert & A = glplp = AT = Av

beachte Fall i), d.h. K =R

Eigenwerte von ¢ sind Eigenwerte von A

Sei nun W = €™*! mit Standardbasis B’
definiere dann:

v W - W

r — Az

und
n
U(z,y)=a"G=) zi-U
=1

Dann ist (C™*!, ¥) unitérer Raum und g[y)|pr = A. Weiterhin ist 1 selbstadjungiert beziiglich ¥, denn

\Il(w(x),y) = \I/(A.’E,y) (Aaj)tr Y
naCh:VOr. [Etr . Ai:g _ \II({L‘7 '(/)(y))

Sei t € C Nullstelle des charakteristischen Polynoms y 4. t existiert nach dem Fundamentalsatz der
Algebra (Beweis: siehe Analysis IT). Dann ist ¢ Eigenwert von 1 selbstadjungiert. Nach der Folgerung
gilt: t =t =t € R. Also hat ¢ reellen Eigenwert.

O

Bemerkung

Fiir n = 2 kann man das direkt nachrechnen:

- (20)

Es ist nun:

Xa=det(XEy — A) = X%~ (a+b) X + (ab— ¢?)
—— ——
Spur A det A

Nullstellen sind nun (vergleiche Mittelstufe):

b1
t, b a; /(a0 — 4(ab— )
1
_ a;bi§ (@a—b’+42) € R
— ——

>0
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§5 Der Spektralsatz

Satz 1 (Spektralsatz)

Ist (V, ®) n-dimensionaler euklidischer oder unitéirer Raum und ¢ € End(V'), dann gibt
es eine ON-Basis aus Eigenvektoren von ¢, wenn

a) (im Fall (V, ®) euklidisch) ¢ selbstadjungiert
b) (im Fall (V, ®) unitér) ¢ normal
ist.

Beweis:

1. Richtung siehe §4 Satz 1 zu zeigen also noch die 2. Richtung.

Sei also ¢ selbstadjungiert bzw. normal. Fiihre nun Induktion nach n = dim V' durch.
n=1: trivial

Sei also n > 1

Sei w; ein Eigenvektor von ¢. Ist (V, ®) euklidisch, dann existiert w; nach §4 Satz 2, ist (V, ®) unitir,
existiert w; nach dem Fundamentalsatz der Algebra.

Setze:

1
V] = ——— -

@(wl, wl)

dann ist v; normiert und es gilt p(v1) = t1v1 mit t; € K

Also ist U = {v1) ¢-invariant. Nach Lemma 1 ist UL (*-invariant.

Im Fall a) ist ¢ = ¢*, also U auch g-invariant.

Im Fall b) ist v; auch Eigenvektor von ¢* (84 Lemma 2) zum Eigenwert ¢1. U = (v1) ist also p*-invariant,
also U+ ¢**-invariant, da ¢ normal ist. D.h. U" ist p-invariant.

In jedem Fall ist UL ¢-invariant.

Wir wissen:

dimU +dimU* = dim V +dim(V+ N U).
—— ———— —— ,
1 n—1 n 0
Alsoist UNUL =0,dh. V=Ua Ut
Dann ist (UL, ® |14 po) (n — 1)-dimensionaler euklidischer bzw. unitérer Raum.
@|yr: U+ — Ut ist ein Endomorphismus von U+, da Ut g-invariant ist.

Also ist |y wie @ selbstadjungiert bzw. normal.

Nach Induktionsannahme hat U~ eine ON-Basis aus Eigenvektoren (vg, . .., v,) von ¢|y.. Dann besteht
(v1,v2,...,v,) aus Eigenvektoren von ¢.

d
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Bemerkung

Fiir Matrizen bedeutet der Spektralsatz:

Sei B ON-Basis von V', ¢ € End(V), A =g[¢|5
@ selbstadjungiert bzw. normal bedeutet:

Fall (i) A= A"

Fall (i) A-A"=A". 4

Nach dem Spektralsatz existiert eine ON-Basis B’ aus Eigenvektoren:
B’[SO]B' = Diag(tl, Ce ;tn) = P_l AP
mit P = p/[Id]p € GL(n, K) und es gilt:

E, = [®]p = P"[®]|pP = P" - P.

Folgerung
Falls A € R™" existiert wegen A" = A
P e GL(n,R) mit P*- P=FE, und P~'- A- P = diag(ty,...,t,)

Falls A € C""" existiert wegen A - AT =A". A
P € GL(n,C) mit P"-P=FE, und P*- A- P = diag(ty,...,t,)

Definition (Orthogonalitit und Unitéritét)

P € R"™" orthogonal, wenn P" - P = E,
P € C™" unitir, wenn P .P=E,
(d.h. P~' = P¥ bzw. P~1 = P")

P: [pla"'vpn]
P - P = [pi'p;] = 0]

beachte P orthogonal < die Spalten von P bilden ON-Basis von IR™*" beziiglich
Standardskalarprodukt

beachte P unitéar < die Spalten von P bilden ON-Basis von C"*" beziiglich
Standardskalarprodukt

Beachte P orthogonal oder unitdr = P normal.

Folgerung (Spektralsatz fiir Matrizen)

Ist A € R™" symmetrisch (oder A € C™*" normal) so gibt es P € R"™*" orthogonal
(bzw. P € C™ " unitér) mit

P'-A-P=Diag(ty,... t,) =P -A-P
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Folgerung (Spektralsatz fiir symmetrische Bilinearformen bzw. hermitesche
Formen)

Vor.:  Sei (V, ®) n-dimensionaler euklidischer bzw. unitédrer Raum
Sei U: V x V — K zusitzliche symmetrische Bilinearform mit K = R (bzw.
hermitesche Form mit K = C)

Beh.: Dann gibt es eine ON-Basis B = (vq,...,v,) (beziiglich @), d.h. ®(v;,v;) = 6;;
mit [\D]B = Diag(tl, c. ,tn) und \I/('Ui, Uj) = 52]tz

Beweis:

Sei B’ = (v],...,v]) beliebig ON-Basis (beziiglich ®)
[U]p = A € K™ symmetrisch bzw. hermitesch A = A™

(A hermitesch A = A" A normal)
Nach Folgerung 1 (Spektralsatz fiir Matrizen) existiert P € GL(n, K) orthogonal bzw. unitir mit

P! A.P =Diag(ty,....t,) = P - A-P=[¥]p

wobei B = (v1,...,v,) definiert ist durch

F:B’[Id]B pP= [pzj ecnxn UJ zplj U;

Definition (quadratische Form)
¢: V — K heiBt quadratische Form (V' K-Vektorraum, dim V' < 00), wenn es eine
Bilinearform ®: V x V' — K gibt mit ¢(v) = ®(v,v).
Bemerkung
1) Ist (vy,...,v,) K-Basis von V und ¢: V — K quadratische Form, so ist
q <Z xﬂh‘) = Z%’j%?/p
Y]

wenn [a;;] = [®]s
¢ zugehorige Bilinearform, ®(v;, v;) = a;;

2) Char K # 2 und ¢: V — K quadratische Form , dann existiert auch symmetrische

Bilinearform ¥ mit ¢(v) = W(v,v), denn ist ® nicht symmetrisch, dann definiere

U(v,w) == (P(v,w) + &(w,v)) U(v,v) = ®(v,v) = q(v)

N | —
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Beispiel
¢ R¥>*' - R
xy
To — Sxf — 2x120 + ng + 2x§ quadratische Form V — IR
T3
U R x R — R
3 -1 0
(z,y) o™ | =1 3 0 | -y=3wy — Loy — loay
0 0 2
3 -1 0 3 =20
q(x) = 2™ -1 3 0 r=2"-| 0 3 0 | =z
0o 0 2 0 0 2

Folgerung (Spektralsatz fiir quadratische Formen)

Ist (V,®) n-dimensionaler euklidischer Raum, ¢: V' — IR quadratische Form, dann exi-
stiert ON-Basis B = (vy,...,v,) mit

q <Zn: xi%’) = Zn:tzl’?
i—1 i—1

Beispiel: Hauptachsentransformation homogener Fall

q wie oben, ¥ ebenso

3 -1 0
0o 0 2
Q= {x € ]R3X3| q(z) = 4} = {x ‘3x% — 27119 + 375 —|—2x§ = 4}‘

Es gibt ON-Basis B = (vq, v2, v3) mit
[U]p = Diag(ty, ta,t3) = P"-A-P=P ' A-P  mitP = g[ld]

Q= {Zyivi
X -3 1 0

xa = det(XEs — A) = det 1 X-3 0 = (X —2)?- (X —4)
0 0 X-2

tyt + toys +tays = y} t; sind die Eigenwerte von A

th=ty=2 ty=4

Q= {Zyz‘vi 2y1 + 295 +4y3 = 4} = {Zyivi

Dies ist ein Rotationsellipsoid mit Achsen v/2,v/2, 1.
U1, U9, v3 konnen als normierte Eigenvektoren von A gewahlt werden.

2 2
Y1 Y 2

= 4+ == =15.
2+2+y3 }
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§6 Orthogonale und unitire Abbildungen

Vor: &: V x V — K symmetrische Bilinearform oder hermitesche Form

Definition (Isometrie)

¢ € End(V) heifit Isometrie von (V, ®), wenn
(i) ¢ bijektiv
(ii) ®(p(v), p(w)) = ®(v,w) Yv,w eV

OV, ®) = {p: V — V|plsometrie}

Ist (V, ®) euklidischer Raum, so heifit ¢ € O(V, ®) orthogonale Abbildung.
Ist (V, @) unitédrer Raum, so heifit ¢ € O(V, ®) unitire Abbildung.

[®|p = Diag(1,...,1,—1), K = IR, so heifit ¢ € O(V, ) Lorentz-Abbildung.

Bemerkung
a) O(V,®) ist stets eine Gruppe.

b) Ist ® nicht ausgeartet, so braucht man nicht zu fordern, dafl ¢ bijektiv ist. Beides
folgt aus (ii).

c) ® sei nicht ausgeartet, dim V' < oo, dann ist ¢ € O(V, ®) & ¢* = ¢!, denn
D(p(v), p(w)) = (v, ¢" 0 p(w)) = ®(v,w)  Vo,weV

= prop(w) =w = ¢* =p !

d) Sei ® nicht ausgeartet.
[®]p =F € K™", B = (vq,...,v,)Basis von V'

n n
v = E 05, w = E Tw;, Blolp =A
=1 =1

=

=

E
I

xtng o
D(p(v), p(w)) = (Az)"FAy
= " (A"F A)-5y

pEOWd) o F=A"F. 4

Spezialfall: F' = E,,, B ON-Basis

peOV,0) & A" A = E,
& Al = AT
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Folgerung

1

® nicht ausgeartet, dimV < oo, ¢ € O(V, ®) = pnormal (weilp o o=t = 71 0 )

Nach Spektralsatz gilt:
(V, ®) unitdrer Raum, dim V' < oo, so: @ unitar = ¢ diagonalisierbar.

O0,(R) ={A e R"™"| A-A" = E,} orthogonale Gruppe
U,(C) = {Aec C”™| A-A" = E,} unitire Gruppe

O, (IR) ist isomorph zu O(V, @), falls (V, ®) n-dimensionaler euklidischer Raum.
U, (C) ist isomorph zu O(V, ®), falls (V, ®) n-dimensionaler unitidrer Raum.

Der Isomorphismus lautet ¢ — gly|p, falls B ON-Basis von V

Satz 1 (Eigenschaften unitirer Abbildungen)

Sei (V, ®) n-dimensionaler unitarer Raum, ¢ € End(V)

a) ¢ unitdr = V hat ON-Basis aus Eigenvektoren von ¢ und alle Eigenvektoren von
¢ haben Betrag 1

b) A€ U,(C)= IP € U,(C)mit PLAP = Diag(ty,...,t,) mit t; - t; = |t;|* = 1

¢) @ unitdr < ¢ normal und alle Eigenwerte ¢; von ¢ erfiillen |¢;| = 1

Beweis:

a) Nach Bemerkung c) ist p* = ¢~}

(p(v) =t -vmitv £ 0) - -
O(v,v) = P(p(w), (V) =t -v,t-v)=t-1-®(v,v) =t-t=1
—— ——

#0 #0

, also ¢ normal; wende Spektralsatz an. Sei ¢t Eigenwert von ¢

b) folgt aus a) (bzw. Spektralsatz fiir Matrizen)
c) =): siehe a)

<): ¢ sei normal und alle Eigenwerte haben Betrag 1.
Nach Spektralsatz existiert eine ON-Basis B mit g[p]g = Diag(ty,...,tn);t; - t; =1

i . - = . — _ _
sle*ls = Blylp = Diag(hy, ..., T,) = Diag(ty ..., t,") = Blp~'In
Also: p* =¢p~! = Beh.
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Satz 2 (Eigenschaften orthogonaler Abbildungen)

Sei (V, ®) n-dimensionaler euklidischer Raum. ¢ € End(V') sei orthogonal.

Dann gilt:

a) Ist t € R Eigenwert von ¢, so ist t = +1.

b) Es gibt eine ON-Basis B von V mit

slels = Diag(1,...,1,~1,...,~1,D(0), ..., D(6,))

cos(f) —sin(0)

p0= (5w ) <m

Beweis:

¢ (v)
2(v,v)

=t-
v) =

;éo

vundv #0,t € K =R

D (p(v), p(v)) = ®(tv, tv) =2 - ®(v,v) = t? = 1 = Beh.
#£0

b) Induktion nach n

n = 1: trivial

n > 1: 2 Fille

1. Fall:

2. Fall:

¢ habe Eigenwert in R.

Sei nun vy ein normierter Eigenvektor, U = (v1)

U™ ist ¢* -invariant, also auch ¢~ !-invariant

= 2 U+ p-invariant.

Wende nun Induktionsannahme auf (U, ®|; . ) und ol an:

es gibt Basis B’ = (vg,...,v,) mit [p|y1] = Diag(1,...,—1,D(6;),...,D(6,))
Setze B = (v1,...,vp)
© habe keinen reellen Eigenwert. Sei B’ = (v}, ..., v]) beliebige ON-Basis.

plplp = A € R™" ist orthogonale Matrix (A~! = A™)

Fasse A auf als Matrix in C:

A ist unitdr = In C hat A also Eigenwerte und zwar nach Satz 1 solche vom Betrag 1.
t = cos(f) + ¢ - sin(6) sei einer.

z € C sei normiert mit |z|? = 2

z=x+i-y x,yec R

AZ =1 - z also auch t ist Eigenwert mit Eigenvektor Zz.

Nach Vor. ist t # ;2 und 7z sind als Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten
orthogonal (A normal)

0=2"-Z=2"2 z=z+i-y)

0= (zj+i-y)a;+i-y;)= > (27 —y;)+2i- lez:j~yj-
=

j=1 j=1
Also Zx] = Zyj/\z%y]—()
Jj=1 Jj=1 Jj=1
2 NN(2 ., 2 N9
2=|z-7| :Zl(m]+yj):2zli
J j=
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n
also: z,y € R™*! le? = Z y?=1
j= J

i=1
Dann: ®(vy,v2) =0 P(vs,v;) =1 miti=1,2

A(x +iy) = (cos(8) + i - sin(0))(z + iy)
Az = cos(f)z — sin(0)y
Ay = sin(0)x + cos(0)y

n
o — o
Setze: v1 = Zl TV
j=
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w(v1) = cos(0)vy — sin(f)vy
(va) = sin(@)vy + cos(f)va
Setze U = (v1,v3). Wende Induktion an auf U+ ON-Basis B’ = (vs,...,v,) mit

[¢ly1] = Diag(D(02), ..., D(0,))
vp) und 0 =

Setze B = (v1,v2,. ..,

§7 Polardarstellung

(V, ®) n-dimensionaler unitarer Raum

1 (V=0)
zeC (<)
zZEEB (<—>)

Jedes z € C hat eine ein-
deutige Darstellung in der
Form z =z + 1y

|z =1,z€ C (<)

—0.

allgemein

C"" «— ¢ € End(V)
A* = A — o* (ON-Basis notig)
p selbstadjungiert

Satz 1

Jedes ¢ € End(V) hat eine eindeu-
tige Darstellung in der Form

© = 1 + i mit ] = p1, 5 = 2

v - " =1Id < @ unitéar

Satz 1 (additive Selbstadjungierten-Zerlegung)

Jedes ¢ € End(V) hat eine eindeutige Darstellung in der Form ¢ = ¢; +ips mit

P1 = P1, P53 = Pa.

Beweis:

a) Eindeutigkeit:

angenommen ¢ = @1 +i- 27 = ¢;,j = 1,2 dann

O =p1+1i-p2
S =1 — 1

addiere die Gleichungen: = ¢ + ¢* =21 & 1 =

(#5)
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1= 1(p+ %)

Es folgt
{ P2 = 5 ( — %)

} , also ¢ eindeutig bestimmt.

b) Existenz:
Definiere zu ¢ ein ¢1 := (¢ + ¢*) und ¢y := 5 (¢ — ¢*), dann folgt ] = @1, Y5 = @2 und
p=p1ti p
O

Definition (positiv (Semi-)Definitheit von Endomorphismen)

¢ € End(V) heifit positiv definit, wenn ¢* = ¢ und ®(¢(v),v) > 0 fiir alle v # 0.

¢ € End(V) heifit positiv semidefinit, wenn ¢* = ¢ und ®(p(v),v) > 0 fiir alle v # 0.
Bemerkung

¢ € End(V), ¢ > 0 d.h. positiv definit

& O, (v,w)(= P(p(v), w)) bilinear und ¢ positiv definit

Beachte

®,, ist (mit ®)hermitesche Form, da ¢* = ¢ und
O, (v, w) = B(p(v), w) = B(v, " (w)) = (p(w),v) = By(w,v)

Lemma 1

Sei ¢ € End(V), dann gilt:

¢ > 0 < ¢ normal und alle Eigenwerte von ¢ sind > 0.

¢ > 0 < ¢ normal und alle Eigenwerte von ¢ sind > 0.

¢ unitdr < ¢ normal und alle Eigenwerte haben Betrag 1 (siehe §6).

Beweis:
=): Wegen ¢* = ¢ ist ¢ normal, also existiert ON-Basis B = (vy, ldots, v,) (Spektralsatz) mit
Blyls = Diag(t1,...,t,) =B [¢|s = Diag(t1,...,t,) alsot; € R
t; = ®(tvi,v;) = P(p(vi),v;) > (bzw. >)0, beachtev; # 0
<): Nach Spektralsatz existiert B = (vy,. .., v,) ON-Basis mit

Blyls = Diag(ty, ..., tn)  t; > (bzw. >)0.
v = wai eV
=1

D(p(v),v) = CID(z;L:l x;tv;, Z: xjv;)

-

tixixj > 0,’0 7é 0
1 v
>0

?
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Lemma 2

Ist n > 0,7 € End(V)und k € N,
so existiert eindeutig ¢ € End(V), & > 0 mit ¥ =

Beweis:
Es existiert ON-Basis B = (v1,...v,) mit glp|p = diag (t1,...t,) und t; > 0.
Definiere nun ¢ durch g[¢]p = diag (/1,...3/%,), so gilt: ¢F =7

Satz 2 (Polardarstellung)

Jedes ¢ € End(V) hat Darstellung in der Form ¢ = € on mit ¢ und n > 0 (d.h. n
positiv semidefinit), dabei ist es eindeutig bestimmt und ¢ eindeutig, wenn ¢ invertierbar.
(Polardarstellung von ¢ / Polarzerlegung von )

Beweis:

Eindeutigkeit: Angenommen ¢ = con mit e* =& ! und 7 > 0,0* =n*oe* =noe 1.

Also p*op=noc tocon=n

Allgemein ist ¢*p > 0, denn ®(p*p(v),v) = P(p((v), ™ (v) > 0 und (p*)* = P*p, also
> 0.

Nach Lemma 2 existiert n > 0 mit p*¢ = n?.
D(p(v),p(v) = (v, p*p(v)) = (v, n*(v) =
also Kernp = Kernn

o bijektiv < n bijektiv.

P(n(v),n(v)), also ¢ = 0 < n(v) =0,

Existenz: Sei ¢ bijektiv, also auch n (gesucht e mit p = e on ) setze einfach e := pon=i,

dann ist € unitar.

1 1 1

Beweis hiervon: ¢* =9 op* =n71.0*, da n* =ne*e =n L *en~! =id, also ¢ unitér.
~—

:772
Fiir den Fall ¢ nicht bijektiv: sieche Ubung



Kapitel 2

Normalformen von Matrizen und
Elementarteiler

§1 Aquivalenz und Ahnlichkeit von Matrizen

R kommutativer Ring (mit Eins)
GL(n,R) ={A e R™"3A e R™"}  AA'=AT'A=E,

Beispiel

[(1] 3] ¢ GL(2,Z), [; _01 } e GL(2, Z)

Definition (Aquivalenz und Ahnlichkeit)

A, A" € R™*™ dquivalent < 3P € GL(m, R) und Q € GL(n,R) mit P- A-Q = A’
A, A" € R ghnlich :< 3P € GL(n, R) mit A/ =P~'-A.- P
Offensichtlich A, A" dhnlich = A, A" d4quivalent.

Bemerkung 1

p: V. — W linear; V. W K-Vektorrdaume endlicher Dimension
B, B" Basen von V; C,C" Basen von W

ol = P clelp - Q, also o] und ¢l dquivalent

P = oldc, Q = p[ld]s

fir o € End(V) gilt: p/lp]p und pl¢]p sind dhnlich.

Bemerkung 2

A A e K™, K Korper A, A’ dquivalent < A’ entsteht aus A durch elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen (Jede Zeilen- bzw. Spaltenoperation kann man durch Multipli-
kation von Elementarmatrizen ersetzen).
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Klassifikationsprobleme

a) Entscheide, ob A, A" € R™" #quivalent (bzw. dhnlich) sind. (z.B. moglich iiber
Normalform)

b) Gebe eine Menge M C R™ ™ von Normalformen an, so daf§ jedes A € R™*"

zu genau einer der Matrizen aus M &quivalent (bzw. dhnlich m = n) ist. Dazu
Algorithmus — Normalform (A) € M.

Satz 1 (Aquivalenz von Matrizen iiber einem Korper)

Ist K Korper, so gilt A, A’ € K™*™ 4quivalent & Rg A= Rg A’

Jedes A € K™ ist dquivalent zu genau einer Matrix der Form

1 0
1 . —r=RgA=r
0 0 0
Beweis:
siehe LA T
O
Bemerkung

A A" € K™ 3hnlich = Rg A= Rg A’
det A= det A
Spur A = Spur A" (Multiplikation der Diagonalen)
Xa = xa (charakteristisches Polynom)

Die Umkehrung hiervon gilt nicht!

Definition (charakteristische Matrix)

A e K" Korper

XE, —Ae K[ X|"™ = R"™" heifit charakteristische Matrix von A.

(xa = det(XE, — A) ist das charakteristische Polynom = Determinante der cha-
rakteristischen Matrix.)
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Lemma 1

Sei H € K[X]. Dann kann man H eindeutig schreiben als

H=X"-H.+X"'Y“H_,+...+X-H, + H,

(X Matrix) mit H; € K™ fiir A € K™" setze

(H - H')(A) = (H(A) - H')(4)
Beweis:

H=X"A.+...+ XA + A
H =X°*B,+ ...+ XB, + By

dabei sind A;, B; € K™*"

H-H =3 3 X' A X By=3 % X 4;-B;
i=0 j=0 =0 =0

setze A ein:

(H-H)A) =YY A% 4, B,
i=0 j=0

dagegen:

H(A>'H/:ZAi'AiZXj'Bj:ZZXj~Ai~Ai-BZ-
=0 j=0 i=0 =0
A einsetzen:

T S

(H(A)- H')(4) = 33" 47 Ai-A; - B

1=0 j=0 _ gi+j

Warnung

27

Es gilt i.a. nicht (H - H')(A) = H(A) - H'(A) (gilt z.B. iiber Kérpern schon), d.h.

KXV — K™ mit H — H(A) ist kein Ringhomomorphismus.
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Beispiel

0 X 0 1 0 0
n=(x )=o) (0)

2
H?:H-H:(X . ):X2-<1 0)+X.0+0

mitA:(O 1)undA2:(1

11

wa-(11) (12)-
H?(A)_Az.EQ_(i ;)#H(A)Q_(; ?)
H(A)-H:()O( §):X((1) })und((H(A))-H)(A):(i ;)

Satz 2 (Satz von Frobenius)
K Korper; A, A" € K™ dhnlich & XE, — A, XE, — A’ € K[X]|"" dquivalent.
Beweis:

=):  Sind A, A’ € K™*" ghnlich, d.h. A’ = P7'- A P mit P € GL(n, K), so folgt
XE,-A=XE,-P ' A-P=PYXE, - AP

mit P € GL(n, K[X]), d.h. XE,, — A und XF,, — A’ sind auch &hnlich, insbesondere dquivalent.
<) XE,-A'=FY(XE, - A)G, F,G eGL(n,K[X])

= F(XE, — A") = (XE, — A)G

setze A ein (Lemma 1: H - H')(A) = (H(A) - H')(4))

F(A)Y(XE, —A")(A) = ((AE, — A)G)(A

(F(A)( N(A) = (( )G)(A)

=0=(X -F(A)—FA)-A)YA)=A-FA)—F(A)-A also A-F(A)=F(A)- A

zeige noch: F(A) € GL(n, K), dann ist A’ = F(A)~!. A F(A)

Nach Vor. ist F' € GL(n, K[X]), d.h. es existiert F/ = > X*-F/ € GL(n, K[X]) mit F-F' = E,,.
i=0

Dann:

E, = (F-F)(4)=(F(A) Y X' F)(4)
1=0
- <ZX"~F<A>-F;> (4)

?

= zT:Ai-F(A)-F-’ A" F(A)=F(A)- A"
=0

e e —
eK’nXTL GKTLX‘IL

= iF(A) A" F' = F(A) - F'(A)
=0

Also F(A) € GL(n,K) = A, A’ dhnlich
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Beispiel
10 , 10 PR . )
A= 192 ) A= 0 2 A, A’ dhnlich, da gleiche Eigenwerte.
r—1 0 . r—1 0 (10
XEQ—A—( 1 $_2>aqu1valentzu(x_2 $_2>—(1 1>(XE2—A)

r—1 0 1 o\ (z—1 0 \_ ,
(x—Q x—2><—1 1>_( 0 x—2>_XE2_A
also sind X Ey — A und X By — A’ dquivalent, also (nach Frobenius) miissen A, A" &hnlich
sein.

Corollar

Ist F(XE, —A)-G=XE, — A" A A € K™" soist F(A)™- A F(A) = A'.
(insbesondere: F(A) € GL(n, K))

Fragen
1) Wann sind XE,, — A und XFE,, — A’ dquivalent?

2) Ist jede Matrix H € K[X] dquivalent zu einer diagonalen Matrix und inwieweit
sind die Diagonaleintriage eindeutig?

Bemerkung

Die gleichen Fragen sind fiir Matrizen iiber ZZ interessant. Deshalb verallgemeinern wir:

§2 Euklidische Ringe

Definition (Integrititsbereich)

Ein kommutativer Ring R mit Eins heifit Integritétsring oder Integrititsbereich,
wenn gilt:

a,be Rund a-b=0=a=0Vb=0.
Beispiele
e ganze Zahlen
o K[X]
o Korper

Gegenbeispiel
Zg ist keiner (2-3 =0).
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Voraussetzung

Im Folgenden sei R ein Integrititsring.

Definition (Einheit und Irreduzibilitét)

alb in R) < 3Jd' € R mit b=a-d.
a~b (assoziiert) < albA bla.

a heif3t Einheit a~1
Ja' € R mit a-d =1

a 1ist invertierbar .

Tt ¢

aa heifit irreduzibel < (a=p-qA
p,q € R = p oder ¢ Einheit und a ist keine Einheit).

Beispiele

ZZ:  FEinheiten sind +1, —1
p irreduzibel < p Primzahl V — p Primzahl

K[X]: K Korper
Einheiten: f Einheit < f hat Grad 0 & f=ce€ K\ {0}
a1 X + as ist (fiir a; # 0) irreduzibel.
Ebenso: X2 +1 € R[X].
X?+1 € C[X] ist reduzibel.

Definition (ggT)

d € R heifit ein ggT (groBter gemeinsamer Teiler) von a4, ..., a,

(in Zeichen: d € ggT(ay,...,a,)), wenn:

(i) dla; firi=1,....n

(ii) z|a; firi=1,...,n=z|d



§2 EUKLIDISCHE RINGE 31

Beispiele

In Z: ggT(4,6)= {-2,2}

In Z[\/=5] = {a + bi\/5|a,b € Z} (Zahlengitter):
6=2-3=(1+iV5)(1—iV5)
geT(6,2(1 + iv/5)) existiert nicht, da gilt:

2 f1+iV5 und 1+iV5 /2.

(Es gibt gemeinsame Teiler, aber keinen grofiten.)

Bemerkung 1 (Lemma von Ernst E. Kummer)

Es gibt nicht in jedem Integritatsring ggT (Pahlings: ,,... welch ein Kummer*).

Bemerkung 2

Ein ggT ist, wenn er existiert, bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.
d,d € ggT(ay,...a,) & d=d-n (n Einheit).

Definition (euklidischer Ring)

Ein euklidischer Ring ist ein Integrititsring R zusammen mit einer Abbildung

v: R\{0} — INj

(Grad- oder Normfunktion) mit folgender Eigenschaft:
Zu a,b € R mit b # 0 existiert stets ¢,7 € R mit a = ¢-b+r mit v(r) < v(b) oder r = 0.

Beispiele
a) (Z,|]) ist euklidischer Ring (v(a) = |al)
b) (K[X],Grad f) f € R\{0} ist euklidischer Ring

c¢) Jeder Korper ist euklidischer Ring (v(a) =1 Va # 0)



32 KAPITEL 2. NORMALFORMEN VON MATRIZEN UND ELEMENTARTEILER

Euklidischer Algorithmus
Sei (R,v) euklidischer Ring, a,b € R, a # 0. Dann gibt es:

b = qa+nr mit v(r) < v(a)
= qir1 + 7o mit v(re) < v(ry)
rL = (oTo+ 13 mit v(rg) < v(rg)
Tn—2 = (Qpn—1Tn-1 +ry
Tn—1 = {4pTn

beachte: v(a) > v(r) > ... > v(r,) € Ny

Beh: Dann ist r,, € ggT(a,b).

Beweis:
Es gilt nach der Algorithmus-Vorschrift:

rn|rn71

Tn|r7n—2 und Tn = TpTn—1 + YnTn—2
Tn,|rn—3 Tn = Tp_1Tn—2 + Yn—1Tn-3
Tnla rn=2'r1 +y'a

Ty |b rn = xa + yb

Dies erkennt man, wenn man den rekursiven Aufbau des Algorithmus beachtet. Insbesondere ist dann
rp, ein gemeinsamer Teiler von a, b. Durch Riickwértsauflosen erhédlt man: r, = x;r;_1 + y;ri_o Vi

=>r,=xza+yb z,yE€R
Es folgt: Jeder Teiler von a,b teilt auch r,. Also ist r, € ggT(a,b)

83 Invariantenteiler
Vor: (R, v) sei ein euklidischer Ring
zB. R=K[X|,R=Z,R = K (K Korper)

Definition (R-elementare Zeilen- (Spalten-) Operationen)

Eine R-elementare Zeilen- (Spalten-) Operation einer Matrix A € R™*™ ist:

(i) Vertauschung von Zeilen (Spalten)
(ii) Addition eines r-fachen einer Zeile (Spalte) zu einer anderen (r € R)

(iii) Multiplikation einer Zeile (Spalte) mit einer Einheit u € R (d.h. ™' € R)
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Satz 1 (Invariantenteilersatz)

Jedes A € R™™ laBt sich durch R-elementare Zeilen- und Spaltenoperationen auf die
Form

d 0 ... 0 O
0 ds
d mit d;|d;q fiiralle e =1,...,r — 1
0 .0
bringen.
Beweis:

Induktion nach m. Ist A = 0 setze r = 0 und fertig.
Sonst fithre folgenden Algorithmus durch:

1) Vertausche Zeilen (Spalten) solange bis a11 # 0 und v(a11) < v(a;j) Vi,j ai; #0

2) Teile mit Rest a1; = q;a11 + a); mit af; = 0 oder v(a};) < v(ai1)
ebenso: a;1 = gjay + aj; mit af; = 0 oder v(a};) < v(ai)
Addiere —(g;)-fache der 1. Spalte zur i-ten fiir i = 2,...,n

Addiere —(g;)-fache der ersten Zeile zur j-ten fiir j =2,...,n

Sind nicht alle a}; und a; gleich null, so gehe zu 1). Man erhilt neue Matrix [a;;] mit
0 <wv(a};) < v(ai1). Man kann nur endlich oft v(a11) verkleinern, so dafl man nach endlich vielen

Schritten eine Matrix der folgenden Form erhélt: (mit ¢ € R)

Fiir m = 1 (Induktionsanfang) ist man fertig, sonst ist * € R(m~1Dx(n=1),

Nach Induktionsannahme kann man * auf die Form

d, 0 ... 0
mitdi\diﬂ fiir ZZ 2

: d,

0 ... 0

bringen. Ist c|ds setze dy := ¢ fertig. Sonst
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3) ¢ € ggT(c,do) mit ¢ :=xc+ ydy und v() < v(c), da ¢ f ds.

Fiihre dann folgende R-elementare Operationen durch:

c xc ——
) d c xc+doy
Al () 2 Az21(y) d
— — 2
dy,
dy
d ¢ c c
d
Vi, dy 0 A12(—%?) 0 —%-c
ds ds
c c c
< d72 !
Az () 0 Z-c Induktion 0 dy
— ds —
!
ds

Beachte: v(c') < v(c) und es gilt weiterhin: dj|d},,. Wenn ¢'|d} fertig, sonst gehe wieder zu 3)
mit ¢’ € ggT(c,dy) und v(c") < v(c)

Da man v(c) nur endlich oft verkleinern kann, terminiert das Verfahren und man erhélt schliefilich
eine Matrix der gesuchten Form.

(Beachte, dafl bei der Niederschrift fast alle Nullzeilen weggelassen wurden, da diese sonst das
Bild empfindlich gestort hiatten. Man mufl sich also am Ende jeder Matrix gegebenenfalls eine
bestimmte Anzahl von Nullzeilen dazudenken.)

Beispiel

c ZSXS

S
S O O
—
(=}

6 6 6 6 6 6
— 76 6 — 1 0 0
0 0 16 0 0 16
10 0 10 0
— 6 6 6 — 0 6 6
0 0 16 0 0 16
10 0
— 06 0
0 0 16
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Beachte 6 [ 16, deswegen noch nicht fertig:

10 0 10 0
— 0 6 18 — 0 6 18—16

0 0 16 0 0 16

1 0 0 1 0 0
— 0 6 2 — 0 2 6

0 0 16 0 16 0O

1 0 0 10 0
— 02 6 — 02 0

0 0 —48 0 0 48

Beachte: 2 € ggT(6,16). Damit ist nun die gewiinschte Form erreicht.

Folgerungen

a) Ist C € R soist detC =wu-aq ... a, mit o; Invariantenteiler und v Einheit
in R.

b) Ist C' € GL(n, R), so ist C' ein Produkt von R-elementaren Matrizen, d.h. von Ma-
trizen, die aus F,, durch eine R-elementare Zeilen- bzw. Spaltenoperation entstehen.

c) C,C" € R™" sind dquivalent genau dann, wenn C’ aus C' durch eine Folge von
R-elementaren Zeilen- und Spaltenoperationen entsteht.

Beweis:

a) Bei jeder R-elementaren Zeilen- oder Spaltenoperation wird die Determinante nur mit —1 oder
einer Einheit aus R multipliziert, und es gilt weiterhin: det(Diag(aq,...,a,)) = a1 ... .

b) Ist C-C’" = E, mit C,C’" € R"*™, so ist det C - det C' = 1. Dann ist det C' eine Einheit in R.
Also sind auch fiir alle ¢ € {1...r} die o; (die Invariantenteiler von C') Einheiten in R, wegen

detC=u-aj-...-a, =1 (mit z,y Einheiten in R).
Multipliziert man die i-te Zeile von Diag(as, ..., a,) mit o; ' € R, so erhilt man die Einheitsma-
trix:

I+ Z1-C-S1-...- S, =FE, mitsS;, Z; R-elementare Matrizen.
Dann folgt:
C=2z' .. Z; B, S8
Also ist C ein Produkt R-elementarer Matrizen.
¢) C,C" dquivalent < C' =P -C-Q mit P,Q € GL(n, R). Schreibe nun geméf b):
P=Ny-....Ny Q=M;-...-M,,
mit N;, M; R-elementare Matrizen. Also gilt:

C,C'4quivalent & C'=N;-...-Ng-C-My-...-M,
& (' entsteht aus C durch R-elementare Zeilen-
und Spaltenoperationen
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84 Eindeutigkeit der Invariantenteiler

Sein nun (R, v) ein euklidischer Ring und C' € R™*™.
Ist & < min{m,n}, so ist ein k-Minor von C die Determinante einer k x k-Untermatrix:

" Ciji 0 Cigie
Cu = ' :
Cirji " Cigje
mit (i) € Jp(m) = {(i1,...,ix)|1 < i3 < ... <ix <m} und (j) € Jr(n)
Definiere dann:

A(C) = {det C{1(i) € Ju(m), (j) € Ji(m)}

J

Setze dann:

di(C) == ggT(Ax(C))

Beispiel
7 6 6

C:=|6 6 6 e 77373
0 0 16

Dann ist:

di(C) = ggT(7,6,6,0,0,16) = {1,—1}.

7 6 7 6 7 6 7 6
dy(C) = ggT(det(6 6>,det(6 6),...,det<0 0),det(0 16))

= ggT(6,6,...,0,7-16) = {2, —2}.
d3(C) = ggT(det(C)) ={96,—96}.

Satz 1 (Invarianz von d;(C))
dr(C') dndert sich nicht bei R-elementaren Zeilen- oder Spaltenoperationen.
Beweis:

a) Sei ¢ Vertauschung von Zeile x mit Zeile y (1 < 2 <y < m)

(i) 9(O)) =C)  falls @,y & {in, .., ik}

d.h. det o(C)(2) = det C})

(i) det w(C)(i)) = —det C’((;g falls z,y € {i1, ..., ik}

(g
(iii) det p(C)() = £det ™Y falls @ € {in,... ik}, y & {in,.. i}
dabei entsteht (i) \ z Uy aus (i) durch Weglassen von z und Einfiigen von y.
Also Ap(¢(C)) = Ag(C) bis auf Vorzeichen.

Also folgt: di(¢(C)) = di(C)
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b) Sei ¢ Multiplikation der z-ten Zeile mit m (u Einheit in R)
Dabei werden die k-Minoren mit 1 oder u multipliziert. Also: dy(¢(C)) = di(C)

¢) Sei ¢ Addition der x-ten Zeile zur y-ten.

(i) det @(C’)E;)) = det C'((;; falls z,y & {i1,...,9x} oder x,y € {i1,...,ix}
(ii) Ist dagegen x € {i1,... i} und y & {i1,..., ik}, dann gilt:

det p(C){!), = det C{}) + det )\

Es ist aber:

geT(a,b,ds,...,dy) = ggT(a,b+ sa,ds,...,d,), denn sei

de ggT (a,b,ds,...,d,) und d' € ggT (a,b+ sa,ds,...,d,), dann gilt:

(d|a A d|b) = d|b+ sa = d|d’

Umgekehrt gilt:

(dland|b+ sa) = d|(b+sa) —sa=b=d|d

Also ist d(¢(C)) = di(C).

Fiir Spaltenoperationen zeige man dies entsprechend.

Satz 2 (Eindeutigkeit der Invariantenteiler)

Die Invariantenteiler einer Matrix sind bis auf Einheiten eindeutig bestimmt.

Beweis:

Nach §3 kann man C € R™*" auf folgende Form bringen:

aq
Qg
D= . mit Ozi|ai+1

Qe

Nach Satz 1 gilt wegen di(C) = dy(D):

dl(c) = dl(D) :ggT(ala"'7a'f‘) > o
dQ(C) = dQ(D) = ggT({O&l . Olj‘i < ]}) S (] - Qg
dk(C’) = ggT(...)9a1~...~ak

37

Also ist «; bis auf Einheiten eindeutig bestimmt. Dann ist auch «a; - as bis auf Einheiten eindeutig

bestimmt und damit auch oo usw.

d
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85 Die rationale kanonische Form

Vor.: K Korper, A, A" € K™

A, A’ dhnlich, d.h. es gibt P € GL(n, K) mit A’ = P~'AP
& XE, - Aund XE, — A’ sind dquivalent in K[X]"*".

§<3:§1 Die Invariantenteiler von X FE,, — A und X FE, — A’ sind assoziert, d.h. bis auf Ein-

heiten gleich.

< Die normierten Invariantenteiler von X E,, — A und X E,, — A’ sind gleich. f € K[X]
normiert bedeutet, dafl der hochste Koeffizient gleich 1 sein muf.

f=X"4a, 1 X" '+ ...+ a1 X + ao.

In §3 hatten wir gesehen, dafl man X FE,, — A durch Anwendung von elementaren Zeilen-
und Spaltenumformungen auf die Form

Diag(dy,...,d,) = Diag(1,...,1,491,...,9s)

bringen kann, wobei d; | d;11 und g; € K[X]| normiert mit grad(g;) = m; > 0. Beachte

Xa = det(XE, — A) ng,

da linke Seite und rechte Seite normiert.

n = grad(xa) Z grad(g;) i m;
i=1

Die Anzahl der Einsen als Invariantenteiler ist
n—s= Z(ml -1)
i=1
(XE, — A) ist dquivalent zu

Diag(1,...,1,91,1,...,1,92,...,1,...,1,9s).

m1 mao ms
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Definition (Begleitmatrix)
Ist

g:Xn—i—an,lX”*l—i—...—l—alX—l—ao EK[X]

ein normiertes Polynom, so heifit

0 —ayg
1 —ay
Ay = :
0 —Qp—2
1 —an—1

Begleitmatrix zu g.

Lemma 1 (Eigenschaften der Begleitmatrix)

a) A, hat g als charakteristisches Polynom und als Minimal-Polynom.

b) XE, — A, ist dquivalent zu Diag(1,...,1,g)

Beweis:

Ubungsaufgabe Nr. 18

Sind also wie oben g1, ..., gs die von 1 verschiedenen Invariantenteiler von A € K™*", so
ist XE,, — A wegen Lemma 1 b) dquivalent zu

Diag(XE,, — A, ..., XE,, — A,) = XE, — Diag(A,,,..., A,)

also §1 (Satz von Frobenius).



40 KAPITEL 2. NORMALFORMEN VON MATRIZEN UND ELEMENTARTEILER

Satz 1 (Frobenius’sche Normalform)

Jede Matrix A € K™*™ ist dhnlich zu genau einer Matrix der Form

Ay g, = Diag(Ay, ..., Ay)

mit ¢; | gi+1, ¢; normiertes Polynom vom grad > 1. Dabei sind ¢y, ..., gs die normierten
Invariantenteiler von XFE, — A, es gilt x4 = ¢1 - ... g, und fiir das Minimalpolynom
Ha = Gs-

Ay, ... g, heiBt die rationale kanonische Form von A oder Frobenius’sche Normal-

Beweis:

Es bleibt zu zeigen, dal u, = gs. Es gilt:

Ay, 4. = Diag(Ay ,..., A )
Ist also f € K[X], so ist
f(Agl,m,gs) =0
< f(A44)=0 firallei=1,...,s
&S g, Lemma 1 Ha,, | f firallei=1,...,s
S gs|h well g1]g2]...]9s

Also ist g5 = HAg, ... Ay,

Beispiel

0
_ 1 4x4
A= 1 € Q)
0
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X—-3 -2 -2 0
B 5 X+43 3 -1
XE - A - 0 0 X 1
0 0 -1 X
2 X-3 -2 0 -2 g
X+3 5 3 -1 | _ | X+3 5+ X -1
0 0 X1 )1( 0 0 X 1
0 0 - 0 0 10X
10 0 0 é 01 8 8
X241 -
0 X -1 2
B 0 & X 1 - 01 0 Xz+1
2
0o 0 -1 X 0 X —1-Xx? X;lx
10 0 0
0 1 0 0 1 0 0 0
X241 01 0 0
00— 0 - 00 X>+1 0
X211 2
00 Xy e 00 0 X241

91:X2+1 92:X2+1

Das heifit A ahnlich zu
0 -1
1 0

A91792 =

0 —1
1 0
Xa = (X241 pa= (X2 +1)
Es gibt P € GL(4, Q) mit PAP~!' = A,, ,,. Man erhilt aus §1 F, G € Q[X]|*** mit
F(XE,— Ay, ) =XE, —A)-G, P! = F(A).

Eine Anwendung ist

Satz 2 (Ahnlichkeit transponierter Matrixen)
Jede Matrix A € K™ " ist dhnlich zu ihrer transponierten Matrix A™.
Beweis:
Es gilt XE, — A" = (XE,, — A)*. Ist ferner
F-(XE, - A) -G =Diag(dy,....d,) F,GéeGL(n,K[X]),
so ist
G" . (XE, — A" . F'* = Diag(d,,...,dn) = G - (XE,, — A™) . F'" |

also haben XFE, — A und XE, — A" gleiche Invariantenteiler, sind also #quivalent, d.h. A, A% sind

dhnlich.
O
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Vorteile der rationalen kanonischen Form

(i) Sie ist absolut eindeutig und leicht zu berechnen.

(ii) Sie ist unabhéngig vom Koérper K und somit moglich in jedem Korper. Sei K ein
Unterkorper von L und A € K™*" dann ist die rationale kanonische Form von A
als K-Matrix gleich der rationalen kanonischen Form als L-Matrix.

(iii) Sie macht das charakteristische Polynom und das Minimalpolynom sichtbar.

Nachteil der rationalen kanonischen Form

Sei A € K?*? mit

10
=(o2)

so ist ya = (X —1)(X —2) = X? — 3X + 2 = g und die rationale kanonische Form von
A folglich mit

0 —2
w=(17%)
komplizierter als die Ausgangsmatrix.

Satz 3 (Darstellung als Produkt von Irreduziblen)

Ist R ein euklidischer Ring, so hat jedes Element 0 # ¢ € R, welches keine Einheit ist,
eine Darstellung der Form:

c=4q-...-q. mit g irreduzibel.

Ist auch ¢ = ¢ - ... - ¢, mit g; irreduzibel, so ist 7 = s und es gibt eine Permutation = € S,
mit ¢; = ¢r(;) - w; mit u; Einheit.

Beweis:
Siehe Algebra, fiir R = ZZ Mittelstufe.

Definition (Elementarteiler)

Ist C € R™" (R euklidischer Ring) und sind dy, ..., d, die von 0 und Einheiten verschie-
denen Invariantenteiler, und

njl njk

di=p" ... py p; irreduzibel, ni; € Ny,

so heilen die p?ij Elementarteiler von C. Sie sind nach Hilfssatz und §4 bis auf Ein-
heiten eindeutig bestimmt.
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§6 Weierstraflsche und Jordansche Normalform

R sei euklidischer Ring (zum Beispiel R = K[X], Z)

d 0 ... 0

C € R™*™ ist daquivalent zu o : mit d;|d; 1 Invariantenteiler.
: d., 0
0O ... 0 0

Ist d; # 0 und keine Einheit, so ist

d; = qu” C i
ni; € INo, p; ist irreduzibel und (py, . .., p.) seien paarweise nichtassoziiert. (Zum Beispiel

Primzahlen in Z7.)

Die von 1 verschiedenen p?ij heilen Elementarteiler von C.

Beispiel
a) d1 = 1,d2 = 2,d3 :48,R: /A4
Elementarteiler: 2,2* 3

b) Invariantenteiler: 1,2,6,12,60,0
Elementarteiler: 2,2,3,22, 3,22, 3,5

c) Hat C' Elementarteiler: 2,22 3,3, 5,

so hat C Invariantenteiler: 23,22 -3 -5, dazu noch eventuelle Nullen und Einsen.

Lemma 1

a) Ist 1 ein ggT(f,9) f,9 € R, so ist

1 0 . f o0
(O f‘g)aqulvalentzu(o g)

b) Ist A, A" € K™ soist A;, dhnlich zu Ay,

dabei ist:
0 0 0 =—ag
1 0 0 —ay )

Ay = 0 .0 : f=X"4+a, 1 X" ' +...+ay (normiertes Polynom)
0 0 1 —a,,

Afg - Diag(Af7 Ag)
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Beweis:

a) siehe Ubung

b) Benutze Satz von Frobenius

A, A" € K dhnlich & XE, — A, XE, — A’ € K™ quivalent.

[ XE,— Ay | 0
XEn*Afygf < 0 ‘XEn—k_Ag
1 0
1
suival f
quivalent zu 1
1
0 g
1 0
dquivalent zu . 1
f
0 g
1 0
nach a) dquivalent zu dquivalent zu XE, — Az.4.
1
0 f-g
i
Beachtet man 1 € ggT(p,™, py2,...,pr""), so erhilt man aus §5:
Satz 1 (Weierstraflsche Normalform)
Jede Matrix A € K™*"(K Korper) ist dhnlich zu einer Matrix
Ag,.qo = Diag(Ay,, ..., Ay)
wobei ¢, . . ., gs normierte Polynome, die Potenzen von irreduziblen Polynomen sind (es

sind die Elementarteiler von X E,, — A). A, _,. ist bis auf die Reihenfolge der ¢, ..., ¢s
eindeutig bestimmt (Weierstraflische Normalform).

XA=4{q1"---"gs
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Beispiel
4 2 0
A = -3 -1 0 | e >3
1 0 1
x—4 0
rhy—A = -3 x+1 0
—1 0 r—1

(—2 ist hier der ,kleinste“ Wert, da X - B3 — A € Q[X], hat man also Polynome in der
Matrix stehen.)

-2 -4 0 —2 :U—O 0
- z+1 3 0 — | z+1 3+ (x+1) 0
1 0 0 1 0 0
- 0 22=3z+2 0 — | 0 -1 x—1
0 x—1 0 22=3z+2 0
1 0 0 10 0
— 1 0 —1 0 — | 01 0
0 22-32+2 (z—1)>*(z—2) 00 (z—1)3*x—2)

rationale kanonische Form ist Begleitmatrix

Aa-1)2(-2) =

o O -
o= o
|
oy

Elementarteiler von zF3 — A sind (z — 1)? und z — 2

Weierstrafische Form:
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Satz 2 (Jordansche Normalform)

Zerfallt das charakteristische Polynom y 4 in Linearfaktoren, so sind die Elementarteiler
von X E,, — A von der Form (X —a;)",1 <i < s und A ist dhnlich zu

‘](A) = Diag(']m (al)v s Jrs (as))

Jordansche Normalform (dabei braucht a; nicht notwendig paarweise verschieden zu
sein).

Beweis:
T—a 0 0 (z—a)? 0
Tr—a -1 r—a
XE, — J-(a) = diquivalent zu
0 -1 z—a 0 -1 z—-a
0 |(xr—a)? 0 0 (x—a)
1 0 0 1 0 0
dquivalent zu xT—a aquivalent zu -1 r-a
- -1 .
0 -1 0 -1 xz—a
0 ... 0 (xz—a)
1 0 0 ! 0
... dquivalent zu U 0 dquivalent zu
1
0 r
0 1 0 0 (z—a)

dquivalent zu X B, — A, _q)yr
Jr(a) ist dhnlich zu A(,_q)» Nach Satz 1 ist A &hnlich zu Diag(J,, (a1),...Jr, (as))

Beispiel von oben

Elementarteiler von X E3 — A waren (x — 1)? und (v — 2)

a 0 0
1 010 1 a 0
JA)=111]0 Jy(a) = o
0 0 1 a

87 Moduln iiber Ringen

R sei Ring mit Eins.
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Definition (R-Modul)

Ein R-Modul (genauer ein R-Links-Modul) ist eine Menge M # 0 mit

Addition: MxM—M (vyv)— v+w
Multiplikation: Rx M — M (s,v) —s-v (s € Ryv,w € M)

wobei die Regeln (V1)—(V8) aus LA I gelten (siehe Vektorraum).

(V1)-(V4) (M, +) ist kommutative Gruppe
(V5)  s1(s2v) = (s189)v s, € Ryjv € M

(V6) 1-

(VT7)  (s1+ s2)v = $10 + S9v

(V8) s(v+w) = sv+sw

R Korper, dann ist R-Modul = R-Vektorraum.
R = ZZ, dann ist R-Modul = abelsche Gruppe.
R sei Ring mit 1.

M sei R-Modul.

Definition (Untermodul)

Ist S = {v;|i € I} C M, so heifit

<S>R = {Z Qa;V;

Erzeugnis von S, oder der von S erzeugte Untermodul.

(N C M heifit Untermodul N # () und u,v € Nya € R= au+v € N, dann ist N
auch ein R-Modul.)

(S)g ist R-Untermodul von M.
(0) = {0}

S C M heifit Basis, wenn (S)r = M und Z av;=0=a,=0

endlich
a; € R,v; € S,
v; paarweise verschieden

M heiflt freier R-Modul, wenn M eine Basis hat.
M heifit endlich erzeugt (e.e.), wenn M ein endliches Erzeugendensystem hat.

a; € R,a; # 0 fiir nur endlich viele ¢ € }
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Beispiele
a) R= K. Jeder K-Vektorraum ist ein freier R-Modul.
b) R=Z,M=72Z,={0,1,....,n—1},n € N,n > 2 ist ZZ-Modul mit +,.

reM, n-rz=x+4+,x+,...+, =0
M # (0); M hat keine Basis

wére x in einer Basis {v1,..., v}, £ =v;
n, r+0-ve+...+0-v, =0

R , 2 m

#0

Z,, ist kein freier ZZ-Modul.

Definition (R-Modul-Homomorphismus)

M, M’ seien R-Moduln. ¢: M — M’ Abbildung heifit R-Modul-Homomorphismus,
wenn

wlav +w) = ap(v) + p(w) fira € R; v,w e M

Ist zusétzlich ¢ bijektiv, so heifit ¢ Isomorphismus (dann M = M')
Kern ¢ = {v € M|¢(v) = 0} Untermodul von M
Bild ¢ = {¢(v)|v € M} Untermodul von M’

Homomorphiesatz
Ist U € M Untermodul, v € M, so sei

v+ U = {v + u|u € U} Restklasse
v+ U=vV+Usv-vel
M/U ={v+Ulve M}

U ist ein R-Modul mit

(11 +U)+ (v24+U) = (1 +v2) +U
a-(v+U)=a-v+U

mit a € R, v,v1,v9 € M

und m M — M/U
v — v+ U

ist R-Modul-Homomorphismus, surjektiv mit Kern 7 = U
Ist o: M — M’ irgendein R-Modul-Homomorphismus, so ist

Bild ¢ = M/ Kern ¢
(p(v) — v+ Kernp)

(Beweis: siehe Lineare Algebra I)
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Beispiele
a) M=Z,R=Z
U=3%Z =1{0,43,46,...}
Restklassen:

0+43Z = {0,43,46,...}
1432 ={1,-2,4,-5,7,...}
2437 ={2,-1,5,—4,...}

Z |37 = 75
T+ 34 —x

b M=Z*<ZxZ,R=7Z

U={G) ()

M/U ={(o) +U. (o) + U, () + U, (1)) + U, }) + U. () + U}

Behauptung: M /U = Zs & Z,

Definition (direkte Summe von R-Moduln)

Sind My, ..., M,, R-Moduln, so sei

Ml@Mg@@Mm:{(.’ﬂl,,mm)’xlEMz}

Dies ist ein R-Modul mit

(X1, .oy m) + (2, .. 2l,) = (1 + 2, ..., 2 + 20,)
a(xy, ..., Ty) = (ax1,...,a%y,)
Beispiel

R"=R®...® R=R™!

49
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Satz 2 (Zerlegung von R-Moduln)

0

Seie;= | 1 | i €R™!und U= (dyey,...,d.e.) mitd; € R
0

Dann ist

R U~R/{4R® ... ®R/A.ROR®...®R
N ———r’

m-—r
Beweis:

¢ R R/G4R®...®R/d,ROER®...®R
————

m—r

ai
— (a1 +diR,...,ar +d R, ary1,. .., G)

am

ist ein R-Modul-Homomorphismus, surjektiv

a1 +diR = 0+diR
ay .
Kern@ = S Rmxl Qr +ad7+ff i 8+ d7R
- =
Am
Ay = 0
ay
= €c Rl ay €diR,...,a, €dr R, Gry1 = ... = Gy =
Am
ay ”
= ' :ledlel $i€R,ar+1:,_,:am:0
a i=1
m

= <d1€1, NN 7d7~6r> =U

Homomorphiesatz: M/U = Bild ¢

Frage: Ist fir U = (vy,...,v,) < R™ v, € R™*1

ez () )
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Satz 3 (homomorphes Bild)

Jeder endlich erzeugte R-Modul M (d.h. mit einem Erzeugendensystem (vy,...,v,)) ist
ein homomorphes Bild von R", also nach dem Homomorphiesatz isomorph zu einem
Modul der Form R"/U fiir einen Untermodul U von R™.

Ist (v, ...,v,) Basis von M (ist M also insbesondere ein freier Modul), so ist M = R".

Beweis:

@ R" - M

n
(a1y...,an) +— Zaivi €M, a; € R
i=1

Dies ist ein R-Modul-Homomorphismus

vlalay,...,an)+ (af,...;al)) = ¢la-a1+a},...,a a,+al)

n
= Z(a~ai+a§)~vi
i=1
a aivi—l—Za;v;
a-play,...,an)+@(ay,... al,)

Da (v1,...,vn)r = M, ist @ surjektiv.
Homomorphiesatz:

M = p(R") =Bildp = R"/Kern ¢

Setze U := Kern ¢.
Ist (v1,...,v,) Basis, so ist Kern ¢ = {0}, d.h. ¢ ist Isomorphismus.
Um alle endlich erzeugten R-Moduln zu finden, mufl man alle Untermoduln U von allen R™ finden.

M =R"/U

Dies ist einfach, falls R ein Korper oder euklidischer Ring ist (z.B. R = Z).

§8 Moduln iiber euklidische Ringe

Sei R Ring mit Eins. Ist M ein von m Elementen erzeugter R-Modul, so ist
M= R™ U

an Q1n
wobei U € R™* !, Wird U von n Elementen erzeugt v, = : ey Uy = : ,

Am1 Qmn

sosei U = (v1,...,0,) 5 = SM(A) mit A = [a;;] € R™*"
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Lemma 1 (Eigenschaften des Spaltenmodul SM)

a) Entsteht A’ aus A durch R-elementare Spaltenoperationen, so ist SM(A') =
SM(A).

b) Ist R euklidischer Ring und entsteht A" aus A durch R-elementare Zeilenoperatio-
nen, so ist R™*!/ SM(A) = R™1/ SM(A').

Beweis:

a) siehe LA I

b) Nach §3 Folgerungen ist A’ = @ - A mit @ € GL(n, R).
Wir definieren:

©: Rm><1 _ Rmxl/SM(A/)
v Qv+ SM(A)
ist ein surjektiver R-Modul-Homomorphismus, weil @ invertierbar (v/4+SM(A") = p(Q~1 - v")).

Kerng = {v € R™Q -v e SM(A)} = {v € R™*NQ -ve SM(Q-A) } = SM(A)
N————
(Q-v1,..., Qvn)

mit Homomorphiesatz folgt:

R™ 1 /SM(A) = R™*! /SM(A’)

Folgerung

Ist R euklidischer Ring, A € R™*", so kann man A durch R-elementare Zeilen- und
Spaltenoperationen nach §3 auf die Form

dq

d, mitdy|dy|...|d, 20 r<m,n

bringen.

Dann ist R™1/SM(A) =~ R/d\R& ... ® R/, RO RG ...® R
—_——

m—-r
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Satz 1 (Form der Untermoduln)

Ist R euklidischer Ring so wird jeder Untermodul U von R™ von hochstens n < m
Elementen erzeugt, genauer hat Basis aus n Elementen mit n < m (insbesondere ist

jeder Untermodul U von R™*! von der Form U = SM(A); A € R™*")

Beweis:

Induktion nach m:

a) m=1:
U<R k=min{v(u)|0#£uecU}
O.B.d.A. sei U # {0}, wihle up € U wv(ag) =k
Ist u € U beliebig, so existiert ¢,r € R mit

u=q-ug+r v(r) <v(up)oderr=0 USu—q-ug=r

wegen Minimalitdt von v(ag) mufl 7 = 0 sein
also u =q-up € Rug = (uo)
also U < (uo)p < U = (u,) ist Basis von U.
b) m > 1:
U< {vi,...,0m)=R";vq,...,0, Basis von R™
Ist U < (va,...,Um), so folgt Behauptung per Induktion.
Also sei U £ (va,...,vm).

iai~l/i€U,(l17£0}

i=1

k = min {V(al)

m
wp €U mit Y a;-v; =w; via) =k
i=1

U =UnN{vs,...,vn,) hat nach Induktionsannahme Basis (w1, ..., w,) mit n < m
Beh:  (wy,...,w,) ist Basis von U
Bew: UBU:Zbi”U,’ b; € R

=1

Es existié;t ¢,r € Rmit by =¢q-a; +r mit v(r) < v(ay) oder r = 0.
Usu—q-w = i(bi—q-ai)ui Koeffizient von vy ist by —q-ay =7
Wegen Minimalit?lvon kistr=0
ug - wy € (Vo,..., o) NU =U"
Also u — qo - w1 € (wa,...,wy,) also u € (wr,...,w,) =U
n

Ferner: Y ¢; - w; = 0. Nach Induktion folgt: ¢; =0
i=1

Hauptsatz iiber endlich erzeugte R-Moduln

Ist R euklidischer Ring, so ist jeder endlich erzeugte R-Modul M von der Form

M=R/&41R®.. ®R/A,RGR®...® R
N———

s

Jede endlich erzeugte abelsche Gruppe M = Z,; & ... & Z,

T
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Beispiel

Alle endlich erzeugten abelschen Gruppen sind von der Form:
G2 Zy @...0 Zg4 wobeid;|di Hdi =G|

Ordnung mit Addition als Verkniipfung Anzahl
|G| =4 Zy,Zs® Zs 2
5 s 1
6 L¢=Zo® Zs 1
10 ZIO 1
2
5

12 Zo, Zy ® Zs
16 Z167ZQGBZgaZ4EBZ47
o @ Lo @ 2y, Lo ® 2oy & 2o @ o



Kapitel 3

Tensorprodukte

§1 Kontra- und kovariante Vektor- und Tensorgroflen

Definition (kontravariante Tensoren 1. Stufe)

Sei V' K-Vektorraum, B = (vy,...,v,) Basis von V. Dann la8t sich v € V eindeutig
darstellen in der Form v = > x'v; mit ' € K (oberer Index, keine Potenz !!!). Sei
=1

B’ = (v},...,v,) auch Basis mit Basiswechselmatrix [a}] = p/[Id], dann folgt:

n
v; = ) ajv; (oberer Index entspricht dem Zeilenindex).
=1

Dann gilt:

n n n n n
_E 15 /_§ /]§ i _§ E i 05,
V= X 'Uj = x ajfUz = ajl' (5
7=1 J=1 =1

i=1 j=1

Daraus ergibt sich durch Koeffizientenvergleich:

n
b= E atz"”’
J
Jj=1

Sei nun [a@] = [a}] !, dann folgt:

n
" = E alz’
i—1

Dies nennt man ein kontravariantes Transformationsverhalten. Die Vektorenv € V
heiflen dann kontravariante Vektoren (kontravariante Tensoren 1. Stufe)
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Definition (kovariante Tensoren 1. Stufe)
Sei nun V* = Hom(V, K) (Dualraum) und B* = (v!,... ov") die zu B = (vy,...,v,)
duale Basis von V* definiert durch: v'(v;) = d;;

Wie dndern sich die Koordinaten eines A € V* bei Ubergang von B* zu B™* ? Es gilt:

A= y07 mit AMv;) = Y yviv = ;.
i=1 i=1

Sei dann B = (v"*,...,v™) die zu B’ duale Basis von V*, dann gilt mit A = 3~ y/jv’:
=1

n n

y; = A\v"7) = /\(Z aj»vi) = Z aj-/\(vi) = Z aj.yl- = y; = Z aé-yi
=1

=1 =1 =1

Dies heifit kovariantes Transformationsverhalten A € V* heiflen kovariante Vektoren
(kovariante Tensoren 1. Stufe)

Definition (kontra- und kovariante Tensorgréflen)

Sei V' n-dimensionaler K-Vektorraum und B die Menge aller Basen von V.

Eine kovariante Tensorgrofle ist eine Abbildung g: B — K™ := Abb(n, K) mit
n:={1,...,n} mit folgender Eigenschaft:

Sind B = (vy,...,v,) und B" = (v},...,v;) Basen von V, und gelte: v} = Z a’v; und

=1

n .
v =y ajvj, so gilt:
i=1

n

9(B)(j) = g(B); = > alg(B);

=1

Eine kontravariante TensorgrofleTensorgrofien!kontravariante ist eine Abbildung g:
B — K™ mit der Eigenschaft:

Beispiele

a) v sei ein fester Vektor aus V. Definiere fir B € B:  g,(B)" = z* (die i-te Koor-
dinate), dann ist nach den Regeln aus Lineare Algebra I g, eine kontravariante
Tensorgrofie.

b) Sei A € V*. Definiere dann g¢,(B), := y; (die j-te Koordinate), dann ist g nach
den Regeln fiir den Basiswechsel also eine kovariante Tensorgrofe.
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Definition (Tensorgréfien 2. Stufe)

a) Eine 2-fach kovariante Tensorgrofle der Stufe 2 ist eine Abbildung
g: B— K™% = Abb(n x n, K) mit g(B')(i,j) = g(B')i; = >, > af
k=11=1

b) Eine kontra-kovariante Tensorgrofie der Stufe 2 ist eine Abbildung

n n

g: B — K mit g(B)(i,7) = 9(B); = 32 3. aazg(B)

Beispiele

a) Sei ® € Bifo(V). Definiere go(B’);; = ¢;; mit [®]p = [¢;;]. Dann

abg(B)w

ist [®]p

o7

AY[®]pA = A™[c;;]Amit A = [a;]. Dann ist go(B')i; = >, Y. afc;jal eine zweifach

k=11=1
kovariante Tensorgrofle.

b) Sei ¢ € End(V). Definiere g,(B) = ¢}, wenn [p] = [c¢}]. Dann ist p/[¢]p =

und somit nach Rechenregeln g, eine kontra-kovariante Tensorgrdfie.

Definition (Tensorgrofien hherer Stufe)
Eine r-fach kontravariante, s-fach kovariante Tensorgrofie ist eine Abbildung

r+s

——N—
g:B_>KﬂX...Xﬂ

mit

AN 2 ~11 zr ls ki...kr
9(B’) m Js Z Z E : E :akl A, @ -~ajs9(B)11...zs

k=1  ke=1h=1 l=1

§2 Das Tensorprodukt

Definition (multilineare Abbildung)
Es seien Vi, ..., V,,, T seien K-Vektorraume. Eine Abbildung
o Vix...xV,—T

heifit multilinear, wenn

/

O(vy,...,av; + 0, .. ) =a-P(v, ..,V Uy) + P(Ug, 0

firae K,i=1,...,mund v, v, € V gilt.
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Beispiele

a) Linearform, m=1,T = K.
Bilinearform, m =2, T = K.

b) T=K,Vi=...=V,=K™! Determinante D : K™ x ... x K™ — K.

)
¢) Hom(V’", V") x Hom(V, V') — Hom(V, V") mit (p, ) — @ o 1.
d) KM= x K™P — K™*P mit (A, B) — A- B.

)

e) A sei K-Algebra, A x A — A mit (a,b) — a-b.

Bemerkung 1
Ist 7: Vi x ... x V,, = T multilinear und ¢: T — W linear, so ist
poT:Vix...xV, =W

auch multilinear.

Frage

Gibt es zu beliebigen K-Vektorrdumen Vi, ...V, einen K-Vektorraum 7" und eine mul-
tilineare Abbildung

TVix...xV,—-T,
so dafl jede multilineare Abbildung
O Vix...xV, =W

von der Form ® = ¢ o 7 ist fiir eine jeweils eindeutig bestimmtes ¢ € Hom (T, W) ?
Der folgende Satz bejaht diese Frage:

Satz 1 (universelle Eigenschaft des Tensorprodukts)

Zu K-Vektorraumen Vi,...,V,, gibt es einen K-Vektorraum 7' und eine multilineare
Abbildung

TVix...xV,—T
mit folgender Eigenschaft: Zu jeder multilinearen Abbildung
O:Vix...xV, =W

gibt es genau ein ¢ € Hom(7T, W) mit ® = po 7.

Vix...xV, — T

N, o
W
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Zusatz

Ist B; = (v\”,...,v{?) Basis von V;, so ist

i

11 7 tm —

(B x oo x By) = {r @l ) |1 < < g1 <G <m
Basis von 7.

Beweis:

(Version nur fiir endlich dimenionale K-Vektorrdume)
Sei B; wie im Zusatz. Sei T ein K-Vektorraum der Dimension nq - ng - ... - n,, mit Basis

B={ti, i,|1<ij<n;,1<j<m}
Definiere nun 7: V4 x ... x V,,, — T durch

ni N ni Tm,
ix, (2) im g (M) | _ i1 b
T E TV e E TV, = R i AP

i1=1 i =1 i1=1 im=1

v1 €V Vi €Vin

Offenbar ist 7 multilinear.
Sei ¢: Vi x ... x V,, — W multilinear und definiere eine lineare Abbildung ¢: T'— W durch

1 m
Ot in) = D 0™,

Dann ist
ni MNm
_ i1, (1) im (M)
D(vy,...,up) = @ E Ty s E T
i1=1 bm=1
1 Mm,

_ i1 im (1) (m)
= E E o (v )

i1=1  im=1 —_—

P(tiy,...im)
= gp(T(vl, - 7vm)).

Alsoist d=¢por.
Noch zu zeigen: ¢ ist eindeutig bestimmt. Ist ¢’ € Hom (T, W) mit ® = ¢’ o 7, so ist

1 m
o(tiy, i) = ‘P(Uz(l)» o) = G (i)

© und ¢’ stimmen auf einer Basis von T iiberein = ¢’ = ¢.
(Und nun die Version fiir beliebige K-Vektorridume (K-Moduln, falls K ein kommutativer Ring ist).)
Es sei
P g(VixexVi)
= {f Vix...xV, > K | fui,...,vm) # 0 nur fir endl. viele m-Tupel (vy,...,vm) }
F ist ein K-Vektorraum (bzw. K-Modul). Sei (v1,...,0m) € V1 X ... X V,, und definiere

(v1,...,vm)° € KViXeXVm

durch

w))— 1, wenn w; = v; fir 1 <i <m,
P71 0 sonst.
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Ferner ist
B = {(vl,...,vm)o | v; € Vi, 1 Siﬁm}

die Standardbasis von F.

Setze nun
U = < (V15 ey U F 0L, V) =@ (V1 Uy ey Uy)°
— (v, Vo) | 1<i<m, a€K, vi,vgeVi>K
und
T = FJU.

Auflerdem sei 7: V7 x ... x V,,, — T definiert durch
T(V1, ey Um) = (V1,0 0m)° + UL
Damit ergibt sich:
T(oyavi +vl, ) —a- (v ) = T( vl
= ((.c;av;+0},..)°+U) —a- ((-..,v5,...)°+U) = ((...,v},...)° + U)
= (.oavi+v,..)° —a- (. v,..)° = (v )0+ U

ceU

= 0+U=0€eT.
Sei nun ®: V| x ... x V,;; — W multilinear. Definiere eine lineare Abbildung ¥: F' — W durch
\I/((vl, . ,vm)o) =P(v1,...,Um)
(Bilder der Basisvektoren aus B). Dann folgt:

U((v1,. .. a0 + 05, ... vm)° —a- (U1, Ve 0)° = (V15 0, ) °)
= (D((vl,...,avi—i—vg,...,vm)o—a-(vl,...,vi,...,vm)o—(vl,...,vz’-,...,vm)o)
= 0,
weil @ multilinear ist. Also ist U < KernW. Definiere eine Abbildung ¢: T' — W durch
f+U—=¥(f)

fir f € F = KV1xXVim) o ist wohldefiniert:
fHU=9g+U= f—geU<KernV,
also ¥(f —g) =0, also ¥(f) = ¥(g). Offenbar ist ¢ linear, und es gilt:

pot(vy,...,vm) = ©((vi,...,0m)° +U)
= U((v1,...,0)°)
= ®(vy,...,um)

fiir v; € Vi, 1 < i < m, also ist
d=gpor.

Noch zu zeigen: ¢ ist eindeutig bestimmt. Ist ¢’ € Hom (T, W) mit ® = ¢’ o 7, so folgt
@ ((v1,. o vm)° +U) =@ ((v1,...,vm)) = (01, ..., 0m)° + U)

fir (v1,...,0m) € (Vi X ... x V) und (vy,...,v,)°+U €T.
{(Ul,...,vm)o—&—U‘vieVi, lﬁigm}

ist ein Erzeugendensystem von T'. Also: ¢ und ¢’ stimmen auf einem Erzeugendensystem von T iiberein
= p=¢.
O
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Schreibweise fiirs Tensorprodukt

(i, v)*+ U = 7((v1,...,vm))
= MNK...U,
T=KW>Vm)y = Vi®... eV,

Definition (Tensorprodukt)

Erfiillen auch 7" und 7: V} x ... x V,, — T" die universelle Eigenschaft von Satz 1, so
gibt es genau einen Isomorphismus ¢: T'— T" mit 7/ = po 7.

(T, 7) heifit Tensorprodukt.

T=V®...0V,

T(V1y .y U) = V1 Q... @ Uy, v, €V,

Beweis:

® = 7/ ist multilinear. Aus der universellen Eigenschaft fiir (T, 7) folgt:
@: T — T'ist linear und 7’ = por

® = 7 ist multilinear. Aus der universellen Eigenschaft fiir (77, 7") folgt:

. T — Tist linear und7 = o7’

T=1vo1 = (¢pop)or =1Idr o7 Aus der Eindeutigkeit in Satz 1 folgt

Yoy =Idr
genauso
SO [e] w = IdT/

d.h. ¢ und ¢ sind inverse Isomorphismen
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Bemerkung

a) Ein Tensorprodukt ist nicht nur ein Vektorraum, sondern ein Vektorraum (7', 7)
zusammen mit einer multilinearen Abbildung

T=V1®...V,
Viyeooh Uy U1 Q... Q Uy

b) Vorsicht:
VIi®.. 0V, #{v®...Q0v,|v €V}
richtig:
VN®...@Vn=(®...0v,|v; € Vi)

d.h.

Jeder Tensor, also jedes Element aus V} ® ... ® V,,, ist eine endliche Linearkom-
bination von zerlegbaren Tensoren, d.h. Elementen der Form v; ® ... ® v,,,
v; € ‘/z

Rechenregeln fiir Tensoren

V., W K-Vektorraume oder K-Moduln
V @ W ist K-Vektorraum bzw. K-Modul, der erzeugt wird von {v @ wlv € V,w € W}
Sei v,v' € Viw,w' € W;ae K

i) +v)ew=vw+vw

i) v (w+w)=vw+vew

(iii) a(v@w)=aww@w =v® aw

Bemerkung

Ist V={(B), W= (C),s0ist B C ={v®wlv e B,w e C} Erzeugendensystem fiir
VeoWw.

Sind B und C Basen (von V' bzw. W) so ist B ®' C eine Basis von V @ W
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Beweis:

m
(BYy =V UEViv:ZSivi

i=1

) = W weW=w=>) tuw,
j=1

UZ‘EB,ijC

m n
VRQW = (Zsim)@ thwj

i=1 j=1
m n
= Z Z Sitj (Ui ® wj)
=1 j=1 ¥
€EBR'C

also(BR' C)=V oW

Seien nun B und C Basen von V bzw. W

Angenommen

Z aijvi®wj:0 aijeK,viEB,ijC

endlich
i=1,...,m
j=1,...,n

zu zeigen: alle a;; = 0

Wir definieren

d E ZTiU;, E Yyjw; | = [xiyj]ilzll,...,m, e Kmxn
J=1,..., n
v, EB w; €C

$: V x W — K™*" ist multilinear
Also existiert nach Satz 1 ¢p: V@ W — K™*™ linear mit

P(v, w) = p(v @ w)

insbesondere

; : S———
1=1 j=1 B

0=¢ (Z ijv; ® wj) =3 ai; plv @ wy)
#

also: alle a;; sind 0 und damit v; ® w; Lu.
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Beispiel

V=K"=K™"! dmV =m
W=K"= K" dimW =n
dim(VeW)=m-n

K"x Kr 15 Kme K"

e\ e
Kan
O(v,w) :=v-w™
L1 Y1
Tm Yn

=1,...,

® ist multilinear. Also existiert (nach Satz 1)
o KM@ K" — K™"
mit
(v @w) =d(v,w) =v-w"
Umgekehrt definere:
P K™ — K™ @ K"
mit
lai] = > aije; @ e,
dann sind ¢ und v inverse Isomorphismen

VW — v-w’

beachte es ist Rg(v - w'™) <1

KAPITEL 3. TENSORPRODUKTE

{v-wve K™ we K"} = {A e K™"RgA < 1} # K™ fallsm,n > 1

also fiir m,n > 1 ist

K" K" #{v@wve K", we K"}
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Beispiele

1)

Essel K =Z. Z, Q@ Zg="

(a) a=14+4Z
Z = (b) b=1+6Z

2@®b) = (6—4)(a®b)
= 6(a®b) —4(a®Db)
= a®(6b) — (4a)®b

Da 6b=0=0+ 64 und 4a = 0:
(?7)=a@0-0@b=0-0=0.
Behauptung: Z, @ Zg = Z,, also a @ b # 0.
Z4><Zﬁ L) Z4®Z6

PN Ly
/P

Definiere nun ein ® durch

(i +AZ,j+67) == ij + 2Z.

65

(3.1)

® ist wohldefiniert und bilinear. ® # 0, daher ist ZZ,® Z¢ # 0, also ist Z,® Zg =

Zy.

K sei ein Korper, V ein n-dimenionaler K-Vektorraum, V* = Hom(V, K) der

Dualraum.

Bifo(V) = {®: V x V — K | ® bilinear }.

Definiere nun

. V*x V* — Bifo(V)
(Ap) = A-p

durch

(A-p) =) - p(w) € K.
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7/ ist bilinear.
N Ly
Bifo(V)
Es gibt also genau eine lineare Abbildung

©: V'@ V* — Bifo(V)

mit p(A@ p) =X - p.

Behauptung: ¢ ist ein Isomorphismus. Sei B = (vq,...,v,) Basis von V, B* =
(v',...,v") dazu die duale Basis von V*. Dann

v'(v;) = 0y

[v* - p = Ejj.

Also ist (v' - v7) = (p(v* @ v7)) Basis von Bifo(V), also ist ¢ surjektiv. Da
n® = dim V* ® V* = dim Bifo(V) = n?,
ist ¢ bijektiv, folglich ein Isomorphismus.

Definition (Tensoren)

V sei K-Vektorraum. Dann heiflen die Elemente von

T=V®..0VeV'e...eV"

Vv Vv
T S

r-fach kontra-, s-fach kovariante Tensoren der Stufe r + s.
Ist B = (vy,...,v,) Basis von V, B* = (v!,...,v") die duale Basis von V*, so ist

C={v,®...Qv;, V" ®...® "

1 < Z.ijl S n}

Basis von 7', d.h. jedes t € T hat eine eindeutige Darstellung in der Form

Z Z t;11 lJT Vi @ ...00;, & vt ®R...Q vIs (3'2)
i1 dp=1j1...Js= 1 cK
Wir withlen eine 2. Basis B’ = (wi, ..., w,) von V, es sei B” = (w',..., w") die zu B’

duale Basis von V*.

n
w; = E a;vi E a' sw;
i=1
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mit [ai] = A = p[Id], [ai] = A"

n n
w' = g a;v? vt = E asw’.
J J
=1 j=1

Setze dies in die Darstellung (?7) ein:

it dr . J1 j
Z Z U Wi @ wi, QW @ ... Quw™,

i1...0r=1J1...5s=1
wobei
/7«1 Ay o ki..kr~11 ~[1 . ~ls
Eiigs = Z Z AT aj1 aj,-
k1. .kr=111...1s=1

Also jedes t € T' definiert eine Tensorgrofie g; im Sinne von §1:

gt(B) mit gt(B)u dAr iy

Ji--Js J1.ds”

Satz 2 (Kommutativitit und Assoziativitit des Tensorprodukts)

Es gibt natiirliche Isomorphismen (d.h. solche, die nicht von der Wahl von Basen
anhéngen):

VoW =2 WV
VRW — wRu.
(Dabei bedeutet ,,«<=“, dafl eine bijektive Zuordnung besteht.)

Ve eV, ¥ Viehel =2 Ve (Vaels)

b
) (U1®Ug)®’l)3 — U1 QU RU3 U1®(U2®U3).

Beweis:

a) Definiere

VW — WV

(vyw) — wRw

VxW

2N\
WeV

(Man kann nicht ohne weiteres definieren ¢(v ® w) = w ® v, weil nicht jedes Element ¢t € V @ W
von dieser Form ist und die v ® w auch keine Basis bilden.)

® ist bilinear, also existiert

p: VW -WeV
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mit
w@v=>(v,w) = w).
Genauso:

I WV — VW mit
Ywev) = vew.

Dann gilt (¢ o p)(v ® w) = v @ w. (Beachte, dal v ® w ein Erzeugendensystem von V @ W ist.)
Also ’Lp o = IdW®V~
Genauso folgt, dafl ¢ o ¢ = Idwgy ist. Also sind ¢ und 9 inverse Isomorphismen.

b) Ubung.

83 Kronecker-Produkt

Satz 1 (Kronecker-Produkt)

Seien V, V' W, W' K-Moduln (bzw. K-Vektorraume). K sei dabei ein kommutativer
Ring mit Eins, also z.B. ein Korper. Seien ferner ¢: V' — V/ und ¢: W — W’ linear.
Dann existiert genau eine lineare Abbildung

oY VW -V oW
mit
(@) (v@w)=p(v)®p(w).

VxW 2% vVew

N, o
Ve W’

Beweis:

Definiere
U VW=V oW

durch
D(v, w) = ¢(v) @ Pp(w).

Dann ist @ bilinear, also existiert genau eine lineare Abbildung
eRY: VW -V oW

mit

(P @Y)(v@w) = (v, w) = p(v) © P(w).
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Zusatz zu Satz 1

Seien

=(v,...,v,) B =(v},...,v,) BasenvonV,V’

m

B
C=(wy,...,ws) C'"=(wy,...,w.) Basen von W, W’

S

Ordnet man die Basen B ®' C' und B’ ®" €’ lexikographisch, d.h.
B ' C= (v Q@wy,...,0 @Ws,...,0, @Wi,...,0, Qw,)
B'& C'=@@u,... 01Q@uw,...,v, Qu,..., v, @uw.)

so ist, wenn

D = clle = |dj]

alD | aiD | ... | alD
Bec | @Y peec=A®D = : :

al’D | ad'D | ... |a’D
Dies bezeichnet man als Kroneckerprodukt von Matrizen.
Beweis:
PR Y(v; @wj) = p(v;) ® Y(w;) (Za )@(Zbﬁ»-wozz kdl (v, @ wy)
=1 k=11=1

d.h. in der zu (i, j) gehorigen Spalte von [¢ ® 1] stehen

11 152 1 1 2
a;dj,a;d;, ... a;d;, ... a"d;, a"d5, . .. a]"d]
j-te Spalte vona!D j-te Spalte vonarbD
O
Bemerkung

Ordnet man B ®' C und B’ ®" C' so

(V] @ W1, ..,V W,V @ Wy .., Uy @ W)

so erhalt man

p@y]=Dx A



70 KAPITEL 3. TENSORPRODUKTE

Beispiel
1 2{2 413 6
1 2 3 ® 12y [10(2 0]3 0
4 5 6 1 0/ | 4 8|5 10[6 12
4 0|5 0|6 0
Bemerkung

Es gibt natiirliche Isomorphismen

I

Hom(V, V') ® Hom (W, W’) Hom(V @ W, V' @ W')
pRY = PRy

Il

Kmxn®Kr><s
A®D < A®D

Km-TX?’L'S

Es wird deshalb indentifiziert.

Satz 2 (Verkettung des Kronecker-Produkts)
Seien V. V' V"' W W' W" K-Vektorraume bzw. K-Moduln

o e VN L VA
VW =W W — W

SO ist

(Y ®Y)o(p@y) = (9 op)® W o)

Beweis:

(@ @¢)o(pei)(veow) =

Folgerung
Fiir Matrizen A € K™ A" € KP*™ D € K™ D' € K97 gilt:

(AA@D) - (A D)= (A"-A)® (D' -D)
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Bemerkung

Es folgt A® D und D ® A sind &hliche Matrizen, falls A € K™*" D € K™".

Folgerung (Eigenschaften des Kronecker-Produkts)
Sei A e K™*™ Be K™

a) Spur(A ® B) = Spur(A) - Spur(B)
b) det(A® B) = (det A)™ - (det B)™

c) A, B invertierbar = A ® B invertierbar:

(AeB)'=A"'® B!

Beweis:

a)

aiB ... al,B
Spur(A® B) = Spur :
anB
a} - SpurB + a3 - SpurB + ... +a™ - SpurB
= Spurd - SpurB

det(A®B) = det((E, ®B)-(A® E,))

= (detB)" -det(A® E,) ,dennFE,, ® B=

B
= (detB)™ - (det(E, ® A)) ,dennFE, ® Aist zu A ® E,, &hnlich
= (det B)™ - (det A)"

(Ao B)~ ' (A teB™) (A-AHYe(B-B™Y
= E,®F,

Em»n

Also ist

A'@B =A@ B)!

71
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Beispiel
9 -1 4 -2\ "
-1 1 -2 2 (2 -1 ‘1® 12\
4 -2 0 0 - -1 2 0
2 2 0 0
1
_ (11 0 3
- 12®1 1
2
11
00 - =
2 2
00 - 1
_ 2
11 1 1
9 2 4 4
1 1 1
-1 - _Z
2 12

84 Das duflere Produkt

Definition (Alt,(V,W))

V', W seien K-Vektorraume

Alt, (VW) = {®&:V xV x...xV — W | ®multilinear

und ®(vy, ..., v,) =0, falls [{vy,...,v.}| <r}

Bemerkung

Fiir ® € Alt, (V, W) gilt

D(vr, .. Uiy Uy, ) = —DP(V1, U Yy)

denn betrachte
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Satz 1 (Existenz des dufleren Produktes)

Zur € K;V,W K-Modulen (K-Vektorraume) existiert genau ein K-Modul (Vektorraum)
NV und 7 € Alt,.(V, A" V) mit folgender Eigenschaft:

Zu jedem ® € Alt,.(V,W) gibt es genau eine K-lineare Abbildung ¢: N'V — W mit
b=¢por.

Man schreibt vy A ... Av,. = 7(vy,...,v,) fir v; € V und ®(vy,...,v.) = p(v1 A... Av,)
/N V heiit r-faches dufleres Produkt von V.

Beweis:

KWxxV) ist freier K-Modul mit Basis {(v1,...,v,)|v; € V}

Sei dann

U:= ((v1,...,a0; + v, ...,00) —a(vr, ..., 0oy Up) — (V1,000,000 00) |
vi,vp € Viie{l,...,r}) + ((v1,...,0,) |3 # jmitv; = v;)

Setze dann NV = K(Vx-xV) /U7

Dann ist

T VXx..xV — /\TV
(’Ul,...,’UT) = (Ula---avr)+U

multilinear und alternierend.
Sei auch @ € Alt, (V, W), setze dann

1/}: K(Vx...xV) N %%
(v1,...,0) — ®(v1,...,v,)

Da & alternierend und multilinear, liegen alle Erzeugendenelemente in Kerny. Also ist

©: /\TV - W
f+U = o(f)

wohldefiniert und K-linear.

¢ ist auf einem Erzeugendesystem von A"V, ndmlich auf {(v1,...,v,) + Ulv; € V} festgelegt, also
eindeutig.

0
Bemerkung

Erfiillen auch V' und 7’ die universelle Eigenschaft von Satz 1, so gibt es genau einen
Isomorphismus A’V — ANV mit 7 = o7’
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Satz 2 (Basis des dufleren Produktes)

Sei B = (v1,...,v,) von V. Dann ist A"V = {0} fiir r > n
Undesist N'B:={v, A...Av |1 <ip <...<i, <n} Basis von \'V.
Also ist dim A"V = (7).

Beweis:
n . .

Nach Konstruktion wird A"V erzeugt von {w1 A ... Aw,|w; € V}}. Sei w; = 3 ajv; mit aj € K, dann
i=1

gilt:
n
wi A AW, = Z al ...ay vy Ao Ag
. - —_———
vyt =1 ..
et =0 fallswv;, =v;, filr k1
es folgt: ist r > m, so ist stets wy A ... Aw, =0
Sei also r < n, dann gilt:

n(i I (r
wr AL AW, = E E e(m) a™™ ..ar " vy A A,
1<i1 <...<ir<n  mES,

det Atl--ir
mit
i1 i
al e arl
Ail. ir .
al{ N aij'
Also gilt:
wi A ... ANw, = E det A" " v Ao A

1<i1<...<ir<n

Also ist /" B Erzeugendensystem von /" V und dim A"V < (7)
zeige dann noch dim A"V > (") (dann /' B Basis)
Betrachte dazu

D(wy,...,wp) = Z ExWr(1) @ ... @ We(r)
TES,

® ist alternierend und multilinear.
Nach Satz 1 existiert ein eindeutiges p: N’V =V ®...@ V mit p(wy A...Aw,) = ®(wy,...,w,), dann
ist {®(vj,,...v;,)|]1 <i1 <...< i, <n}linear unabhéngige Menge in V@ ... ® V, denn es gilt:

0 = Zail...a“@(vil,...,vir) mita;,,...,a; € K
= 1;,®...0u + Z Exipy, ® .- ® Vi,
T e S,
m#£1
lauter verschiedene Basiselemente B von B®...Q Bin V®...QV
Daraus folgt, da$8 alle a;;, = ... =a;, =0.
Damit gilt:

NV > dimBildp > <”)
T

Daraus folgt die Behauptung.
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Folgerung (Eigenschaften des dufleren Produktes)
a) dimV = n, so ist dim/\’”V =) =1

n
Sei B = (vy,...,v,) Basis mit w; = ) a%v;, dann gilt:
i=1

wi AL Aw, = detal] - (v AL A )

b) Sei n = 3 und r = 2, dann ist dimV AV = (‘;) = 3. Alsoist v =2 V. Sei
B = (v1,v9,v3) Basis, dann definiere:

V1 — Uy A\ U3
@: UQH'Ug/\Ul:—Ul/\Ug
V3 — U1 A\ U9

Dann heifit v x w = ¢! (v A w) das Vektorprodukt von v, w.
3 .

Ist wj = > ajv; j=1,2, setze dann:
i=1

1 1

"o
aj G
dann ist:
w; Aws = det A2 vy A vy + det A% vy A vg + det A3 vy A vy
1,2 1,2 2.3 2.3
= (aja5 — asai) vy N\ vy +(aja; — asay) v A U3
( 142 2 1) ( 142 2 1)
v3 v1
+(atad — ala? V1 N\ Ug
( 142 2 1)
vy
Also ist:

2 3 2 3 1,3 1.3 12 1.2
wy X wy = (ajay — aza;)vy — (aja; — asay)ve + (aja; — ayay)vs
Formal kann man dies auch in eine Determinante schreiben, wobei zu bemerken ist,
daf} dies dann nur eine Schreibweise ist, mit der man sich dies gut merken kann. Es
ist aber nicht genau definiert worden und deswegen mit Vorsicht zu genieflen. Es
ist dann formal, wenn man die Determinante nach der ersten Spalte entwickelt:

v, al al
W, X Wy = det V9 CL% CL%
v3 a3l ad

Die Identifizierung V < V AV fiir dim V' = 3 hat ein Problem, denn bei Koordi-
natentransformation (vy,ve,v3) — (—vi, —va, —v3) &ndern sich die Vorzeichen der
Koordinaten von v € V, aber die Vorzeichen der Koordinaten von v A w &ndern
sich nicht.
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Satz 3 (Eigenschaften des dufleren Produktes)

a) (w1, ..., w,) linear abhingig < w; A... Aw, =0

b) U= (wy,...;wp) = (U, .., U) =wi Ao ANwp=a-(up Ao Auy) e K
Umkehrung gilt, falls dim U = r (K Korper)

Beweis:

a) sieche Ubung
b) =): Ist dim U < r, so ist nach a)
O=wiA...ANw,=ui N...ANu, =0

Sei also dim U =r

,
w; = E a; - u; a; € K Basiswechselmatrix
i=1

wiA...ANw, =detA-u; A...A\u,
#£0
<): Sind (uq,...,u,) linear unabhingig und ist (u1,...,u,) 2 (wi,...,w,), so existiert min-
destens ein w; & (uq,...,uy).
Also (uq,...,ur, wj) linear unabhéngig.
Istwiy A...A=a-(ug A... Au,) mit a # 0 und (wy,...,w,) linear unabhéngig, so folgt:

wi A AW Awj =a- (U Ao AUy Aw;) Widerspruch

=0 #0
dabei benutzten wir:
UL A .o NU =W Ao NW UL AN AU ANV=w1 Ao ANWe A

Beweis: siche Ubung

Definition (Pliicker-Koordinaten)

Ist U = (uq,...,u,) Teilraum von V, K-Vektorraum, und dimU = r, B = (vy,...,v,)
Basis von V/, so heiflen die Koordinaten von

U A AU = Z o (v AL A

1< <..<r<n

die Pliicker-Koordinaten von u beziiglich B.

Sie sind bis auf skalare Faktoren (3 0) eindeutig bestimmt.
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§5 AuBeres Produkt von linearen Abbildungen

Satz 1 (universelle Eigenschaft des dufleren Produktes)

Sei ¢: V — W K-linear (K kommutativer Ring oder Korper), dann existiert genau eine
lineare Abbildung

NV - AW mit
VA A = p(v) A A (o)

Ist ¢»: W — W' linear, so ist
NioNeo=N@oyp) (*)

Beweis:

Definiere ®(vy,...,v.) :=@(v1)A... Ap(v,) € N W
® ist alternierend und multilinear.

Also existiert N ¢ gemiB §4, Satz 1

/\7'90(1)1/\.../\1)7«) =®(vy,...,0)

Linke Seite und rechte Seite von (*) stimmen iiberein fiir v1 A. . .Av,.. Diese bilden ein Erzeugendensystem,
also gilt: linke Seite = rechte Seite (von (x)).

Sei B = (v1,...,vy) Basis von V und C' = (wy, ..., w,,) Basis von W.

/" B sei Basis von V und N C sei Basis von " W.

clels = [aj] = A, o(vi) Z% w;
i=1
N o, Ao Avg) = (v, A Ae(vy,) = > det Agl)) (wiy Ao Awy,)
1<i <...<ip<n
‘ o a, @,
© ATLyeens T D . .
wobei A A(j)
. Qp
aj, aj,

)
wobei (™) = {(i1,...,in)|1 <i1 <...<ip <m}und (7) ={(1,....J0)[1 <51 <...<jr <n}.

r

Beispiel

A=(5 1 %) =clle

dann ist: n=3,m=2,r =2, (") ={(1,2)} und (") = {(1,2); (1,3);(2,3)}.

N A= pclNelpple K79
= [det A%:g,det Aié,detAéjg] = [det ( ; 1 ) , det ( ; i ) , det ( 1 i )} =[-1,0,2]
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Folgerung

a)  AeK™n De KV (i) e (7),() € (7)

det(A- D)) = Y det A7) - det D
(R (7)

(k)
()

b) A c KmX?’L7D c Knxm

1,....m k
det A-D= > det Agk) ). det DgL)...,m)
(k)e(3n)

Folgt aus Satz 1.

Beispiel

) 12121 36363

1234321 1 2
det <2468642 14 b3
9 5
1234321 1 12121 36363
= det ( 2468642 1 > 'det< 1 3 )
1234321 2 12121 36363
+det ( 2468642 4 ) 'det( 2 5 )

1 2 1 3
a1 2) a1 2)

= 04+0+(4—2)(5-6)=-2

Beispiel
a1 Qiz2 - Aip
O as . e a2n
A= .
0 an,
109 * *
n=3 ANA= 0 ajas3 *
0 0 o203
a1a9 *
a1a3

n=n NA=ANA=
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Spezialfall
dl d12 e dln
0 dy ... dop
0 0 ... d,

/N D ist Dreiecksmatrix

dy...d, * * *

Spur ' D = Z diy » ... d;,
1<i1<...<ip<n

Folgerung

Sei A e K™ (K C C).
Dann ist A iiber C ahnlich zu

dl *
D= c (Dan
0 dy,

und

Xa = (X=di) (X —do)-...- (X —dy)

- X"— (Z di> X4 (Z dildm) X2 g4 (-)dy . dy
=1

11 <12

= X" - Spur(D)X"' + Spur(/\’ D)X "2 5 ...+ (=1)"Spur(/\" D)

/' D dhnlich zu N A ,weil A dhnlich zu D

xa = X" — Spur(4) X" + Spur(/\2 AX"2F 4 (=) Spur(/\” A)
———

Spur( /\T A) = det AEE; heifit Summe der r x r-Hauptminoren.

e(y)
Formel gilt allgemein, auch falls K ¢ C.

79
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§6 Skalarbereichserweiterung

Vor.: K C L seien kommutative Ringe mit 1 (z.B. Korper). Ist W ein L-Modul, so wird
W durch Einschriankung der Operation zu einem K-Modul Wy

genauer:
W=(W,L,+,")

< LxW—-=W

W =W, K, +, | kxw)

Beispiel

K=R L=C
W: <U17U2> = (DQ><1

dann ist Wg ein 4-dimensionaler IR-Vektorraum mit Basis B = (vq,1 - vy, 9,1 - vg)

Satz 1 (Skalarbereichserweiterung)

Sei V' ein K-Modul, dann kann man L ®x V (Tensorprodukt von K-Moduln; L ist K-
Modul) zu einem L-Modul machen mit

c-(dev)=c-d®v firc,de LiveV

Ist B = (vy,...,v,) K-Basis von V, soist 1 ® B = (1®vy,...,1 ® v,) L-Basis von
L®gV.

Falls K Korper, dann ist dimg V' = dimy (L @k V)

Beweis:

Seice L, deL, veV

LxV 2 LoV

.\ | e
LV

definiere ®.(d,v) :=c-d®v
®, ist bilinear, also existiert (universelle Eigenschaft) genau eine Abbildung ¢.: L&V — L®V K-linear

mit

pe(d®@v) =®.(d,v) =c-d®v
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Definiere fir ce L,t € Lk V

c-t = ve(t)
1t = () = Td(t) = ¢
c-(tit+ta) = @c(t1+t2)
= Pc(t1) + pe(t2)
= ct1 + cto
(c1e2)t = (e, 0 pey)(1)
= Cl(CQt)
(atet = Petel(l)

=1 Per (t) + Pe, (t)
= Clt + Cgt

Also ist L @ g V' L-Vektorraum. Es gilt ¢- (d®@v) =c-d®@v.
Seite LV

t = Zci®wi G €L w, eV
endlich

) (5

J

n

Z chaij '(1@1}2‘)

i=1
Beh.: 1®wv,...,1®wv, Lu. iber K

LxV & LoV
e\ o
Ln

definiere
@(C,Zaivi) = (cay,...,can) € L™ celae K
i=1

® ist bilinear, also existiert eine Abbildung ¢, die linear ist mit

plc® Z a;v;) = (cay, ..., cap)

p(1®v) = e

also, da eq,...,e, lu. = 1®vy,...,1 ®v, Lu.

Beispiel
@ ®Q men %J @mX?’L
Cor R[X] = CX]

Lailt fiir t =d®@wv
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KAPITEL 3. TENSORPRODUKTE



Kapitel 4

Affine und projektive Raume

§1 Affine Riaume

Definition (affiner Raum)

V sein K-Vektorraum. Ein affiner Raum A iiber V ist eine Menge A # () und einer
Operation V x A — A mit

(i) 0+ P=P VPeA
(11) (U1+U2)+P:U1+(U2+P),
die regular ist, d.h. zu P,(Q € A existiert genau ein v € V mit Q = v+ P

—
(und schreibt dann v =PQ (€ V))

Bemerkung

Es gilt

—_— — —

a) P,Q,Re A=PQ + QR=PR

denn

P_c>2+67%+P=(67%+P_é§)+P:Cﬁ>%+(P_C§+P)=Cﬁ+Q=R

—
b) PQ=0 P =Q

— —

QP=— PQ
c) t hat genau so viele Punkte, wie V' Vektoren hat

A={v+PlveV}

V = {PQ|Q € A} fiir (festes) P € A
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Standardbeispiel
1
A
A= . x; € K
T
veV =Kt
PeA
Y1 1 1
Y1 T 1+
N : = )
Yn Tp Tn + Yn

Fir n = 2 und K = R erhalten wir eine Ebene in einem dreidimensionalen Koordina-
tensystem

Abbildung 4.1: Ebene in dreidimensionalen Raum

Allgemeiner

V sei Teilraum von W K-Vektorraum, wy € W fest gewahlt, so ist
.A = wqy + Vv

eine Restklasse von V in W.
Dann ist (A, V) affiner Raum (mit der Addition aus W)
z.B. Losungsmenge von inhomogenen linearen Gleichungssystemen sind affine Raume.
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Definition (affiner Teilraum)
Ist (A, V) affiner Raum, V' Teilraum von V', P € A, dann ist
A ={v+ PP eV'}

ein affiner Teilraum von A.

Bemerkung

—
a) Esist dann V' = {PP’ |P' € A’} und A’ ist affiner Raum tiber V’
b) Sind A, A, affine Teilrdume von A4, so ist

(i) A1 N Ay =0 oder
(i) A; N A, ist affiner Teilraum

iiber Vi NV,
——
(Wenn V.= {PPZ ‘Pl € AZ} P e ./41 mAz)

Definition (affine Abbildung)

(A, V), (A", V') seien affine Rdume iiber K (d.h. V, V'’ K-Vektorraume)
Eine Abbildung a: A — A’ heiit affin, wenn

(i) PO=POre V =a(P)a(Q)=a(P)a(Q1)e V'

i) waPQ — a(P)a(Q)
V — Vv

(P,QeA)

o ist linear nach (i).

Bemerkung

(i) affine Abbildungen bedeuten geometrisch, dafy Parallelogramme auf Parallelogram-
me abgebildet werden.

(ii) kann man ersetzen durch

—_—  —

PR= s PQ=a(P)a(R)= s a(P)a(Q)

Teilverhaltnisse bleiben erhalten
—

—
Ist PR= s P(Q so heifit s Teilverhiltnis von R beziiglich P, Q. Ist z.B. s = %, SO
heifit R Mittelpunkt von P, (Voraussetzung char K # 2)
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beachte:

0o(PQ + QR) = u(PR)

= a(P)a(Q)
= Oz(P)g(Q) + Oz@a(R)
= 9a(PQ) + 0a(QR)

Also ist ¢, automatisch additiv.

Definition (Affinitét)
a: A — A heifit Affinitét, wenn « affin und bijektiv ist.

Satz 1 (Eigenschaften von affine Abbildungen)

a) o Afinitdt < ¢, bijektiv (V — V') und « affin

b) a,f affin = a o 3 affin

c) AGL(A) :={a: A — Ala Affinitét} ist eine Gruppe
)

d) T(A) :={a € AGL(A)|p, = Idy } ist eine Untergruppe von AGL(.A), die Trans-

lationsgruppe von A

T(A) = (V,+)

Beweis:

a) gegeben
a A — Aaffin
PQ — a(P)a(Q)

Sei p = @o: V — V'’ injektiv

(p(PQ) = 0 =PQ=0)
<<><> 0)
(a(P) = a(Q) = P =Q)

ainjektiv

teee

wahle P € A fest

 surjektiv

Vi ={ev)lveV}

V' ={a(P)(Q)|Q € A}
A" ={a(Q)|Q € A}

a surjektiv

tete
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b)

A — A/ — A//
a, # affin mit linearen Abbildungen ¢, g

0 0 05(PQ) = 0al0(PQ)) = walB(P)B(Q)) =a(B(P))a(B(Q))
Also paop = Yo © pp mit ao § affin

a: A — A sei affin mit linearen Abbildung ¢, und bijektiv

a1 (a(P))a 1 (a(Q)) =PQ= (¢a) '¢a(PQ) = (pa) H(a(P)a(Q))
also Pa-1 = (o) ! und ot affin

Sei po =1d

a: A — A affin, also

PO=a(P)a(Q) fiir P,Q € A

Pa(Q)=PQ + Qa(P)=a(P)a(Q) + Qa(P)=Qa(Q)=: va € V

Dann gilt a(P) = v, + P und

a = Uy
-

(T(A),0 1)

ist Isomorphismus

§2 Affine Koordinatensysteme

(A, V) affiner Raum, dim A := dimg V.

Definition (affines Koordinatensystem)

Im affinen Raum (A, V) ist ein affines Koordinatensystem S = (I, .

ein (n + 1)-Tupel von Punkten mit B = (R P, . .

_ ——

— —
Ist P € A, soist BpP= ) x; PyP;, dann heifit

n

=1

Vs(P) =

Tn

affiner Koordinatenvektor von P und

1

us(P):= |

Tn

inhomogener Koordinatenvektor von P.

87

., P),PeA

., PyP,) eine Basis von V.
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Satz 1 (Wechsel von affinen Koordinatensystemen)

Seien S, S’ affine Koordinatensysteme von A, A" mit zugehorigen K-Basen B, B’ von
V.V, P e A. Sei nun a: A — A’ affin, dann:

aix - Aip Ty a
ve(a(P)) = plpals - vs(P) +vs(a(B)) = | : o+
Am1 *°° Qmn T Am
und
1 0 0
a apix - Qip
psta(p = | TN )
Am Am1 *° Amn
Beweis:

vor V=V 0a(PQ) =a(P)a(Q)
(Nach §1) S = (Py,...,Py) S =(Qo,--.,Qm)

Es ist:
Y1 ai x1
ve(a(P))=| vs(a(Po)) = | vs(P)=|[
Ym, Am Tn

Qoa(P) = Cgr(l)a(Po)—i-a(Po)a(P)

--
= > a; QQi +pa(PoP)
i=1
m n N
= Zai Q()Qi-i-zfj@a(Pon)
i=1 j=1

= Z%MJFZ%Z@U QO—Q;
1 j=1 i=1

%

n

= Y (ai+ ) ayw)- Qo

=1 j=1

S

Yi

m
= > i Qo
=1
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Satz 2

Sind Py € A, Qo € A" und ¢ € Hom(V, V’) beliebig gegeben, so existiert genau eine affine
Abbildung a: A — A’ mit a(Py) = Qo und ¢, = ¢.

Beweis:

Definiere a(P) fiir P € A durch:

—

Qoa(P): QO(POP) S VI

Dann ist:
a(P)a(P') = a(P)Qo + Qoa(F’)
— — Qua(P) + Qoa(P)
= —p(PoP)+p(PP")

—

—
= (p(— P()P + P()P/)
e
= p(PP')
N——

— . .
héngt nur vonpp’ ab und ist linear

Also a affin: Qoa(FPo)= p(PoFo) = 0= Qo = a(Fo)
Eindeutigkeit: selbst.

Satz 3 (affine Gruppen)

Ist P € A, so ist
AGL(A)p := {a € AGL(A)|a(P) = P}

eine Untergruppe von AGL(.A), die zu GL(V') isomorph ist.
T(A) ={a € AGL(A)|p, = 1d}

Es ist 7(A) N AGL(A)p = {Id}
T(A)-AGL(A)p = AGL(A)

d.h., jedes a € AGL(A) kann man schreiben als

a=T1-apmitT € T(A),ap € AGL(A)p
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Beweis:

Nach §1 ist & € AGL(A) < ¢, € GL(V)
Nach Satz 2 existiert zu ¢ € GL(V) und P genau ein o € AGL(A) mit

a=a,p, oP)=P undg,=¢

Q= Qp,p

(V)= AGL(A) dies ist ein Isomorphismus.

Zuordnung: C‘i

e —

Ist « € AGL(A) beliebig und ist V :=P«(P), so ist P, € T(A),7v(Q) =v+ Q
dann ist z.B.: 7,(P) =v+ P = a(P) und ap := 7, o erfiillt ap(P) = P,ap € AGL(A)p

a=T,0ap

Ist auch 8 = 7, o Bp mit Bp € AGL(A)p so ist:
Oéoﬁ: Tv OaPOTwOBP =Ty © (aPoTw Oa}zl)oa}’oﬁp :Tv-l-tpa(w) OOépOﬁP
T a(w)
denn: Paporyon! = Pap © Pr, op, L =Idy.
st

Bemerkung

Ist dim V = n < oo, so hat man Isomorphismen:

AGL(A) < {(i 2) AGGL(n.K),aeK”“}

O =
O

AGL(A)p { ( ) A € GL(n, K)} — GL(n, K)

= (s
() G)=(aitm &)

§3 Euklidische Punktriume

a € Knxl} ] (KnX1,—|—)

Q=

Definition (euklidischer Punktraum)

A sei affiner Raum iiber dem R-Vektorraum V. Sei (V, ®) euklidischer Raum.
Dann heifit (A, V, ®) euklidischer Punktraum.

Fir P,Q € Asei d(P,Q) = | PQ || = +\ ®(PQ, PQ) der Abstand von P und Q.
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Bemerkung

Es gilt:
d(P,Q) > 0 fiir P # Q;a(P,Q) =0 fir P=@Q

d(P,Q) = d(Q, P)
d(P,Q) <d(P,R)+d(R,Q) A-Ungleichung

Definition (Isometrie)

Sind A, A’ euklidische Punktriume, so heifit eine affine Abbildung 3: A — A’ Isometrie,
wenn

(x)  d(B(P),5(Q)) =d(P,Q) VP,QeA

Bemerkung

Man braucht eigentlich nicht zu fordern, da§ § affin ist; dies folgt aus (x).

Definition (Bewegung und cartesisches Koordinatensystem)

a) g: A — A Bewegung, falls § Isometrie und bijektiv.

b) S = (Py,...,P,) affines Koordinatensystem heifit ein cartesisches Koordina-
e _

tensystem, wenn B = (PyPy,. .., PyP,) eine ON-Basis von (V, ®) ist.

(A, V, ®) euklidischer Punktraum
B(A) = {p: A— A|B Isometrie und bijektiv }

Ist S = (P, P1,...,P,) cartesisches Koordinatensystem, so ist B = (PyPy,..., PyP,)
ON-Basis von V.

Bemerkung
vs(B(P)) = Avy(P) + v, 3( )
Ist S cartesisch und 3 eine Bewegung, so ist
AeOmn,R)={ae RV"|A"A = E,}
Mit P € A ergibt sich
Bp, = {8 € B(A)|6(R) = B} = O(n, R)
AGL(A)

B(A) AGL(A)p, = GL(n, R)
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Klassifikation der Bewegungen im zweidimensionalen euklidi-
schen Punktraum

a) [ habe Fixpunkt B

(i) detpg =1 # = Drehung um F

_—

pp = (PQ) =p(P)B(Q)
(i) detyg = —1 (3 = Spiegelung an der Geraden durch P.

b) /8 habe keinen Fixpunkt

(iii) pg =id [ = Translation
(iv) dim(E,,(1)) =1 B = Gleitspiegelung = 7,, 0 0 mit o Spiegelung an der
Geraden

{v+PloeE ()}, (v) =E(1)

Satz 1 (Zusammenhang zwischen Fixpunkt und Eigenwerten)

Sei dimA = n > 2,5 € B(A) habe keinen Fixpunkt, dann hat ¢z den Eigenwert 1 und
es existiert P, € A und vy €E,;(1) und 8 = 7,, 0 B mit Gy € B(P)

Beweis:
(fiir n = 2)
- _ s
Sei P, P; € A beliebig, v =P, P und w =P, 3(P;), dann ist (P1)B(P)= ¢(v), ¢ =g
_

PB(P)=—v+w+ ¢(v) =w+ (¢ —id)v

Wiére 1 kein Eigenwert von ¢, so wire ¢p—id, invertierbar und insbesondere surjektiv. Dann gébe es

v € V mit (p—id), = —w; fiir dieses v =P, P wire P3(P)= 0, also P = B(P). (Widerspruch zur
Voraussetzung!)
n=2: E,(1)=V, ¢=id, 3 Translation (8y =ida)

V:Ew(l)@Ecp(l)l§ Ega(l)L = E,(-1)
w = v + v1 mit vy €EEL(1) und vy €E,(—1)

—
Definiere Py durch P, Py= %vl, dann ist

PoB(Py) = PoPy+ Pip(Pr) + B(P1)B(F)
—_———

— 1 1) =
W(P1P0)790(271 = 27)1

1
= —§v1+w—§v1:v0

Bo = Tp, 0B (dann ist B = 7, o Bo)
Pofo(Po)=PoB(Po) + B(Fo)Bo(Po)=vo —vo =0
also ﬁo(Po) = Po, dann ﬁ(PO)ﬂO(PO):ﬁ(PO)Tvoﬁ(PO): —Vo
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84 Klassifikation der Quadriken

(A, V) sei affiner Raum, V' sei K-Vektorraum, char K # 2.
S = (P, P,...,P,) sei affines Koordinatensystem.

Definition (Quadrik)

I n n
a) Q= PecA(P)= N Z a;jT;T; + ZQCM% +ap=n
i=1

v, ) il
heifit Quadrik in A.
b) Zwei Quadriken @, Q' heien affin dquivalent, wenn @)’ = o(Q) mit o € AGL(.A).
c) Ist (A, V,®) ein euklidischer Punktraum, so heiflen @Q,Q" kongruent, wenn
Q' = B(Q) mit § € B(A).

Zwei Betrachtungsweisen:
Gegeben Quadrik Q:

(i) Suche eine affin dquivalente (kongruente) Quadrik @', die beziiglich des gleichen
Koordinatensystems S eine einfache Gleichung hat.

(ii) Suche zu @ ein neues Koordinatensystem S’ (im euklidischen Fall stets cartesisch)
so, dafl die Gleichung fiir () beziiglich S’ einfacher ist.

Die Gleichung in Definition a) kann man in inhomogenen Koordinaten pg(P) =
(1,21,...,x,) einfacher schreiben (vg(P))" A - vg(P) + 2[ay, ..., a,|vs(P) + ag = 0):

CLQ‘CLI ccc Ap
ai

ps(P)" E pus(P) =0

Qn

Bemerkung

aij+aj; aj¢+aij
2 ’ '

Man kann stets annehmen, dafi A" = A, sonst ersetze a;j, a;; durch 5

a € AGL(A) (bzw. a € B(A) Bewegungsgruppe im euklidischen Fall)
ps(a(P)) = Tps(P) mit

1 0 ... 0
8]

T=1 . T mit 7y € GL(n, K)bzw. T} € O(n,R))
: 1

Cn
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Q = {P|ps(P)" Apy(P) = 0} mit

apg a1 ... QAp

a1
A= ] mit A; = A" ¢ K"
. Al

an

Q = {a(P) | (Tus(P))" Aps(a(P)
= {a(P) |

a Q) = AP | ps(P)"(T"AT)ps(P) = 0}

Nebenrechnung
C1 aq
CTL an
1 ¥ a ‘ a® 1 ‘ 0
tr 0
AT = 0 Tltr QA1:| |:CT1
|1 " 1 | ao+a"c ‘ a1
- Tltr | L CL+A10 ‘ A1T1
B a6 a/tr
o L CLI ‘ TltrAlTl

mit a) = agr’c + " Ajc € K und o' = T"a + T{*Ajc € K™*1
Da charK # 2 existiert 77 € GL(n.K) mit

Im euklidischen Fall gibt es nach Spektralsatz eine orthogonale Matrix T} € O(n,R)
(Tt =Ty ") mit

TltrATl = Diag(dl, e dr, 0... O),

wobei dy, ... d, Eigenwerte von A sind.

, 10
T‘[o TJ
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A/ — T/trAT/ — dr

bn—1 0

neue Gleichung fiir die Quadriken: Z dix? + Z 2b,x; +ag = 0.

=1
Durch quadratische Ergénzung und Transformatlon mit

/tr b b
T" = [ 1, ¢ ]c/—[——1 ey =, 0. 0]

¢ E, a0 d,
erhéalt man:
[ ag 0 0 b, + 1 by ]
0 dy
A// — TlltrA/T// _ O h d
bri1 0
| b, 0
Ist ein by # 0,s € {r +1,...n}, so kann man z;, — =z /
und man findet ¢ € GL(n —r, K), bzw. ¢ € O(n — r,R) mit
b
b7‘+1
el =1 mith € K; b#£0; v* = Zzﬁ
bn : i=r+1
0
#0
1] 0 0
T" — 0 ET
0 c
[0 0 0 b0 07
0 | dy
0
T///tI‘A//T/// — 0 dT
b
0
: 0 c
| 0 i

95

= 3 annehmen, so daf aj = 0
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Satz 1 (Normalform der Quadriken)

Ist charK # 2, so ist jede Quadrik im n-dimensionalen affinen Raum affin dquivalent
(falls K = R und A euklidischer Punktraum sogar kongruent) zu einer Quadrik mit
Gleichung

a) Zdzxf = { 2 , oder
i=1

b) Zdle =2T,.1, T >n

i=1
Falls K = IR ist jede Quadrik in A affin dquivalent zu einer mit Gleichung a) oder b),
wobei alle d; € {1, —1} sind.
Beispiel
nicht leere Quadriken im 2-dimensionalen Punktraum:
a) 2 =0 Gerade
22 4+ 23 = 0 Punkt (d?2? + d3x3 = 0)
d3z? — d3x3 = 0 Paar sich schneidender Geraden d; # 0,
diz? = 1 Paar paralleler Geraden (dyz; — 1)(diz1 +1) =0
diz? + d2x3 = 1 Ellipse (falls d; = dy = Kreis)
d?z? — d2x3 = 1 Hyperbel

b) dix3 = 25 Parabel

Beispiel

Ellipse ist das affine Bild eines Kreises, sie hat zwei Hauptachsen
Aufgabe: Konstruiere Tangente an Ellipse in P’

Beispiel

Sei A ein Euklidischer Punktraum und
3:)3% + 3:163 + 3:U§ + 4\/5;51:1:3 — 2x9x3 — 1221 — 6\/§x2 + 6\/5:53 =1,

dann ergibt sich dazu die Matrix:

-1 6 —3v2 3v2
6 3 0 2V2
-3v2 0 3 —1
3vV2 2v2 -1 3

A:
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Abbildung 4.2: Tangete an eine Ellipse

-3 0  —2V2
Es ist dann det(X E3 — Ay) = det 0 z-3 1 = (x—3)(z —6)x
-2v2 1 x-3
Also ergibt sich fiir die normierten Eigenvektoren:
o L[ -2v2 L[ —2v2
Vg = — 2\/§ P Vg = ——= 1 D Vg = ——= 1
t=3 3 ) = 3\/§ N ) =l 3\/§
0 3 3
1 0 0 0
0o 1 _2 _2
Setze dann T" = 02 \3/5 1 f/ﬁ 1 \/35 dann ist 7" orthogonal und es gilt:
0 0 V2 0
-1 —6 0 6
/tr !/ _6 3 O O
THAT = 0 0 60
6 0 00

mit neuen Koordinaten: 3y? + 6y3 — 12y, + 12y5 = 1.
Durch Umformen erhilt man:

13
By — 2" +63p "+ 12(ys = 15) =0
SN—— ~~~

21 22
Z3

Also ergibt sich in den neuen Koordinaten 327 4622+ 1223 = 0 und somit % +254223=0
als Normalform eines parabolischen Ellipsoids
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Abbildung 4.3: parabolisches Ellipsoid

85 Homogene Koordinaten, Satz von Desargues

Sei (A, V) affiner Punktraum, S = (F,..., P,) affines Koordinatensystem, P € A mit

1

—_ n —_— 1
PyP= > x; PP, und us(P) = . Koordinatenvektor von P.

i=1 :

Tn,

Definition (homogene Koordinaten)

z € KD*1 heift homogener Koordinatenvektor von P beziiglich S, wenn

(2) = (us(P))

beachte z ist nur bis auf ein skalares Vielfaches # 0 eindeutig bestimmt.

Beispiel
Die Gleichung einer Quadrik in inhomogenen Koordinaten lautet:

n
> axiry + Y aw; + ag = 0. Setze dann z; = T+, dann ergibt sich 7 a;;2;2; = 0 mit
ij=0
a;o = ag1 = a; in homogenen Koordinaten.
—

—
Seien nun P # @) € A, R € A liegt auf der Geraden g(P, Q) genau dann, wenn PR=t P(Q
mit t € K
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Seien nun (us(P)) = (z) und (us(Q)) = (y) und (us(R)) = (z), dann folgt dann fiir alle
1el,...,n:

2 X - Yi i
20 Zo a Zo Zo
Yo Zo
& z € (y,x)

Also gilt das folgende Lemma:

Lemma (Geradenbedingung)

Seien P, (), R paarweise verschiedene Punkte in A, dann liegt R genau dann auf der Gera-
den g(P, Q)), wenn es zu vorgegebenem homogenen Koordinatenvektor z von R homogene
Koordinatenvektoren z,y € K™D*! yon P und @ gibt, mit z = z + .

Beweis:

Dies folgt sofort aus der obigen Betrachtung.

Bemerkung

Sei n = 2 und (A, V) 2-dimensionaler affiner Raum und seien P # @ und P’ # @' in
A mit homogenen Koordinatenvektoren z,y,z’,y € K**'. Gilt nun g(P, Q) # g(P',Q’),

dann folgt P’ & g(P, Q) oder Q' & g(P, Q)
Also gilt 2/ & (z,y) oder ¢ & (x,y)
Also gilt wegen dem Dimensionssatz (z,y) N (z',y’) = (2) mit z # 0:

(z,y) + (2, ¢) = K>
—— N —
dim 2 dim 2

Dann unterscheide 2 Falle:

(i) zo # 0, dann ist z homogener Koordinatenvektor von R € A.

Alsoist R € g(P,Q)Ng(P,Q")

(ii) zo = 0, dann ist z kein homogener Koordinatenvektor eines Punktes aus A, also
haben ¢(P, Q) und g(P’,Q’) keinen Schnittpunkt, sind also parallel.
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Abbildung 4.4: Satz von Desargues

Satz von Desargues

Sei dim A = 2 (affine Ebene) und Py € A Schnittpunkt von 3 verschiedenen Geraden
g(P1,@Q1),9(P, Q2), g(Ps,Q3). Seien dann noch Z; die Schnittpunkte von g(P;, P) und
9(Qj, Q) mit 4, j, k = 1,2,3. Dabei sollen alle so erhaltenen Punkte verschieden sein.

Dann liegen 71, Z5, Z3 auf einer Geraden.

Beweis:

() e K3*1 sie homogener koordinatenvektor von P;, i = 0,1,2, 3,3 und ebenso y* € K3*! homogener
Koordinatenvektor von @;. Dann gilt nach Voraussetzung und Lemma: () = 20) +40) fiir j = 1,2, 3.

Setze dann
23 — (1) _ (2 = y(2) _ y(l) c <x(1),x(2)> N (y(l), y(2)>

als homogenen Koordinatenvektor von Zs (der existiert nach Voraussetung).

Ebenso erhélt man:
2D = 2 _ () = ) _ ) ¢ <x(2),x(3)> N (y(Q), y(3)>

und
22 = 2B _ (M) = (1) _ ) ¢ <x(1),x(3)> N (y(l), y(3)>

Nach Voraussetzung sind z( homogene Koordinatenvektoren von Z;. Nun gilt
2 4 @) = 22 _ () = 0) ¢ <z(1),z(2)>

Also gilt Z3 € g(Z1, Z3) nach Lemma.
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Abbildung 4.5: Zusatz zum Satz von Desargues

Zusatz zum Satz von Desargues

Setzt man nicht die Existenz der Schnittpunkte Z; voraus, sondern, dafl

9(Po, Py) || 9(Q2@s) A g(Pr, P5) || 9(Q1,Qs), 50 erhilt man im Beweis wegen

z(()l) = 262) = 0 auch z(()?’) = 0. Also gilt dann auch

9(P1, ) || 9(Q1, Q2)

Eine entsprechende Variante erhélt man, wenn F, nicht existiert.

36 Projektive Ridume und Ebenen

Definition (projektiver Raum)

Sei V' (n + 1)-dimensionaler K-Vektorraum, dann heift

P(V)={(v)|veV,v+#0} dimP(V)=n

projektiver Raum iiber V.

Ist U Teilraum von V und dimU = r + 1, dann heifit

{(v) [v € UO}}

r-dimensionaler projektiver Unterraum.

101



102 KAPITEL 4. AFFINE UND PROJEKTIVE RAUME

Bemerkung
1
Ag=S | " llmeKy <1 P(K™)
o

r —  (x)
Die (v) € P(K"™)\p(Ap) heiBen uneigentliche Punkte von Ajg.

Zo
Ay = A, = T lm=1% — PEY
Tp
o — ()

Eine andere Einbettung bedeutet andere uneigentliche Punkte.

Beispiel
)n=L3K=R

p(]RZ):sOo(Ao)U{d(l)D}

0
P(R?) = @o(Ap) U < ) > x; € K » 2 verschiedene Geraden haben in

)
——
\ #0 )
N /

uneigentlighe Gerade
P(IR?) einen Schnittpunkt (z,y) N (2/,y') = (z).

2’) Ellipse in

1 2\ 2 2o\ 2
Lo To
_ZEQ_
_Io_
= v ||wo=1A2]+ 25 =21]
_x2_

!diese Zeichen bedeutet Einbettung
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Abbildung 4.6: Ellipse im dreidimensionalen Raum

All x1:1 <
Agl 1'1—1'0:1 <

Zo
T
T2
Zo
T
T2

>Ml
>m,43

-2 =1 ist eine Hyperbel.
x4+ 30+ 25 =0 ist eine Parabel.

Somit lassen sich also alle Quadriken durch Kegelschnitte erzeugen.

3) n=23K =17,

|P(Z3)] =T

Satz 1 (Eigenschaften der Geraden)

Ist P = P(V) ein 2-dimensionaler projektiver Raum, dann gilt:

(a) zu (v), (w) € P gibt es genua eine Gerade g = (v, w) mit (v), (w) € g.

(b) Je 2 Geraden haben genau einen Schnittpunkt.

(c¢) Jede Gerade enthilt mindestens 3 Punkte.
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Abbildung 4.7: projektiver Raum zu 23

Beweis:

Eigenschaften der projektiven Rdume und Dimensionssatz aus LA 1

Definition (projektive Ebene)
Eine Menge P (von Punkten) zusammen mit einer Menge G (von Geraden), wobei jedes

g € G eine nichtleere Teilmenge von P ist, heiit projektive Ebene, wenn (a),(b),(c)
aus Satz 1 gelten.

Bemerkung

K Korper mit ¢ Elementen

3
-1
L —Ptg+1

P =T

Jede projektive Gerade g € P(K?) hat

1
—1 =q+1

Punkte.
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Satz 2 (Ordnung der projektiven Ebene)

Ist (P, G) eine endliche projektive Ebene, so hat jede Gerade g € G genau gleich viele
Elemente, etwa r + 1, und |P| = r? +r + 1.
r heifit Ordnung der projektiven Ebene.

Beweis:
Seien g1,92 € G; g1 # g2
zu zeigen: |g1| = |g2|

X +— g(X,P)Ngy ist Bijektion
g — 92

durch P gehen genau |g1] = 7 + 1 Geraden, also

|Pl=|r+1|-r4+1=r*+r+1

Satz 3

Ist (P,G) eine beliebige, endliche projektive Ebene, in der der Satz von Desargues gilt,
dann gibt es einen Koérper K mit |K| = ¢ (= p", p Primzahl), sodall P = P(K?) ist.

Bemerkung

(i) Es gibt auch projektive Ebenen (P, G), in denen der Satz von Desargues nicht gilt.

(ii) Es ist aber nicht bekannt, ob es eine projektive Ebene (P, G) mit Ordnung r gibt,
wobei r keine Primzahlpotenz ist.

(iii) Es gibt keine projektive Ebene der Ordnung 6.

(iv) Es gibt auch keine projektive Ebene der Ordnung 10 (Computerbeweis).

to be continued...
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Anhang A

Ubungsaufgaben

Aufgabe 1

Es sei V = R**! und B eine Basisfolge von V. Ein Skalarprodukt ® auf V sei gegeben

durch die Matrix [®]; = ; 2 ;)
1 3 2

(a) Berechnen Sie das Radikal von V' beziiglich ®.

(b) Ist ® ausgeartet? (Begriindung.)

)
)
(c¢) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis von V' beziiglich ®.
(d) Ist @ positiv definit? (Begriindung.)

)

(e) Berechnen Sie den Rang und die Signatur von &.

Aufgabe 2
Essei V=R"" und ®: V x V — IR definiert durch
®(A,B) =n-Spur(A- B) — Spur(A) - Spur(B) fir A,BeV.
Zeigen Sie:
(a) @ ist eine ausgeartete symmetrische Bilinearform; geben Sie das Radikal von & an.

(b) Essei T der Teilraum von V', bestehend aus den Matrizen mit Spur 0; dann ist die
Einschriankung ®3 von ® auf 7' x T" nicht ausgeartet.

(¢) Bestimmen Sie Rang und Signatur von &.
Hinweis: Sei Ty := {A € T | A" = —A}; zeigen Sie, dal ®(A, A) < 0 fiir alle
04 AeT gilt.
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Aufgabe 3
Essei S(n) = {A € CV" | A= —AY}.
(a) Zeigen Sie, da§ S(n) ein IR-Vektorraum ist.

(b) Welche Dimension hat S(n) als R-Vektorraum?

Aufgabe 4

(a) Es sei ® ein Skalarprodukt auf V' = R**! mit [®], = , wobei S die

o = O

1
0
1
v

S o~ o

Standardbasis von V ist. Berechnen Sie eine Orthogonalbasis von V' fiir ®.

L1
(b) Beschreiben Sie {| zp | € R*! | 2129 + mpx3 = 1} geometrisch (in einem geeig-
T3
neten Koordinatensystem).

Aufgabe 5
Es sei V' < Abb(IR,IR) der Vektorraum der auf R integrierbaren Funktionen und & :
V x V — R definiert durch

B(f,g) = / f@gla)ds fir fgeV,

und es sei p € V mit p(z) = 22* + 2° fiir alle x € IR. Berechnen Sie eine beziiglich ®
beste Approximation von p durch eine Polynomfunktion vom Grad kleiner gleich 3.

Aufgabe 6

V und W seien endlich-dimensionale K-Vektorrdume, und ¢: V. — W sei linear. Wir
definieren

oW —=V* A= dogp
(wobei V* und W* die Dualrdume von V' bzw. W sind). Zeigen Sie:
(a) "y ist linear.
(b) ¢ ist surjektiv (bzw. injektiv) genau dann, wenn "¢ injektiv (bzw. surjektiv) ist.
(c¢) Sind B und C Basen von V bzw. W und B* und C* die dazu dualen Basen von
V* bzw. W*, dann ist

tr

B+ ("] o = cl¥lp -
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Aufgabe 7

Auf einem Q-Vektorraum V' mit Basis B = (vy,...,v,) sei eine symmetrische Bilinear-
form ¢ gegeben durch

1 fiir i =7,
®(v;,v;) =< —% fir i=j—1 oder i=j+]1,
0 sonst.

Zeigen Sie, dafl ¢ positiv definit ist.

Aufgabe 8

Es sei V' ein C-Vektorraum und ¥: V x V — C eine Sesquilinearform. Zeigen Sie:
Ist U(v,v) =0 fiir alle v € V, so ist (v, w) = 0 fiir alle v,w € V.

Aufgabe 9

Eine Matrix A € R™ " heifit positiv definit, wenn A" = A und wenn z" Az > 0 ist fiir
alle 7 € R™'\ {0}. Zeigen Sie:

(a) Ist P € GL(n,R), so ist A := P P" positiv definit.

(b) Ist A positiv definit, so gibt es eine untere Dreiecksmatrix P mit A = P P*.
Hinweis: Denken Sie an das Gram-Schmidt-Verfahren, und iiberlegen Sie sich, dafl
das Inverse einer unteren Dreiecksmatrix auch eine untere Dreiecksmatrix ist.

Aufgabe 10
Zeigen Sie: Fiir jede Matrix A € C™ " ist RgA = RgA.

Aufgabe 11

Es sei V' ein endlich-dimensionaler IR-Vektorraum mit positiv definitem Skalarprodukt
®, und es sei B eine Orthonormalbasis von V' bzgl. . Eine lineare Abbildung ¢: V — V
heifit antisymmetrisch, wenn ¢* = —y gilt (wobei ¢* die zu ¢ adjungierte Abbildung
bezeichnet). Zeigen Sie:

(a) Es sei A = p[¢]p. Genau dann ist ¢ antisymmetrisch, wenn A™ = —A gilt.
(b) Genau dann ist ¢ antisymmetrisch, wenn ®(z, p(z)) = 0 fiir alle z € V' gilt.

(c) Jede lineare Abbildung ¢ : V' — V laBt sich in eindeutiger Weise in der Form
@ = @gs + @4 schreiben, wobei pg symmetrisch und ¢4 antisymmetrisch ist.

(d) Ist dimV =2 und ¢: V — V antisymmetrisch, so ist g[p]p = { _g g } fiir ein
r € R.
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Aufgabe 12

Es sei V' ein n-dimensionaler C-Vektorraum mit Basis B, und es sei ®: V x V' — C eine
hermitesche Form auf V' mit [®]p = A = [a;;] € C"". Fir 1 <k < n sei

aipy ... Qik
dk = det
Q1 ... Qg
Zeigen Sie:
(a) Genau dann ist ® positiv definit, wenn dy > 0 fiir k = 1,...,n gilt.

(b) Genau dann ist ® negativ definit, wenn (—1)*d;, > 0 fiir k = 1,...,n gilt.

Aufgabe 13

Es sei V =R*!, ¢: V — V linear und B eine Basis von V mit

1 -2 -1
-1 -1 2

2
(a) Ist ¢ diagonalisierbar?

(b) Essei ®: V x V — R ein Skalarprodukt auf V' mit [®]z = A. Berechnen Sie eine
Orthogonalbasis von V' bzgl. .

(c) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix P € R**?, so da8 P~! AP Diagonalgestalt
hat.

(d) Geben Sie fiir a = 0 und a = 1 jeweils eine geometrische Interpretation der folgenden

Menge @), an:
o 5
Qu:=1{| y | e R x2—4my—2x2—|—y2—2y2+522:a}.
z
Aufgabe 14
1 4 0
Bestimmen Sie eine unitire Matrix P € €**3 soda P~'| —i 1 1 | P eine Diago-
011

nalmatrix ist.
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Aufgabe 15

(a) Essei (V, ®) ein 2-dimensionaler euklidischer Raum, B eine beliebige Orthonormal-
basis von V' und ¢ € O(V, ®). Zeigen Sie, daf

cos?d —sind cos v sin ¢ }
slels = [ sin ¢ COSI(}:| oder plplp = [ sin ¢ —COS19:| mit 0 <9 < 2.

Geben Sie fiir jeden der beiden Fille eine geometrische Interpretation.

(b) Es sei V ein 2-dimensionaler IRR-Vektorraum, B eine Basis von V, ®: V x V — R

L0 } und ¢ € O(V, ®). Zeigen Sie, dafl

eine Bilinearform auf V' mit [®]p = [ 0 —1

| cosh? sinh? q | coshy —sinh? q
slels = sinh¢ cosh ¥ oder  ply]s = sinh¥ — cosh? oder

(ol = — cosh v sinh v d —cosh?y —sinhd el

BlPIB = sinhy —cosh | 2 sly sinh9  cosho | '
(Dabei ist coshd = 1(e” + e7?) und sinh 9 = (e’ — e7”). Zu jedem a € R gibt es
genau ein ¥ € IR mlt sinh ¥ = a.) Geben Sie eine geometrlsche Interpretation.

Aufgabe 16

Es sei K ein Korper mit char K # 2 und V' ein K-Vektorraum der Dimension n. Weiter
sei ®: V xV — K eine nicht ausgeartete, symmetrische Bilinearform und ¢p: V — V
eine beliebige (nicht als linear vorausgesetzte) Abbildung mit

O(p(v), p(w)) = P(v,w) firalle v,weV.
Zeigen Sie:

(a) Es gibt eine Basis B = (vy,...,v,) von V, so dal (¢(v1),...,o(v,)) ebenfalls eine
Basis von V ist.

(b) ¢ ist linear und eine Isometrie von (V, ®).

Aufgabe 17

(a) Bestimmen Sie eine Matrix X € R**® mit X2 = | —

S~ N
o N =
— o O

(b) Bestimmen Sie eine symmetrische, positiv definite Matrix A € IR**® und eine
2 6 1
orthogonale Matrix B € R**3 mit AB = % 1 -6 2
2 -3 =2
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Aufgabe 18

Es sei (V, @) ein endlich-dimensionaler euklidischer oder unitédrer Raum und G eine end-
liche Gruppe, deren Elemente lineare Abbildungen von V' nach V sind. Zeigen Sie:

(a) Durch
Q' (v, w) = Z O(p(v), p(w)), v,w eV,

peG

wird wiederum ein Skalarprodukt auf V' definiert, und es gilt: ®'(p(v), p(w)) =
®' (v, w) fiir alle v,w € V und ¢ € G.

(b) Ist U ein Teilraum von V mit ¢(U) C U fiir alle ¢ € G, so gilt auch p(U+) C U+
fiir alle ¢ € G, wobei U+ der Orthogonalraum von U beziiglich @' ist.

(c) Es gibt eine Basis B von V', so dal g[p]p fir alle ¢ € G eine orthogonale bzw.
unitare Matrix ist.

Aufgabe 19

Geben Sie alle irreduziblen Polynome vom Grad < 4 in Z5[X] an.

Aufgabe 20

Bestimmen Sie jeweils mit Hilfe des euklidischen Algorithmus einen gréfiten gemeinsamen
Teiler d der Elemente a und b des Ringes R, und stellen Sie d als Linearkombination von
a und b dar:

(a) fiir den Fall R = Z, a = 12417233 und b= 12422731,

(b) fiir den Fall R = Z5[X], a = X"+ X+ X* und b= X"+ X2+ X + 1.

Aufgabe 21

Es sei K ein Korper und f = X" +a, 1 X" '+...+ a1 X +ao € K[X]. Die Begleitmatrix
1 fire=75+1,

As = (a;;) € K™ zu f ist definiert durch a;; = ¢ —a,—1 fir j =n, Zeigen Sie:
0 sonst.

(a) Die charakteristische Matrix zu Ay ist dquivalent zur n x n-Diagonalmatrix mit
Diagonaleintrdgen 1,...,1, f (wobei n — 1 Einsen vorkommen),

(b) f ist das charakteristische Polynom von Ay,

(c) f ist das Minimalpolynom von A;.
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Aufgabe 22

Es sei R ein euklidischer Ring, und es seien a,b,d,v € Rmit a # 0, b # 0, d € ggT(a,b)
a 0 , | d

0 b} und A’ = { 0

Geben Sie Matrizen P,Q € GL(2, R) an, so dafl PAQ = A’ gilt.

b
und v = %. Zeigen Sie: Die Matrizen A = [ 2 } sind dquivalent.

Aufgabe 23

Bestimmen Sie die Invariantenteiler der folgenden Matrizen A iiber dem jeweils angege-
benen Ring R:

4 -1 5 3 6
29 5 12 2]|. B
(a) A= 0 6 12 0 0 iber R = Z,
(2 -1 112
1+ X 1 1 1
1 1+x 0 1
(b) A= 1 0 14X 1 iiber R = Z5[X]
1 0 0 X
Aufgabe 24

Es seien K und L Korper mit K < L, und es seien A, A’ € K™*". Dann kann man A und
A’ auch als Elemente von L™*™ auffassen. Zeigen Sie: Wenn es eine invertierbare Matrix
P € L™" gibt mit A’ = P71AP, so gibt es auch eine invertierbare Matrix Q € K™*" mit

A= QAQ.

Aufgabe 25
01 1

Berechnen Sie fir A= | 1 0 1 | € ©*** die rationale kanonische Form A’ und eine
1 10

invertierbare Matrix P mit P~'AP = A’

Aufgabe 26
Wie viele Klassen dhnlicher Matrizen gibt es
(a) in Z3",

(b) in GL(3, Z»)?
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Aufgabe 27

Es sei K ein Korper.
(a) Zeigen Sie: Fir 1 < n < 3 sind A, B € K™ genau dann &hnlich, wenn die
charakteristischen Polynome x4 und yp sowie die Minimalpolynome g und pp
iibereinstimmen.

(b) Gilt das auch fiir n = 47

Aufgabe 28
1 0010
11111

Berechnen Sie fiir die Matrix A= | 1 1 1 0 1 | € Z>*®
01011
11111

a) die rationale kanonische Form,

(
(b

das charakteristische Polynom,

)
)
(c¢) das Minimalpolynom,
(d) die Weierstrafische Normalform,
)

(e) falls sie existiert, die Jordansche Normalform.

Aufgabe 29

Fir U = 3 , ! € ZZ**! seien die Restklassen a = ! +U und b = 2 +U
0 21/, 1 1

gegeben. Bestimmen Sie fiir z = a bzw. x = b jeweils die kleinste natiirliche Zahl k € Z
mit k-2 = 0+U. Skizzieren Sie Vertreter z; € Z**! mit Z**' /U = {x; +U | 1 <1i < 6},
wobei z; + U =1 - a ist.

Aufgabe 30

Gegeben seien die beiden Untermoduln

—37 14 —12 1 1 -2
U, = < 6 {,] —4 1, 6 > und U, = < 17,111, 4 >
18 —6 6 |/ Z 3 1 -2 |\ /z

des freien Z-Moduls M = ZZ**!. Zeigen Sie, daBl U} # U,, aber M /U, = M /U, gilt.

Aufgabe 31

Bestimmen Sie (bis auf Isomorphie) alle abelschen Gruppen der Ordnungen 123, 124,
125, 126 und 127.
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Aufgabe 32

Es sei K ein Korper, V' ein n-dimensionaler K-Vektorraum und ¢ € EndV. Zeigen Sie:

(a) Essei R = K[X]. Dann wird V durch die Definition f-v := f()(v) (v €V, f € R)
zu einem endlich erzeugten R-Modul, der mit V,, bezeichnet werde.

(b) Die R-Untermoduln von V,, sind genau die ¢-invarianten Teilrdume von V. Fiir
v e Vist R-v ein g-zyklischer Teilraum von V' (das heifit, R - v hat eine Basis der
Form (w, p(w), ..., ™ (w)) fiir ein w € R-v und m € IN).

(c) Ist auch ¢ € EndV, so gilt V,, = V,, (das heifit, V,, und V,, sind als R-Moduln
isomorph) genau dann, wenn es einen Automorphismus ¢ € EndV gibt mit ¢ =
o lpo.

(d) Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V und A = g[p|p € K™ so gilt

V, 225 R SM(XE, — A).

Aufgabe 33

Priifen Sie:

(a) Gibt es eine lineare Abbildung ¢ : R* ® R? — R? mit ¢(v ® w) = v + w fiir alle
v,we R*?

(b) Gibt es eine lineare Abbildung ¢ : R*®@R? — R mit p(v@w) = vjw; +v1ws — 205wy
fiir alle v = (vy,v2), w = (w1, wy) € R??
Aufgabe 34

Es seien V und W endlich-dimensionale K-Vektorraume und V* der Dualraum von V.

(a) Fir w € W und A € V* sei @, : V — W definiert durch ¢, (v) = A\(v) - w
(v € V). Zeigen Sie: ¢, ist linear, d. h., ¢, » € Hom(V, W).

(b) Zeigen Sie: Die Abbildung ¢: W x V* — Hom(V, W), definiert durch ¢((w,\)) =

©w . ist bilinear.

(c) Konstruieren Sie einen natiirlichen Isomorphismus zwischen W ®@ V* und
Hom(V, ).

Aufgabe 35

Es sei K ein Korper und A € K™*™ mit Rang(A) = r. Zeigen Sie: Es gibt Vektoren
v e KM w, e K" (1<i<r)mit A=>_ v w!.

)

Hinweis: Betrachten Sie zunéchst den Spezialfall A = (a;;) mit a; = 1 fir i = 1,...,r
und a;; = 0 sonst.
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Aufgabe 36

Zeigen Sie: Sind m,n € IN und ist d € ggT(m,n), so sind die folgenden Moduln als
ZZ-Moduln isomorph.

(a) Zp® Z, = 2y,
b) Z @ Zn = Z,,
(c) Q® Z, = {0}.

Aufgabe 37

Es sei V' ein K-Vektorraum. Zeigen Sie:
(a) vi,...,v, € V sind linear unabhéngig genau dann, wenn v; A ... A v, # 0 gilt.
(b) Ist v € V, so gibt es genau eine lineare Abbildung ¢: A"V — A’V mit
ey A AY) =0 AL AU A

fir alle v; € V.
(c) Ist
Z @iy i, Wiy N .o N w;, = Z bj g iy Ao Aug,
in A"V, und ist v € V, so folgt
Z @iy i, Wi, Ao AW ANV = Z bji. gty N oo Auj Ao
in A"V,

(d) Bestimmen Sie jeweils die Pliickerkoordinaten der Teilrdume

1 -3 —2 4 2
2 0 1 —2 -1

T1 = < 0 s 9 > und T2 = < 0 s 9 s \/5 >
4 1 0 0 1

von R*! (mit Standardbasis B).

Aufgabe 38

Es sei V = R*! und W = €**'. Dann konnen wir V als Teilmenge von W auffassen,
und fiir jeden C-Teilraum U von W ist dann U NV ein IR-Teilraum von V. Bestimmen
Sie eine IR-Basis fiir U NV in den beiden Fillen
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Aufgabe 39

Es sei V ein n-dimensionaler C-Vektorraum und ¢ € End(V'). Zeigen Sie: Ist (t1,...,t,)
eine Folge von Eigenwerten von ¢, in der jeder Eigenwert von ¢ hochstens so oft vor-
kommt, wie seine geometrische Vielfachheit angibt, so ist ¢; - - - ¢, ein Eigenwert von A" ¢.
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Anhang B

Semesterklausur zu LA 11

Semesterklausur zur Linearen Algebra IT (7.7.95)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Bitte bearbeiten Sie auf jedem Blatt nur eine Aufgabe, und schreiben Sie auf jedes Blatt Thren
Namen. Von den 8 gegebenen Aufgaben fiir insgesamt 65 Punkte kénnen Sie eine beliebige
Auswahl in beliebiger Reihenfolge bearbeiten. Sie brauchen mindestens 25 Punkte, um einen
Ubungsschein zu erhalten. Bitte beachten Sie bei der Bearbeitung der Aufgaben, daf8 ausfiihr-
liche Begriindungen einen wesentlichen Teil der Losungen bilden. Die Bearbeitungszeit betrigt
120 Minuten. Viel Erfolg!

Aufgabe 1

Formulieren Sie Definitionen fiir die folgenden Begriffe.
(a) Was ist eine ,Sesquilinearform®, und wann heift sie ,,hermitesch“?
(b) Wann heiflen zwei Matrizen ,dhnlich®, wann , dquivalent“?

(c) Es seien a, b und d Elemente eines Integritétsbereichs. Wann heifit d ein ,,groBiter

gemeinsamer Teiler von a und b7 7 Punkte
Aufgabe 2
Es sei V' ein 3-dimensionale IR-Vektorrraum und B = (v, vq,v3) eine Basisfolge von V.
2 1 3
Ein Skalarprodukt ® auf V' sei durch die Matrix [®], = | 1 1 2 | gegeben.
3 2 4

(a) Berechnen Sie eine Orthogonalbasis von V' beziiglich ®.

(b) Ist ® positiv definit? (Begriindung.)
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(c) Berechnen Sie den Rang und die Signatur von &.

(d) Ist @ ausgeartet? (Begriindung.) 8 Punkte
Aufgabe 3
Es sei V = Q**! und B die Standardbasis von V. Eine lineare Abbildung ¢: V — V sei
—1 2 0
durch die Abbildungsmatrix glp]p = A = 2 0 —2 | gegeben.
0 -2 1

(a) Ist ¢ diagonalisierbar? (Begriindung.)
(b) Bestimmen Sie eine orthogonale Matrix P € Q***, so da P~' AP Diagonalgestalt

hat.
(c) Essei @: V x V — Q ein Skalarprodukt auf V' mit [®]g = A. Berechnen Sie eine
Orthogonalbasis von V' beziiglich . 10 Punkte
Aufgabe 4

(a) Berechnen Sie in ZZ5[X] einen grofiten gemeinsamen Teiler d der Polynome
A=X24+X?24+X4+1 und fo=X"+X*+X24+1.
(b) Stellen Sie d in der Form a- f; 4 b- fo mit a,b € ZZ5[X] dar. 6 Punkte

Aufgabe 5
Essei f=(X?+1)(X +1)? € R[X].

(a) Zeigen Sie: Haben zwei Matrizen A, B € IR°*® das Polynom f als Minimalpolynom,
d.h. ist ua = pup = f, so sind A und B &hnlich.

(b) Wieviele Klassen &hnlicher Matrizen, die f als Minimalpolynom haben, gibt es in

R ? (Mit Beweis.) 9 Punkte
Aufgabe 6
0101
Berechnen Sie fiir die Matrix A = L 010 c 7z
erechnen Sie fiir die Matrix A= | = = o 5
00 0O

a) die rationale kanonische Form,

b) das charakteristische Polynom,

(
(

(
d

)
)
¢) das Minimalpolynom,
) die Weierstrafische Normalform,
)

(e) falls sie existiert, die Jordansche Normalform. 10 Punkte
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Aufgabe 7
Es sei R? = R**!.

(a) Geben Sie fiir jeden der beiden IR-Vektorrdaume IR* x IR? und IR* ® IR? eine Basis
an, und zeigen Sie, daf§ die beiden Vektorrdume isomorph sind.

(b) Zeigen Sie: Es gibt keinen Isomorphismus ¢ : R*xR?* — R*®IR? mit ¢(u, v) = u®@v
fir alle u, v € R

¢) LaBt sich der Vektor z = L ® 3 + 2 ® 4 € R?>®1R? in der Form u® v
2 3

4 1
mit u, v € R? schreiben? (Hinweis: Benutzen Sie die eindeutige Darstellung von z
und © ® v in einer Basis von R* ® IR%.) 10 Punkte
Aufgabe 8

In einem euklidischen Ring R seien zwei Elemente a,b € R mit 1 € ggT(a,b) gegeben.
Zeigen Sie:
R/aR ® R/bR = {0}

(als R-Moduln). 5 Punkte
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