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1. Klausur Lineare Algebra SS 2013

RWTH Aachen

Aufgabe 1
Sei F7 = {0,1,2,3,4,5,6} der Korper mit 7 Elementen und sei ¢ € F7. Weiter seien
=36 0 1
=l o | ] eE
01 1D 0

a

Welche Riinge kommen fiir die Matrix A vor, wenn ¢ alle Elemente in [F; durchlduft?

b
Fiir welche ¢ € 5 ist die Matrix A nicht invertierbar?

(v

Geben Sie eine Basis des Nullraumes von A im Fall 1 = 0 an.

d
Geben Sie die Losungsmenge der Gleichung Ax = b im Fall z = 1 an.

e
ﬂmmmﬁé@w@wmzﬂmmiwm.
Yo T2 ing Basid din Bildes vow A im Eolf £ =0 wm.

4

Bchnin L2 das honmbtratinche Tolynom von A im Ahengighut von 4!

1

A
Fiy £20 Soskimmy man | Kor Al o di Mnackd Ao Elomad dos

“Korma von A,

4
T £20 Seatmme mon |Im A, also dit Anaakf dor Elomonty dos
Blldes von A.



Aufgabe 2

Sei V = R?*2 mit geordneter Basis B = (E11,E12,Ez1 ,E2) ein Endomorphismus
¢ : V — V mit Abbildungsmatrix

1 100
o 1 00
i
o1 0.0

a

Geben Sie eine Basis von Kern(@) an.

b
Geben Sie eine Basis von Bild(¢) an.

C

Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von .

d

Bestimmen Sie die Eigenwerte von ¢ mit ihren algebraischen Vielfachheiten.

€

Die Abbildung ¢ ist diagonalisierbar. Bestimmen sie eine Basis C von V, die aus
Eigenvektoren von ¢ besteht.

Aufgabe 3

Sei V der Unterraum der beliebig oft stetig differenzierbaren reellen Funktionen,
mit geordneter Basis B = (sin(x), sin(2x), cos(x), cos(2x)). Es bezeichne f’(x) die
Ableitung von f(x) fiir eine Funktion f(x) € V.

Wir betrachten den Endomorphismus @ : V — V, f(x) — f’(x) +4f(x). Berechnen
Sie die Abbildungsmatrix Mg von @ beziiglich der geordneten Basis B von V.



Aufgabe 4

Sei V = 0 und
1 0 %) 1 2
B i ] 2 4 1 =Vv—1 | L w=1 2
0 | 1 2 1
a

Welche Dimension hat U ?

b
Berechnen Sie eine Basis von UL = {v € V[Yu=0fiiralleu € U}.

(¥

Welche der Vektoren v und w liegen in U?

Aufgabe 5

Wir betrachten den euklidischen Vektorraum R* mit dem Standardskalarprodukt.
Dieser enthilt die folgenden Vektoren:

1 2 1
= = i— = Si— !
o 2 | 1l
—1 0 —1

Sei U der von u und v aufgespannte Untervektorraum.

a

Berechnen Sie eine Orthogonalbasis B von U, die u enthiilt.

b

Geben Sie den Cosinus des Winkels o zwischen v und s an.

(@

d

Reshimmen, 22 dim (U") ad U™,

€

: > : sl L



Aufgabe 6

FﬁrtEB,:( L )ERZXZ

2 5
a €
Bestimmen Sie das charakteristische Polynom von B;. W v :B S
: ?
Bestimmen Sie die Determinante von B;. Fir wilhe Fe€ TR JAt Bi

c WV‘M«WMZ

Fiir welche Werte von ¢ ist B; invertierbar? 4

d T £=0 M Elgluyelibotn
Fiir welche ¢ € Z ist B, invertierbar in Z2*2? Ltatimmen, .
Aufgabe 7 (schriftlich)

Seien K ein Koérper und U,V,W drei K-Vektorrdume und U von endlich vielen
Elementen erzeugt.
Erginzen Sie die folgenden Satzanfange zu korrekten Definitionen:

a

Die Dimension von U ist ...

b

Eine Teilmenge S von V heiit linear unabhdngig, wenn . ..

Cc

Eine Teilmenge S von V heiit Erzeugendensystem von V, wenn . ..

d
Eine Abbildung ¢ : V — W heift linear, wenn . ..

4



Aufgabe 8 (schriftlich)

Sei B € R3*3 mit charakteristischem Polynom ¥p(x) = x> — 3x% + 2x. Was ist der
Rang von B? Beweisen Sie Thre Aussage.

Aufgabe 9 (schriftlich)

Sei K ein Korper und A € K™*" eine Matrix mit n paarweise verschiedenen Eigen-
werten. Zeigen Sie, dass jedes B € K™*" mit AB = BA diagonalisierbar ist. Be-
weisen, oder widerlegen Sie, dass B auch n verschiedene Eigenwerte besitzt.
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gegelem : Basis B = (abn (X), An (2X), ot (X), Cos (2X)) jmm

guucht nadk Uorschift P(X)P LX)+ - f(X) die Matrioe M%J

%
1. Shitt : %
L 4

P ain (X)) = Cos (X)+ LF'N;”(X):_'M(X)+_-M(R.X)+_-(,0»3()()+__-w3(02x)
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\ ; :

Pleot (XN = =2 -An (X + 1 @8 (AX) = - plm (X)+_ - pim (2X) +_ - cos (X)+_- ws(2X)
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