Aufgabenblatt 28.07.2009 (1. Termin)
Klausur zu “Lineare Algebra I fiir Informatiker”, SS 09

B.Sc-Modulpriifung / Diplom-Vorpriifung / Scheinklausur
Dr. Timo Hanke, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Name: Matrikelnummer:

Aufgabe 1. (15 Punkte)
Gegeben sei die Matrix

010
A=10 0 1 | ez
31 2
a) Wie lautet das charakteristische Polynom von A? (3 P)

Die Matrix ist eine transponierte Begleitmatrix, daher liesst man ab:
Xa=X?—2X? - X -3=X343X?44X+2=(X+1D(X-1)(X -2) = (X —4)(X —1)(X —2).

Alternative: Formel mit Sarrus, Laplace, o.a.

b) Wie lauten die Eigenwerte von A mit ihren algebraischen Vielfachheiten? (4 P.)

’ —1=14,1,2 jeweils einfach. ‘

c) Bestimmen Sie eine Basis von Z; aus Eigenvektoren von A. (4 P.)
1 1 2 3 4 1
c=1:11),c=2:{2|~[a]~|1|~[3],c=-1:] <1
1 4 3 2 1 1
1 1 1
alternativ: die Spalten von T'= |1 2 -1
1 -1 1
d) Es sei (a,) die lineare rekursive Folge in Zs, definiert durch (4 P.)

ag=2,a1 = 1,a = 0 und a, 3 = 2a,42 + an11 + 3a, fir alle n € Ny.

Bestimmen Sie eine geschlossene Formel fiir a,,.

Qni1 an Gnas 21 3 Gnao
Matrixgleichung: pio | = A ani1 oder | an4o =110 0 [
(n+3 An+2 Ap+1 010 ap
y, ap 2
mit Anfangswert: n1 | =A"| a1 | =A" | 1
(pt2 as 0
1 3 2 1
Zwischenergebnis: T-'= |3 0 2| ,T'AT = 2 =D
2 2 1 —1
2 0 0 2" 4 (=1)"
A" 1 | =TD"T! =TD"| 1 | =T 2" = 2" 4 (—1)»*!
0 1 (—1)" 202 4 (—=1)"
Ergebnis a,, = 2" 4 (—




Aufgabe 2. (9 Punkte)

Im R* seien folgende Vektoren gegeben:

-1 -1 0 0
0 —2 0 -1
Vg = 1 ’ U1 = 1 ) V2 = 2 ) U3 = 3
2 3 2 2

Wir setzen U := (v; —v; |0 <4, j < 3) und suchen eine Matrix A mit Lo(A) = U.

a) Wie lautet die Dimension von U? (2 P)

0 1 1

. -2 0 -1 .

U = (v3 — vy, v2 — vg, v1 — vg) = SR(A) mit A = 0 1 9 ,dimU = 3.

1 0 0
b) Welche Zeilenzahl muss A mindestens haben? (1P)
RgA=4—dimU =1. |
c¢) Berechnen Sie ein solches A mit minimaler Zeilenzahl. (2 P.)

A=(-1 11 2).

Weiter ist ein inhomogenes lineares Gleichungssystem Ax = b gesucht, fiir das gilt:
Vo, V1, Vo, U3 € IL(A, D).

d) Ist die Menge L(A, b) durch diese Anforderungen eindeutig bestimmt? (3 P.)
Die Antwort ist zu beweisen.

Es gilt L(A,b) = s+ Lo(A) fiir jede Losung s (z.B. s = v;), d.h. L(A,b) ist genau dann eindeutig,

wenn Ly(A) eindeutig ist.

Da alle v; € IL(A,b), so sind alle v; — v; € Lo(A), also U C L(A) (denn Ly(A) ist Unterraum).

Wegen dim U = 3 folgt Lo(A) = U oder R*. Aus Lo(A) = R* ergibt sich aber b = 0, und Az = b

wire nicht inhomogen (Widerspruch), somit ist Lo(A) = U gezeigt.

e) Geben Sie ein solches Gleichungssystem Az = b an. (1P)
’A wie oben und b = Avy = 6. ‘

— bitte wenden —



Aufgabe 3. (15 Punkte)

Es seien P = Pol(R) der R-Vektorraum aller Polynome mit reellen Koeffizienten, V' = Poly(R) der
Unterraum der quadratischen Polynome, und U = Pol;(R) der Unterraum der linearen Polynome.
Also:

V ={aX*+bX +c|a,b,ceR}, U=1{aX+b|a,beR}.

Wir definieren fiir alle f,g € V:

= >~ (il

a) Zeigen Sie, dass (,) ein Skalarprodukt auf V' ist. (4 P.)
i = Z? o Af + [(@)g(i) = 3o (Af(@) + f1(0)9(i) = XYy f(D)g (i) +
g) +

(f'.9)-
22012”0 9()) = 30 9(0) f (i) = (g, f).
im0 f(i)* = 0 und (f, f) = 2 JJ@OP=0= f0)=f1)=f2)=0=

Linearitat: (A\f + f'. g
S [(1)g(i) = A(f
Symmetrie: (f, g) =
Positiv definit: (f, f) =
f =0 (weil deg f < 2).

b) Erldutern Sie, wie der Abstand | f — ¢| anschaulich anhand der Funktionsgraphen von f (1 P.)
und ¢ zu interpretieren ist.

Der Abstand | f — g| misst (bis auf Wurzel) die Summe der quadrierten Absténde zwischen den
Funktionsgraphen an den Stiitzstellen 0, 1, 2.

c) Zeigen oder widerlegen Sie, dass (,) ein Skalarprodukt auf P ist. (1P)
Kein Skalarprodukt, da z.B. (f, f) =0 fiir f = X(X —1)(X —2) € P.

Wir statten nun V' mit dem soeben definierten Skalarprodukt aus und verwenden es, um quadratische
Polynome f € V durch lineare Polynome aus dem Unterraum U zu approximieren.

d) Bestimmen Sie eine Orthogonalbasis von U. (4 P.)
Orthogonalisiere die Basis (1, X) von U:

wy =1, wy = X — <<—>>-1:X—1.

e) Berechnen Sie die Orthogonalprojektion von X? auf U. (2 P)

_ X2 (X-1,X?) _ 54 _ 1
7TU<X2)—<171> 1+<X TX— 1>(X—1)—§+5(X—1>—2X—§

f) Finden Sie ein normiertes quadratisches Polynom aus U+, (3P)

Ansatz: (X?4+aX +b,1) =0A(X?+aX +b,X —1) =0.
(X?+aX+b1)=b+(1+a+b+(4+2a+b) =3a+3b+5und (X*+aX +b,X —1) =
—(b) + (4 +2a+b) = 2a + 4 liefert a = =2 und b = 5

Ergebnis: X? — 2X + 3 ist die eindeutige Antwort.




Aufgabe 4. (9 Punkte)

_01 (1) > Wir betrachten den Endomorphismus

Es sei V der Q-Vektorraum Q**2 und I := (

0 V-V, X—I-X-IT"

a) Geben Sie I™! an. (1P)
0 -1
-1 _
r=()
b) Berechnen Sie die Eigenrdume von ¢ zum Eigenwert 1 und zum Eigenwert —1. (5P.)

. [ a b : [ d —c _
FurX—(C d)glli;gp(X)-(_b a ),also.

XeV(l,p)ea=dNb=—c, XeV(-lp)ea=—-dNb=c
Ergebnis:

V(L) = {( ° a)la,be(@}:((é (1)) ( Y é)>
viero = (( 5 2 Jtavear=( 5 %) (15 )

Alternative: Man bestimmt die Eigenrdume mit Hilfe der Abbildungsmatrix. Bzgl. der Standard-
1
—1

basis lautet sie 1

c) Bestimmen Sie alle weiteren Eigenwerte von ¢. (2 P)

Die Summe der Dimensionen der Eigenrdume zu 1 und —1 ist bereits 4, also kann es keine weiteren
Eigenwerte geben.

Alternative 1: p(X) = AX = d = Xa,—c = \b, —b = Ac,a = M\d = a = \a,b = \?b,c = \Nc,d =
M.

Aus p(X) = AX und X # 0 folgt also A =1, d.h. A = +1.

Alternative 2: Charakteristisches Polynom der Abbildungsmatrix.

d) Ist ¢ diagonalisierbar? (1P)

’Ja, denn die Summe der Dimensionen der Eigenrdume ist 4. ‘




Aufgabe 5. (5 Punkte)
Es sei V ein euklidischer Vektorraum und (,) sein Skalarprodukt.

a) Zeigen Sie, dass fiir alle v,w € V gilt: v+ w|?* + |v — w|? = 2|v|* + 2|w|>. (3 P)

[v+wl? = (v+w,v+w) = (v,0) + (v,w) + {w,v) + (w,w) = [v]* + |w]* + 2(v, w).
”U - U)||2 = <U —w,v — U)> = <qu> - (v,w} - (w,v) + (w,w) = ”U”2 + ”’LU||2 - 2<U7w>‘
Summiert man die beiden Gleichungen auf, bekommt man die gewiinschte Formel.

b) Erlautern Sie die Aussage aus a) geometrisch. (1P)

In einem Parallelogramm ist die Summe der Quadrate iiber die Diagonalen gleich der Summe der
Quadrate iiber die Seiten (bekannt als Parallelogramm-Identitdt).

c) Zeigen Sie, dass fiir alle v,w € V gilt: |v 4+ w| = |v — w| © vLw. (1P.)

Vergleich der beiden Ausdriicke fiir |v + w| und |v — w| aus a) zeigt:

lv+w| = v —w| < Jv+w]*=v—uw|*<2v,w) =-2(v,w) & (v,w) =0 vlw.

Viel Erfolg!



