Ubungsblatt Nr. 10, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1| Es seiV := Q**® der Q-Vektorraum der2 x 3-Matrizen, W := Q**? der Q-Vektorraum der
2 x 2-Matrizen undp : V. — W die folgendeQ-lineare Abbildung:
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Weiter seien die geordneten Basen

=((s00)(so0)(o0a)(io0)(570)(00"))
I (BRI DI

von W gewahlt. Berechnen Sie die Abbildungsmatiif () von ¢ bediglich dieser beiden Basen
und geben Sie die verlangten Einge an.

o= O
O o=

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 5. Spalte vbif () lautet

Der Eintrag in der 2. Zeile und der 2. Spalte vbff (o) lautet

()

()
Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte vbff () lautet
Der Eintrag in der 1. Zeile und der 3. Spalte vbff () lautet

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 6. Spalte vbif () lautet

2 | Es seienV, W und U Vektorraumeuber einem WrperK undy : V. — Wundy : W — U
lineare Abbildungen. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Sindv; # v, Elemente vori/ und gilt ¢ (¢ (v1)) = ¥(p(v2)) # 0, danniist| O Ja/ O Nein
(o(v1), (v2)) in W linear abkngig.

Sind v; und v, Elemente vonV mit v; = wvy und gilt ¥(p(v1)) = | OJal (O Nein
Y(p(ve)) = 0, dann ist(p(vy), ¢(ve)) in W linear unabBngig.

Sindv; # vy Elemente vori/ und gilt p(v1) = ¢(v2) undy(e(vy)) # 0, | O Jal O Nein
dannist(vy, v9) in V' linear unabBAngig.

Sindv; # v, Elemente vori/ und gilt(vy) = ¢(vy), dannist(vy, ve) in V| (O Ja/ (O Nein
linear abkangig.

Sindwv; # vy Elemente vori/ und gilt p(v1) = p(ve) # 0, danniist(vy, ve) | O Ja/ O Nein
in V' linear unablngig.

3 | SeienV undW Vektorraumelber einem Krper K undy € Homg (V, W). Seien3, B’ geordnete
Basen vori/ undC, C’ geordnete Basen vdiy. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Falls 5 und 5’ aus den gleichen Elementen viingebildet werden, so sind O Ja/ () Nein
alle Eintiage der zugebrigen Basiswechselmatrix var entweder) oder

1.
Es gilt M% () = MS (idw ) M (o) ME (idy ). O Ja/ O Nein
Jede Basiswechselmatrix voi ist quadratisch und invertierbar. (OJda/l O Nein

Es gibt eine invertierbare Abbildung € Homy (V, V), so dassVi5(v) = | O Ja/ (O Nein
MEB (v) ist.




Jede MatriXl” € K™*" ist Basiswechselmatrix vowi. (OJa/ O Nein

4 | Es seier’/ undW zwei endlich-dimensionale Vekt@umeiiber einem WrperK undy : V. — W
eine lineare Abbildung. Weiter s# := (vy,...,v,) eine Basis voi/ undC := (wy,...,wy)
eine Basis voriV und MZ(y) die Matrix vong beziglich der Base8 undC.

Ist B = (Un,Vn_1,...,v1), dann erlt man M5 (¢) aus ME(yp), indem| O Ja/ () Nein
man dieselben Spalten in umgekehrter Reihenfolge schreibt.

Ist B' = (v, v1,03...,0,), dann erlt man MF (p) aus ME (), indem| O Ja/ (O Nein
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

IStC’' = (w1 + wa, wo, w3, . .., wy,), dann erllt manMg(¢) ausME(p), | O Jal O Nein
indem man die erste Zeile von der zweiten subtrahiert.

Ist B = (vi,vy — v1,03,...,v,), dann erlt man M% (¢) aus ME(y), | O Ja/ O Nein
indem man die erste Spalte von der zweiten subtrahiert.

IStC’ = (wq, wy,ws, ..., w,), dann er@lt manM(¢) ausMZ(p), indem| O Ja/ O Nein
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

Sei K ein Korper und seiei’, W endlich-dimensionalé-Vektorraume undy € Homg (V, W).
Zeigen Sie, dass es einc N gibt mitr < min{dimg(V'), dimg (W)}, sowie (geordnete) Basen
BvonV undC von W, so dass die AbbildungsmatriX? () die folgende Block-Form hat:

(%)

SeienV und W Vektorraumeuber R mit BasenB = (by, by, b3, by, bs) beziehungsweis€ =
(c1, ca, c3, cq, c5). Wir betrachten die lineare Abbildung: V' — W, fur die gilt:

pb1) = ¢ —c

p(ba) = ca—c3

p(bs) = c3—c4

o(by) = V51 — VBeg + ey — ¢
o(bs) = —Vber+VBes + ¢

Zeigen Sie, dasg ein Isomorphismus ist und bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der Umkehr-
abbildungy ! bediglich der oben angegebenen Basen.

Hier ist noch eine Weihnachtsaufgabe. Ihre Bearbeitung gibt keine Punkte. Aber hier haben

Moglichkeit, den bisherigen Vorlesungsstoff mal besonders praxisnah zu verwenden.

Sie die




7 | Sei K ein Korper undA € K™*™ eine invertierbare Matrix.

(i) (LR-Zerlegung) Zeigen Sie, dass die Matri® in der FormA = LR geschrieben werden
kann, wobeilL, R € K™ sind, L eine untere Dreiecksmatrix urni@ eine obere Dreiecks-
matrix ist, und die Diagonaleirige vonL alle gleich Eins sind. (Tipp: Denken Sie an eine
eingeschiinkte Menge von Zeilenumformungen.)

(i) Mein alter programmierbarer Taschenrechner (TI59) konnte zu einer Matrix aus reellen
FlieRkommazahlen wie in (i) dié R-Zerlegung ausrechnen und damit die gegebene Ma-
trix invertieren. Hierbei wurden nur etwa + n + 5 Speicherpitze fir Zahlen beitigt,
die Zerlegung wurde also fagh place” gemacht. Beschreiben Sie einen Algorithmus, der
dies erndglicht. (Der Rechner hatteD0 Speichergitze und konnt® x 9-Matrizen in12
Minuten invertieren.)

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 11. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D f
Mathematik.




