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1 Es seiV := Q
2×3 derQ-Vektorraum der2 × 3-Matrizen,W := Q

2×2 derQ-Vektorraum der
2× 2-Matrizen undϕ : V → W die folgendeQ-lineare Abbildung:

ϕ : V −→ W , M 7−→M · A , wobeiA =

 1 −3

2 −2

3 −1

 ∈ Q3×2.

Weiter seien die geordneten Basen

B :=

((
1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

0 0 0

)
,

(
0 0 1

0 0 0

)
,

(
0 0 0

1 0 0

)
,

(
0 0 0

0 1 0

)
,

(
0 0 0

0 0 1

))

vonV und

C :=

((
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 1

2
1
2

0

)
,

(
0 1

2

−1
2

0

))
vonW geẅahlt. Berechnen Sie die AbbildungsmatrixMB

C (ϕ) vonϕ bez̈uglich dieser beiden Basen
und geben Sie die verlangten Einträge an.

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 5. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 2. Zeile und der 2. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 1. Zeile und der 3. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 6. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

2 Es seienV , W undU Vektorr̈aumeüber einem K̈orperK undϕ : V → W undψ : W → U
lineare Abbildungen. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltψ(ϕ(v1)) = ψ(ϕ(v2)) 6= 0, dann ist
(ϕ(v1), ϕ(v2)) in W linear abḧangig.

© Ja /© Nein

Sind v1 und v2 Elemente vonV mit v1 = v2 und gilt ψ(ϕ(v1)) =
ψ(ϕ(v2)) = 0, dann ist(ϕ(v1), ϕ(v2)) in W linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltϕ(v1) = ϕ(v2) undψ(ϕ(v1)) 6= 0,
dann ist(v1, v2) in V linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltϕ(v1) = ϕ(v2), dann ist(v1, v2) in V
linear abḧangig.

© Ja /© Nein

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltϕ(v1) = ϕ(v2) 6= 0, dann ist(v1, v2)
in V linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

3 SeienV undW Vektorr̈aumeüber einem K̈orperK undϕ ∈ HomK(V,W ). SeienB,B′ geordnete
Basen vonV undC, C ′ geordnete Basen vonW . Sind die folgenden Aussagen richtig?

FallsB undB′ aus den gleichen Elementen vonV gebildet werden, so sind
alle Eintr̈age der zugeḧorigen Basiswechselmatrix vonV entweder0 oder
1.

© Ja /© Nein

Es giltMB′
C (ϕ) = MC

C′(idW )MB
C (ϕ)MB′

B (idV ). © Ja /© Nein

Jede Basiswechselmatrix vonW ist quadratisch und invertierbar. © Ja /© Nein

Es gibt eine invertierbare Abbildungψ ∈ HomK(V, V ), so dassMB
B (ψ) =

MB′
B′ (ψ) ist.

© Ja /© Nein



Jede MatrixT ∈ Kn×n ist Basiswechselmatrix vonV . © Ja /© Nein

4 Es seienV undW zwei endlich-dimensionale Vektorräumeüber einem K̈orperK undϕ : V → W
eine lineare Abbildung. Weiter seiB := (v1, . . . , vn) eine Basis vonV undC := (w1, . . . , wm)
eine Basis vonW undMB

C (ϕ) die Matrix vonϕ bez̈uglich der BasenB undC.
Ist B′ = (vn, vn−1, . . . , v1), dann erḧalt manMB′

C (ϕ) ausMB
C (ϕ), indem

man dieselben Spalten in umgekehrter Reihenfolge schreibt.
© Ja /© Nein

Ist B′ = (v2, v1, v3, . . . , vn), dann erḧalt manMB′
C (ϕ) ausMB

C (ϕ), indem
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

© Ja /© Nein

Ist C ′ = (w1 + w2, w2, w3, . . . , wm), dann erḧalt manMB
C′(ϕ) ausMB

C (ϕ),
indem man die erste Zeile von der zweiten subtrahiert.

© Ja /© Nein

Ist B′ = (v1, v2 − v1, v3, . . . , vn), dann erḧalt manMB′
C (ϕ) ausMB

C (ϕ),
indem man die erste Spalte von der zweiten subtrahiert.

© Ja /© Nein

Ist C ′ = (w2, w1, w3, . . . , wm), dann erḧalt manMB
C′(ϕ) ausMB

C (ϕ), indem
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 SeiK ein Körper und seienV ,W endlich-dimensionaleK-Vektorr̈aume undϕ ∈ HomK(V,W ).
Zeigen Sie, dass es einr ∈ N0 gibt mit r ≤ min{dimK(V ), dimK(W )}, sowie (geordnete) Basen
B vonV undC vonW , so dass die AbbildungsmatrixMB

C (ϕ) die folgende Block-Form hat:(
Er 0

0 0

)

6 SeienV undW Vektorr̈aumeüberR mit BasenB = (b1, b2, b3, b4, b5) beziehungsweiseC =
(c1, c2, c3, c4, c5). Wir betrachten die lineare Abbildungϕ : V → W , für die gilt:

ϕ(b1) = c1 − c2

ϕ(b2) = c2 − c3

ϕ(b3) = c3 − c4

ϕ(b4) =
√

5c1 −
√

5c2 + c4 − c5

ϕ(b5) = −
√

5c1 +
√

5c2 + c5

Zeigen Sie, dassϕ ein Isomorphismus ist und bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der Umkehr-
abbildungϕ−1 bez̈uglich der oben angegebenen Basen.

Hier ist noch eine Weihnachtsaufgabe. Ihre Bearbeitung gibt keine Punkte. Aber hier haben Sie die
Möglichkeit, den bisherigen Vorlesungsstoff mal besonders praxisnah zu verwenden.



7 SeiK ein Körper undA ∈ Kn×n eine invertierbare Matrix.

(i) (LR-Zerlegung) Zeigen Sie, dass die MatrixA in der FormA = LR geschrieben werden
kann, wobeiL,R ∈ Kn×n sind,L eine untere Dreiecksmatrix undR eine obere Dreiecks-
matrix ist, und die Diagonaleinträge vonL alle gleich Eins sind. (Tipp: Denken Sie an eine
eingeschr̈ankte Menge von Zeilenumformungen.)

(ii) Mein alter programmierbarer Taschenrechner (TI59) konnte zu einer Matrix aus reellen
Fließkommazahlen wie in (i) dieLR-Zerlegung ausrechnen und damit die gegebene Ma-
trix invertieren. Hierbei wurden nur etwan2 + n + 5 Speicherpl̈atze f̈ur Zahlen ben̈otigt,
die Zerlegung wurde also fast

”
in place“ gemacht. Beschreiben Sie einen Algorithmus, der

dies erm̈oglicht. (Der Rechner hatte100 Speicherpl̈atze und konnte9 × 9-Matrizen in12
Minuten invertieren.)

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 11. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.


