Ubungsblatt Nr. 0, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Beantworten Sie die folgenden Fragdrer Mengen:

Ist die Menge{1} eine Teilmenge der Mengd, {2, 3,4},5}? (OJal O Nein
Ist die Menge(1, {2,3,4}} eine Teilmenge der Mengd, {2, 3,4},5}? (OJal O Nein
Wieviele verschiedene Abbildungen von der Mer{de2} gibt es in die
Menge{1, 2,3}?
Wieviele Elemente hat die Mende, {2, 3,4},5}? O3/ 05

2 | Berechnen Sie die folgenden Aufgaben und kreuzen Sie das richtige Ergebnis an:
44+2-3 O10/ (O 18
2%’ O 64/ (O 256
3-(4+2) O14/ O 18
I+3 06/ 03

3 | Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!
T+1=23 O Ja/ O Nein
==L — 2+l 'wobeiz eine beliebige rationale Zahl ungleittist. OJa/l O Nein
Pl OJa/l O Nein
s 3=g O Ja/ O Nein

4 | Beantworten Sie die folgenden Fragen (geben Sie nur Zahlen ein, keine Einheiten und kein %-
Zeichen):

Ein Angestellter bekommt eine Gehalts@énling von 4% und verdient da
nach 2600 Euro. Wieviele Euro verdiente er vor der Gehaligenhg?

Zehn Affen fressen in einer Woche eine Tonne Bananen. Wieviele [Tage
brauchen 7 Affen, um eine halbe Tonne Bananen zu fressen?

Zwei Backsteine wiegen zusammen 24 Kilogramm. Wieviele Kilogramm
wiegen 5 Backsteine?

Wenn man 2000 Euro um 26 Prozent vermehrt, wieviele Euro hat man dann?

5 | Kreuzen Sie “Ja” an, wenn die Aussage stimmt und “Nein” sonst.

Wenn eine naitrliche Zahl durch2 und durch3 teilbar ist, dann ist sie auch () Ja/ O Nein
durché teilbar.

Wenn eine natrliche Zahla durché6 teilbar ist, dann ist?> auch durch6 | (O Ja/ (O Nein
teilbar.

Wenn zwei nairliche Zahlena und b jeweils durch2 teilbar ist, dann ist () Ja/ () Nein
ihre Summe: + b durch4 teilbar.

Ist eine naiirliche Zahla durch 6 teilbar und eine andere adiche Zahlb | O Ja/ () Nein
durcha teilbar, dann ist auch durché teilbar.

Die folgende Aufgabe ist schriftlich zu bearbeiten.

6 | Auf 100 Affen werden 1600 Kokogrsse verteilt, wobei einige Affen auch leer ausgeh@mien.
Man beweise, dass es — ganz gleich wie die Verteilung erfolgt — stets mindestens vier Affen mit
derselben Anzahl von Koko#&ssen gibt.

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 19. Oktober 2001, um 14 Uhr.
Dieses Blatt brauchen Sie noch nicht abzugeben, es geht nicht in die Wertung ein!




Ubungsblatt Nr. 1, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

LXLXLCLXL (OJal O Nein
{z € Z | z ist durch6 teilbar} C {x € Z | x ist geradé (OJa/ O Nein
Die Menge Pdi{1, {2, 3}, 3}) hat8 Elemente. (OJal O Nein
{((,y) €EZXZ| 2> +1y* =0} C{(z,y) EZXZ |z +y =0} OJa/ O Nein
Die Menge{(z,y) € {1,2,3} x {2,3} | = -y istungerad¢ hat2 Elemente.| (O Ja/ () Nein

2 | Es seiend, B und C beliebige Mengen. Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt
oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

(ANB)UC=AN(BUC(C) (OJda/ O Nein
IstAC B,dannistC UA C C'UB. (OJa/l O Nein
(AUB)UC =AU (BUC) OJal O Nein
WennA U B C C gilt, dann gilt sowohlA C C' als auchB C C. (OJal O Nein
(ANB)UC =(AUuC)Nn(BUC(C) (OJal O Nein

3 | Geben Sie jeweils die Anzahl der Abbildungen mit den beschriebenen Eigenschaften an.

Anzahl der bijektiven Abbildungen vofi, 2, 3} nach{1, 2, 3}.

Anzahl der surjektiven Abbildungen vgn-3, —2, —1} nach{1, {2, 3}, 3}.

Anzahl der surjektiven Abbildungen vdri, 2,3} nach{(}.

Anzahl der injektiven Abbildungen vahnach{1, 2, 3}.

Anzahl der surjektiven Abbildungen vdi, 2} nach{3,4,5}.

4 | Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

Die Abbildungf : Q x Q — Q x Q, (x,y) — (z +y,x — y) ist surjektiv. | O Ja/ (O Nein

Die Abbildungf : R — R,z — 2 ist injektiv. (OJa/ O Nein
Die Abbildungf : Z x Z — Z, (z,y) — x + y ist surjektiv. (O Ja/ O Nein
Die Abbildungf : Z — Z x Z,x — (z, —x) ist surjektiv. (OJal O Nein
Die Abbildungf : Q — Q, x — 2 - x ist surjektiv. (OJal O Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | Beweisen Sie mit Hilfe von vollgindiger Induktion.
() Eine Menge mit» Elementen hat™ Teilmengen.
(i) D, i=n(n+1)/2.

(i) Finden Sie zuerst eine Formel, digrfn € N die Summe der ungeraden Zahlen viohis
2n — 1 angibt, und beweisen Sie diese.




6 | Sei M eine endliche Menge unfl : M — M eine Abbildung. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussageraquivalent sind.

(a) f istsurjektiv.
(b) f istinjektiv.
(c) f ist bijektiv.

Geben Sie eine Abbildung : N — N an, die zeigt, dass die oben angegebgqeivalenz fir
unendliche Mengen nicht gilt.

Abgabe bis s@testens am Freitag, dem 26. Oktober 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstiuh| D f
Mathematik.




Ubungsblatt Nr. 2, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Die folgenden Abbildungen seien gegeben.
fiR—Z,z— |{p € N| pPrimzahlp < z}|
9g:7— Q,z— 4x
h:Q — {10,23,19,1}, 2 — 1
Esgilt(hog)o f=ho(gof). (OJa/ O Nein
Der Wertebereich voh o g istZ. (OJa/ O Nein
Das Bild vonh o g entralt genau ein Element. (OJda/l (O Nein
Die Kompositiong o h ist definiert. (OJa/l (O Nein
Die Faserhogo f)~1({1}) istR. OJa/l O Nein
2 | Gelten die folgenden Aussageir falle Abbildungenf : Z — Qundg : Q — {1,2,3}?
Das Urbildg—'({1, 2, 3}) ist Q. OJa/l O Nein
Falls jede Faser vofi genau ein Element besitzt, so jsbijektiv. (OJa/l O Nein
Das Bild vong ist {1, 2, 3}. (OJal O Nein
Der Wertebereich von ist Q. (OJda/l (O Nein
Der Definitionsbereich vorf ist Z. (OJa/ O Nein
3 | Sei (LGS) das lineare GleichungssytétrerR:
a1 r1 + as T2 +...4+ a, T, b1
as1 1 + ax x3 +...+ ay, x, = by
Qmi L1 + Qma T2 +...+F Qun Tn = by
Die z; sind die Unbekannten des (LGS). (OJal O Nein
Isth; = 1 furallel <i < m, dann gibt es einedsung. (OJal O Nein
Sind fur allel < i < mundl < 5 < n die Koeffizientena;; € Z und| O Ja/ (O Nein
b; € Z, dann besteht auch jed&sung aus Zahlen iA.
Wennm < n ist, dann gibt es unendlich viel&sungen. (OJal O Nein
Die Koeffizienten des (LGS) sind dig. (OJal O Nein
4 | In den folgenden Aufgaben séi ein beliebiger Krper mit Nullelemen6 und Einselement.
Fur jedesu € K mita # 0ist (a7 1)~ = a. (OJa/ O Nein
Fura € K, a # 0, ist die Abbildungkk — K, x — az, bijektiv. (OJal O Nein
Fur allea € K gilt —(—a) —a = 0. (O Ja/ O Nein
Furallea € K qilt 0-a = 0. (OJa/ O Nein
Fur allea,b,ce Kist(a+0—c)(b+1)=bla+b—c)+a—1*—c. OJdal O Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.




5|Seif : M — N eine Abbildung zwischen den Mengéd und N. Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.
(a) f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildupg N — M existiert mitf o g = idy und
go f=idy.
(b) Wenn eine Abbildung : N — M existiert mitf o g = idy, dann istf surjektiv.
(c) Wenn eine Abbildung : N — M existiert mitg o f = id,,, dann istf injektiv.

6 | Fur welche Werte: € R hat das lineare Gleichungssystem

511 +6xy +(a+15)z3 = 7
—x1 +(a—3)z3 = 1
211 +2x9 +6x3 2
2r1 +(a+ 2)zs +7r3 = 4

Uber den reellen Zahlen (a) keine, (b) genau eine, (c) genau zwei oder (d) unendlich viele
Losungen?

Abgabe bis s@atestens am Freitag, dem 2. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D f
Mathematik.




Ubungsblatt Nr. 3, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

Es seiK ein beliebiger Krper. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Es seil # a € K undb € K. Dann hat die Gleichungz = bin K eine| (O Ja/ () Nein
Losung.
Jeder Korper hat nur endlich viele Elemente. (OJda/l O Nein
In jedem Korper K gilt (a + b)(c + d) = ac + ad + be + bd fur beliebige| O Ja/ (O Nein
a,b,c,d € K.
In jedem Korper istl + 1 # 0. (OJda/l (O Nein
Esgilta+ (b-c) = (a+0) - (a+ ¢) fur beliebigen, b, c € K. OJa/l O Nein
Sind die folgenden Aussagéiber lineare Gleichungssysteme wahr?
Jedes homogene lineare Gleichungssystem hat unendlich dsimgen. | (O Ja/ (O Nein
Die Nullspalte ist in der bsungsmenge jedes beliebigen linearen Glei-) Ja/ () Nein
chungssystems.
Zwei lineare Gleichungssysteme haben genau dann dieselbela/ () Nein
Losungsmenge, wenn das eine aus dem anderen dignhu eine
elementare Zeilenumformung hervorgeht.
Es gibt keine linearen Gleichungssysteme mit genau eigsuthg. (OJal O Nein
Jedes lineare Gleichungssystem hat eigsung. (OJda/l (O Nein
Seid = (ay) iy = ( 2 g _i) c RS,

1<j<3
a11 + Ag3 = a91 + A2 OJa/l O Nein

A ist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines inhomogenen linearen (
chungssystems.

5léy Ja/ O Nein

Die Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems mit
fizientenmatrixA ist eine Teilmenge voiR3.

Kogfa / () Nein

Jede lbsung des homogenen linearen Gleichungssystems mit KoeffizienJa/ O Nein
tenmatrixA ist auch eine bsung der Gleichung

10z + 212y — 1125 = 0.

Die Matrix A hat3 Zeilen und zwei Spalten. (OJal O Nein

Die Koeffizienten der Matrizen in den folgenden Aufgaben seien all&Raus
Sei A in Zeilenstufenform und seien diete undj-te Zeile fur¢ # j ver-| (O Ja/ () Nein
schieden. Vertauscht man di¢e undj-te Zeile, so erlélt man eine Matrix,
die keine Zeilenstufenform hat.
1 3
Die Matrix | —2 —6 | lasst sich durch elementare Zeilenumformungepn) Ja / O Nein
1 1
auf eine Zeilenstufenform mit einer Nullzeile bringen.
Die Matrix 3 8 0 ) ist in Zeilenstufenform. (OJal O Nein
Sei A eine Matrix in Zeilenstufenform und habkeine Nullzeile. Dann hat () Ja/ () Nein
das durchA beschriebene homogene lineare Gleichungssystem unendlich

viele Losungen.




6 6 1 16
und
-1 5 1 -1
zelne elementare Zeilenumformung auseinander hervor.

Die Matrizen gehen durch eine ein- O Ja/ ) Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | Es seiK ein Korper. Beweisen Sie die folgenden Aussagen, verwendamuEidie Korperaxiome
oder Aufgabenteile, die sie bereits bewiesen haben.
(i) 0-a=a-0=0f0rallea € K.

(i) Gilt a+b=0mita,b € K, soistb = —a.

(i) —a=(-1)-afurallea € K.

(iv) —(—a) =afurallea € K.

(v) Gilta-b=1mita,be K,soisth=a"'.

(vi) Sei0 # a € K. Dannist(a™)™! = a.
(vii) Giltfureinbe K,dassu+ b= aistfurallea € K, soistb = 0.
(vii) Giltfureinb € K,dassu-b = aistfurallea € K, soisth = 1.

(ix) Ista-b=0mita,b € K, dann ista = 0 oderb = 0 (oder beides).

(X) (—a)-(=b) =a-bfurallea,b € K.

6 | Beantworten Sie die folgenden Fragen durch einen Beweis oder ein Beispiel (minBegg!).

(i) Gibt es ein homogenes lineares GleichungssystbarR mit Losungsmenge

{<x> ERQ‘xz(JOdery:O}?
Yy

(i) Gibt es eininhomogenes lineares GleichungssysibarR mit Losungsmenge

(G)e=1(0)(0))

Abgabe bis s@atestens am Freitag, dem 9. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuh

Mathematik.

I D f




Ubungsblatt Nr. 4, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1| Essei
1 -2 3|12
(Ab):=] a -1 3|12
-2 =3 2|0

die erweiterte Matrix eines inhomogenen linearen Gleichungssysibarg) und % # a € Q.
Losen Sie das Gleichungssystem und beantworten Sie die folgenden Fragen.

Wenna = 2 ist, was ist dann die erste Komponente désung?

Wenna = 1 ist, was ist dann die zweite Komponente désung?

Wenna = 3 ist, was ist dann die dritte Komponente dérslung?

Wenna = 2 ist, was ist dann die dritte Komponente d&rsiung?

Wenna = 4 ist, was ist dann die dritte Komponente dérslung?

2 | Die Definitionen zur folgenden Aufgabe werden am Montag, dem 12.11.2001 in der Vorlesung
behandelt. Welche der folgenden Relatiodesind Aquivalenzrelationen?

R={(a,b)eQxQ|a—b=1}. (OJal O Nein
R = {(A, B) € PotN) x PotN) |es gibt eine bijektive Abbildung vod | (O Ja/ () Nein
nachB}.

R=1{(1,1),(2,2),(3,3),(1,2),(2,1)} €{1,2,3} x {1,2,3}. OJa/ O Nein
R={(a,b) e NxN|a-b=1}. (OJal O Nein
R ={(a,b) € Z x Z | a — bist durch 6 teilbay. (O Jal O Nein

3 | Die folgenden Aussagen beziehen sich auf lineare Gleichungssystieenecinembeliebigen
Korper. Welche sind wahr?

Es gibt keine linearen Gleichungssysteme mit genau eigoguhg, die mehr (O Ja/ (O Nein
Gleichungen als Unbekannte haben.

Jedes homogene lineare Gleichungssystem hat mehr als da@ngen. (OJal O Nein

Jede Bsung eines linearen GleichungssystéimsrR, dessen Koeffizienten () Ja/ () Nein
alle positiv sind, entélt nur positive Zahlen.

Jedes lineare Gleichungssystem mitGleichungen, in dem mindestens() Ja/ () Nein
m — 1 der Koeffizienten gleicl sind, hat eine Bsung.

Jedes homogene lineare Gleichungssystem mit mehr Unbekannten als Gleda / () Nein
chungen hat unendlich vieledsungen.

4 | Berechnen Siellr die folgenden Matrizen mit Eirdigen aus den reellen Zahlen jeweils eine Zei-
lenstufenform und geben Sie an, wievidlallzeilendas Ergebnis hat.

3 1 -1 4 1 6
-2 4 10 =19 —-10 —-25
11 1 -1 -1 -1

— o
N Ot oo
W = ©




115 14 4

12 6 7 9 .
8 10 11 5 (magisches Quadrat)
13 3 2 16

123456
111000
150 0 0 0 0
000000

31 -1

42 —10

11 1

Di

e folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5| Es seiK = {0, 1} ein Korper mit zwei Elementen (siehe Vorlesungpsen Sie das inhomogene
lineare Gleichungssystetber K mit der folgenden erweiterten Koeffizientenmatrix
111010101
001100001
1111010 1|1
(Apy:=]1 1101 1 10 0]1
001 10110]0
111100110
1 101111T1}0
Benutzen Sie den Gaul3-Algorithmus und dokumentieren Sie genau, was Sie tun!
Wieviele Elemente hat diedsungsmenge?
6 | Entscheiden Sie, welche der folgenden drei Aussagen wahr sindirigkgr Sie lhre Antwort.

Bereits bewiesene Ergebnisd@f@n Sie ndirlich im Folgenden verwenden.

() Ist L die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystemiinbekannten
uber einem Krper K unds € K™ eine Losung, dann gilt

L={s+u|lue Ly},
wobei L, die Losungsmenge des zudgelyen homogenen linearen Gleichungssystems ist.

(Hierbei ist, wie in der Vorlesung; + « komponentenweise definiert.)

(i) Ein inhomogenes lineares Gleichungssysi@mer einem Krper K hat genau dann unend-
lich viele Losungen, wenn das zugeige homogene lineare Gleichungssystem unendlich
viele Losungen hat.

(iii) Jedes bsbare inhomogene lineare Gleichungssydieer einem Krper K, das mehr Unbe-
kannte als Gleichungen hat, hat unendlich vigbsiingen.

Abgabe bis sptestens am Freitag, dem 16. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiumh

Mathematik.

IDf



Ubungsblatt Nr. 5, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Welche der folgenden Aussag@ber Relationen sind wahr?

Auf einer Menge mit drei Elementen gibt es genauverschiedene (O Ja/ (O Nein
Aquivalenzrelationen.

Fur jede Menge)M gibt es mindestens eine Relation auf, die reflexiv,| (O Ja/ () Nein
symmetrisch und antisymmetrisch ist.

Auf einer Menge mit vier Elementen gibt es geriddiverschiedene refle- O Ja/ O Nein
xive Relationen.

Auf einer dreielementigen Menge gibt es genan verschiedene Relatig- () Ja/ () Nein
nen.

Zwei Aquiva_lenzrelationen auf einer Mengde sind genau dann gleich, O Ja/ () Nein
wenn jede Aquivalenzklasse bémlich der ersten Relation auch eipe
Aquivalenzklasse bémylich der zweiten ist.

2 | SeiG eine Gruppe mit Verkinpfung- und neutralem Elemernt

Fallsfirg € G gilt (¢7!)~! = g, soistg = 1. (O Jal O Nein
Fir g € G istdie Abbildungr, : G — G, h — hg ein Isomorphismus. (OJda/ (O Nein
Zu jedemn € N gibt es eine Gruppe mit genauElementen. (OJal O Nein
Wenn ir a, g € G die Gleichungig = g gilt, so ista = 1. (OJa/l O Nein
G ist genau dann abelsch, weGhkommutativ ist. (OJal O Nein

3 | Es seienz und H Gruppen undy : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Das neutrale Element
von G und H sei jeweils mitl bezeichnet. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Ausz =y € G folgt p(z) = v(y). (O Ja/l O Nein

Gilt fur zwei Elementer, y € G, dassp(x) - ¢(y) = 1 ist, so ist entwedefr (O Ja/ () Nein
x = 1odery = 1.

Ist » bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung ebenfalls ein Gruppenhom¢> Ja/ () Nein
morphismus.

Die Abbildungy : G — H, fur diey(z) = ¢(x) - p(x) furallex € G gilt, | O Ja/ O Nein
ist ein Gruppenhomomorphismus.

Istz = (1), so folgtz = 1. OJal O Nein

4 | SeienM und N Mengen,P eine Partition von\/ undg : M — N eine Abbildung.

Falls g surjektiv ist, so gibt es eind\quivalenzrelation auf)/, deren| O Ja/ () Nein
Aquivalenzklassen die Fasern vgisind.

Falls M endlich ist, gibt eine Abbildung : M — M, so dass die Partition O Ja/ () Nein
P genau aus den nicht-leeren Fasern ydresteht.

{(z,y) € M x M | esgibtmindestenseii € P mit{z,y} C C}ist| OJa/( Nein
eineAquivalenzrelation aufi/.

Die Fasern vory zu zwei Elementen voV sind entweder gleich oder ihr O Ja/ () Nein
Durchschnitt ist die leere Menge.

Falls M endlich ist, hatP hochstens soviele Elemente wig. (OJal O Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.




5 | Es seiG eine Gruppe. Wir nennen eine TeilmengeC G eineUntergruppe von G, wenn sie
beziglich der Multiplikation vonG eine Gruppe ist. Zeigen Sie:

(i) Eine nichtleere Teilmeng& C G ist genau dann eine Untergruppe \@nwenn folgende
Aussage giltFurallea €c Uundb € U, gilta- b1 € U.

Sei nunH eine weitere Gruppe und: G — H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:
(i) Esqilt (1) =1.
(iii) Esistp(z™!) = p(z)~! furallex € G.
(iv) Die Mengey(G) ist eine Untergruppe VoH.

6 | SeienL, M und N Mengen. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.
(i) Fur bijektive Abbildungenf : L — M undg: M — N sind auchy o f und f~* bijektiv.

(i) Die GruppenS,,; und Sy der Bijektionen von\/ nachM beziehungsweis& nachN sind
genau dann isomorph, wenn es eine Bijektfon M — N gibt.

(i) Wenn M genaun Elemente hat, dann hat die Grupfg genaun! Elemente.

Abgabe bis sptestens am Freitag, dem 23. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiumh

Mathematik.

IDf



Ubungsblatt Nr. 6, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Betrachten Sie die folgenden Matrizen mit reellen Koeffizienten.

A 14 -13 B 4 —13 2 C 4 3 2 D 1 _6
= 1 —19 = =1 -1 -2 -3 = :

5 6 , ( L1905 )’ o 12 -21 ) ( LT >
Entscheiden Sielf jeden der folgenden Ausdiitke, ob er sinnvoll ist und eine MatriX = (z;;)
definiert. Falls nein, kreuzen Sigan (fur Quatsch und sonst kreuzen sie den Eintrag an.

X = ADB — 4C? OQ/IO79/ (18
X=DB-C OQ/(O326/() 388
X=CAD+ A OQ/(O180/ ()62
X =CAC OQ/I(O-971 (188
X =TBA —193D? OQ/O0/0O1
2 | Rechnen Sie jeweils ii/nZ und kreuzen Sie einen Vertreter der Ergebnisrestklasse an.

Es sein = 15. Was ist3 - 5? O0/O1/1 O3

Es sein = 9. Was isti44d 2 04/ 07/ 01
Was ist die letzte Dezimalziffer vazt®0? O1/ O3/ (06

Es sein = 101. Was ist3' ? 02/ O3/ 099
Es sein = 37. Was istl7 ? 010/ (O20/ O30

3 | Beantworten Sie die folgenden Fragéher Restklassenringe. Mit sei die Eulersche Phi-
Funktion bezeichnet.

Ist 527 in Z/1147Z invertierbar? OJal O Nein

Es sei2 < n € N. Ist esrichtig, dass genau daptn) = n — 1 gilt, wenn | (O Ja/ (O Nein
n eine Primzahl ist?

Seia € Z/nZ (multiplikativ) invertierbar. Ist dann auci¥ invertierbar? (OJal O Nein

Was istp(36)? O8/O10/ O12

Welche der folgenden Zahlen ist#y37Z ein Vertreter @ir das (multiplika-| O 7/ O8/ O9
tive) Inverse voni6?

4 | SeiR ein beliebiger Ring mit Nullelemertund Einselement.

Eine Aussage, didif jeden Ring gilt, gilt auchifr jeden Korper. (OJal O Nein
R hat genau dann nur ein Element, wens 1 gilt. (OJal O Nein
Es gibt einen Ringisomorphismus v@machZ/0Z. (OJal O Nein

R ist ein Korper, wennk mindestens zwei Elemente hat kommutativ istf (O Ja/ () Nein
und es zu jedem Elemedt£ r € Reins € R mitrs = 1 gibt.

Furn € NistZ/nZ genau dann ein &per, wenn es keine Nullteiler gibt O Ja/ O Nein
(das heil3t, wenn es keingey # 0 mit zy = 0 gibt).

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.




5 | In dieser Aufgabe sek ein kommutativer Ring, in deri # 1 gilt. Wir betrachten die Menge
R™™ dern x n-Matrizen mit Eintagen inR. Sie bildet mit komponentenweiser Addition und
Matrizenmultiplikation einen Ring (siehe Vorlesungamste Woche). EimNullteiler in einem
Ring ist ein Element # 0, zu dem ein Element # 0 existiert mitx - y = 0.

a

(i) Zeigen Sie, dass im Fall = 2 ein EIement( ) € R**? genau dann eine Einheit in

C
R?*? ist, wennad — bc eine Einheit inR ist.

(i) Wieviele Elemente hati L, (F5), die Gruppe der invertierbar@n 2-Matrizen mit Eintégen
im KorperF, mit 2 Elementen?

(i) Der Ring R™*™ ist furn > 2 nicht kommutativ.
(iv) Der Ring R™*" hat fur n > 2 Nullteiler.

6 | Wir betrachten die Gruppg, +) der ganzen Zahlen mit der Addition als Vetlpfung.

(i) Bestimmen Sie alle Untergruppen vén
(i) Welche Untergruppen sind ineinander enthalten?
(iif) Wieviele endliche Untergruppen gibt es?

(iv) Welche Untergruppen sinthaximal das heisst welche Untergruppen sind echte Untergrup-
penM < Z, so dass es keine echte Zwischengruppes N < Z gibt?

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 30. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiul
Mathematik.

IDf



Ubungsblatt Nr. 7, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Entscheiden Sie jeweils, ob die angegebene Abbildung zwischek edektorraumenl” und W

linear ist.

K=RV=REW =R¥ ¢p: frs f—f (OJda/l O Nein
K=Q,V=Q,W:=Q,p:2x+— 3z (OJal O Nein
K =T,V =Fy, W :=Fy, 0 : 20— 2° (OJal O Nein
K =R, V:=R>2, W :=R,p:(x1,12) — 1 + To (O Ja/l O Nein
K:=R,V:=K»3W:=K" ¢o: M~ (1,2)- M (OJal O Nein

2 | Welche der folgenden Aussag@her lineare Abbildungen sind wahr?

Es gibt eine Abbildung : F, — F,, die keinF;-Homomorphismus ist. (OJa/l O Nein

Ist die Verkettung zweier Abbildungen zwischénVektorraumen linear; (O Ja/ () Nein
dann ist mindestens eine der beiden Abbildungen linear.

JedeR-Homomorphismus voik nachR? ist injektiv. (OJa/l O Nein

Es gibt zwel lineare Abbildungen, deren Verkettung zwar definiert ab@yJa/ () Nein
nicht linear ist.

Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist linear. (OJa/ (O Nein

3 | Es seied und B Matrizenuber einem Krper K, so dassA - B definiert ist. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr?

Die Zeilen vonA - B sind Linearkombinationen der Zeilen vaéh OJal O Nein
EsgiltA- B' = (B - A", falls die rechte Seite definiert ist. (OJa/ O Nein
SindAundBin GL,(K), dann giltA - (A*- BY) - (A~! - B71)! = A. OJdal O Nein
Jede Zeile vo - B liegt im Zeilenraum vons. (OJa/ O Nein
Die Spalten voM - B sind Linearkombinationen der Spalten vdn (OJal O Nein
4 | Welche der folgenden Mengen sind Untervekhome in den jeweils angegebend®

Vektorraumen?

U:={AeR™"| A= A} CR™" (OJa/l O Nein
U :={f eR*¥| fistbeschankt} C R* (O Ja/ O Nein
U :={(a;;) € R¥**| a;; + a;a =0} CR¥> (O Ja/l O Nein
U :={(a;;) € R*3 | ajy - ag = 0} C R¥3 OJal O Nein
U:={f eR¥| fistmonotor} C R* O Ja/ O Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | Es seienk ein Korper undM und N zwei Matrizen aud<™*". Zeigen Sie:

(i) Wenn N ausM durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann ist der Zeilenraum
von M gleich dem Zeilenraum vor.

(i) Wenn M in Zeilenstufenform ist undv ausM hervorgeht, indem eine Zeile, in der nicht
nur Nullen stehen, mii multipliziert wird, dann ist der Zeilenraum vayl verschieden vom
Zeilenraum von\V.




SeiK ein Korper. Wir betrachten die Mendé"° der Abbildungen voiN, nachK. Fur f, g € KMo
unda € K definieren wir:

f+g9: Ng— K, n— f(n)+g(n)
a-f: Ny— K, n—af(n)

Wir bezeichnen mitk M) die Teilmenge der Abbildungefi € KMo, fiir die es nur endlich viele
n € Nog mit f(n) # 0 gibt.

SchlieRlich definieren wirifr f, g € KMo die Verkrilpfung f x g € KM, so dassiir n € N, gilt
(f *g) (n) = Za,bENo,a+b:n f(a)g(b>

(i) Zeigen Sie, das&™° beziglich der oben angegebenen Addition und Skalarmultiplikation
ein K-Vektorraum ist.

(i) Zeigen Sie, das# ™o) ein Untervektorraum voik™ ist, der nicht von endlich vielen Ele-
menten erzeugt wird.

(iii) Zeigen Sie, dass tatsachlich eine Verkiipfung aufk (o) definiert. Fir welches Element,
das wir mitX° bezeichnen wollen, gilk° « f = f fur alle f € KMNo)?2

(iv) Sei X : Ny — K die Abbildung mitl — 1 undn — 0 firn # 1. Beginnend mit dem
ElementX? aus Teil (iii) definieren witX? € K®Mo) rekursiv alsX*~! « X firi > 0. Zeigen
Sie, dass jedeg ¢ K™o) eine eindeutige Linearkombination vox°, X', ..., X™) fir ein
geeignetes € N ist.

(v) Zeigen Sie, dasglf ™), 4 «) ein Ring ist.

Anmerkung: Der Ring K ™) wird oft mit K'[X] bezeichnet und heifRolynomringiiber .

Abgabe bis sptestens am Freitag, dem 7. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiuhl D f
Mathematik.




Ubungsblatt Nr. 8, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi}

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Es seienk ein Korper,V und W endlich-erzeugte Vektaiumetiber K undy : V. — W eine K-
lineare Abbildung. In dieser Aufgabe steht das Wa&asis* immer fir,,geordnete Basis*. Welche
der folgenden Aussagen sind richtig?

Wenn fir jede Basiqby,...,b,) von V gilt, dass(¢(by),...,¢(b,)) eine| O Jal (O Nein
Basis vonlV ist, dann istp ein Isomorphismus.

Ist (by,by,b3) eine Basis vonV und ¢ surjektiv, dann ist O Ja/( Nein
(@(by), @(ba), ¢(bs)) eine Basis voAl .

Sindb; undbs in V undist(¢(by), ¢(bs)) linear unabBAngig, dannistb;, b,) | (O Ja/ O Nein
linear unabAngig.

Sindb; undbs in V und ist(by, b2) linear unabkngig undy injektiv, dann| (O Ja/ () Nein
ist (¢(b1), p(b2)) linear unabBngig.

Wenng injektiv ist, dann isdim V' < dim W. (OJdal O Nein
2 | Sind die folgenden Teilmengen der angegebeiarektorraume linear unakdngig?
{1,7} CR (OJda/ O Nein

{9} U{fi| i € N} C RN, wobeig(n) = 1furallen € N, f;(i) = 1fur | OJa/ (O Nein
ieNundf;(n) =0furi,n € N,i # n.

{(-=1,0,0)} S R™? OJa/ O Nein
{(2,2,2),(1,1,0),(0,0,3)} € R™? O Ja/ O Nein
{z > sin(3z), x — sin(bx), x — sin(7z)} € C*(R) (OJda/ O Nein

3 | Es seienk ein Korper undy : V- — W undy : W — V lineare Abbildungen zwischen den
K-VektorraumenV und . Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Kern (¢ o ¢) C Kerny (OJa/ O Nein
Bild ¢ C Bild (¢ o ) (OJda/ O Nein
Kern (¢ o ¢) = Bild (¢ 0 ) (OJda/l (O Nein
Bild ¢ C Bild (¢ o ) (OJal O Nein
Kernyp C Kern (i o ¢) (OJa/ (O Nein

4 | SeiV ein endlich-erzeugter Vektorraum uad C Y C V. Dann gilt:

Wenn X eine Basis von X) ist, so gibt es eine Teilmendgé’ C Y mit | (O Ja/ (O Nein
X C Y, die eine Basis voKY) ist.

Ist X linear unabkngig, so ist auch’ linear unabBAngig. (OJal O Nein
Ist X ein Erzeugendensystem voi so ist aucht” ein Erzeugendensystem() Ja/ () Nein
vonV.

Ist X eine Basis vorV/, so ist auch” eine Basis vorV'. (OJal O Nein
Ist X linear abkangig, so ist auch’ linear abkingig. (OJdal (O Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.




5 | Es seiK ein Korper undV ein endlich-erzeugtek -Vektorraum.

(i) Zeigen Sie, dass jedes endliche Erzeugendensygtems,, ..., v,} € V vonV eine Teil-
menge besitzt, die eine Basis vonist.

(i) Geben Sie ein Verfahren (Algorithmus) an, mit dem explizit aus einenupel von Zeilen
ausK'*™ eine Basis des Raums gahit werden kann, der von den Zeilen aufgespannt wird.

(i) SeinunK = Q. Wahlen Sie aus der Menge
M :=1{(1,0,3,2,1),(3,2,—-1,-2,1),(1,2,-7,-6,—-1),(2,2,2,2,2)} C Q"5

eine Teilmenge aus, die eine Basis \ad) ist.

6 | Es seiK ein Korper undV ein endlich-erzeugteK'-Vektorraum. Weiter seiety und W Unter-
vektoraume vonl/. Zeigen Sie:

()Esglt UnW = {0} undU + W = V genau dann, wenniuf jede geordne-
te Basis(uy,...,ux) von U und jede geordnete Basis,...,w,) von W das Tupel
(w1, ..., ug,wr,...,wy,) eine geordnete Basis vanist.

(i) Esqilt:
Hinweis: Zahlen Sie Vektoren in geeigneten Basen.

Abgabe bis s@testens am Freitag, dem 14. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrdiut

Mathematik.

Wl D f




Ubungsblatt Nr. 9, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Es seien die folgenden MatrizéerQ gegeben:

00 -1 0

50 1 7 1 2 3 1 4 1 0 -39

A= , B:=1] -1 2 -1 2 und C := 2 -5 1 -8
01 0 -8

3 -2 5 =3 -3 5 -5 =32
-1 0 0 2

Berechnen Sie jeweils den Rang der angegebenen Matrix.

Ot — Atpt

C

ACt + B!

A

BA-C

2 | Es seiK ein Korper,A € K™ " mitm,n € Nundb € K™*!, Sind die folgenden Aussagéiber
das lineare Gleichungssystetfa: = b richtig?

Wenn es eirc € K™*! gibt, so dassiz = c eine eindeutige sung hat, (O Ja/ () Nein
dann hatdz = b auch eine eindeutigedsung.

Az = bist genau dann uikbar, wenn rangl) = rang A, b) — 1 ist. (OJal O Nein

Fallsm = n ist und A nicht invertierbar ist, dann gibt esc K™*!, sodass () Ja/ () Nein
Ax = cunlosbar ist.

Furc € K™ gibt es eine Bijektion zwischen debsungsmenge vadz = | (O Ja/ (O Nein
bund der vonAz = c.
Fur ¢ = 0 hat Az = ¢ mindesten$n — m/| (Absolutbetrag) bsungen. (O Ja/ O Nein

3 | Es seiK ein endlicher Krper mitg Elementen. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der Elemente
in den folgenden Mengen.

Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystéms- 0, wobei A €
K3*2 yvom Rangl ist undq = 2.

Die Menge derk -linearen Abbildungen voik? nachK fuir ¢ = 17.

Die Menge der-dimensionalen Untervekt@ume vonk® fur ¢ = 5.

K?furq = 13.

Die Menge der nicht-invertierbaren MatrizenA?*? fur ¢ = 3.

4 | Alle vorkommenden Matrizen haben Eiage in einem Krper K. Sind die folgenden Aussagen
wahr?

Der Spaltenrang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Zeilenraums.) Ja/ O Nein

Fur0 # ¢ € K und eine MatrixA habenA undc - A den gleichen Rang. | (O Ja/ () Nein

Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Spaltenraums.) Ja / () Nein

Die Dimension des &sungsraums eines homogenen linearen Gleichungs-Ja/ () Nein
systemsAx = 0 ist gleich der Differenz der Anzahl der Unbekannten und
dem Rang der Matrix!.




Es seiA eine quadratische Matrix. Dann hat das lineare Gleichungssystéimla / () Nein
Az = 0 genau dann eine eindeutigésung, wenn die Matrix A invertier-
bar ist.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | SeiK ein Korper und seiefy und W Vektorraumeiiber K. Dabei seil” endlich-dimensional und
W nicht der Nullvektorraum.

(i) Zeigen Sie, dass ein Tupéd,, ..., v,) (mit n € N) von Vektoren au$” genau dann eine
geordnete Basis voW ist, wenn folgendes gilt: Zu jedem Tupel, . . ., w,) von Vektoren
ausW gibt es genau eine lineare Abbildupgron V' nachW mit ¢(v;) = w; furl <i < n.

(i) Sei K nun ein endlicher Erper mitqg Elementen undlimy V' = n. Bestimmen Sie die
Anzahl der geordneten Basen von

(iii) Sei K wie in (ii). Bestimmen SieG L, (K)].

6 | SeiK ein Korper,A ¢ K¥*™ undB € K™*".
(i) Seim = 1. Berechnen Sie raiid - B).
(i) Zeigen Sie: rangA - B) < min{rangA,rangB}.
(iiiy Geben Sie ein Beispiel an, in dem rang- B) < min{rangA,rangB} ist.

Abgabe bis sptestens am Freitag, dem 21. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrdiut

Mathematik.

il D f




Ubungsblatt Nr. 10, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hi3

Fur Matrikelnummer: 100000

1| Es seiV := Q**® der Q-Vektorraum der2 x 3-Matrizen, W := Q**? der Q-Vektorraum der
2 x 2-Matrizen undp : V. — W die folgendeQ-lineare Abbildung:

1 -3
o:V—W , M+—M-A , wobeiA=]| 2 —2 | eQ@*2
3 —1

Weiter seien die geordneten Basen

=((s00)(so0)(o0a)(io0)(570)(00"))
I (BRI DI

von W gewahlt. Berechnen Sie die Abbildungsmatiif () von ¢ bediglich dieser beiden Basen
und geben Sie die verlangten Einge an.

o= O
O o=

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 5. Spalte vbif () lautet

Der Eintrag in der 2. Zeile und der 2. Spalte vbff (o) lautet

()

()
Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte vbff () lautet
Der Eintrag in der 1. Zeile und der 3. Spalte vbff () lautet

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 6. Spalte vbif () lautet

2 | Es seienV, W und U Vektorraumeuber einem WrperK undy : V. — Wundy : W — U
lineare Abbildungen. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Sindv; # v, Elemente vori/ und gilt ¢ (¢ (v1)) = ¥(p(v2)) # 0, danniist| O Ja/ O Nein
(o(v1), (v2)) in W linear abkngig.

Sind v; und v, Elemente vonV mit v; = wvy und gilt ¥(p(v1)) = | OJal (O Nein
Y(p(ve)) = 0, dann ist(p(vy), ¢(ve)) in W linear unabBngig.

Sindv; # vy Elemente vori/ und gilt p(v1) = ¢(v2) undy(e(vy)) # 0, | O Jal O Nein
dannist(vy, v9) in V' linear unabBAngig.

Sindv; # v, Elemente vori/ und gilt(vy) = ¢(vy), dannist(vy, ve) in V| (O Ja/ (O Nein
linear abkangig.

Sindwv; # vy Elemente vori/ und gilt p(v1) = p(ve) # 0, danniist(vy, ve) | O Ja/ O Nein
in V' linear unablngig.

3 | SeienV undW Vektorraumelber einem Krper K undy € Homg (V, W). Seien3, B’ geordnete
Basen vori/ undC, C’ geordnete Basen vdiy. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Falls 5 und 5’ aus den gleichen Elementen viingebildet werden, so sind O Ja/ () Nein
alle Eintiage der zugebrigen Basiswechselmatrix var entweder) oder

1.
Es gilt M% () = MS (idw ) M (o) ME (idy ). O Ja/ O Nein
Jede Basiswechselmatrix voi ist quadratisch und invertierbar. (OJda/l O Nein

Es gibt eine invertierbare Abbildung € Homy (V, V), so dassVi5(v) = | O Ja/ (O Nein
MEB (v) ist.




Jede MatriXl” € K™*" ist Basiswechselmatrix vowi. (OJa/ O Nein

4 | Es seier’/ undW zwei endlich-dimensionale Vekt@umeiiber einem WrperK undy : V. — W
eine lineare Abbildung. Weiter s# := (vy,...,v,) eine Basis voi/ undC := (wy,...,wy)
eine Basis voriV und MZ(y) die Matrix vong beziglich der Base8 undC.

Ist B = (Un,Vn_1,...,v1), dann erlt man M5 (¢) aus ME(yp), indem| O Ja/ () Nein
man dieselben Spalten in umgekehrter Reihenfolge schreibt.

Ist B' = (v, v1,03...,0,), dann erlt man MF (p) aus ME (), indem| O Ja/ (O Nein
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

IStC’' = (w1 + wa, wo, w3, . .., wy,), dann erllt manMg(¢) ausME(p), | O Jal O Nein
indem man die erste Zeile von der zweiten subtrahiert.

Ist B = (vi,vy — v1,03,...,v,), dann erlt man M% (¢) aus ME(y), | O Ja/ O Nein
indem man die erste Spalte von der zweiten subtrahiert.

IStC’ = (wq, wy,ws, ..., w,), dann er@lt manM(¢) ausMZ(p), indem| O Ja/ O Nein
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

Sei K ein Korper und seiei’, W endlich-dimensionalé-Vektorraume undy € Homg (V, W).
Zeigen Sie, dass es einc N gibt mitr < min{dimg(V'), dimg (W)}, sowie (geordnete) Basen
BvonV undC von W, so dass die AbbildungsmatriX? () die folgende Block-Form hat:

(%)

SeienV und W Vektorraumeuber R mit BasenB = (by, by, b3, by, bs) beziehungsweis€ =
(c1, ca, c3, cq, c5). Wir betrachten die lineare Abbildung: V' — W, fur die gilt:

pb1) = ¢ —c

p(ba) = ca—c3

p(bs) = c3—c4

o(by) = V51 — VBeg + ey — ¢
o(bs) = —Vber+VBes + ¢

Zeigen Sie, dasg ein Isomorphismus ist und bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der Umkehr-
abbildungy ! bediglich der oben angegebenen Basen.

Hier ist noch eine Weihnachtsaufgabe. Ihre Bearbeitung gibt keine Punkte. Aber hier haben

Moglichkeit, den bisherigen Vorlesungsstoff mal besonders praxisnah zu verwenden.

Sie die




7 | Sei K ein Korper undA € K™*™ eine invertierbare Matrix.

(i) (LR-Zerlegung) Zeigen Sie, dass die Matri® in der FormA = LR geschrieben werden
kann, wobeilL, R € K™ sind, L eine untere Dreiecksmatrix urni@ eine obere Dreiecks-
matrix ist, und die Diagonaleirige vonL alle gleich Eins sind. (Tipp: Denken Sie an eine
eingeschiinkte Menge von Zeilenumformungen.)

(i) Mein alter programmierbarer Taschenrechner (TI59) konnte zu einer Matrix aus reellen
FlieRkommazahlen wie in (i) dié R-Zerlegung ausrechnen und damit die gegebene Ma-
trix invertieren. Hierbei wurden nur etwa + n + 5 Speicherpitze fir Zahlen beitigt,
die Zerlegung wurde also fagh place” gemacht. Beschreiben Sie einen Algorithmus, der
dies erndglicht. (Der Rechner hatteD0 Speichergitze und konnt® x 9-Matrizen in12
Minuten invertieren.)

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 11. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D f
Mathematik.




Ubungsblatt Nr. 11, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. HiR

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen mit&gjatr au¥,; = {0,1,...,10}.
(Die Elemente vor¥,; werden also durch ihre kleinsten nicht-negativen Restklassenvertreter be-
schrieben.)

3 25
10 1 9
2 33

o 1 o

S O R
O N OO Ot

2500
51 2 4
0200
5 6 0 2

2 | Berechnen Sie das Signum der folgenden Permutationen aus der symmetrischendgruppe

1 234 56 78 9 10 11 12
O+1/ O-1
211 8512 3 6 17 9 10 4
123 456 78 9 10 11 12
O+1/ O-1
5 2 410 71 3 8 12 9 11 6
1234 567 89 10 11 12
O+1/ O-1
546 3 1 91 10 8 2 12 7
12 34 56 78 9 10 11 12
O+1/ O-1
1 6 10 3 12 4 5 2 9 1 8 7
12 345 6 789 10 11 12
O+1/ O-1
5 7 10 2 3 11 12 8 6 4 9 1

23456789

594126 7 8
In den folgenden Fragen ist jeweils ein Produkt von Transpositionen angegeben, wobei an einer
Stelle die Variable anstelle einer der Ziffern vohbis 9 steht. Tragen Sie in das Antwortfeld die
Ziffer ein, die man @ir ; einsetzen muss, damit das Produkt gletdbt.

3 | Es seio die folgende Permutation véhPunkten:

(12)(25) (39) (i 6) (78) (96) (16)
(2)(37)(25) (16)(17) (39) (89)
(12) (13)(25) (:8) (87) (76) (36)
(45) (15)(98) (38) (62) (87) (24) (74) (14)
(98)(25)(38)(18)(87)(57) (61)




Es seiK ein Korper undM, N € K™*" fur einn € N. Die Eintrage der Matrix\/ seien mitm; ;
fur (1 <1i,j < n) bezeichnet. Sind die folgenden Aussadger Determinanten richtig?

Sind zwei Zeilen vonV gleich, so ist detV = 0. (OJa/ O Nein

Ist M eine untere Dreiecksmatrix, dann ist die DeterminanteAMogleich | (O Ja/ () Nein
dem Produkt der Diagonalelemente.

Istm,; ; =0flri+j >n+1,dannistdetV/ = [, m;nt1-;- (O Jal O Nein
Enthalt M nur die Zahler) und 1, dann ist die Determinante vail auch| (O Ja/ () Nein
entwede oderl.
Es gilt(detM) - (detN) = det M - N). (OJal O Nein

Di

e folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

Sei fur einen kommutativen Ring die AbbildungD : R™™ — R, durch die folgende Formel
gegeben:

D((ai;)) = > sgn(m) )1 - nn)n

TESn
(i) Zeigen Sie, dass diese Abbildung multilinear ist (siehe Punkt (3.8)(1) und den Beweis von
Satz 3.11 aus der Vorlesung).

(i) Wie andert sich die Determinante bei den einzelnen elementaren Umformungen einer Ma-
trix?

Es seiK ein Korper undn € N mit n > 2. Zeigen Sie, dassif beliebige Zahlem, a,, ..., a, €
K qilt:

2 n—1
1 ap af --- af
1 ay a3 - aj)!
det =
€ . . . . . - (CL]‘ — CLZ‘)
S : 1<i<j<n
2 n—1
1 a, a; --- a;

Bemerkung: Diese Determinante heikandermonde’sche Determinante

Abgabe bis sptestens am Freitag, dem 18. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuh
Mathematik.

| D f



Ubungsblatt Nr. 12, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. HiR

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Es seiK ein beliebiger Krper undK [X| der Polynomringiber K in der UnbestimmterX . Sind
die folgenden Aussagen richtig?

Jedes Polynorf # f € K|[X] hat nur endlich viele Nullstellen. (OJal O Nein
Zwei verschiedene normierte Polynome/i].X| vom Grad1 sind teiler-| (O Ja/ () Nein
fremd.

In K[X] gibt es irreduzible Polynome. (O Ja/ O Nein

Es sel) # a € K. Dann gilt: Zwei Polynom¢f, g € K[X] sind genau dann O Ja/ () Nein
teilerfremd inK'[X], wenn es Elementg, n € K[X] gibt mit\f + g = a.

Jedes Polynom hat eine Nullstelle sh (OJda/l O Nein

2 | Sind die folgenden Aussagéier Polynome richtig?

In Fy[X]ist (X? + X + 1) - (X% + X) die eindeutige Primfaktorzerlegung( Ja/ O Nein
von X* + X.

Das Bild vonY? — 2Y — 15 unter dem Einsetzungshomomorphismu§) Ja/ O Nein
QY] — Q,Y + 2ist0.

Das PolynomX? — 3 € Q[X] ist irreduzibel. OJa/l O Nein

Teilt man inF,[ X ] das PolynomX*+ X3+ X +1 mit Rest durchX?>+ X +1, | (O Ja/ () Nein
so bleibt als Rest.

Das PolynomX? + X + 1 € F,[X] ist irreduzibel. (OJal O Nein

3 | Es selK ein Korper,n € N, n > 2und A € K™*". Sind die folgenden Aussagen richtig?

Die Abbildungdet : GL,,(K) — K* ist ein injektiver Gruppenhomomor- O Ja/ () Nein

phismus.
Ist A eine invertierbare obere Dreiecksmatrix, dann adch. (OJa/l O Nein
Sind zwei Spalten vor linear abl&ngig, dann istlet(A) = 0. (OJa/ O Nein

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wenh- A # 0 ist (A ist die zu| O Ja/ (O Nein
A komplemenire Matrix).

Es seik = RundA = (a;;) € R™". Ista;; ¢ Q fur ein Paai, j), dann| O Ja/ (O Nein
ist auchdet(A) ¢ Q.

4 | Es sein € Nmitn > 2. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Es seid = (a;;) € R™*" invertierbar. Sind alle;; € Z, dann gilt: A~! = | O Ja/ (O Nein
(ﬁ—ﬂ) mit gewisserb;;, ¢;; € Z undc;; | det(A).

]

A € Z™™ ist genau dann invertierbar ", wenndet(A) € {1, —1}ist. | (O Ja/ (O Nein

Es seiK ein Korper, A € K™ invertierbar undA® = A~!. Dannist| (O Ja/ () Nein
det(A4) = 1.

Giltfur A € Z™*", dass in jeder Zeile genau eiheind sonst lauter Nullen (O Ja/ () Nein
stehen, dann istet(A) € {1, —1}.

Giltfur A € Z"*", dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau éinad | () Ja/ () Nein
sonst lauter Nullen stehen, dann.ist Z™"*" invertierbar.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.




5| Es seiK ein Korper,n € NundA € K<™,
Zeigen Sie: Es existiert ein PolynoinZ f € K[X]| mit deg(f) < n?, fur dasf(A) =0 € K™

ISt.

6 | Es seiK ein Korper undP(K) die Menge der Polynomfunktionen, also

fureinn € NU {0} und gewisse,; € K,0 < i < n} )

P(K) = {f:KﬁK,kHZaiki
i=0

Zeigen Sie:
(i) P(K) mit demublichen, punktweisen Produkf - g)(k) = f(k) - g(k) fur f,g € P(K) und
k € K ist eineK-Algebra.
(i) Es existiert ein surjektivef-Algebren-Homomorphismus : K[X] — P(K).
(i) Der Homomorphismus ist genau dann bijektiv, wenA unendlich viele Elemente eriih.

Abgabe bis sptestens am Freitag, dem 25. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuh
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Ubungsblatt Nr. 13, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hif3

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | SeienK ein Korper undV ein K-Vektorraum,p € EndV und1 < dimV = n < oo. Sind die
folgenden Aussagen wahr?

Ist 1 einziger Eigenwert, so ist die Identi&t. (OJda/l O Nein
Es gibt ein Element € K, das nicht Eigenwert eines Endomorphismus) Ja/ O Nein
vonV ist.

Falls K = R undn = 5 ist, so hatp einen Eigenwert. (OJa/l O Nein
¢ hat ochstens: verschiedene Eigenwerte. (OJal O Nein
Sei K = C. Falls mit jedem Eigenwert von ¢ auch2a ein Eigenwert von () Ja/ () Nein
pist, dannistp = 0.

2 | SeiK ein Korper undV” ein K -Vektorraum der Dimension > 1. Weiter seip € EndV') undy.,
sein charakteristisches Polynom. Aul3erdentsei K™*" undy g ihr charakteristisches Polynom.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Wenny bijektiv ist, so isty,,(0) # 0. (OJda/ O Nein

Jedes normierte Polynom vom Gradst charakteristisches Polynom eineg) Ja/ () Nein
Endomorphismus voir.

FallsK = Cist, so hat die Menge der Nullstellen vgi genaw: Elemente.| (O Ja/ () Nein

Wenn fir eine MatrixA € K™ gilt x,, = x4, S0 gibt es eine geordnete() Ja/ O Nein
BasisB vonV mit ME(p) = A.

Falls die Summe der Koeffizienten vop, gleich Null ist, so gibt es ein O Ja/ (O Nein
0#veVmitep)=o.

3 | Es seiK ein Korper undi [ X | der Polynomring in der Unbestimmte tiber K. Sind die folgen-
den Aussageiiber Diagonalisierbarkeit von Matrizen richtig?

Eine MatrixA € K™*" (n > 2) ist genau dann diagonalisierbar, welit*! | (O Ja/ (O Nein
eine Basis aus Eigenvektoren vdrat.

Eine Matrix A € K™*™ ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine Diagg@-) Ja/ () Nein
nalmatrixD € K™ und eine invertierbare MatriX € K™*" existiert mit

TD =TA.

Jede quadratische Matrix, deren Eage alle gleich sind, ist diagonalisier-O) Ja/ () Nein
bar.

Jede MatrixA € K™*", fur die0 - A = A gilt, ist diagonalisierbar. (OJda/l O Nein

Jede Begleitmatrix eines Polynonfise K[X] vom Grad goR3er alsl ist | O Ja/ () Nein
diagonalisierbar.

4 | Es seiK ein Korper,V ein endlich-dimensionaler Vektorraum upd V' — V' ein Endomorphis-
mus vonV'. Sind die folgenden Aussagéber Eigenvektoren richtig?

Jede Linearkombination von zwei Eigenvektoren yoaum gleichen Ei{ (O Ja/ () Nein
genwert ist ein Eigenvektor.

Der Nullvektor ist Eigenvektor vop. (OJda/l (O Nein

Der Endomorphismug hat mindestens einen Eigenvektor. (OJa/l O Nein

Die Summe zweier Eigenvektoren vorezu verschiedenen Eigenwerten jst0) Ja/ () Nein
ein Eigenvektor vorp.




Wenn die Dimension vofv’ gleichn > 2 ist und ein linear unaliingiges| () Ja/ () Nein
(n—1)-Tupel(vy, ..., v,_1) von Eigenvektoren vop existiert, dann gibt es
auch ein linear unal@mgigesn-Tupel (vy, . .., v,) von Eigenvektoren vomn
©.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | Gegeben sei die Matrix

0
1 4x4

S .
0 Q

S = O O
_ o O O

0

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und alle Eiganme vonA.

—2

6 | Sei K ein Korper und seieml, B € K™*™ Matrizen, so dassl genaun verschiedene Eigenwerte
hat undAB = BA gilt. Zeigen Sie, dass es eine invertierbare Mafrix K"*" gibt, so dass
T—'AT undT~!BT beide Diagonalgestalt haben.

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 1. Februar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiiuh| D f
Mathematik.




Ubungsblatt Nr. 14, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. HiR

Fur Matrikelnummer: 100000

1 | Es seiK ein Korper undA € K™*™ eine Matrix. Mit Polynomen sind in dieser Aufgabe immer
Polynomeliber K gemeint. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Das Minimalpolynom einer Matrix zeiflt in Linearfaktoren. (OJda/l O Nein

Jedes normierte Polynom vom Grad@er oder gleich ist Minimalpoly- | (O Ja/ () Nein
nom einer Matrix.

Das Minimalpolynom der Einheitsmatrix isf — 1. (OJa/l O Nein
Das Minimalpolynom der Nullmatrix ist das konstante Polynom (OJal O Nein
Ist X? — X das Minimalpolynom vom, dann istA diagonalisierbar. (OJda/l (O Nein

2 | Es seiK ein Korper undA € K™ eine Matrix. Mit Polynomen sind in dieser Aufgabe immer
Polynomelber K gemeint. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Ist K = C und A* = E,,, dann istA diagonalisierbar. (OJa/l (O Nein
Falls A und A? linear abkingig sind, dann isti diagonalisierbar. (OJal O Nein
Das charakteristische Polynom vdrist ein Teiler des Minimalpolynoms| (O Ja/ () Nein
Ist A2 = A, dann istA diagonalisierbar. (OJda/l O Nein
Jedes Polynom ist charakteristisches Polynom einer Matrix. (OJda/ O Nein

3 | Beantworten Sie die folgenden Frag#ver Bilinearformen.

Eine Bilinearform(-, -) : R™ x R" — R heif3tnicht ausgeartetfalls es zu| () Ja/ () Nein
jedem0 # v € R" einw € R" gibt mit (v,w) # 0. Gibtes firn = 2
nicht ausgeartete Bilinearformen, so dassjédesy € R? die Gleichung

(v,v) = 0 gilt?

Bilden die Sesquilinearformen aGf* einenC-Vektoraum der Dimension () Ja/ () Nein
2n?.

Gibt es injektive Bilinearformen? (OJal O Nein
Ist fur v € C" die AbbildungC" — C, w — (w, v) linear? (OJa/ O Nein

Besteht das Bild des Standard-Skalarproduktes< R* — R genau aus () Ja/ () Nein
den nicht-negativen reellen Zahlen?

4 | Tragen Sie die gefragten Zahlen in die vorgesehenen Felder ein.

Wieviele MatrizenM € F}>* haben ein Minimalpolynom vom Grad 1?

—22 6 12 3

. —56 16 28 7 . . .
SeiM = € Q**4, Teilen Sie das charakteri
—32 8 18 4

48 —12 —-24 —4
stische Polynom vod/ durch das Minimalpolynom vo/ und geben sie
eine Nullstelle des Ergebnisses an.

1 2 3
SeiM =] 4 5 6 | €R¥*3. Wievielea € R gibt es, so dass der Rang

789
vonaFEs — M kleiner als drei ist?

Wieviele Matrizen)M ¢ F2*? haben genau zwei Eigenwertelig?




1 2/3 -1
SeiM =] 2 -2 1/2 | € Q*3. Setzen Sig@ € Q in das charakteri

1 1 1
stische Polynom voi/ ein und geben Sie das (gekte) Ergebnis an.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 | Es seiK ein Korper,n € Nund A € K™*" eine Matrix. Mitx4 € K[X]| sei das charakteristische
Polynom vonA bezeichnet. Zeigen Sie:

(i) Wenna € K istund die Dimension dim(V (a, A)) = m fur einm € N mitm > 1ist, dann
gilt (X —a)™ | xa.

(i) Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wegpn in Linearfaktoren ze#llt und fur

alle Nullstellena von x 4 gilt, dass die Dimension diga(V (a, A)) gleich der Vielfachheit
von a als Nullstelle vony 4 ist.

6 | EsseiK = RoderK = CundV ein K-Vektorraum. Weiter sef : V xV — K ein Skalarprodukt
aufV. Zeigen Sie:

() EsqitG(v+ v v +0)+ v —2v,v—=2")=2-(B(v,v) + (v, 0)) fur allev,v" € V.
(i) Ist K =R, so giltf(v,v') = 5 (B(v + v, v+ ) — B(v,v) — B(v/,0)) fur allev,v’ € V.

3
(iii) Ist K = C, soqiltB(v,v') =1 > i*- B (v+i* v/, v+ i) furallev,v’ € V.
k=0

(iv) Ist (vy,...,v,) eine Basis voiv, fur die3(v;, vy) = d; (Kronecker-Delta)ifir1 < j. k <n
gilt, dann gilt:

n

v = Zﬂ(v,vk) - Vg furalle veV.
k=1

Bemerkung: Die Formel in (i) wird Parallelogrammidentitat und die Formeln in (ii) und (iii)
werdenPolarisationsidentitat genannt.

Was hat die Formel in (i) mit Parallelogrammen zu tun?

Abgabe bis satestens am Freitag, dem 8. Februar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrsiiuh

Mathematik.
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