
Übungsblatt Nr. 0, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Beantworten Sie die folgenden Fragenüber Mengen:

Ist die Menge{1} eine Teilmenge der Menge{1, {2, 3, 4}, 5}? © Ja /© Nein

Ist die Menge{1, {2, 3, 4}} eine Teilmenge der Menge{1, {2, 3, 4}, 5}? © Ja /© Nein

Wieviele verschiedene Abbildungen von der Menge{1, 2} gibt es in die
Menge{1, 2, 3}?
Wieviele Elemente hat die Menge{1, {2, 3, 4}, 5}? © 3 / © 5

2 Berechnen Sie die folgenden Aufgaben und kreuzen Sie das richtige Ergebnis an:

4 + 2 · 3 © 10 / © 18

223 © 64 / © 256

3 · (4 + 2) © 14 / © 18
7
2

+ 5
2

© 6 / © 3

3 Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!
1
2

+ 1
3

= 5
6

© Ja /© Nein
x2−1
x−1

= x+1
1

, wobeix eine beliebige rationale Zahl ungleich1 ist. © Ja /© Nein
5
7
< 7

12
© Ja /© Nein

1
2
· 1

3
= 1

6
© Ja /© Nein

4 Beantworten Sie die folgenden Fragen (geben Sie nur Zahlen ein, keine Einheiten und kein %-
Zeichen):

Ein Angestellter bekommt eine Gehaltserhöhung von 4% und verdient da-
nach 2600 Euro. Wieviele Euro verdiente er vor der Gehaltserhöhung?

Zehn Affen fressen in einer Woche eine Tonne Bananen. Wieviele Tage
brauchen 7 Affen, um eine halbe Tonne Bananen zu fressen?

Zwei Backsteine wiegen zusammen 24 Kilogramm. Wieviele Kilogramm
wiegen 5 Backsteine?

Wenn man 2000 Euro um 26 Prozent vermehrt, wieviele Euro hat man dann?

5 Kreuzen Sie “Ja” an, wenn die Aussage stimmt und “Nein” sonst.

Wenn eine naẗurliche Zahl durch2 und durch3 teilbar ist, dann ist sie auch
durch6 teilbar.

© Ja /© Nein

Wenn eine naẗurliche Zahla durch6 teilbar ist, dann ista2 auch durch6
teilbar.

© Ja /© Nein

Wenn zwei naẗurliche Zahlena und b jeweils durch2 teilbar ist, dann ist
ihre Summea+ b durch4 teilbar.

© Ja /© Nein

Ist eine naẗurliche Zahla durch 6 teilbar und eine andere natürliche Zahlb
durcha teilbar, dann ist auchb durch6 teilbar.

© Ja /© Nein

Die folgende Aufgabe ist schriftlich zu bearbeiten.

6 Auf 100 Affen werden 1600 Kokosnüsse verteilt, wobei einige Affen auch leer ausgehen können.
Man beweise, dass es — ganz gleich wie die Verteilung erfolgt — stets mindestens vier Affen mit
derselben Anzahl von Kokosnüssen gibt.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 19. Oktober 2001, um 14 Uhr.
Dieses Blatt brauchen Sie noch nicht abzugeben, es geht nicht in die Wertung ein!



Übungsblatt Nr. 1, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

Z× Z× Z ⊆ Z× Z © Ja /© Nein

{x ∈ Z | x ist durch6 teilbar} ⊆ {x ∈ Z | x ist gerade} © Ja /© Nein

Die Menge Pot({1, {2, 3}, 3}) hat8 Elemente. © Ja /© Nein

{(x, y) ∈ Z× Z | x2 + y2 = 0} ⊆ {(x, y) ∈ Z× Z | x+ y = 0} © Ja /© Nein

Die Menge{(x, y) ∈ {1, 2, 3}×{2, 3} | x · y ist ungerade} hat2 Elemente. © Ja /© Nein

2 Es seienA, B undC beliebige Mengen. Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt
oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

(A ∩B) ∪ C = A ∩ (B ∪ C) © Ja /© Nein

IstA ⊆ B, dann istC ∪ A ⊆ C ∪B. © Ja /© Nein

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) © Ja /© Nein

WennA ∪B ⊆ C gilt, dann gilt sowohlA ⊆ C als auchB ⊆ C. © Ja /© Nein

(A ∩B) ∪ C = (A ∪ C) ∩ (B ∪ C) © Ja /© Nein

3 Geben Sie jeweils die Anzahl der Abbildungen mit den beschriebenen Eigenschaften an.

Anzahl der bijektiven Abbildungen von{1, 2, 3} nach{1, 2, 3}.
Anzahl der surjektiven Abbildungen von{−3,−2,−1} nach{1, {2, 3}, 3}.
Anzahl der surjektiven Abbildungen von{1, 2, 3} nach{∅}.
Anzahl der injektiven Abbildungen von∅ nach{1, 2, 3}.
Anzahl der surjektiven Abbildungen von{1, 2} nach{3, 4, 5}.

4 Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

Die Abbildungf : Q×Q→ Q×Q, (x, y) 7→ (x+ y, x− y) ist surjektiv. © Ja /© Nein

Die Abbildungf : R→ R, x 7→ x2 ist injektiv. © Ja /© Nein

Die Abbildungf : Z× Z→ Z, (x, y) 7→ x+ y ist surjektiv. © Ja /© Nein

Die Abbildungf : Z→ Z× Z, x 7→ (x,−x) ist surjektiv. © Ja /© Nein

Die Abbildungf : Q→ Q, x 7→ 2 · x ist surjektiv. © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Beweisen Sie mit Hilfe von vollständiger Induktion.

(i) Eine Menge mitn Elementen hat2n Teilmengen.

(ii)
∑n

i=1 i = n(n+ 1)/2.

(iii) Finden Sie zuerst eine Formel, die für n ∈ N die Summe der ungeraden Zahlen von1 bis
2n− 1 angibt, und beweisen Sie diese.



6 SeiM eine endliche Menge undf : M −→ M eine Abbildung. Zeigen Sie, dass die folgenden
Aussagen̈aquivalent sind.

(a) f ist surjektiv.

(b) f ist injektiv.

(c) f ist bijektiv.

Geben Sie eine Abbildungg : N −→ N an, die zeigt, dass die oben angegebeneÄquivalenz f̈ur
unendliche Mengen nicht gilt.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 26. Oktober 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 2, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Die folgenden Abbildungen seien gegeben.
f : R −→ Z, x 7→ |{p ∈ N | p Primzahl,p ≤ x}|
g : Z −→ Q, x 7→ 4x
h : Q −→ {10, 23, 19, 1}, x 7→ 1

Es gilt (h ◦ g) ◦ f = h ◦ (g ◦ f). © Ja /© Nein

Der Wertebereich vonh ◦ g istZ. © Ja /© Nein

Das Bild vonh ◦ g entḧalt genau ein Element. © Ja /© Nein

Die Kompositiong ◦ h ist definiert. © Ja /© Nein

Die Faser(h ◦ g ◦ f)−1({1}) istR. © Ja /© Nein

2 Gelten die folgenden Aussagen für alle Abbildungenf : Z −→ Q undg : Q −→ {1, 2, 3}?
Das Urbildg−1({1, 2, 3}) istQ. © Ja /© Nein

Falls jede Faser vonf genau ein Element besitzt, so istf bijektiv. © Ja /© Nein

Das Bild vong ist {1, 2, 3}. © Ja /© Nein

Der Wertebereich vong istQ. © Ja /© Nein

Der Definitionsbereich vonf istZ. © Ja /© Nein

3 Sei (LGS) das lineare GleichungssytemüberR:

a11 x1 + a12 x2 + . . .+ a1n xn = b1

a21 x1 + a22 x2 + . . .+ a2n xn = b2

...

am1 x1 + am2 x2 + . . .+ amn xn = bm

Die xi sind die Unbekannten des (LGS). © Ja /© Nein

Ist bi = 1 für alle1 ≤ i ≤ m, dann gibt es eine L̈osung. © Ja /© Nein

Sind für alle 1 ≤ i ≤ m und 1 ≤ j ≤ n die Koeffizientenaij ∈ Z und
bi ∈ Z, dann besteht auch jede Lösung aus Zahlen inZ.

© Ja /© Nein

Wennm < n ist, dann gibt es unendlich viele Lösungen. © Ja /© Nein

Die Koeffizienten des (LGS) sind diexi. © Ja /© Nein

4 In den folgenden Aufgaben seiK ein beliebiger K̈orper mit Nullelement0 und Einselement1.

Für jedesa ∈ K mit a 6= 0 ist (a−1)−1 = a. © Ja /© Nein

Für a ∈ K, a 6= 0, ist die AbbildungK −→ K, x 7→ ax, bijektiv. © Ja /© Nein

Für allea ∈ K gilt −(−a)− a = 0. © Ja /© Nein

Für allea ∈ K gilt 0 · a = 0. © Ja /© Nein

Für allea, b, c ∈ K ist (a+ 0− c)(b+ 1) = b(a+ b− c) + a− b2 − c. © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.



5 Sei f : M → N eine Abbildung zwischen den MengenM undN . Zeigen Sie die folgenden
Aussagen.

(a) f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildungg : N → M existiert mitf ◦ g = idN und
g ◦ f = idM .

(b) Wenn eine Abbildungg : N →M existiert mitf ◦ g = idN , dann istf surjektiv.

(c) Wenn eine Abbildungg : N →M existiert mitg ◦ f = idM , dann istf injektiv.

6 Für welche Wertea ∈ R hat das lineare Gleichungssystem

5x1 +6x2 +(a+ 15)x3 = 7

−x1 +(a− 3)x3 = 1

2x1 +2x2 +6x3 = 2

2x1 +(a+ 2)x2 +7x3 = 4

über den reellen Zahlen (a) keine, (b) genau eine, (c) genau zwei oder (d) unendlich viele
Lösungen?

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 2. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 3, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es seiK ein beliebiger K̈orper. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Es sei0 6= a ∈ K und b ∈ K. Dann hat die Gleichungax = b in K eine
Lösung.

© Ja /© Nein

Jeder K̈orper hat nur endlich viele Elemente. © Ja /© Nein

In jedem K̈orperK gilt (a + b)(c + d) = ac + ad + bc + bd für beliebige
a, b, c, d ∈ K.

© Ja /© Nein

In jedem K̈orper ist1 + 1 6= 0. © Ja /© Nein

Es gilta+ (b · c) = (a+ b) · (a+ c) für beliebigea, b, c ∈ K. © Ja /© Nein

2 Sind die folgenden Aussagenüber lineare Gleichungssysteme wahr?

Jedes homogene lineare Gleichungssystem hat unendlich viele Lösungen. © Ja /© Nein

Die Nullspalte ist in der L̈osungsmenge jedes beliebigen linearen Glei-
chungssystems.

© Ja /© Nein

Zwei lineare Gleichungssysteme haben genau dann dieselbe
Lösungsmenge, wenn das eine aus dem anderen durchgenau eine
elementare Zeilenumformung hervorgeht.

© Ja /© Nein

Es gibt keine linearen Gleichungssysteme mit genau einer Lösung. © Ja /© Nein

Jedes lineare Gleichungssystem hat eine Lösung. © Ja /© Nein

3 SeiA = (aij) 1 ≤ i ≤ 2

1 ≤ j ≤ 3

=

(
12 3 −1

−1 9 −4

)
∈ R2×3.

a11 + a23 = a21 + a22 © Ja /© Nein

A ist die erweiterte Koeffizientenmatrix eines inhomogenen linearen Glei-
chungssystems.

© Ja /© Nein

Die Lösungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems mit Koef-
fizientenmatrixA ist eine Teilmenge vonR3.

© Ja /© Nein

Jede L̈osung des homogenen linearen Gleichungssystems mit Koeffizien-
tenmatrixA ist auch eine L̈osung der Gleichung
10x1 + 21x2 − 11x3 = 0.

© Ja /© Nein

Die MatrixA hat3 Zeilen und zwei Spalten. © Ja /© Nein

4 Die Koeffizienten der Matrizen in den folgenden Aufgaben seien alle ausR.

SeiA in Zeilenstufenform und seien diei-te undj-te Zeile f̈ur i 6= j ver-
schieden. Vertauscht man diei-te undj-te Zeile, so erḧalt man eine Matrix,
die keine Zeilenstufenform hat.

© Ja /© Nein

Die Matrix

 1 3

−2 −6

1 1

 lässt sich durch elementare Zeilenumformungen

auf eine Zeilenstufenform mit einer Nullzeile bringen.

© Ja /© Nein

Die Matrix

(
0 0 0

0 0 0

)
ist in Zeilenstufenform. © Ja /© Nein

SeiA eine Matrix in Zeilenstufenform und habeA eine Nullzeile. Dann hat
das durchA beschriebene homogene lineare Gleichungssystem unendlich
viele Lösungen.

© Ja /© Nein



Die Matrizen

(
4 3 6

1 −1 5

)
und

(
6 1 16

1 −1 5

)
gehen durch eine ein-

zelne elementare Zeilenumformung auseinander hervor.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Es seiK ein Körper. Beweisen Sie die folgenden Aussagen, verwenden Sienur die Körperaxiome
oder Aufgabenteile, die sie bereits bewiesen haben.

(i) 0 · a = a · 0 = 0 für allea ∈ K.

(ii) Gilt a+ b = 0 mit a, b ∈ K, so istb = −a.

(iii) −a = (−1) · a für allea ∈ K.

(iv) −(−a) = a für allea ∈ K.

(v) Gilt a · b = 1 mit a, b ∈ K, so istb = a−1.

(vi) Sei 0 6= a ∈ K. Dann ist(a−1)−1 = a.

(vii) Gilt f ür einb ∈ K, dassa+ b = a ist für allea ∈ K, so istb = 0.

(viii) Gilt f ür einb ∈ K, dassa · b = a ist für allea ∈ K, so istb = 1.

(ix) Ist a · b = 0 mit a, b ∈ K, dann ista = 0 oderb = 0 (oder beides).

(x) (−a) · (−b) = a · b für allea, b ∈ K.

6 Beantworten Sie die folgenden Fragen durch einen Beweis oder ein Beispiel (mit Begründung!).

(i) Gibt es ein homogenes lineares GleichungssystemüberR mit Lösungsmenge{(
x

y

)
∈ R2

∣∣∣ x = 0 odery = 0

}
?

(ii) Gibt es ein inhomogenes lineares GleichungssystemüberR mit Lösungsmenge{(
x

y

)
∈ R2

∣∣∣ ( x

y

)
6=

(
1

1

)}
?

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 9. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 4, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es sei

(A, b) :=

 1 −2 3 12

a −1 3 12

−2 −3 2 0


die erweiterte Matrix eines inhomogenen linearen GleichungssystemsüberQ und 13

5
6= a ∈ Q.

Lösen Sie das Gleichungssystem und beantworten Sie die folgenden Fragen.

Wenna = 2 ist, was ist dann die erste Komponente der Lösung?

Wenna = 1 ist, was ist dann die zweite Komponente der Lösung?

Wenna = 3 ist, was ist dann die dritte Komponente der Lösung?

Wenna = 2 ist, was ist dann die dritte Komponente der Lösung?

Wenna = 4 ist, was ist dann die dritte Komponente der Lösung?

2 Die Definitionen zur folgenden Aufgabe werden am Montag, dem 12.11.2001 in der Vorlesung
behandelt. Welche der folgenden RelationenR sindÄquivalenzrelationen?

R = {(a, b) ∈ Q×Q | a− b = 1}. © Ja /© Nein

R = {(A,B) ∈ Pot(N)× Pot(N) |es gibt eine bijektive Abbildung vonA
nachB}.

© Ja /© Nein

R = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (1, 2), (2, 1)} ⊆ {1, 2, 3} × {1, 2, 3}. © Ja /© Nein

R = {(a, b) ∈ N× N | a · b = 1}. © Ja /© Nein

R = {(a, b) ∈ Z× Z | a− b ist durch 6 teilbar}. © Ja /© Nein

3 Die folgenden Aussagen beziehen sich auf lineare Gleichungssystemeüber einembeliebigen
Körper. Welche sind wahr?

Es gibt keine linearen Gleichungssysteme mit genau einer Lösung, die mehr
Gleichungen als Unbekannte haben.

© Ja /© Nein

Jedes homogene lineare Gleichungssystem hat mehr als zwei Lösungen. © Ja /© Nein

Jede L̈osung eines linearen GleichungssystemsüberR, dessen Koeffizienten
alle positiv sind, entḧalt nur positive Zahlen.

© Ja /© Nein

Jedes lineare Gleichungssystem mitm Gleichungen, in dem mindestens
m− 1 der Koeffizienten gleich0 sind, hat eine L̈osung.

© Ja /© Nein

Jedes homogene lineare Gleichungssystem mit mehr Unbekannten als Glei-
chungen hat unendlich viele Lösungen.

© Ja /© Nein

4 Berechnen Sie für die folgenden Matrizen mit Einträgen aus den reellen Zahlen jeweils eine Zei-
lenstufenform und geben Sie an, wievieleNullzeilendas Ergebnis hat. 3 1 −1 4 1 6

−2 4 10 −19 −10 −25

1 1 1 −1 −1 −1


 7 8 9

6 5 4

1 2 3






1 15 14 4

12 6 7 9

8 10 11 5

13 3 2 16

 (magisches Quadrat)


1 2 3 4 5 6

1 1 1 0 0 0

−15 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0


 3 1 −1

4 2 −10

1 1 1


Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Es seiK = {0, 1} ein Körper mit zwei Elementen (siehe Vorlesung). Lösen Sie das inhomogene
lineare Gleichungssystem̈uberK mit der folgenden erweiterten Koeffizientenmatrix

(A|b) :=


1 1 1 0 1 0 1 0 1
0 0 1 1 0 0 0 0 1
1 1 1 1 0 1 0 1 1
1 1 0 1 1 1 0 0 1
0 0 1 1 0 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0 1 1 0
1 1 0 1 1 1 1 1 0

 .

Benutzen Sie den Gauß-Algorithmus und dokumentieren Sie genau, was Sie tun!
Wieviele Elemente hat die L̈osungsmenge?

6 Entscheiden Sie, welche der folgenden drei Aussagen wahr sind. Begründen Sie Ihre Antwort.
Bereits bewiesene Ergebnisse dürfen Sie naẗurlich im Folgenden verwenden.

(i) Ist L die Lösungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems mitnUnbekannten
über einem K̈orperK unds ∈ Kn eine L̈osung, dann gilt

L = {s+ u | u ∈ L0} ,

wobeiL0 die Lösungsmenge des zugehörigen homogenen linearen Gleichungssystems ist.
(Hierbei ist, wie in der Vorlesung,s+ u komponentenweise definiert.)

(ii) Ein inhomogenes lineares Gleichungssystemüber einem K̈orperK hat genau dann unend-
lich viele Lösungen, wenn das zugehörige homogene lineare Gleichungssystem unendlich
viele Lösungen hat.

(iii) Jedes l̈osbare inhomogene lineare Gleichungssystemüber einem K̈orperK, das mehr Unbe-
kannte als Gleichungen hat, hat unendlich viele Lösungen.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 16. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 5, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Welche der folgenden Aussagenüber Relationen sind wahr?

Auf einer Menge mit drei Elementen gibt es genau3 verschiedene
Äquivalenzrelationen.

© Ja /© Nein

Für jede MengeM gibt es mindestens eine Relation aufM , die reflexiv,
symmetrisch und antisymmetrisch ist.

© Ja /© Nein

Auf einer Menge mit vier Elementen gibt es genau212 verschiedene refle-
xive Relationen.

© Ja /© Nein

Auf einer dreielementigen Menge gibt es genau512 verschiedene Relatio-
nen.

© Ja /© Nein

Zwei Äquivalenzrelationen auf einer MengeM sind genau dann gleich,
wenn jede Äquivalenzklasse bezüglich der ersten Relation auch eine
Äquivalenzklasse bezüglich der zweiten ist.

© Ja /© Nein

2 SeiG eine Gruppe mit Verkn̈upfung· und neutralem Element1.

Falls für g ∈ G gilt (g−1)−1 = g, so istg = 1. © Ja /© Nein

Für g ∈ G ist die Abbildungrg : G→ G, h 7→ hg ein Isomorphismus. © Ja /© Nein

Zu jedemn ∈ N gibt es eine Gruppe mit genaun Elementen. © Ja /© Nein

Wenn f̈ur a, g ∈ G die Gleichungag = g gilt, so ista = 1. © Ja /© Nein

G ist genau dann abelsch, wennG kommutativ ist. © Ja /© Nein

3 Es seienG undH Gruppen undϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Das neutrale Element
vonG undH sei jeweils mit1 bezeichnet. Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Ausx = y ∈ G folgt ϕ(x) = ϕ(y). © Ja /© Nein

Gilt f ür zwei Elementex, y ∈ G, dassϕ(x) · ϕ(y) = 1 ist, so ist entweder
x = 1 odery = 1.

© Ja /© Nein

Ist ϕ bijektiv, dann ist die Umkehrabbildung ebenfalls ein Gruppenhomo-
morphismus.

© Ja /© Nein

Die Abbildungψ : G→ H, für dieψ(x) = ϕ(x) · ϕ(x) für allex ∈ G gilt,
ist ein Gruppenhomomorphismus.

© Ja /© Nein

Ist x = ϕ(1), so folgtx = 1. © Ja /© Nein

4 SeienM undN Mengen,P eine Partition vonM undg : M → N eine Abbildung.

Falls g surjektiv ist, so gibt es einëAquivalenzrelation aufM , deren
Äquivalenzklassen die Fasern vong sind.

© Ja /© Nein

FallsM endlich ist, gibt eine Abbildungf : M →M , so dass die Partition
P genau aus den nicht-leeren Fasern vonf besteht.

© Ja /© Nein

{(x, y) ∈ M ×M | es gibt mindestens einC ∈ P mit {x, y} ⊆ C} ist
eineÄquivalenzrelation aufM .

© Ja /© Nein

Die Fasern vong zu zwei Elementen vonN sind entweder gleich oder ihr
Durchschnitt ist die leere Menge.

© Ja /© Nein

FallsM endlich ist, hatP höchstens soviele Elemente wieM . © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.



5 Es seiG eine Gruppe. Wir nennen eine TeilmengeU ⊆ G eineUntergruppe von G, wenn sie
bez̈uglich der Multiplikation vonG eine Gruppe ist. Zeigen Sie:

(i) Eine nichtleere TeilmengeU ⊆ G ist genau dann eine Untergruppe vonG, wenn folgende
Aussage gilt:Für alle a ∈ U undb ∈ U , gilt a · b−1 ∈ U .

Sei nunH eine weitere Gruppe undϕ : G→ H ein Gruppenhomomorphismus. Zeigen Sie:

(ii) Es gilt ϕ(1) = 1.

(iii) Es ist ϕ(x−1) = ϕ(x)−1 für allex ∈ G.

(iv) Die Mengeϕ(G) ist eine Untergruppe vonH.

6 SeienL,M undN Mengen. Beweisen Sie die folgenden Aussagen.

(i) Für bijektive Abbildungenf : L→M undg : M → N sind auchg ◦ f undf−1 bijektiv.

(ii) Die GruppenSM undSN der Bijektionen vonM nachM beziehungsweiseN nachN sind
genau dann isomorph, wenn es eine Bijektionf : M → N gibt.

(iii) WennM genaum Elemente hat, dann hat die GruppeSM genaum! Elemente.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 23. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 6, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Betrachten Sie die folgenden Matrizen mit reellen Koeffizienten.

A :=

(
14 −13

1 −19

5 6

)
,B :=

(
14 −13 2

1 −19 5

)
, C :=

(
4 3 2

−1 −2 −3

9 12 −24

)
,D :=

(
1 −6

−1 7

)
.

Entscheiden Sie für jeden der folgenden Ausdrücke, ob er sinnvoll ist und eine MatrixX = (xij)
definiert. Falls nein, kreuzen SieQan (für Quatsch) und sonst kreuzen sie den Eintragx11 an.

X = ADB − 4C2 © Q / © 79 / © 18

X = D3B − C © Q / © 326 / © 388

X = CAD + A © Q / © 180 / © 62

X = CAC © Q / © -97 / © 188

X = 7BA− 193D2 © Q / © 0 / © 1

2 Rechnen Sie jeweils inZ/nZ und kreuzen Sie einen Vertreter der Ergebnisrestklasse an.

Es sein = 15. Was ist3 · 5? © 0 / © 1 / © 3

Es sein = 9. Was ist4444
4445

? © 4 / © 7 / © 1

Was ist die letzte Dezimalziffer von2100? © 1 / © 3 / © 6

Es sein = 101. Was ist3
101

? © 2 / © 3 / © 99

Es sein = 37. Was ist17
2
? © 10 / © 20 / © 30

3 Beantworten Sie die folgenden Fragenüber Restklassenringe. Mitϕ sei die Eulersche Phi-
Funktion bezeichnet.

Ist 527 in Z/1147Z invertierbar? © Ja /© Nein

Es sei2 ≤ n ∈ N. Ist es richtig, dass genau dannϕ(n) = n − 1 gilt, wenn
n eine Primzahl ist?

© Ja /© Nein

Seia ∈ Z/nZ (multiplikativ) invertierbar. Ist dann aucha2 invertierbar? © Ja /© Nein

Was istϕ(36)? © 8 / © 10 / © 12

Welche der folgenden Zahlen ist inZ/37Z ein Vertreter f̈ur das (multiplika-
tive) Inverse von16?

© 7 / © 8 / © 9

4 SeiR ein beliebiger Ring mit Nullelement0 und Einselement1.

Eine Aussage, die für jeden Ring gilt, gilt auch f̈ur jeden K̈orper. © Ja /© Nein

R hat genau dann nur ein Element, wenn0 = 1 gilt. © Ja /© Nein

Es gibt einen Ringisomorphismus vonZ nachZ/0Z. © Ja /© Nein

R ist ein Körper, wennR mindestens zwei Elemente hat,R kommutativ ist
und es zu jedem Element0 6= r ∈ R eins ∈ R mit rs = 1 gibt.

© Ja /© Nein

Für n ∈ N ist Z/nZ genau dann ein K̈orper, wenn es keine Nullteiler gibt
(das heißt, wenn es keinex, y 6= 0 mit xy = 0 gibt).

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.



5 In dieser Aufgabe seiR ein kommutativer Ring, in dem0 6= 1 gilt. Wir betrachten die Menge
Rn×n dern × n-Matrizen mit Eintr̈agen inR. Sie bildet mit komponentenweiser Addition und
Matrizenmultiplikation einen Ring (siehe Vorlesung nächste Woche). EinNullteiler in einem
Ring ist ein Elementx 6= 0, zu dem ein Elementy 6= 0 existiert mitx · y = 0.

(i) Zeigen Sie, dass im Falln = 2 ein Element

(
a b

c d

)
∈ R2×2 genau dann eine Einheit in

R2×2 ist, wennad− bc eine Einheit inR ist.

(ii) Wieviele Elemente hatGL2(F2), die Gruppe der invertierbaren2×2-Matrizen mit Eintr̈agen
im KörperF2 mit 2 Elementen?

(iii) Der RingRn×n ist für n ≥ 2 nicht kommutativ.

(iv) Der RingRn×n hat für n ≥ 2 Nullteiler.

6 Wir betrachten die Gruppe(Z,+) der ganzen Zahlen mit der Addition als Verknüpfung.

(i) Bestimmen Sie alle Untergruppen vonZ.

(ii) Welche Untergruppen sind ineinander enthalten?

(iii) Wieviele endliche Untergruppen gibt es?

(iv) Welche Untergruppen sindmaximal, das heisst welche Untergruppen sind echte Untergrup-
penM � Z, so dass es keine echte ZwischengruppeM � N � Z gibt?

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 30. November 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 7, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Entscheiden Sie jeweils, ob die angegebene Abbildung zwischen denK-Vektorr̈aumenV undW
linear ist.

K := R, V := RR,W := RR, ϕ : f 7→ f − f © Ja /© Nein

K := Q, V := Q,W := Q, ϕ : x 7→ 3x © Ja /© Nein

K := F2, V := F2,W := F2, ϕ : x 7→ x2 © Ja /© Nein

K := R, V := R1×2,W := R, ϕ : (x1, x2) 7→ x1 + x2 © Ja /© Nein

K := R, V := K2×3,W := K1×3, ϕ : M 7→ (1, 2) ·M © Ja /© Nein

2 Welche der folgenden Aussagenüber lineare Abbildungen sind wahr?

Es gibt eine Abbildungϕ : F2 → F2, die keinF2-Homomorphismus ist. © Ja /© Nein

Ist die Verkettung zweier Abbildungen zwischenK-Vektorr̈aumen linear,
dann ist mindestens eine der beiden Abbildungen linear.

© Ja /© Nein

JederR-Homomorphismus vonR nachR2 ist injektiv. © Ja /© Nein

Es gibt zwei lineare Abbildungen, deren Verkettung zwar definiert aber
nicht linear ist.

© Ja /© Nein

Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist linear. © Ja /© Nein

3 Es seienA undB Matrizenüber einem K̈orperK, so dassA ·B definiert ist. Welche der folgenden
Aussagen sind wahr?

Die Zeilen vonA ·B sind Linearkombinationen der Zeilen vonB. © Ja /© Nein

Es giltA ·Bt = (B · At)t, falls die rechte Seite definiert ist. © Ja /© Nein

SindA undB in GLn(K), dann giltA · (At ·Bt) · (A−1 ·B−1)t = A. © Ja /© Nein

Jede Zeile vonA ·B liegt im Zeilenraum vonB. © Ja /© Nein

Die Spalten vonA ·B sind Linearkombinationen der Spalten vonA. © Ja /© Nein

4 Welche der folgenden Mengen sind Untervektorräume in den jeweils angegebenenR-
Vektorr̈aumen?

U := {A ∈ Rn×n | A = At} ⊆ Rn×n © Ja /© Nein

U :=
{
f ∈ RR | f ist beschr̈ankt

}
⊆ RR © Ja /© Nein

U := {(aij) ∈ R3×4 | a11 + a12 = 0} ⊆ R3×4 © Ja /© Nein

U := {(aij) ∈ R4×3 | a11 · a22 = 0} ⊆ R4×3 © Ja /© Nein

U :=
{
f ∈ RR | f ist monoton

}
⊆ RR © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Es seienK ein Körper undM undN zwei Matrizen ausKm×n. Zeigen Sie:

(i) WennN ausM durch elementare Zeilenumformungen hervorgeht, dann ist der Zeilenraum
vonM gleich dem Zeilenraum vonN .

(ii) WennM in Zeilenstufenform ist undN ausM hervorgeht, indem eine Zeile, in der nicht
nur Nullen stehen, mit0 multipliziert wird, dann ist der Zeilenraum vonM verschieden vom
Zeilenraum vonN .



6 SeiK ein Körper. Wir betrachten die MengeKN0 der Abbildungen vonN0 nachK. Fürf, g ∈ KN0

unda ∈ K definieren wir:

f + g : N0 −→ K, n 7→ f(n) + g(n)

a · f : N0 −→ K, n 7→ af(n)

Wir bezeichnen mitK(N0) die Teilmenge der Abbildungenf ∈ KN0, für die es nur endlich viele
n ∈ N0 mit f(n) 6= 0 gibt.
Schließlich definieren wir f̈ur f, g ∈ K(N0) die Verkn̈upfungf ? g ∈ K(N0), so dass f̈ur n ∈ N0 gilt
(f ? g)(n) =

∑
a,b∈N0,a+b=n f(a)g(b).

(i) Zeigen Sie, dassKN0 bez̈uglich der oben angegebenen Addition und Skalarmultiplikation
einK-Vektorraum ist.

(ii) Zeigen Sie, dassK(N0) ein Untervektorraum vonKN0 ist, der nicht von endlich vielen Ele-
menten erzeugt wird.

(iii) Zeigen Sie, dass? tats̈achlich eine Verkn̈upfung aufK(N0) definiert. F̈ur welches Element,
das wir mitX0 bezeichnen wollen, giltX0 ? f = f für allef ∈ K(N0)?

(iv) SeiX : N0 −→ K die Abbildung mit1 7→ 1 undn 7→ 0 für n 6= 1. Beginnend mit dem
ElementX0 aus Teil (iii) definieren wirX i ∈ K(N0) rekursiv alsX i−1 ?X für i > 0. Zeigen
Sie, dass jedesf ∈ K(N0) eine eindeutige Linearkombination von(X0, X1, . . . , Xn) für ein
geeignetesn ∈ N0 ist.

(v) Zeigen Sie, dass(K(N0),+, ?) ein Ring ist.

Anmerkung: Der RingK(N0) wird oft mit K[X] bezeichnet und heißtPolynomringüberK.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 7. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 8, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es seienK ein Körper,V undW endlich-erzeugte VektorräumeüberK undϕ : V → W eineK-
lineare Abbildung. In dieser Aufgabe steht das Wort

”
Basis“ immer f̈ur

”
geordnete Basis“. Welche

der folgenden Aussagen sind richtig?

Wenn f̈ur jede Basis(b1, . . . , bn) von V gilt, dass(ϕ(b1), . . . , ϕ(bn)) eine
Basis vonW ist, dann istϕ ein Isomorphismus.

© Ja /© Nein

Ist (b1, b2, b3) eine Basis von V und ϕ surjektiv, dann ist
(ϕ(b1), ϕ(b2), ϕ(b3)) eine Basis vonW .

© Ja /© Nein

Sindb1 undb2 in V und ist(ϕ(b1), ϕ(b2)) linear unabḧangig, dann ist(b1, b2)
linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Sindb1 undb2 in V und ist(b1, b2) linear unabḧangig undϕ injektiv, dann
ist (ϕ(b1), ϕ(b2)) linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Wennϕ injektiv ist, dann istdimV ≤ dimW . © Ja /© Nein

2 Sind die folgenden Teilmengen der angegebenenR-Vektorr̈aume linear unabḧangig?

{1, π} ⊆ R © Ja /© Nein

{g} ∪ {fi | i ∈ N} ⊆ RN, wobeig(n) = 1 für allen ∈ N, fi(i) = 1 für
i ∈ N undfi(n) = 0 für i, n ∈ N, i 6= n.

© Ja /© Nein

{(−1, 0, 0)} ⊆ R1×3 © Ja /© Nein

{(2, 2, 2), (1, 1, 0), (0, 0, 3)} ⊆ R1×3 © Ja /© Nein

{x 7→ sin(3x), x 7→ sin(5x), x 7→ sin(7x)} ⊆ C∞(R) © Ja /© Nein

3 Es seienK ein Körper undϕ : V → W undψ : W → V lineare Abbildungen zwischen den
K-Vektorr̈aumenV undW . Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

Kern (ψ ◦ ϕ) ⊆ Kernψ © Ja /© Nein

Bild ϕ ⊆ Bild (ψ ◦ ϕ) © Ja /© Nein

Kern (ψ ◦ ϕ) = Bild (ϕ ◦ ψ) © Ja /© Nein

Bild ψ ⊆ Bild (ψ ◦ ϕ) © Ja /© Nein

Kernϕ ⊆ Kern (ψ ◦ ϕ) © Ja /© Nein

4 SeiV ein endlich-erzeugter Vektorraum undX ⊆ Y ⊆ V . Dann gilt:

WennX eine Basis von〈X〉 ist, so gibt es eine TeilmengeY ′ ⊆ Y mit
X ⊆ Y ′, die eine Basis von〈Y 〉 ist.

© Ja /© Nein

IstX linear unabḧangig, so ist auchY linear unabḧangig. © Ja /© Nein

IstX ein Erzeugendensystem vonV , so ist auchY ein Erzeugendensystem
vonV .

© Ja /© Nein

IstX eine Basis vonV , so ist auchY eine Basis vonV . © Ja /© Nein

IstX linear abḧangig, so ist auchY linear abḧangig. © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.



5 Es seiK ein Körper undV ein endlich-erzeugterK-Vektorraum.

(i) Zeigen Sie, dass jedes endliche Erzeugendensystem{v1, v2, . . . , vn} ⊆ V von V eine Teil-
menge besitzt, die eine Basis vonV ist.

(ii) Geben Sie ein Verfahren (Algorithmus) an, mit dem explizit aus einemn-Tupel von Zeilen
ausK1×m eine Basis des Raums gewählt werden kann, der von den Zeilen aufgespannt wird.

(iii) Sei nunK = Q. Wählen Sie aus der Menge

M := {(1, 0, 3, 2, 1), (3, 2,−1,−2, 1), (1, 2,−7,−6,−1), (2, 2, 2, 2, 2)} ⊆ Q1×5

eine Teilmenge aus, die eine Basis von〈M〉 ist.

6 Es seiK ein Körper undV ein endlich-erzeugterK-Vektorraum. Weiter seienU undW Unter-
vektorr̈aume vonV . Zeigen Sie:

(i) Es gilt U ∩ W = {0} und U + W = V genau dann, wenn für jede geordne-
te Basis(u1, . . . , uk) von U und jede geordnete Basis(w1, . . . , wm) von W das Tupel
(u1, . . . , uk, w1, . . . , wm) eine geordnete Basis vonV ist.

(ii) Es gilt:
dimK(U +W ) = dimK U + dimKW − dimK(U ∩W ).

Hinweis: Zählen Sie Vektoren in geeigneten Basen.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 14. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 9, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es seien die folgenden MatrizenüberQ gegeben:

A :=


0 0 −1 0
3 0 1 −7
0 1 0 −8
−1 0 0 2

 , B :=

 1 2 3 1
−1 2 −1 2

3 −2 5 −3

 und C :=

 4 1 0 −39
2 −5 1 −8
−3 5 −5 −32


Berechnen Sie jeweils den Rang der angegebenen Matrix.

Ct − AtBt

C

ACt +Bt

A

BA− C
2 Es seiK ein Körper,A ∈ Km×n mit m,n ∈ N undb ∈ Km×1. Sind die folgenden Aussagenüber

das lineare GleichungssystemAx = b richtig?

Wenn es einc ∈ Km×1 gibt, so dassAx = c eine eindeutige L̈osung hat,
dann hatAx = b auch eine eindeutige Lösung.

© Ja /© Nein

Ax = b ist genau dann unlösbar, wenn rang(A) = rang(A, b)− 1 ist. © Ja /© Nein

Fallsm = n ist undA nicht invertierbar ist, dann gibt esc ∈ Km×1, so dass
Ax = c unlösbar ist.

© Ja /© Nein

Für c ∈ Km×1 gibt es eine Bijektion zwischen der Lösungsmenge vonAx =
b und der vonAx = c.

© Ja /© Nein

Für c = 0 hatAx = c mindestens|n−m| (Absolutbetrag) L̈osungen. © Ja /© Nein

3 Es seiK ein endlicher K̈orper mitq Elementen. Bestimmen Sie jeweils die Anzahl der Elemente
in den folgenden Mengen.

Die Lösungsmenge eines linearen GleichungssystemsAx = 0, wobeiA ∈
K3×2 vom Rang1 ist undq = 2.

Die Menge derK-linearen Abbildungen vonK2 nachK für q = 17.

Die Menge der1-dimensionalen Untervektorräume vonK3 für q = 5.

K2 für q = 13.

Die Menge der nicht-invertierbaren Matrizen inK2×2 für q = 3.

4 Alle vorkommenden Matrizen haben Einträge in einem K̈orperK. Sind die folgenden Aussagen
wahr?

Der Spaltenrang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Zeilenraums.© Ja /© Nein

Für 0 6= c ∈ K und eine MatrixA habenA undc · A den gleichen Rang. © Ja /© Nein

Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich der Dimension ihres Spaltenraums.© Ja /© Nein

Die Dimension des L̈osungsraums eines homogenen linearen Gleichungs-
systemsAx = 0 ist gleich der Differenz der Anzahl der Unbekannten und
dem Rang der MatrixA.

© Ja /© Nein



Es seiA eine quadratische Matrix. Dann hat das lineare Gleichungssystem
Ax = 0 genau dann eine eindeutige Lösung, wenn die Matrix−A invertier-
bar ist.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 SeiK ein Körper und seienV undW Vektorr̈aumeüberK. Dabei seiV endlich-dimensional und
W nicht der Nullvektorraum.

(i) Zeigen Sie, dass ein Tupel(v1, . . . , vn) (mit n ∈ N) von Vektoren ausV genau dann eine
geordnete Basis vonV ist, wenn folgendes gilt: Zu jedem Tupel(w1, . . . , wn) von Vektoren
ausW gibt es genau eine lineare Abbildungϕ vonV nachW mit ϕ(vi) = wi für 1 ≤ i ≤ n.

(ii) Sei K nun ein endlicher K̈orper mitq Elementen unddimK V = n. Bestimmen Sie die
Anzahl der geordneten Basen vonV .

(iii) Sei K wie in (ii). Bestimmen Sie|GLn(K)|.

6 SeiK ein Körper,A ∈ Kk×m undB ∈ Km×n.

(i) Seim = 1. Berechnen Sie rang(A ·B).

(ii) Zeigen Sie: rang(A ·B) ≤ min{rangA, rangB}.
(iii) Geben Sie ein Beispiel an, in dem rang(A ·B) < min{rangA, rangB} ist.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 21. Dezember 2001, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 10, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es seiV := Q
2×3 derQ-Vektorraum der2 × 3-Matrizen,W := Q

2×2 derQ-Vektorraum der
2× 2-Matrizen undϕ : V → W die folgendeQ-lineare Abbildung:

ϕ : V −→ W , M 7−→M · A , wobeiA =

 1 −3

2 −2

3 −1

 ∈ Q3×2.

Weiter seien die geordneten Basen

B :=

((
1 0 0

0 0 0

)
,

(
0 1 0

0 0 0

)
,

(
0 0 1

0 0 0

)
,

(
0 0 0

1 0 0

)
,

(
0 0 0

0 1 0

)
,

(
0 0 0

0 0 1

))

vonV und

C :=

((
1 0

0 0

)
,

(
0 0

0 1

)
,

(
0 1

2
1
2

0

)
,

(
0 1

2

−1
2

0

))
vonW geẅahlt. Berechnen Sie die AbbildungsmatrixMB

C (ϕ) vonϕ bez̈uglich dieser beiden Basen
und geben Sie die verlangten Einträge an.

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 5. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 2. Zeile und der 2. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 3. Zeile und der 2. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 1. Zeile und der 3. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

Der Eintrag in der 4. Zeile und der 6. Spalte vonMB
C (ϕ) lautet

2 Es seienV , W undU Vektorr̈aumeüber einem K̈orperK undϕ : V → W undψ : W → U
lineare Abbildungen. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltψ(ϕ(v1)) = ψ(ϕ(v2)) 6= 0, dann ist
(ϕ(v1), ϕ(v2)) in W linear abḧangig.

© Ja /© Nein

Sind v1 und v2 Elemente vonV mit v1 = v2 und gilt ψ(ϕ(v1)) =
ψ(ϕ(v2)) = 0, dann ist(ϕ(v1), ϕ(v2)) in W linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltϕ(v1) = ϕ(v2) undψ(ϕ(v1)) 6= 0,
dann ist(v1, v2) in V linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltϕ(v1) = ϕ(v2), dann ist(v1, v2) in V
linear abḧangig.

© Ja /© Nein

Sindv1 6= v2 Elemente vonV und giltϕ(v1) = ϕ(v2) 6= 0, dann ist(v1, v2)
in V linear unabḧangig.

© Ja /© Nein

3 SeienV undW Vektorr̈aumeüber einem K̈orperK undϕ ∈ HomK(V,W ). SeienB,B′ geordnete
Basen vonV undC, C ′ geordnete Basen vonW . Sind die folgenden Aussagen richtig?

FallsB undB′ aus den gleichen Elementen vonV gebildet werden, so sind
alle Eintr̈age der zugeḧorigen Basiswechselmatrix vonV entweder0 oder
1.

© Ja /© Nein

Es giltMB′
C (ϕ) = MC

C′(idW )MB
C (ϕ)MB′

B (idV ). © Ja /© Nein

Jede Basiswechselmatrix vonW ist quadratisch und invertierbar. © Ja /© Nein

Es gibt eine invertierbare Abbildungψ ∈ HomK(V, V ), so dassMB
B (ψ) =

MB′
B′ (ψ) ist.

© Ja /© Nein



Jede MatrixT ∈ Kn×n ist Basiswechselmatrix vonV . © Ja /© Nein

4 Es seienV undW zwei endlich-dimensionale Vektorräumeüber einem K̈orperK undϕ : V → W
eine lineare Abbildung. Weiter seiB := (v1, . . . , vn) eine Basis vonV undC := (w1, . . . , wm)
eine Basis vonW undMB

C (ϕ) die Matrix vonϕ bez̈uglich der BasenB undC.
Ist B′ = (vn, vn−1, . . . , v1), dann erḧalt manMB′

C (ϕ) ausMB
C (ϕ), indem

man dieselben Spalten in umgekehrter Reihenfolge schreibt.
© Ja /© Nein

Ist B′ = (v2, v1, v3, . . . , vn), dann erḧalt manMB′
C (ϕ) ausMB

C (ϕ), indem
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

© Ja /© Nein

Ist C ′ = (w1 + w2, w2, w3, . . . , wm), dann erḧalt manMB
C′(ϕ) ausMB

C (ϕ),
indem man die erste Zeile von der zweiten subtrahiert.

© Ja /© Nein

Ist B′ = (v1, v2 − v1, v3, . . . , vn), dann erḧalt manMB′
C (ϕ) ausMB

C (ϕ),
indem man die erste Spalte von der zweiten subtrahiert.

© Ja /© Nein

Ist C ′ = (w2, w1, w3, . . . , wm), dann erḧalt manMB
C′(ϕ) ausMB

C (ϕ), indem
man die ersten beiden Spalten vertauscht.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 SeiK ein Körper und seienV ,W endlich-dimensionaleK-Vektorr̈aume undϕ ∈ HomK(V,W ).
Zeigen Sie, dass es einr ∈ N0 gibt mit r ≤ min{dimK(V ), dimK(W )}, sowie (geordnete) Basen
B vonV undC vonW , so dass die AbbildungsmatrixMB

C (ϕ) die folgende Block-Form hat:(
Er 0

0 0

)

6 SeienV undW Vektorr̈aumeüberR mit BasenB = (b1, b2, b3, b4, b5) beziehungsweiseC =
(c1, c2, c3, c4, c5). Wir betrachten die lineare Abbildungϕ : V → W , für die gilt:

ϕ(b1) = c1 − c2

ϕ(b2) = c2 − c3

ϕ(b3) = c3 − c4

ϕ(b4) =
√

5c1 −
√

5c2 + c4 − c5

ϕ(b5) = −
√

5c1 +
√

5c2 + c5

Zeigen Sie, dassϕ ein Isomorphismus ist und bestimmen Sie die Abbildungsmatrix der Umkehr-
abbildungϕ−1 bez̈uglich der oben angegebenen Basen.

Hier ist noch eine Weihnachtsaufgabe. Ihre Bearbeitung gibt keine Punkte. Aber hier haben Sie die
Möglichkeit, den bisherigen Vorlesungsstoff mal besonders praxisnah zu verwenden.



7 SeiK ein Körper undA ∈ Kn×n eine invertierbare Matrix.

(i) (LR-Zerlegung) Zeigen Sie, dass die MatrixA in der FormA = LR geschrieben werden
kann, wobeiL,R ∈ Kn×n sind,L eine untere Dreiecksmatrix undR eine obere Dreiecks-
matrix ist, und die Diagonaleinträge vonL alle gleich Eins sind. (Tipp: Denken Sie an eine
eingeschr̈ankte Menge von Zeilenumformungen.)

(ii) Mein alter programmierbarer Taschenrechner (TI59) konnte zu einer Matrix aus reellen
Fließkommazahlen wie in (i) dieLR-Zerlegung ausrechnen und damit die gegebene Ma-
trix invertieren. Hierbei wurden nur etwan2 + n + 5 Speicherpl̈atze f̈ur Zahlen ben̈otigt,
die Zerlegung wurde also fast

”
in place“ gemacht. Beschreiben Sie einen Algorithmus, der

dies erm̈oglicht. (Der Rechner hatte100 Speicherpl̈atze und konnte9 × 9-Matrizen in12
Minuten invertieren.)

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 11. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 11, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Berechnen Sie die Determinanten der folgenden Matrizen mit Einträgen ausF11 = {0, 1, . . . , 10}.
(Die Elemente vonF11 werden also durch ihre kleinsten nicht-negativen Restklassenvertreter be-
schrieben.) 3 2 5

10 1 9

2 3 3


(

4 5

1 9

)
 1 9 2

0 2 7

0 0 3


(

x x+ 1

x+ 2 x+ 3

)


2 5 0 0

5 1 2 4

0 2 0 0

5 6 0 2


2 Berechnen Sie das Signum der folgenden Permutationen aus der symmetrischen GruppeS12.(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

2 11 8 5 12 3 6 1 7 9 10 4

)
© +1 / © -1(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5 2 4 10 7 1 3 8 12 9 11 6

)
© +1 / © -1(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5 4 6 3 11 9 1 10 8 2 12 7

)
© +1 / © -1(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

11 6 10 3 12 4 5 2 9 1 8 7

)
© +1 / © -1(

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

5 7 10 2 3 11 12 8 6 4 9 1

)
© +1 / © -1

3 Es seiσ die folgende Permutation von9 Punkten:

(
1 2 3 4 5 6 7 8 9

3 5 9 4 1 2 6 7 8

)
.

In den folgenden Fragen ist jeweils ein Produkt von Transpositionen angegeben, wobei an einer
Stelle die Variablei anstelle einer der Ziffern von1 bis 9 steht. Tragen Sie in das Antwortfeld die
Ziffer ein, die man f̈ur i einsetzen muss, damit das Produkt gleichσ ist.

(1 2) (2 5) (3 9) (i 6) (7 8) (9 6) (1 6)

(i 2) (3 7) (2 5) (1 6) (1 7) (3 9) (8 9)

(1 2) (1 3) (2 5) (i 8) (8 7) (7 6) (3 6)

(4 5) (1 5) (9 8) (3 8) (6 2) (8 7) (2 4) (7 i) (1 4)

(9 8) (2 5) (3 8) (1 8) (8 7) (5 7) (6 i)



4 Es seiK ein Körper undM,N ∈ Kn×n für einn ∈ N. Die Eintr̈age der MatrixM seien mitmi,j

für (1 ≤ i, j ≤ n) bezeichnet. Sind die folgenden Aussagenüber Determinanten richtig?

Sind zwei Zeilen vonN gleich, so ist detN = 0. © Ja /© Nein

IstM eine untere Dreiecksmatrix, dann ist die Determinante vonM gleich
dem Produkt der Diagonalelemente.

© Ja /© Nein

Istmi,j = 0 für i+ j > n+ 1, dann ist detM =
∏n

i=1 mi,n+1−i. © Ja /© Nein

Entḧalt M nur die Zahlen0 und1, dann ist die Determinante vonM auch
entweder0 oder1.

© Ja /© Nein

Es gilt (detM) · (detN) = det(M ·N). © Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Sei für einen kommutativen RingR die AbbildungD : Rn×n → R, durch die folgende Formel
gegeben:

D((aij)) =
∑
π∈Sn

sgn(π)aπ(1),1 · · · aπ(n),n

(i) Zeigen Sie, dass diese Abbildung multilinear ist (siehe Punkt (3.8)(1) und den Beweis von
Satz 3.11 aus der Vorlesung).

(ii) Wie ändert sich die Determinante bei den einzelnen elementaren Umformungen einer Ma-
trix?

6 Es seiK ein Körper undn ∈ N mit n ≥ 2. Zeigen Sie, dass für beliebige Zahlena1, a2, . . . , an ∈
K gilt:

det


1 a1 a2

1 · · · an−1
1

1 a2 a2
2 · · · an−1

2
...

...
...

.. .
...

1 an a2
n · · · an−1

n

 =
∏

1≤i<j≤n

(aj − ai)

Bemerkung: Diese Determinante heißtVandermonde’sche Determinante.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 18. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 12, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es seiK ein beliebiger K̈orper undK[X] der Polynomring̈uberK in der UnbestimmtenX. Sind
die folgenden Aussagen richtig?

Jedes Polynom0 6= f ∈ K[X] hat nur endlich viele Nullstellen. © Ja /© Nein

Zwei verschiedene normierte Polynome inK[X] vom Grad1 sind teiler-
fremd.

© Ja /© Nein

In K[X] gibt es irreduzible Polynome. © Ja /© Nein

Es sei0 6= a ∈ K. Dann gilt: Zwei Polynomef, g ∈ K[X] sind genau dann
teilerfremd inK[X], wenn es Elementeλ, µ ∈ K[X] gibt mit λf +µg = a.

© Ja /© Nein

Jedes Polynom hat eine Nullstelle inK. © Ja /© Nein

2 Sind die folgenden Aussagenüber Polynome richtig?

In F2[X] ist (X2 +X + 1) · (X2 +X) die eindeutige Primfaktorzerlegung
vonX4 +X.

© Ja /© Nein

Das Bild von Y 2 − 2Y − 15 unter dem Einsetzungshomomorphismus
Q[Y ]→ Q, Y 7→ 2 ist 0.

© Ja /© Nein

Das PolynomX2 − 3 ∈ Q[X] ist irreduzibel. © Ja /© Nein

Teilt man inF2[X] das PolynomX4+X3+X+1 mit Rest durchX2+X+1,
so bleibt als Rest1.

© Ja /© Nein

Das PolynomX2 +X + 1 ∈ F2[X] ist irreduzibel. © Ja /© Nein

3 Es seiK ein Körper,n ∈ N, n ≥ 2 undA ∈ Kn×n. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Die Abbildungdet : GLn(K) → K∗ ist ein injektiver Gruppenhomomor-
phismus.

© Ja /© Nein

IstA eine invertierbare obere Dreiecksmatrix, dann auchA−1. © Ja /© Nein

Sind zwei Spalten vonA linear abḧangig, dann istdet(A) = 0. © Ja /© Nein

Die Matrix A ist genau dann invertierbar, wennA · Ã 6= 0 ist (Ã ist die zu
A komplemenẗare Matrix).

© Ja /© Nein

Es seiK = R undA = (aij) ∈ Rn×n. Ist aij /∈ Q für ein Paar(i, j), dann
ist auchdet(A) /∈ Q.

© Ja /© Nein

4 Es sein ∈ N mit n ≥ 2. Sind die folgenden Aussagen richtig?

Es seiA = (aij) ∈ Rn×n invertierbar. Sind alleaij ∈ Z, dann gilt:A−1 =(
bij
cij

)
mit gewissenbij, cij ∈ Z undcij | det(A).

© Ja /© Nein

A ∈ Zn×n ist genau dann invertierbar inZn×n, wenndet(A) ∈ {1,−1} ist. © Ja /© Nein

Es seiK ein Körper,A ∈ Kn×n invertierbar undAt = A−1. Dann ist
det(A) = 1.

© Ja /© Nein

Gilt f ürA ∈ Zn×n, dass in jeder Zeile genau eine1 und sonst lauter Nullen
stehen, dann istdet(A) ∈ {1,−1}.

© Ja /© Nein

Gilt f ürA ∈ Zn×n, dass in jeder Zeile und in jeder Spalte genau eine1 und
sonst lauter Nullen stehen, dann istA ∈ Zn×n invertierbar.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.



5 Es seiK ein Körper,n ∈ N undA ∈ Kn×n.
Zeigen Sie: Es existiert ein Polynom0 6= f ∈ K[X] mit deg(f) ≤ n2, für dasf(A) = 0 ∈ Kn×n

ist.

6 Es seiK ein Körper undP(K) die Menge der Polynomfunktionen, also

P(K) :=

{
f : K → K, k 7→

n∑
i=0

aik
i
∣∣∣ für einn ∈ N ∪ {0} und gewisseai ∈ K, 0 ≤ i ≤ n

}
.

Zeigen Sie:

(i) P(K) mit demüblichen, punktweisen Produkt(f · g)(k) = f(k) · g(k) für f, g ∈ P(K) und
k ∈ K ist eineK-Algebra.

(ii) Es existiert ein surjektiverK-Algebren-Homomorphismusα : K[X]→ P(K).

(iii) Der Homomorphismusα ist genau dann bijektiv, wennK unendlich viele Elemente enthält.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 25. Januar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 13, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 SeienK ein Körper undV einK-Vektorraum,ϕ ∈ EndV und1 ≤ dim V = n < ∞. Sind die
folgenden Aussagen wahr?

Ist 1 einziger Eigenwert, so istϕ die Identiẗat. © Ja /© Nein

Es gibt ein Elementa ∈ K, das nicht Eigenwert eines Endomorphismus
vonV ist.

© Ja /© Nein

FallsK = R undn = 5 ist, so hatϕ einen Eigenwert. © Ja /© Nein

ϕ hat ḧochstensn verschiedene Eigenwerte. © Ja /© Nein

SeiK = C. Falls mit jedem Eigenwerta vonϕ auch2a ein Eigenwert von
ϕ ist, dann istϕ = 0.

© Ja /© Nein

2 SeiK ein Körper undV einK-Vektorraum der Dimensionn ≥ 1. Weiter seiϕ ∈ End(V ) undχϕ
sein charakteristisches Polynom. Außerdem seiB ∈ Kn×n undχB ihr charakteristisches Polynom.
Welche der folgenden Aussagen sind richtig?

Wennϕ bijektiv ist, so istχϕ(0) 6= 0. © Ja /© Nein

Jedes normierte Polynom vom Gradn ist charakteristisches Polynom eines
Endomorphismus vonV .

© Ja /© Nein

FallsK = C ist, so hat die Menge der Nullstellen vonχB genaunElemente. © Ja /© Nein

Wenn f̈ur eine MatrixA ∈ Kn×n gilt χϕ = χA, so gibt es eine geordnete
BasisB vonV mit MB

B (ϕ) = A.
© Ja /© Nein

Falls die Summe der Koeffizienten vonχϕ gleich Null ist, so gibt es ein
0 6= v ∈ V mit ϕ(v) = v.

© Ja /© Nein

3 Es seiK ein Körper undK[X] der Polynomring in der UnbestimmtenX überK. Sind die folgen-
den Aussagen̈uber Diagonalisierbarkeit von Matrizen richtig?

Eine MatrixA ∈ Kn×n (n ≥ 2) ist genau dann diagonalisierbar, wennKn×1

eine Basis aus Eigenvektoren vonA hat.
© Ja /© Nein

Eine MatrixA ∈ Kn×n ist genau dann diagonalisierbar, wenn eine Diago-
nalmatrixD ∈ Kn×n und eine invertierbare MatrixT ∈ Kn×n existiert mit
TD = TA.

© Ja /© Nein

Jede quadratische Matrix, deren Einträge alle gleich sind, ist diagonalisier-
bar.

© Ja /© Nein

Jede MatrixA ∈ Kn×n, für die0 · A = A gilt, ist diagonalisierbar. © Ja /© Nein

Jede Begleitmatrix eines Polynomsf ∈ K[X] vom Grad gr̈oßer als1 ist
diagonalisierbar.

© Ja /© Nein

4 Es seiK ein Körper,V ein endlich-dimensionaler Vektorraum undϕ : V → V ein Endomorphis-
mus vonV . Sind die folgenden Aussagenüber Eigenvektoren richtig?

Jede Linearkombination von zwei Eigenvektoren vonϕ zum gleichen Ei-
genwert ist ein Eigenvektor.

© Ja /© Nein

Der Nullvektor ist Eigenvektor vonϕ. © Ja /© Nein

Der Endomorphismusϕ hat mindestens einen Eigenvektor. © Ja /© Nein

Die Summe zweier Eigenvektoren vonϕ zu verschiedenen Eigenwerten ist
ein Eigenvektor vonϕ.

© Ja /© Nein



Wenn die Dimension vonV gleichn ≥ 2 ist und ein linear unabḧangiges
(n−1)-Tupel(v1, . . . , vn−1) von Eigenvektoren vonϕ existiert, dann gibt es
auch ein linear unabhängigesn-Tupel (v1, . . . , vn) von Eigenvektoren von
ϕ.

© Ja /© Nein

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Gegeben sei die Matrix

A =


0 0 0 1

1 0 0 2

0 1 0 0

0 0 1 −2

 ∈ Q4×4.

Bestimmen Sie alle Eigenwerte und alle Eigenräume vonA.

6 SeiK ein Körper und seienA,B ∈ Kn×n Matrizen, so dassA genaun verschiedene Eigenwerte
hat undAB = BA gilt. Zeigen Sie, dass es eine invertierbare MatrixT ∈ Kn×n gibt, so dass
T−1AT undT−1BT beide Diagonalgestalt haben.

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 1. Februar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.



Übungsblatt Nr. 14, Lineare Algebra I, WS 2001, Prof. Dr. G. Hiß

Für Matrikelnummer: 100000

1 Es seiK ein Körper undA ∈ Kn×n eine Matrix. Mit Polynomen sind in dieser Aufgabe immer
PolynomeüberK gemeint. Sind die folgenden Aussagen wahr?

Das Minimalpolynom einer Matrix zerfällt in Linearfaktoren. © Ja /© Nein

Jedes normierte Polynom vom Grad größer oder gleich1 ist Minimalpoly-
nom einer Matrix.

© Ja /© Nein

Das Minimalpolynom der Einheitsmatrix istX − 1. © Ja /© Nein

Das Minimalpolynom der Nullmatrix ist das konstante Polynom1. © Ja /© Nein

IstX2 −X das Minimalpolynom vonA, dann istA diagonalisierbar. © Ja /© Nein

2 Es seiK ein Körper undA ∈ Kn×n eine Matrix. Mit Polynomen sind in dieser Aufgabe immer
PolynomeüberK gemeint. Sind die folgenden Aussagen wahr?

IstK = C undA4 = En, dann istA diagonalisierbar. © Ja /© Nein

FallsA undA2 linear abḧangig sind, dann istA diagonalisierbar. © Ja /© Nein

Das charakteristische Polynom vonA ist ein Teiler des Minimalpolynoms. © Ja /© Nein

IstA2 = A, dann istA diagonalisierbar. © Ja /© Nein

Jedes Polynom ist charakteristisches Polynom einer Matrix. © Ja /© Nein

3 Beantworten Sie die folgenden Fragenüber Bilinearformen.

Eine Bilinearform(·, ·) : Rn × Rn −→ R heißtnicht ausgeartet, falls es zu
jedem0 6= v ∈ Rn ein w ∈ Rn gibt mit (v, w) 6= 0. Gibt es f̈ur n = 2
nicht ausgeartete Bilinearformen, so dass für jedesv ∈ R2 die Gleichung
(v, v) = 0 gilt?

© Ja /© Nein

Bilden die Sesquilinearformen aufCn einenC-Vektoraum der Dimension
2n?.

© Ja /© Nein

Gibt es injektive Bilinearformen? © Ja /© Nein

Ist für v ∈ Cn die AbbildungCn −→ C, w 7−→ 〈w, v〉 linear? © Ja /© Nein

Besteht das Bild des Standard-SkalarproduktesR
n × Rn −→ R genau aus

den nicht-negativen reellen Zahlen?
© Ja /© Nein

4 Tragen Sie die gefragten Zahlen in die vorgesehenen Felder ein.

Wieviele MatrizenM ∈ F4×4
17 haben ein Minimalpolynom vom Grad 1?

SeiM =


−22 6 12 3

−56 16 28 7

−32 8 18 4

48 −12 −24 −4

 ∈ Q4×4. Teilen Sie das charakteri-

stische Polynom vonM durch das Minimalpolynom vonM und geben sie
eine Nullstelle des Ergebnisses an.

SeiM =

 1 2 3

4 5 6

7 8 9

 ∈ R3×3. Wievielea ∈ R gibt es, so dass der Rang

vonaE3 −M kleiner als drei ist?

Wieviele MatrizenM ∈ F2×2
2 haben genau zwei Eigenwerte inF2?



SeiM =

 1 2/3 −1

2 −2 1/2

1 1 1

 ∈ Q3×3. Setzen Sie3 ∈ Q in das charakteri-

stische Polynom vonM ein und geben Sie das (gekürzte) Ergebnis an.

Die folgenden Aufgaben sind schriftlich zu bearbeiten.

5 Es seiK ein Körper,n ∈ N undA ∈ Kn×n eine Matrix. MitχA ∈ K[X] sei das charakteristische
Polynom vonA bezeichnet. Zeigen Sie:

(i) Wenna ∈ K ist und die Dimension dimK(V (a,A)) = m für einm ∈ Nmitm ≥ 1 ist, dann
gilt (X − a)m | χA.

(ii) Die Matrix A ist genau dann diagonalisierbar, wennχA in Linearfaktoren zerf̈allt und für
alle Nullstellena von χA gilt, dass die Dimension dimK(V (a,A)) gleich der Vielfachheit
vona als Nullstelle vonχA ist.

6 Es seiK = R oderK = C undV einK-Vektorraum. Weiter seiβ : V ×V → K ein Skalarprodukt
aufV . Zeigen Sie:

(i) Es gilt β(v + v′, v + v′) + β(v − v′, v − v′) = 2 · (β(v, v) + β(v′, v′)) für allev, v′ ∈ V .

(ii) Ist K = R, so giltβ(v, v′) = 1
2

(β(v + v′, v + v′)− β(v, v)− β(v′, v′)) für allev, v′ ∈ V .

(iii) Ist K = C, so giltβ(v, v′) = 1
4

3∑
k=0

ik · β
(
v + ik · v′, v + ik · v′

)
für allev, v′ ∈ V .

(iv) Ist (v1, . . . , vn) eine Basis vonV , für dieβ(vj, vk) = δj,k (Kronecker-Delta) f̈ur 1 ≤ j, k ≤ n
gilt, dann gilt:

v =
n∑
k=1

β(v, vk) · vk für alle v ∈ V.

Bemerkung: Die Formel in (i) wirdParallelogrammidentität und die Formeln in (ii) und (iii)
werdenPolarisationsidentität genannt.
Was hat die Formel in (i) mit Parallelogrammen zu tun?

Abgabe bis sp̈atestens am Freitag, dem 8. Februar 2002, um 12 Uhr im Zettelkasten am Lehrstuhl D für
Mathematik.
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