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Aufgabe 5
(i)

Behauptung:Jede Menge mit n Elementen hat 2" Teilmengen.

Beweis: (Durch vollstdndige Induktion)

Induktionsanfang: n =1 M = {xz}
M hat folgende Teilmengen:

e ) C M
e M CM

— M hat 2 = 2! Teilmengen +/

Induktionsschritt: n — n+1
Verwende: Jede Teilmenge mit n Elementen hat 2" Teilmengen.
Zeige: Jede Menge mit n + 1 Elementen hat 2"*! Teilmengen.

Sei M eine Menge, die man aus M erhélt, indem man = weglésst. Sie hat
n Elemente, also 2" Teilmengen. Diese sind genau die Teilmengen von M,
die x nicht mehr enthalten. Die anderen Teilmengen entstehen jeweils durch
Hinzunahme von zx.

Also: 2" + 2" = 2"F! Teilmengen.

(ii)

Behauptung: ) " | = n{n+1)

2

Beweis: (Induktion)

Induktionsanfang: n = 1w\/

Induktionsschritt: n — n + 1
Sei Behauptung fiir n richtig:

Zu zeigen fiir n + 1: Z?;li = ‘(n+1)2(n+2)

niiz (iz‘)ﬂnﬂ) Beh.n-(ntl) 2+l (n+2n+l ,

, , 2 2 2
i=1 i=1
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(iii)

Bestimme die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 2" — 1
Behauptung: Y (2i — 1) = n?

Beweis: (Induktion)

Induktionsanfang: n=1:1=1y/

Induktionsschritt: Sei Behauptung fiir n bewiesen:

Zu zeigen: Y11 (20 — 1) = (n + 1)?

nZ(Qi—l):i(2i—1)+(2(n+1)—1):n2—|—2n+1:(n+1)2\/

Aufgabe 6

M sei eine endliche Menge und f : M — M eine Abbildung.
Zu zeigen:

Es sind aquivalent:
(a) f surjektiv
(b) f ist injektiv
(c) f ist bijektiv
Beweis:
"(¢) = (a)” und "(c) = (b)"
sind klar weil (“bijektiv” nach Def. dasselbe ist wie “surjektiv”’ und “injek-
tiv’”).
"(b) = (a)"
Sei f injektiv. Das bedeutet: Sind z,y € M und = # y = auch f(z) # f(y).

Sei n die Anzahl der Elemente von M. Also werden n verschiedene Elemente
von f getroffen, also alle. Also ist f surjektiv. /.

"(a) = ()"

Sei f surjektiv. Das bedeutet: Zwischen jedem y € M existiert ein x € M
mit f(x) = y. Also gibt es keine 2 Elemente z,y € M mit x # z/, aber
f(x) = f(2') (sonst hochstens n — 1 Bidler). Also ist f injektiv.

Dann: Gilt (a) oder (b), dann auch das Andere, also (c).

Folgende Abbildung zeigt, daf die oben bewiesene Aquivalenz nicht fiir un-

endliche Mengen gilt:
Sei g: N — N,z — x4+ 1 ist injektiv, aber nicht surjektiv.
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Aufgabe 5

Sei f: M — N eine Abbildung zwischen den Mengen M und N.

(b) Zu zeigen:

Wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit f o g = idy, dann ist f
surjektiv.

Beweis: Sei n € N beliebig:

flgin))=n=ne f(M)=f(M)= N = f surfjektiv

(c) Zu zeigen:

Wenn eine Abbildung: N — M existiert mit go f = idys, dann ist f injektiv.

Beweis:Seien m, m’ € M beliebig mit f(m) = f(m')
m = g(f(m)) = g(f(m')) =m’ = [ injektiv.

(a) Zu zeigen:

f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit
fog=idy und go f =1idy.

Beweis:

" <" Benutze (b) und (c) = f injektiv und surjektiv, also f bijektiv.

" =" Sei f bijektiv, also injektiv und surjektiv.

Weil f surjektiv ist, enthélt jede Faser f~!({n}) (fiir ein n € N') mindestens
ein Element.

Weil f zusitzlich injektiv ist, enthélt f~'({n}) genau ein Element.
Definiere jetzt g:

g(n) sei das Element f~({n}) fiir alle n € N. Dann ist f(g(n)) = n fiir alle
n € N. Und g(f(m)) = m fir alle m € M, weil m auf f(m) abgebildet wird.

Aufgabe 6:

Sr1 + 62 + (a+15)zs = 7 (1)
o —x + + (a=3)xy = 1 (II)
2,1 + (a+2)zy + Trs = 4 (IV)

(I) = (I1I)+3-(III). Damit kann Zeile (/) weggelassen werden.
Addiere 2 - (1) auf (/1) und (IV).
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—T1 + (CL — 3)1’3 = 1
2,2 + 20,3 = 4 (III")
(a+2)xy + 2(a+1)zz = 6 (IV')
Ziehe (III") vom (IV’) ab.
—I + (a - 3)%’3 =1
2z + 2ax3 = 4
ary + T3 = 26 x3=2—axy
. |+ (a—3)(2—axy) = 1
Setze ein: { 2y 2a(2 —azy) = 4
& ausmultiplizieren
—r1 + (—a®*+3a)z, = —2a+7
(2—-2a*)x; = 4—4a

=
—r1 + (Ba—ad®)ry = T—2a
(1—a*)zy = 2(1—a)

Es gibt 3 Falle:

Fall 1:

Wenn a ungleich 1 und ungleich —1 ist:

= Xy = % = 1-2+_a(5’71’ x3 bestimmbar.
= Das LGS ist eindeutig losbar.

Fall 2:

a=1:0-29 =0 x5 beliebig

= as LGS hat unendlich viele Losungen (da zu jeden x5 gibt es ein z; und
ZE3).

Fall 3:

a=1: 0cotxry =4 = keine Losung.
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Aufgabe 5
(i)
Zu zeigen: 0-a=a-0=0flirallea e K
Beweis:
0ca 2 0+0)-a20.a+0-a
= —(0-a)+(0-a)=—0-a)+(0-a)+(0-a)
4 0=Y(—(0-a)+(0-a)+0-a
Y 0=0+0-a
(2)
(:22 0=0 -a
_ ®)
= 0=0-a=acot0
(ii)
Zu zeigen: a+b=0,a,be K = b= —a
Beweis:
a+b=0
+(5a)

=" (—a)+(a+b)=(-a)+0
= (—(a)+a)+b=(-a)+0

= b—=-a
(iif)
Zu zeigen: —a = (—1)-a
Beweis:
a+ (—1)cota
© loa+(=1)-1
© (1+(=1))cota
® 0-a
(5) 0
(i) fuerb=(~1)-a (1) a=—a

(iv)

Zu zeigen: —(—a) = a fir alle a € K

Beweis:

(—a) + (—(—a)) D= 41,% Behauptung
(v)

Zu zeigen: a-b=1=b=a"' abe K

Beweis:
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a # 0 wegen (i) und (6)
a-b=1=a"'(a-b)=a' 1=0al-1)
(vi)

Zu zeigen: (a™)'=a 0#ae K
Beweis:

(@) 2 @)1 @) @) 2
(vii)

Zu zeigen: a+b=afliralleae K =b=1
Beweis:

Vorr. 5 04+b =0

(viii)

Zu zeigen: acdotb = a firallea e K = b=1
Beweis:

Vorr. 5 1-1=1

(ix)

Zu zeigen: a-b =0 fira,b e K =a=0oder b =0
Beweis:

Seia#0und a-b=0 Zeige: b=10
stackrel(T)=a'-(a-b)=a"1-0=0

(%)
Zu zeigen: (—a) - (—b) = a - b fir alle a,b € K
Beweis:
(~a)- (b)) = (=1 a)- (1))
(=) (=1)ab
E (=) (ab
Y 1(a-b)
CI
Aufgabe 6

(ii)
Gibt es ein homogenes LGS mit Losungmenge {( ) € R*z =0 oder y = 0}

T
Y

Antwort: NEIN!
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a;1xy + apry =0
. . anx; + axpry =10

Angenommen es gébe ein solches LGS: .
ax1T1 + QaTes = 0

((1)) und ((1)) sind Losung
(}) ist Losung

Wiederspruch!!!

0.1 (i)

inhomogenes LGS und Lsg. Menge {(z) € R?| (z) # (})}
Antwort: NEIN!

annr; + appre =by
a91T1 + agry =b
Angenommen es gidbe so ein LGS: A . 2 > Damn ist (8)
apr1 + Ty = by
Losung = by =by=...=0
Auch ((1)) und(é) sind Losungen = a;; = a;p=...=0= G) Losung
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K ={0,1}

1+1=0

0+0=0 0+1=1+0=1

0=0 0-1=0,1-0=0,1-1=1

Elementare Zeilenumformungen:

e t;; vertausche Zeilen 7 und j

e a;;(c) addiere das c-fache von Zeile j zur Zeile i, heute ¢ =1

: multipliziere Zeile 4 mit ¢

e m;(c)

az1(1),a41(1),a61(1),a71(1)
=

azs5(1),a45(1),a75(1)
=

tas,ta7
=

ag3(1)
=

ae5(1),tas
=

.- O OO —n O OO~ A —_—_o OO A A OO0 O —HOO-A——O
oSO 4O - - - SO H O O - - oo 4O O —H - SO A -4 O A O SO A A O OO
—n O OO~ —H O A OO A A O A OO HrAAAAODO oA O
OO = ™ = O OO = = - O O 4 O - O O O 4 O - O O O = O~ — O
— OO A OO - —N O A O O - O — o - O O - O — O - O O - O — O - O O OO
O~~~ o~ O~ o~ o~~~ OO A O A 1O O 100 0O O+ 40000
o = O O — o O O — o OO - OO — O O O OO — O O O OO
O O — O O O O OO — o O O O OO — O O O O oo — O O O O OO
— O - A O - - —\ O O O O oo — O O O O oo — O O O O OO — O O O O OO




11101 0 1 0]1
001 1011010
0001 1 11 1|0
0 00O 0 0 1 1 01 | Zeilen Stufen form Abh#ngige Variablen: z1, x3, 24, g, 7
0 000O0OO0OT1T1]1
000 0O O0OO0OO0OTUO0]O0
000 0O O0OO0OO0OTO0]0

Unabhéngige Variablen: zo, x5, x5

zr+rs =127 =14 23

re=14+x7=1+14 23

Ty =5 +xg+x7+x8 =25 +x8 =25 +rs+1+axs+xs=1+x5+ 78
563:l‘4+l’6+1’7:1+$5+I8+I8+1+1’8:1'5+J?8

Ty =a2+x3+x5+x7+1=2a0+2a5 +x8+25+1+ 2383 =22

a:x9 b:xs c:uxs

b+c

I 1+b+c € K®%a,b,c € K p = 2% = 8 Losungen

1+c¢

Aufgabe 6
(i)

Ist L die Losungsmenge eines inhomogenen linearen Gleichungssystems mit n
Unbekannten iiber einem Korper K und s € K™ eine Losung, dann gilt:

L ={s+ulue Ly},

wobei Ly die Losungsmenge des zugehorigen homogenen LGS ist.

Beweis:
aj1ry + o0+ AT, = b
Sei das LGS:
AmiZi + ... 4+ amnTn = by
Sei s € K™ eine Losung, es gilt also:
a1 + 0+ aps, = b
am1s1 + ...+ QmnSn = bn

Sei L die Losungsmenge und Lg die Losungsmenge des homogenen Gleichungs-
systems.

Zu zeigen: L = {s +uju € Lo}
7' >": Sei dann u € Ly beliebig.



Es gilt:

ajiul + -+ apu, = 0
amir + ...+ ampu, = 0
Also
a1 (s1tu) + oo+ am(sntun) = b
am1 - (s14+uw) + o0+ Gmnc (Sntun) = by
=st+u€el

" <" Sei also s’ € L beliebig.

a11s1 + - 4+ aps, = b
: : : Ziehe LGS (mit s) ab:
amiSt + ... 4+ amnSn = by,
=
apn-(sy—s1) + -+ an-(s,—s,) = b
a1 (81 —s1) + oo+ Gmn- (S, —Sn) = by

= Also: s’ —sistin Lg. Nenne u:=s' —s=s"=s+u

(ii)
Ein inhomogenes Lineares Gleichungssystem iiber einem Koérper K hat genau

dann unendlich viele Losungen, wenn das zugeho¢rige homogene Lineare Glei-
chungssystem unendlich viele Losungen hat.

FALSCH

L ={s+ulue Ly}

r1 + w9 = 1 (ueberR)

1+ 12 = 2 Loz{(fa)\aER}

(iii)
Jedes losbare inhomogene Lineare Gleichungssystem {iber eine Kérper K, das

mehr Unbekannte als Gleichungen hat, hat unendlich viele Losungen.
FALSCH — Aufgabe 5



Aufgabe 5

R ein kommutativer Ring, "0 # 17, R . n € N

Definition:

Ein Element = # 0 in einem Rin, fiir das ein Element y # 0 im selben Ring
existiert mit x - y = 0 heifit Nullteiler.

(i)
. a b 22 ¢ 4 s .
n = 2, zu zeigen: ¢ d € R*** ist eine Einheit genau dann wenn ad—bc €

R eine Einheit ist.
" <" Sei zunichst ad — be € R eine Einheit, d.h. i := (ad — bec) L. ( CCL b )

d
B (Z‘.(ado_b@ z’-(—b(c)+ad) ) - (é (1))

"7 Gei (@ ) cine Binheit, db. es gibt ( ¢ 1 ) e B2
c d g h
a b\ (e fNY_(10Y_(ae+bg af+bh
c d g h) 0 1) \ce+dg cf+dh

= (ae +bg)(cf + dh) — (ce + dg)(af +bh)=1-1-0-0=1
= aecf + aedh + bgcf + bgdh — ceaf — cebh — dhaf — dgbh
= eh(ad — bc) + (—gf)(ad — be) = (ad — be)(eh — g f)

(ii)
GLy(F) = {( Z 2 la,b,c,d € F,ad — bc = 1} InFy : ad —bc =1 <
((ad =1) und (be = 0)) oder ((ad = 0) und (bc = 1)) = 6 Moglichkeiten.

(iii)
Zu zeigen: Der Ring R™" ist fiir n > 2 nicht kommutativ.
n=2:

(- (0)
o) (o))

R 3 A = (aij mit a; = { 1 fuerj=21=1

0 sonst



1 fuerj=1,1=2
0 sonst

Rnxn BB: (bm mlt bij :{
—~A-B+B-A

(iv)
Der Ring R™™ hat fiir n > 2 Nullteiler:
Rnan 5 A — (aij) mit ai; = { 1 fuem =)= 1

0 sonst
nan o Lo 1 fueri=j =2
R™" 5 B = (b;;) mit b;; = { 0 sonst
= A-B=0
Aufgabe 6

(Z,+) Gruppe

(i)
Bestimmen sie alle Untergruppen 0 - Z = {0} ist Untergruppe.

Sei {0} # U < Z eine beliebige Untergruppe. Sei n € U das kleinste Elment
von U, das > 0 ist.

Behauptung:U =n-Z = {nq|q € Z}

" D" Sei k € U beliebig.

Dividiere k£ mit Rest durchn:k=q¢-n+r mit 0 <r <n
I.Fall: Sei¢g>0:qg-n=n+n+---+nelU

q mal
=r=k—qnelU
=r=0=k=q¢g-nen-%Z

2. Fall: Sei g < 0:
¢-n=(=q)-(-n)=(-n)+--+(-n) el

'

(—¢) mal

————
qmal
(—n)+--+(-n) ¢<0

.

S.0.

" " klar,dan-q = Antwort: Alle Untergrup-

v~

—¢ mal
pen von (Z,+) sind:
1.)0-Z2)n-ZfirneN, (Bem. n = 1)



(i)

Wann ist nZ D mZ?’n,m € N

0 - Z ist in jeder Untergruppe von Z enthalten.
Behauptung: n-Z D m-7Z < n|lm

" =" Sei nZ D mZ

=menZ,dh. esgibt qgeZ - m=q-n

" <" Seinlm, d.h. esgibteing€Z:n-g=m

Ist aber s-m € Z beliebig, s- m=s-n-q=(sq) - n€n-2Z

(iii)

0Z ist die einzige, also eine! — (i)

(iv)
<
Eine Untergruppe M # G heifit maximal, wenn es keine echte Zwischengrup-

< <
pe N gibt, aber M # N # G.
Also: mZ ist genau dann maximale Untergruppe von Z, wenn m eine Prim-
zahl ist.

>
Denn: m keine Primzahl = es gibt 1 < n < m mit n|m = nZ # mZ und
<
nt. + 7.
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Aufgabe 5
(i)

V=<w,...,v, >
Setze By = 0.
Fir i = 1,....nsei B; — { B;_1 U{v;}, fallsv; Lu. von B; 4
B;_1 ,sonst
Behauptung: B,, ist Basis von V'
Beweis:
(a) Nach Vorraussetzung jedes v € V' Linearkombination von vy, ..., v,. Nach
Konstruktion von B, ist jedes v;(i = 1,...,n) Linearkombination der Elemente
von B,,.
=< B, >=V
(b)
Sei B, = {’L}iil, . 7'Uik} mit i <o < ...<ig, k= |Bn|
Sei a;, vy, + ...+ ai, vy, =0,a4,...,04 € K.
Dann ist a;, = 0, denn sonst wire v;, = i . (—ai1 SV e Gy, 'Uz‘,,_1> im
Widerspruch zur Konstruktion von B;,
= alle a;; =0 = (viy,...,v5,) Lu
(ii)
Algorithmus:
Konstruiere die B; wie in (i), i =1,...,n:

Schreibe Zeilen vy ... v, in eine Matrix und fithre den Gauflalgorithmus durch,
allerdings ohne Zeilenvertauschungen und nur mit Addition von Vielfachen vor-
hergehender Zeilen.

(iii)

10 3 2 1 10 3 2 1
3 2 -1 -2 1 0 2 —10 -8 -2
12 -7 -6 -1 | 7loo o o o
22 2 2 2 00 6 * =«

= (v1,v2,v4) geordnete Basis von < v1,v2,v3,v4 >< Q5

Aufgabe 6
(i)

Sei UNW = {0},U+W =V und (ug,...,ux) geordnete Basis von U und

(w1, ..., wn) geordenete Basis von W.
Behauptung:
(U1, ..., Uk, Wi,...,wy,) ist geordnete Basis von V.

Beweis: Erzeugendensystem: klar, da U +W =V
Sei ajuy + ...+ agug + bywy + ... + bpwy, =0
= aqiuy +...+aguy = —bjw; — ... —bpw, =0cUNW

(us) Basia (i) Basis) a;=0ftri=1,...,kund b; =0 firi=1,...,m.
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= (Uly ey U, W1, - ooy Wapy) L
Umgekehrt: Wenn U + W # V = keine geordneten Basen von U, W haben
die gesamte Eigenschaft.

Das kann auch schiefgehen:
Sei U+ W =V,aber UNW =5 # {0}

*Dann wahle (s1,...,se) geordnete Basis von S,1 > 1
Ergénze durch uq,...,ur_; zu Basis von U

Ergénze durch wy, ..., w,—; zu Basis von W

= (Uly e ey Uy Sy e ey Sy W1y v oy Winyy STy - -+ 5 SL)

ist keine geordnete Basis von V.

(ii)

z.Z: dim(U + W) = dim(U) + dim(W) — dim(U N W)

Seien u;, s;, w; wie in *.

Behauptung: (u1,...,uk—1,81,..., 8, W1, ..., Wn_;) ist geordnete Basis von V.
Beweis:

SeiU > x = ajur+...Fag_jup_;+b1s1+...+bgs; = cowr~+. . .4+Cm_1Wpm—; €W

=z e Unw “tPRvont o gibt eindeutige by, ..., 05 : bis1+...+bjsi =z
Dawy,...,ux—_1,s1,-..,5 Basisvon U, sind a1, ...,ax—; und by, ..., b; eindeutig
bestimmt. = a1 =...=ap_;=0und b; =0, fri=1,... 1.

Genauso: ¢1,...,¢p_; =0

"120% Basis von S,by=...=b,=0

= dim-Formel folgt durch Z&hlen der Basen.



Lineare Algebra I Ubung 9 1

Aufgabe 5
(i)

(vl,...,v,) mit v; € V,1 <4 < n, ist (geordnette) Basis, genau dann, wenn:
Zu jedem Tupel (wy,...,w,,) von Vektoren aus W existiert genau eine lineare
Abbildung ¢ : V — Wmitp(v;) = w;, 1 <i < n.
" =" Sei (v1,...,v,) Basis von V.

n n n
<P(Zl Aivi) = Zl)""p(”i) = Zl)\iwi (%)

1= 1= 1=
Ist (wy,...,w;,) ein beliebiges Tupel von Vektoren aus W, dann:

Schreibe beliebiges v € V eindeutig als v = Y \;v; und setze p(v) := > \w; €
i= i=1

=1
W fest.
= ¢ : V — W ist Abbildung mit p(v;) = w;,1 <i<mn
n
e linear: v' e V=10 =5 pu, mit p; € K,1 <i<n

=1
n

" <': Es gelte rechte Seite.

z.Z. (v1,...,v,) Basis von V
i # j, Beh.: v; # v;, da w; # w; wihlbar (W # {0}) (v1,...,vy) sind linear
unabhéngig. Angenommen (v1,...,v,) linear abhingig, d.h. einer von diesen

liésst sich aus den anderen linear kombineren, (nach eventuellen umnummerie-

n
ren) v1 = », A\u; fiir gewisse \; € K,2 < i <.

i=2
n
Wihle wy # Y \w; = Wiederspruchzur Annahme
i=2
= (v1,...,vy,) linear unabhingig. z.2. < vy,...,v, >=V
Angenommen: < vy,...,v, >CV
Ergéinze zu einer Basis (v1,...,0n,0n + 1,...,0m) von V. Sei (wy,...,w,) ein

Tupel ovn Vektoren aus W. Dann gibt es verschiedene lineare Abbildungen
@ :V = Wmit p(v;) =w; 1<1i<n,daich nach” = beliebige Bilder fiir
Un41s-- -, Uy wahlen kann.

=>V=<wv,...,v, >

(ii)

K ein endlicher Kérper mit ¢ Elementen. dimg V =n

Gesucht: anzahl der geordneten Basen? Wieviele Elemente hat V' V hat ¢"
Elemente [(vy,...,v,) Basis, die Elemente von V lassen sich eindeutig als LK
von v; schreiben, fiir jeden Koeflizienten haben wir unabhéingig q Méglichkeiten)]
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Fiir den ersten Vektor der geordneten Basis gibt es ¢" — 1 Moglichkeiten.

Fiir den 2. Vektor der geordneten Basis gibt es fiir jede Wahl des ersten
noch ¢" — ¢' Moglichkeiten.

2

Fiir den 3. Vektor gibt es fiir jede Wahl der beiden ersten noch ¢ — ¢
Moglichkeiten.

e Fiir den n. Vektor gibt es fiir jede Wahlder n — 1 ersten Vektoren noch
q" — q" ! Moglichkeiten.

n—1 . n(n—1) n—1 i
=@ =" -¢") @ - -1)=T11"-¢)=q¢ = - [I(g""-1)
1=0 =0

0.1 (iii)

|GL,(K)| K wiein (ii)

Gleiche Antwort wie (i7), denn: GL,(K) = {M € K"*"|Minvertierbar}
V=Kl {p:V — V|[Bildg =V}

Sei (v1,...,v,) Basis von V.

Benutze (i):

Zu jedem Tupel (w1, ..., w,) von Vektoren aus V gibt es genau eine lineare Ab-
bildung ¢ : V' — V mit ¢(v;) = w;, 1 < i < n. Bild ¢ einer solchen Abbildung
ist genau dann gleich V, wenn < wy,...,w, >= V, also wenn (wi,...,w,)
Basis von V ist.

Also ist [{¢ : V — V]plinear, Bild ¢ = V}| = Anzahl der geordneten Basen
von V.

Es gilt aber auch gleichviele invertierbaren Matritzen aus K"™*" wie geordnete
Basen (betrachte die Spalten), weil Rang M = n, genau dann, wenn M inver-
tierbar ist.

(Aufgabe 6)

K Korper, A € Kk*m B ¢ Km*n

(1)

m = 1,rang(A - B)

aj
A= | : B=(b,...,bn)
ar
aiby -+ aib,
A-b= Jede Spalte ist ein Vielfaches von A = rang
arbr -+ apbg
(A-B)<1

Falls A#0und B#0: A-B#=rang A-B=1
sonst rang A- B =10
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0.2 (i)

Behauptung: Die Zeilen von AB sind Linearkombinationen der Zeilen von B.
= Der Zeilenraum AB ist im Zeilenraum von B enthalten

= rang AB < rang B

Genauso: Die Spalten von AB sind Linearkombinationen der Spalten von A

(iii)

(33)(20)-(82)
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Aufgabe 5

R kommutativer Ring,

D:R"™ — R
D((aij,, ;) = 2 s9n(7) - ar).1 -~ Gr(n)m
- TESy
0.1 (i)
A= (aij)1§i7j§n = (8152 e Sn) mit Sj S anl
Zu zeigen:
a’lj
D(s1,...,8j-1,a8; + b}, 55+ 1,--+,5,) )= € Rl
/
pj

= aD(s1,.--,8j-1,8;,8; + 1,- -, 8n)+ = bD(s1,...,85-1,8,8; + 1, ,sp) ist
multilinear

aay; + balj
= as; + bs); = :
aGp,; + bay,;
Beweis:
= ;S SgN(T) Ar(1),1°0r(2),2 " * Opij—1),j—17(@Cr(j) TD ) 5) (1) g1 Qr(n)
= ZS Sg(T) - @+ Ar(1),1°* Ar(j—-1),j—1 " Qn(j),j " On(n)in
TESH
+ ZS SGN(T) b+ Ar(1),1* Gr(j=1),j-1" Qrjy i Gn(n)n
TE n

\/
(ii)

Wie dndert sich die Determinante einer Matrix bei elementaren Umformungen?

Spaltenumformungen: D(s1,...,8j-1,a - $; + Sj,Sj+1,-- -, Sn)

=a- D(Sl, s 385 —1580, 8541500, Sn)(: 0)

+ D(s1,...,8j-1,8;,5j41,--.,8,) = Determinante &ndert sich nicht bei Addi-
tion des Vielfachen einer Spalte zu einer anderen.

Multiplikation einer Spalte mit einer Konstanten: D(s1,...,Sj—1,a-Sj, Sj+1,-- -, Sn)
:a'D(Slv"'75j—175j75j+1a"'a5n)

Vertauschung von zwei Spalten: D(s1, ..., 81, Si+5;, Si+1,8j—1,8i+S5j, Sj41,- -, 5n) =
0

= D(Sl, ce o3 Si—15S80, Si+1s 0y Sj_l, Siy Sj+1, ey Sn)} =0

+D(Sl7 sy Si—1, 84y Sitly -y S5—1555,S+15 -+ - STL)
+D(81,---,Si—1,5j78i+17~~~,5j—1,5i,5j+1,---,Sn)

+D(81, ey Si—1, Sj, Sitlye- s ijl, Sj, Sj+1, ceey Sn)} =0

= Wenn man 2 Spalten in A vertauscht, &ndert sich das Vorzeichen, der Deter-
minante.

Laut Satz (3.15) gilt det(A) = det(A?) Deswegen:

e Addiert man das Vielfache einer Zeile zu einer anderen, dndert sich die
Determinante nicht.
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e Multipliziert man eine Zeile mit einer Konst, so wird die Det. auch mit
der Konstante multipliziert

e Vertauscht man 2 Zeilen von A, so dndert sich das Vorzeichen der Deter-
minante.
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Aufgabe 5

Sei K Korper, A € K™*™

= Es gibt Polynom 0 # f(z) € K|[x],degf < n? und f(A4) =0¢& K"*"
Beweis: Betrachte das (n?+1)-Tupel (E,, A, A2, ... ,A”z. Weil dim K™*™ =
ist, ist dieses linear unabhingig. = Es gibt (ag,a1,...,a,2) mit a; € K,0 <14
n?, nicht alle Null, mit agE, +a1 A+ ...+ anzA"2 =0e KM

= Fiir das Polynom f(z) = ag + a1 X + ... a2 A" gilt f(A) =0

n2
<

Aufgabe 6

Behauptung: P(K) ist K-Algebra.
Beweis:

Zu zeigen:

1. P(k) ist K-VR

2. P(k) ist Ring (mit 1)

3. Firae K, f,ge P(K) gilt:a-(f-g)=(a f) g=[(a-9g).
Zu (1.): UVR-Kriterium P(k) C K* P(k) # 0

Seien f,g € P(K),a € K, etwa f = (k— Y a;k?),g = (k— > bik")
i=0 i=0

(ohne Einschrinkung das gleiche n, durch Anfiigen von Nullen.
= (f—ag) = (kv Y (a; —a-b)k’) € P(k).

i=0
Zu (2., 3.): Die Multiplikation ist punktweise definiert, d.h.: (f -¢g) = (k —
f(k) - g(k)) = AG, DG, (KG) und auch (3.) klar, wegen der entsprechenden
Regeln in K.
(K — 1) € P(K) = Einselement € P(K)

Noch zu zeigen: Abgeschlossenheit beziiglich der Multiplikation Sei f = (K —

n+m

S ak)g= (K Y bik) = (fg)= (K > (X k) e P(K)
1=0 i=0 i=0 OS]S”

0<i<m

j+l=1i

(ii)

Behauptung: Es gibt ein surj. K-Algebra-Homorphismus K[z] — P(K)
Beweis:

Ein solcher K-Algebra-Homorphismus ist eindeutig festgelgegt durch a(x) Wir
kénnen fir  mit a(x) = (k +— K) nehmen. Dann ist fiir jedes f = (k —

Z azkl) :
=0

a(Y a;x') = f, also f € Bild «
i=0
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(iii)

Behauptung: « aus (ii) ist bijektiv < |K| = oo

Beweis: ” ='": Sei K endlich = K¥ endlich = P(k) endlich = « nicht bijektiv,
da K[z]| nicht endlich ist.

" «<": Sei a nicht injektiv und a(z) = p = (k — 3 a;k"). = Es gibt 0 #
i=0
f € Klz] mit a(f) = 0 € P(K). Fir p () = Y ;X" € K[z] sind dann
i=0
in 0 # f(p )(z) € K[z]) sdmtliche k € K Nullstelle. = |K| < oo weil jedes
Polynom # 0 hat endlich viele Nullstellen.
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Aufgabe 6

K ein Korper, A, B € K™"*" so dass A genau n verschiedene Eigenwerte hat
und AB = BA gilt.

Zu zeigen: Es gibt eine Invertierbare Matrix T € K™*", so dass T-1AT und
T~ ! BT Diagonalgestalt haben.

Beweis: (4.29)(b) = A ist diagonalisierbar, d.h. es existiert ein 7' € K™*™,
invertierbar, so dass T~ AT =: D eine Diagonalmatrix ist.

di 0 0
0 0 d,

Behauptung: 7' BT ist Dialogmalmatrix
Beweis: C := T-'BT CD < DC
(T='BT)(T~'AT) =T 'BAT — T~'ABT

C = (cij)i<ij<n

Betrachte i-te Zeile und j-te Spalte in CD = DC
= Cij * dj = d,’ . dz‘j = Cij(dj —di) =0
:>fur7,7é]lStC”:O

1 Aufgabe 5

000 1
100 2 i
A=10910 o |€¢

001 -2
Begleitmatrix ! = y4 = X4 +2X3 - 2X — 1
= 1 und —1 Nullstelle
= (X —1)(X +1) = X2 — 1]x4 Polynomdivision... X% 4 223 — 2z — 1 =
(X2 -1)(X?+2X +1)=(X2-1)(X +1)2
= 4= (X — (X +1)°
Eigenwerte von A: 1, -1
Vielfachheit der Nullstelle -1 ist 3
Vielfachheit der Nullstelle 1 ist 1
Eigenraum zum Eigenwert 1:
(1-E,—A)z=0

1 0 0o -1 1 0
-1 1 0o -2 z2 | | O
0 -1 1 0 | [as | | O
0 0o -1 3 Ty 0
Gauf}, addiere 2. Zeile zur 3. Zeile, addiere 3. Zeile zur 4. Zeile
1 0 0 -1
01 0 -3
0 01 -3
0 00 O
— Zeilenstufenform!



Lineare Algebra I Ubung 13 2

)

Eigenraum zum Eigenwert -1: (—1-E, — A)x =0
-1 0 0 -1 -1 0 0 -1
-1 -1 0 -2 0 -1 0 -1 . .
0 -1 -1 0 — 0 0 -1 1 Diese Matrix hat Rang 3.
o 0 -1 1 0 0 0 O
= Die Losungsmenge des homogenen LGS hat Dim. 4-3=1.
1 1

rate: _11 =L=V(-1,4) = < _11 >
-1 -1

a

L gz a€eQ =V(1,A):<

a

=W W
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Aufgabe 5

Sei f: M — N eine Abbildung zwischen den Mengen M und N.

(b) Zu zeigen:

Wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit f o g = idy, dann ist f
surjektiv.

Beweis: Sei n € N beliebig:

flgin))=n=ne f(M)=f(M)= N = f surfjektiv

(c) Zu zeigen:

Wenn eine Abbildung: N — M existiert mit go f = idys, dann ist f injektiv.

Beweis:Seien m, m’ € M beliebig mit f(m) = f(m')
m = g(f(m)) = g(f(m')) =m’ = [ injektiv.

(a) Zu zeigen:

f ist genau dann bijektiv, wenn eine Abbildung g : N — M existiert mit
fog=idy und go f =1idy.

Beweis:

" <" Benutze (b) und (c) = f injektiv und surjektiv, also f bijektiv.

" =" Sei f bijektiv, also injektiv und surjektiv.

Weil f surjektiv ist, enthélt jede Faser f~!({n}) (fiir ein n € N') mindestens
ein Element.

Weil f zusitzlich injektiv ist, enthélt f~'({n}) genau ein Element.
Definiere jetzt g:

g(n) sei das Element f~({n}) fiir alle n € N. Dann ist f(g(n)) = n fiir alle
n € N. Und g(f(m)) = m fir alle m € M, weil m auf f(m) abgebildet wird.

Aufgabe 6:

Sr1 + 62 + (a+15)zs = 7 (1)
o —x + + (a=3)xy = 1 (II)
2,1 + (a+2)zy + Trs = 4 (IV)

(I) = (I1I)+3-(III). Damit kann Zeile (/) weggelassen werden.
Addiere 2 - (1) auf (/1) und (IV).
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—T1 + (CL — 3)1’3 = 1
2,2 + 20,3 = 4 (III")
(a+2)xy + 2(a+1)zz = 6 (IV')
Ziehe (III") vom (IV’) ab.
—I + (a - 3)%’3 =1
2z + 2ax3 = 4
ary + T3 = 26 x3=2—axy
. |+ (a—3)(2—axy) = 1
Setze ein: { 2y 2a(2 —azy) = 4
& ausmultiplizieren
—r1 + (—a®*+3a)z, = —2a+7
(2—-2a*)x; = 4—4a

=
—r1 + (Ba—ad®)ry = T—2a
(1—a*)zy = 2(1—a)

Es gibt 3 Falle:

Fall 1:

Wenn a ungleich 1 und ungleich —1 ist:

= Xy = % = 1-2+_a(5’71’ x3 bestimmbar.
= Das LGS ist eindeutig losbar.

Fall 2:

a=1:0-29 =0 x5 beliebig

= as LGS hat unendlich viele Losungen (da zu jeden x5 gibt es ein z; und
ZE3).

Fall 3:

a=1: 0cotxry =4 = keine Losung.
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Aufgabe 5
(i)
Zu zeigen: 0-a=a-0=0flirallea e K
Beweis:
0ca 2 0+0)-a20.a+0-a
= —(0-a)+(0-a)=—0-a)+(0-a)+(0-a)
4 0=Y(—(0-a)+(0-a)+0-a
Y 0=0+0-a
(2)
(:22 0=0 -a
_ ®)
= 0=0-a=acot0
(ii)
Zu zeigen: a+b=0,a,be K = b= —a
Beweis:
a+b=0
+(5a)

=" (—a)+(a+b)=(-a)+0
= (—(a)+a)+b=(-a)+0

= b—=-a
(iif)
Zu zeigen: —a = (—1)-a
Beweis:
a+ (—1)cota
© loa+(=1)-1
© (1+(=1))cota
® 0-a
(5) 0
(i) fuerb=(~1)-a (1) a=—a

(iv)

Zu zeigen: —(—a) = a fir alle a € K

Beweis:

(—a) + (—(—a)) D= 41,% Behauptung
(v)

Zu zeigen: a-b=1=b=a"' abe K

Beweis:
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a # 0 wegen (i) und (6)
a-b=1=a"'(a-b)=a' 1=0al-1)
(vi)

Zu zeigen: (a™)'=a 0#ae K
Beweis:

(@) 2 @)1 @) @) 2
(vii)

Zu zeigen: a+b=afliralleae K =b=1
Beweis:

Vorr. 5 04+b =0

(viii)

Zu zeigen: acdotb = a firallea e K = b=1
Beweis:

Vorr. 5 1-1=1

(ix)

Zu zeigen: a-b =0 fira,b e K =a=0oder b =0
Beweis:

Seia#0und a-b=0 Zeige: b=10
stackrel(T)=a'-(a-b)=a"1-0=0

(%)
Zu zeigen: (—a) - (—b) = a - b fir alle a,b € K
Beweis:
(~a)- (b)) = (=1 a)- (1))
(=) (=1)ab
E (=) (ab
Y 1(a-b)
CI
Aufgabe 6

(ii)
Gibt es ein homogenes LGS mit Losungmenge {( ) € R*z =0 oder y = 0}

T
Y

Antwort: NEIN!
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a;1xy + apry =0
. . anx; + axpry =10

Angenommen es gébe ein solches LGS: .
ax1T1 + QaTes = 0

((1)) und ((1)) sind Losung
(}) ist Losung

Wiederspruch!!!

0.1 (i)

inhomogenes LGS und Lsg. Menge {(z) € R?| (z) # (})}
Antwort: NEIN!

annr; + appre =by
a91T1 + agry =b
Angenommen es gidbe so ein LGS: A . 2 > Damn ist (8)
apr1 + Ty = by
Losung = by =by=...=0
Auch ((1)) und(é) sind Losungen = a;; = a;p=...=0= G) Losung
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Aufgabe 5
(i)

Behauptung:Jede Menge mit n Elementen hat 2" Teilmengen.

Beweis: (Durch vollstdndige Induktion)

Induktionsanfang: n =1 M = {xz}
M hat folgende Teilmengen:

e ) C M
e M CM

— M hat 2 = 2! Teilmengen +/

Induktionsschritt: n — n+1
Verwende: Jede Teilmenge mit n Elementen hat 2" Teilmengen.
Zeige: Jede Menge mit n + 1 Elementen hat 2"*! Teilmengen.

Sei M eine Menge, die man aus M erhélt, indem man = weglésst. Sie hat
n Elemente, also 2" Teilmengen. Diese sind genau die Teilmengen von M,
die x nicht mehr enthalten. Die anderen Teilmengen entstehen jeweils durch
Hinzunahme von zx.

Also: 2" + 2" = 2"F! Teilmengen.

(ii)

Behauptung: ) " | = n{n+1)

2

Beweis: (Induktion)

Induktionsanfang: n = 1w\/

Induktionsschritt: n — n + 1
Sei Behauptung fiir n richtig:

Zu zeigen fiir n + 1: Z?;li = ‘(n+1)2(n+2)

niiz (iz‘)ﬂnﬂ) Beh.n-(ntl) 2+l (n+2n+l ,

, , 2 2 2
i=1 i=1
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(iii)

Bestimme die Summe der ungeraden Zahlen von 1 bis 2" — 1
Behauptung: Y (2i — 1) = n?

Beweis: (Induktion)

Induktionsanfang: n=1:1=1y/

Induktionsschritt: Sei Behauptung fiir n bewiesen:

Zu zeigen: Y11 (20 — 1) = (n + 1)?

nZ(Qi—l):i(2i—1)+(2(n+1)—1):n2—|—2n+1:(n+1)2\/

Aufgabe 6

M sei eine endliche Menge und f : M — M eine Abbildung.
Zu zeigen:

Es sind aquivalent:
(a) f surfjektiv
(b) f ist injektiv
(c) f ist bijektiv
Beweis:
"(¢) = (a)” und "(c) = (b)"
sind klar weil (“bijektiv” nach Def. dasselbe ist wie “surjektiv”’ und “injek-
tiv’”).
"(b) = (a)"
Sei f injektiv. Das bedeutet: Sind z,y € M und = # y = auch f(z) # f(y).

Sei n die Anzahl der Elemente von M. Also werden n verschiedene Elemente
von f getroffen, also alle. Also ist f surjektiv. /.

"(a) = ()"

Sei f surjektiv. Das bedeutet: Zwischen jedem y € M existiert ein x € M
mit f(x) = y. Also gibt es keine 2 Elemente z,y € M mit x # z/, aber
f(x) = f(2') (sonst hochstens n — 1 Bidler). Also ist f injektiv.

Dann: Gilt (a) oder (b), dann auch das Andere, also (c).

Folgende Abbildung zeigt, daf die oben bewiesene Aquivalenz nicht fiir un-

endliche Mengen gilt:
Sei g: N — N,z — x4+ 1 ist injektiv, aber nicht surjektiv.



