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Korper K

Gruppe G

Relation R

Mengen

+:KxK— K,(a,b) >a+b
- KxK— K,(a,b) >a-b

(a+b)+c=a+(b+c)Vabcek
.30€eKmita+0=0+a=aVa€eK
VaeKex. —a€ Kmita+ (—a) =0=(—a)+a

SO

4. a+b=b+aVabeK

5. (a-b)-c=a-(b-c)

6.31e€K,1#40, mitl-a=a-1=aVaeK

TVacK,a#0, ex.a'!€Kmita-a'=1=a"'a
8.a-b=b-aVabeK

9.a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+b-cVabceK

Verkniipfung x mit G x G — G, (z,y) — a*b
l.(zxy)xz=axx(yx2z)Va,y,2€G
2.deeGmitexzr=xrxe=axVred

3VereG@Ir eG@mitzxx' =e=12'*xx

4. gilt zusitzlich z xy = yxx V x,y € G, dann heifit die Gruppe abelsch

auf M ist eine Teilmenge R C M x M , (zRy) < (z,y) € R

(R) reflexiv falls (z,2) e RV xz € M

(S) symmetrisch falls (z,y) € R = (y,z) € R

(A) antisymmetrisch falls (z,y) € R und (y,2) E R=>z =y
(T) transitiv falls (z,y) € Rund (y,2) € R= (z,2) € R
RST = Aquivalenzrelation

RAT = Halbordnung

fiir z € M heifit O, :={y € M | 2Ry} Aquivalenzklasse von R
M| R := Menge der Aquivalenzklassen von R (C Pot(M))

Partition : Menge P von nicht leeren Teilmengen von M mit
1. M = UgepC
2. Cl,CQ € P mit Cy 75 Cz, dannist C1NCy =@

Eine Menge mit n Elementen hat 2" Teilmengen
Wenn eine Menge m Elemente hat, dann hat die Gruppe Sj; genau m! Elemente



Homomorphismus

Ring

o : GoH:pxxy) =p@)*xply) Vao,yeG
¢(0) =0

injektiv : Monomorphismus
surjektiv : Epimorphismus
bijektiv : Isomorphismus

+:RxR—> R
-: RXxXR— R

1. (R,+) ist abelsche Gruppe

2.(x-y)-z=z-(y-2)Vz,y,2€ R
3.31eRmitl-z=z-1=zVzeR
4.0-(y+z2)=x-y+x-zund (x+y) - z=x-z2+y-z2Vux,yz€R
5. gilt zusétzlich ¢ -y =y -2 V x,y € R, dann ist R kommutativ

- Korper sind kommutative Ringe
- Ring R ist Korper, wenn R mindestens zwei Elmente besitzt, kommutativ ist
und es zu jedem 0 #r € R ein s € R gibt, so dass rs=1

Ringhomomorphismus

Vektorraum V

:R—> S

¢ ist Gruppenhomomorphismus (R,+) — (S,+)
p(ry) = o(x) p(y) Yo,y € R
14

Y
1.
2.
3.0(1)=1

V ist abelsche Gruppe (V,+) mit skalarer Multiplikation K x V' =V, (a,v)—av
(a+bd)-v=a-v+b-vVabeK,6 veV
(w+v)=a-v+a-vVaeK , 6 v eV

1.V
2.
3.a-

4. 1-v=vVoveV



Untervektorraum W <V

1. W ist Untergruppe (V,+)

2.aw eW Vae K, weW

oder

1.W#0

2. w+w' € W (Abgeschlossenheit bzgl. +)
3. aw € W (Abgeschlossenheit bzgl. -)

U Teilraum von V. Dann gilt:
u,veU=>ut+vel

vuelU, v¢U=u+v¢gU
uelU,v¢UAHut+velU
wveUAu+vgU
seK,u¢U#As-ug¢U

Die leere Menge © ist nicht Teilraum jedes Vektorraums

lineare Abbildung

V=W, V,W sind K-VR

lineare Abbildung = K-Homomorphismus

L. ¢(0) = ¢(0)

2 <p(v V) =)+ ) Yoo eV
pla-v)=a-9pv) Yae K, veV

Endomorphismus := Homg (V,V)
V und W heiflen isomorph, falls ein Isomorphismus ¢ : V' — W existiert (V = W)

Kern(p) = {veV | o(v) =0}

Bild(p) = {pv) | veV}
p € Homg(V,W), dann : Kern(p) <V
Bild(p) <W

v injektiv & Kern(p) = {0}
p surjektiv & Bild(p) =W
veV, wep)=pt=V+Kern(p)

Die Umkehrabbildung einer bijektiven linearen Abbildung ist linear



Matrizen

- A =(ay;) € R™*" | A = (aj;) € R™*" (Transponierte von A)

-GLp(R) :={A € R™™ | Ainvertierbar} = (R"™™)* = volle lineare Gruppe
-A A e GL,(R) = (A L=(A"1)t

- A invertierbar = esex. B,C e K" " mit A-B=FE, und C-A=E,

- A invertierbar = Lésung von Ax = b lautet A= - b

- A invertierbar = (A | Ey,) nach (E,, | B) moglich = B = A~!
-A,BeEGL,(K) = A- (A" BY).-(A1. B YHt=4

-Ae K*m Be Kmn, C e K" P, dann gilt (AB)C = A(BC)

elementare Matrizen:

T;; : E, mit i-ter und j-ter Zeile vertauscht
Aij(c) + E,+ cE;j (B, mit ¢ an der Stelle ij)
M;(c) : Ep + (¢ —1)E; (E, mit ¢ an Stelle ii)

Rang:

rangA = dimg(Zeilenraum)

rangA = Maximalzahl l.u. Zeilen/Spalten
rang(AB) < min(rangA , rangB)

Der Zeilenrang einer Matrix ist gleich ihrem Spaltenrang

Die Zeilen von AB sind Linearkombinationen der Zeilen von B
Die Spalten von AB sind Linearkombinationen der Spalten von A

Ax=b ist genau dann unlésbar, wenn rang(A)+1=rang(A,b) ist

Ist A eine invertierbare obere Dreicksmatrix, dann auch A~!

Eine nxn Matrix ist genau dann invertierbar, wenn sie 0 nicht als Eigenwert hat
Ist A2 = A dann ist A diagonalisierbar



Abbildungsmatrix
V,W K-VR, B=(vy,...,up) ist BasisvonV, C = (w1, ..., wn,) ist Basis von W
m
p € Homg(V,W) und o(v;) = > ajjw; =
i=1

ME(p) = a;j € K™ ™ heifit die Abbildungsmatriz von ¢ bzgl. B und C
dimgV = dimg (Kern(p)) + dimg (Bild(p))

Seien U,V,W K-VR mit Basen A,B,C und sei ¢ € Homg(U,V),
Y € Homy (V,W), dann gilt : M& (o) = M§ (V) ME(p)

¢ Isomorphismus < M (p) invertierbar (ME(p™1) = M§(p))

ME (idy) € K™ ™ heisst Basiswechselmatriz

und: Die Spalten von MPE (idy) sind die Koeff.vekt. der v; bzgl. B

ME'(id,) ist invertierbar und ME (idy)~" = ME (idy)

Ist T € GL,(K), dann existiert eine Basis B" von V mit ME (idy) =T

ME, (idw) ME (9) ME (idy)
= ME (idw)~ ' ME () Mg (idv)

Basiswechselsatz : ME ()

Basen/Erzeugnis

0£AMCV
<M>={veV | Jv,..,un € M, sodass v eine LK von(vy, ...,vy) ist}
-<M>LV
-Ist W <V mit M CW, dann ist < M ><W
(< M > ist der kleinste UVR von V, der M enthdlt)
- M heifit Erzeugendensystem von V, wenn V =< M >
- V heifit endlich erzeugt, wenn V ein endl. Erzeugendensystem besitzt
- M heifit Basis von V, wenn M ein L.u. Erzeugendensystem von V ist
- M ist Basis von V &
M ist maximal l.u. Teilmenge von V
M ist minimales Erzeugendensystem von V
- Basisergiinzungssatz: M' C V' lLu., dann ex. eine Basis M von V mit M’ C M
b1,b2 € V und (by,b2) l.u. und p injektiv = (p(b1),p(b2)) lu
Basis (b1, ..., by) von V, so dal (p(v1), ..., o(vy,)) Basis von W = ¢ Isomorphism.

Dimension
dimV : dimgV :=| M| (Anzahl der Elemente einer Basis von V)
VVWK-VR : V2W & dimgV =dimgW
UWUVRvonV = dim(U+ W) =dimU + dimW — dim(U NW)

Die Dimension des Losungsraumes eines homogenen LGS Ax=0 ist
gleich der Differenz der Anzahl der Unbekannten und dem Rang der Matrix



Determinanten

Signum:

- Ist 7 € S,, Transposition, dann ist T # 1(=id,) und 7> =1

- €S, ist Produkt einer ungeraden Anz. von Transpositionen benachb. Ziffern
- Ein Paar i,j heiit Fehlstandspaar, wenn (i) > w(j) fir 1<i<j<n

- sgn(m) = (=1)FSPvonm}l ¢ 7 heift das Signum von

-m,0 €Sy, dann sgn(o w) = sgn(w) - sgn(o)

- S, = {1,—-1} = Z* ist ein Gruppenhomomorphismus

Determinante:

1.

- A € R"*™ obere Dreiecksmatriz = det(A) =

multilinear :

l)(sl,.”,sj_l,asj +—b8;,8j+4,.”8n) ::al)(sl,.",sj_l,sj+4,.”,sn)

+ 0D (81, ., 8j-1,85,8j41, -, 5n)Va, b € R, 81,.,5,,5; € R"

Aus einer Zeile (Spalte) kann ein gemeinsamer Faktor vor die Determinante
gezogen werden

. alternierend : D(s1,...,8,) =0, falls s; = s; fiir zwei i # j

Das Vorzeichen der Determinante éndert sich, wenn man zwei Zeilen (Spalten)
vertauscht

. normiert : D(ey,...,en) = 1 mit Ey, = (e1,...,ep)
. Der Wert der Determinante #ndert sich nicht, wenn man ein Vielfaches

einer Zeile (Spalte) zu einer anderen Zeile (Spalte) addiert

. det A = 0 genau dann, wenn die Zeile (Spalten) von A linar abhingig sind
.det A = det AT

det AB = det A - det B

. Bezeichnet man mit Y, die Menge der Permutationen der Menge (1,..,n) und

fiir # € Y,, das Vorzeichen von 7 durch:
sgn(m) = (1 falls = gerade Permutation und -1 falls 7 ungerade Permuation),

so gilt: det A = 3 sgn(m)ax1),15 - Ur(n),n
TESH

—

42373

=1

- A ist Kastchenmatriz = det(A) = [] det(A4;)
i=1

- A" komplementare Matriz (adjunkte)_ 0 A= ((-1)"det(A);))

dann gilt auch : AA' = det(A) - E, = A’A
& A =det(A) - AL, falls A invertierbar

- T invertierbar = det(T),det(T~') € R* und det(T~') = det(T)~!

- A invertierbar = det(A) invertierbar

(
- T invertierbar = det(T~*AT) = det(A)
(

- A invertierbar < det(A4) #0
- A ganzzahlig invertierbar = det(A) = (—1,1)



K-Algebra

Verknuepfung - : VxV =V

1. (V,+,-) ist ein Ring

2. a(v-v') = (av) -v' = v - (av')

K-Algebra-Homomorphismus, falls ¢(1) = 1, (v -v") = ¢(v) - p(v")

Polynomring

(P, X) heiit Polynomring, falls :
1. P ist K — Algbera
2. {X° X1 X2 _}ist K— Basis von P und unendlich

n .
- Jedes Polynom besitzt eine eindeutige Darstellung als LK f = > a; X

i=0
- deg(f)=m heifit der Grad von f
- f normiert falls a,,=1
- f konstant falls deg(f)=0 (Nullpolynom ist auch konstant! f=0 hat keinen Grad)
- linear falls deg(f)=1
-f+g# 0 = deg(f+g) < maz{deg(f),deg(g)}
- deg(f) # deg(g) = deg(f + g) = maz{deg(f),deg(g)}
- deg(f - g)=deg(f)+deg(g) , insbesondere fg# 0
-K[X*=K*= {a€ K | a# 0}
- f,g € K[X],9 #0, dann gibt es q,r € K[X]mit f=q-g+7r
- g teilt f, geschrieben g| f falls h € K[X] existiert mit f =g-h
- teilerfremd, wenn h | f und h | g, dann h € K
- f heifdt irreduzibel falls f # 0,deg(f) > 1und f = gh = deg(g) =0, deg(h) =0
- f,g teilerfremd < es ex. h,k € K[X] mit 1 = fh + gk
- K-Algebra-Homo 7: K[X] — V mit 7,(X) = v (Einsetzungshomo)
- f(a)=0, a heifit Nullstelle und es gilt f=(X-a)q, mit ¢ € K[X]
-f=(X —a)"gund g(a) # 0 — m heifit die Vielfachheit von a als Nullstelle
- K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes f eine Nullstelle hat (C abgeschl.)
- zwei verschiedene normierte Polynome vom Grad 1 sind teilerfremd
- nur das Nullpolynom hat unendlich viele Nullstellen

lineare Abhingigkeit

(v1, ..;vn) mit v; €V heillt linear abhangig

n

wenn ay, ..., a, € K existieren mit (ai,...,a,) # 0und > a;v; =0
n=1

0eM = M istl.a.

M=v,v#0 = M istlu.

M CM, M'l.a = M istl.a.

MCM, M lu = M istlu.

Matrix in Zeilenstufenform : von 0 verschiedenen Zeilen und Spalten l.u.



Eigenwert und Eigenvektor

EW von ¢ (bzw. A) falls 0 # v existiert mit ¢(v) = av (bzw. Av = av)
EV zum EW falls gilt: o(v) = av bzw. Av =av
Via,p) #0 bzw. V(a,A) #0 heifit der Eigenraum von ¢ zum Eigenwert a

-V(0,9) = Kern(p)

- Eigenvektoren zu verschiedenen Eigenwerten sind linear unabhéngig

- ¢ € Endg (V) heifit diagonalisierbar, falls eine Basis B von V existiert,
so dal Mp(yp) Diagonalmatrix ist

- A e K™"™ heifit diagonalisierbar, falls T € GL, (K) existiert
mit 7' AT Diagonalmatrix

- ¢ diagonalisierbar < V besitzt Basis aus EV von ¢

- A diagonalisierbar < ¢4 diagonalisierbar

- besitzt ¢ n paarweise versch. EW, dann ist ¢ diagonalisierbar

- Hat ¢ den Eigenwert 0, so ist ¢ nicht invertierbar

- Hat ¢? den Eigenwert 0, so hat ¢ ebenfalls den Eigenwert 0

- Ist ¢ injektiv, so ist 0 kein Eigenwert

- Ist 2™ = 0, so0 ist " =

- A, B heifien dhnlich , falls T € GL, (k) existiert mit B =T 1 AT

- A ist dhnlich zu obere A -matrix < das char. Polynom zerfiillt in Linearfakt.
- A diagonalisierbar < p4 zerféllt in Produkt von paarw. versch. Linearfaktoren
- dhnliche Matrizen beschreiben den gleichen Endo nur bzgl. verschiedener Basen
- XE, — A e K[X]™™" heifit die charakteristische Matrix von A

-xa = det(XE, — A) € K[X] heifit das charakteristische Polynom

- Es ist stets der Grad von x4 = n

-Rang =n < xa(0) #0

-Rang =n < pua(0) #0

-sei T € GL,(K), dann gilt : X7-147 = XA

- ¢ € Endg(V), B Basis von V, A := Mg(p) und Xy = Xa

- (A) := ¢(a;j) Ringhomo dann ist det(p(A)) = ¢(det(A))

n
- A dhnlich zu Dreiecksmatrix = x4 = [[ X — a4
i=1

- Sp(A) = Zn: a;; € R heifit die Spur von A
i=1
- Sp(AB)=Sp(BA) und Sp(T~'AT) = Sp(A)

0 0 0 —ao

1 0 0 —a
-Begleitmatrix C(f) von f (normiert) := 0 1 0 —a

0 0 1 —Qnp—1

- f normiert = xc(p) = f
-U <V heiit ¢ — invariant, falls p(U) < U ist

10



Endg (V) ist K — VR mit
+: Endg(V) x Endg (V) = Endg(V)

(p+¥)(w) = p(v) +1(v)
- K x Endg (V) = Endg(V)
(ap)(v) = ap(v)

Endg (V) ist K — Algebra mit s.o. und
. Endg (V) x Endg (V) = Endg(V)
(P 9) = pov

Ist B eine basis von V, dann ist Mp : Endg(V) = K™", ¢ = Mp(p)
Satz von Cauly-Hamilton : x,(¢) = 0 bzw. xa(4) =0

Minimalpolynom pa € K[X],deg(pa) > 1 mit :
1. pa st normiert

2. pa(A)=0

3. walfV feK[X]mitf(A)=0

Jeder Teiler von x4 ist in u4 mindestens 1-mal enthalten

Ist B eine Basis von V, dann ist py, = parg (o)
Ist B dhnlich zu A, dann ist pus = up
Ist B dhnlich zu A, dann ist Sp(A) = Sp(B)

0+# f e K[X]mit f(p) =0, g,h teiler fremd mitf =g-g
U := Kern(g(y)), W := Kern(h(yp))

Dann sind U und W p-invariant und es gilt:
V=UeW,dhV=U+WundUNW =0

11



Bilinear- und Sesquiform

Abbildung B: V xV —- K
L B(v1 +v2,w) = B(v1,w) + B(vz, w)
Blav,w) = af(v,w) Y v,v1,v3,w €V, a € K
2 (U wy +’LU2) 6(U,1U1)+B(U,1U2)
B(v,aw) = af(v,w) Y v,wi,ws €V, a € K

symmetrisch bzw. hermitesch:
B(an) = B(wav) VoweV
B(an) = B(wav) Yo,weV

Ist 8 sym. bzw. herm., dann ist # Skalarprodukt, wenn # positiv definit
d.h. B(v,v) >0Vv eV, v#0

Cauchy-Schwarze-Ungleichung

|(U1,Uz)|? (v1,v1)(v2,v2)
| (v1,v2) |? (v1,v1)(v2,v2) & v1,v2 sind l.a.

A

V e.d. und S eine Bilinearform auf V, B = (v1,...,v,) Basis von V
dann heilt Gg(B) = (B(vi,vj))1<i,j<n € K™*" die Gram — Matriz bzgl. B

A€ R heifit positiv definit, wenn A = A* und v'Av >0V 0# v € R"

A€ C™*" heifit positiv definit, wenn A = A und v'Av >0 Yo € O

T = M4 (idy) ist BWM, A, A" Grammatrizen(3) = A’ = TtAT
Linge,Winkel,Orthogonalitit

K=R : (V,(,)) euklidischer Raum
K=C : (V,(,)) unitaerer Raum

1. || || ist Norm auf V (Laenge L = /< v,v >) mit den Eigenschaften
[v]>0VveV und
v]l=0 <« v=0
|av || = lal-|| vl

fvi+ovs || <|lvr || + [|v2 || (Dreiecksungleichung)
2. Polarisationsformeln
fir K=R gilt: (v,w)= 5(|lv+w > = [|v|* = w |]*)
Ty 7 5 2 2 B
fiir K=C gilt: (v,w)= (| v+w || lv—wl|]? +i || w+iw ||*> —i || v—iw ||?)
3.fir0#v, 0£AweV gilt: | Hvll ”w” <1

V euklidisch, v,w# 0 = —-1< % <1

— (ww) v w
cos(@) = prmp = Ry mop
« heiflt der Winkel zwischen v und w

v,w heilen orthogonal & a =% < cos(a) =0 & (v,w) =0

12



Schmidtsches Orthogonalisierungsverfahren (Beispiel)

gegeben : vy, vz, v3
1. normalisiere v; : w; = ”51”

— . — _Z
2. Xx =ve— < v,w; > Wy : w2 = oy

e

3.y =v3— < w3z, w; >wi— < VU3,Wy > ws : W3 =

=

orthogonal, unitir

Eine Basis (v, ...,v,) von V heifit Orthonormalbasis (ONB) von V falls gilt:
(v,0j) =6;; 1<4,j<n
Ut = {veV]|(u,v) = 0V u€U} heiit der Orthogonalraum zu U

Sei dimg (V)=n. V besitzt ONB

Ist A € K™"*™ positiv definit, dann ex. S € GL,(K) mit A =SS

Ist U<V, dannist V=U®U* (dh.V =U+U* undUNU+ = {0})
Insbesondere ist dimV = dimU + dimU+*

¢ € Endg (V') heifit orthogonal, falls K = R (bzw unitar, falls K = C) und es gilt :
(p(v), p(w)) = (v,w)

A € R™™ heifit orthogonal, falls A'A = E,
A € C™" heifit unitir, falls A'A = E,

S
2
|

= {A € R"*"™ | A orthogonal} heifit orthogonale Gruppe
= {A e ™" | A unitir} heiBt unitire Gruppe

p=
S
|

Sei V n-dimensional und B eine ONB von V. Sei ¢ € Endg (V) und
A = Mp(p). Dann gilt:
A orthogonal (bzw. unitér) < ¢ orthogonal (bzw. unitér)

Sei A € K™*™ Dann gilt:
A orthogonal (bzw. unitir) < Spalten von A bilden ONB von K™ bzgl. <, >

O(n)< GLn(R), U(n) < GLa(C)
Sei Ac O™, At := At heiBt die zu A adjungierte Matrix

¢ € Endi (V) heift selbstadjungiert, falls gilt: (o(v),w) = (v, p(w))
@ selbstadjungiert < At =A

13



Spekralsatz

Sei Ae R"*"™ symmetrisch.
Dann existiert ein ac€ R mit xa(a) =0. A besitzt einen reellen Eigenwert.

Sei o € Endg (V) selbstadjungiert. Sei A € K™*" und At = A (d.h. A symmetrisch/hermitesch)
1. Es ex. ONB von V, die aus EV von ¢ besteht
2. Satz von der Hauptachsentransformation
K=R: Es ex. S € O(n), so daB S*AS eine Diagonalmatrix ist,
deren Diagonaleintrge die EW von A sind.
3. K=C: Esex. S € U(n), so daBl S'AS eine Diagonalmatrix ist,
deren Diagonaleintrige die EW von A sind.

At = A, (d.h. symmetrisch oder hermitesch) = A ist diagonalisierbar.

orthogonale Endormorphismen

Sei A € O(2). Dannex. « € R0 < a < 27 mit :

L= )
2 an( ey ) )

Im Fall 1ist o4 : R? = R? eine Drehung um den Winkel o und
xa=X2-2-cos(a)X + 1.
Im Fall 2 ist ¢4 eine Spiegelung an der Geraden durch (0,0),(cos(%), sin(5))

2
und A ist dhnlich zur ( _01 (1) >

Sei ¢ € Endg(V orthogonal).

1. Ist W < V p—invariant, dann ist auch W+ ¢ — invariant und es gilt
V=WaW+

2.Esex. W <V ¢ —invariant mit dimp(W) < 2

Sei p € Endgr(V orthogonal). Dann ex. ONB B von V mit
Aq 0
A
Mp(p) = .
0 Ay,
mit 4; =1€ R, oderA; = —1 € R**! oder

e (e ) < e
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