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2. Gruppenibung Lineare Algebra |

 Aufgabe 4:

| Zunachst definieren wir die Funktionen wie auf dem Aufgabenblatt
[ > f:=x->x"2+x+1;

| fi=x o X +x+1
[ > g =X->X"3+x-1;

| g=x-xX+x-1
| Berechne die Verkettung der Ausdriicke folgendermal3en:

> (T@) (x);
(x3+x—1)2+x3+x

ﬁ Uberfiihre das letzte Ergebnis nun in Summendarstellung (d.h. multipliziere den Term aus):
> expand(%;
XC+2x -+ -x+1

> (g@) (X);

3
I OC+x+1) +x2+xX
> expand(%;
| XC+3X+6X + T +TX+4x+1
| Entsprechendes funktioniert auch bei dem zweiten Paar von Funktionen:
(> f3:=(x,Yy,2z)->(x+y+z, 2*x+z, -2);
| f3:=(X,¥,2) - (x+ty+z2x+2z-2)
> g3:=(x,Y, z)->(2*x, x+y, 3*x-y+2*z);
| 03:=(X,V¥,2) - (2X,X+y,3x-y+22)
> (f3@3) (x,y,2);
L 6X+227X-y+2z-3x+y-2z
> (93@3)(x,y,2);

2X+2y+2723X+y+2zx+3y

[ >
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3. Gruppenubung zur Linearen Algebra |

" Um Matrixrechnungen ausfiihren zu kénnen, missen wir zuerst die Befehle zur linearen Alge
| Speicher laden:

> wth(linalg):

 Aufgabe 1:

[ Jetzt definieren wir die vorkommenden Matrizen in MAPLE:
> A=mtrix(3,3,[[1,1,1],[2,0,1],[0,0,-1]]);

"> B:=matrix(3,3,[[200],[1,1,0],]
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| Das Produkt von Matrizen berechnet sich nun folgendermafien:

> eval (A& A) ;
1 1
3
0 1

> eval M(A& B);

> eval m A&* C) ;

5 3 0
-6 5 -2
4 1 -2
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> eval M(A&D.);




> eval m B& A) ;
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[ > eval m B&* B);
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> eval m B&* C);

> eval M(B& D );

"> eval m A& B& C);
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> eval m B& A&* C) ;

> eval n{ A& B& D) ;

> eval M B&* A& D ) ;

24
32
28

6
14&
20
 Aufgabe 3:

| Hier geben wir nun zuerst die Matrix und den Losungsvektor vor:
> M=matrix(8,8,[[-1,0%7],[0,1,0%6],[-1,0,-sqrt(3)/2,1/2*sqrt(2), 0%4
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1,[0,0,1/2,1/2*sqrt(2), 0%4],[0%$3,-1/2*sqrt(2), -1, 0%$3],[0%$3, -1/ 2*sq
rt(2),0,0,0,1],[0,0,sqrt(3)/2,0,1,1,0,0],[0,-1,-1/2,0$3,1,0]]);
-1 0 0 0 0 0 0 O0f
70 1 0 0 0 0 0 o
] 1 1 ]
11 o0 —Eﬁ Eﬁ 0 0 0 O
N ) ) u
10 o0 = ~J2 0 0o o o
N 2 2[ u
I 1 |
M= 0 0 0 _Eﬁ 1 0 0 o
§ 1 §
Ho 0 0 -S42 0 0 0 1f
N 1 u
170 0 43 0 1 1 0 of
] 1 ]
Ho 1 = 0 0 0 1 O
> b =vector(8,[1, 0%7]);
b:=[1,0,0,0,0,0,0,0]

ﬁ Wir I6sen das lineare Gleichungssystem in einem Schritt:
> sol:=linsolve(MDb);

1 1 1 1 1 1 1 1
sol:z%l,o, 3-1,-=4/342+-4/2,= -—-1,= - == 3+—E
| [ 2[[ 2[2[2 2[2 2[2
| Stelle das Ergebnis nun auf verschiedene Arten dar:

[ > map(x->expand(-x*(1+sqrt(3))), sol);
[1+4/3,0,-2,1/2,-1,1+4/3,-1,1]

[ > map(x->-Xx, sol);

1 1 1 1 1 11 1%
,0,—/3+1,-4/3 ——42,-74/3+,1,-74/3+, = -
El [ 2[[ 2[ 2[ 2 2[ 2 2\/7 2
> map( x->eval f(x), sol);
[-1.0,.732050808-.5176380910.3660254040-1., .3660254040-.3660254040

[ >
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4. Gruppenibung Lineare Algebra |

> with(linalg):
Warni ng, new definition for norm
. Vrning, new definition for trace

| In diesem Worksheet benétigen wir eine zusatzliche, nicht im MAPLE-Paket enthaltene Proze
der Datei asupp. t xt bereitgestellt wird. Um diese einbinden zu kénnen, missen wir zunac
Pfad angeben, in dem die Datei auf der Festplatte gespeichert ist, oder aber einfacher die Da
| in das Verzeichnis speichern, in dem MAPLE nach ihr suchen wird.

> currentdir();

"lusb/gehrt”
Wenn die Datei in diesem Verzeichnis steht, kbnnen wir sie wie folgt einlesen, sonst missen
nachsten Zeile den gesamten Pfad vor dem Dateinamen ergéanzen, z.B.
"C./Ildokumente//maple//lasupp.txt" oder enstsprechend (Hierbei wird in der Windows-Umgebi

| Backslash (\) durch den Doppelslash (/) ersetzt).
(> read' | asupp.txt"’;

 Aufgabe 1:

_ Wir definieren die Matrix wie gehabt:
> A=matrix(4,4,[[1,-2,2,0],[1,0,2,0],[-2,3,-3,1],[-1,-1,1,3]]);

1 -1 20
1 0 10
A= 3 31
. 1 -1 1 3
| und invertieren sie folgendermalf3en:
> inverse(A);
] -3 1 [
I 5 — - U
u 2 2 O
— 3 _1 —
0 4 -3 - — O
] 2 2 [
] 3 -1 [
- 5 _4 — — H
N 2 2 O
] -1 1 [
0 -2 2 - - H
N 2 2 [

"> B =matrix(3,4,[[1,-1,-3,0],[1,0,-4,0],[1,1,-4,1]11);

-1 -3 0
B:= 0O 4 0
1 41

| Um die Rechtsinverse zu bestimmen, gehen wir vor wie in der Vorlesung: Wir schreiben die

| Einheitsmatrix rechts neben die Matrix:
> Bl:=augnent (B,array(1..3,1..3,identity));
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. ...und bringen sie dann auf strikte Stufenform:

[ > B2: =gaussj ord(Bl);
0 0
B2 ;:% 10
0 1

" Nun erganzen wir die vierte Zeile:

1
\‘
N

L - O &
LI B |
N PN
I i
I I 111

PR
= O &
[NCJEN
B e

> B3:=stackmatrix(B2,[0,0,0,1,a,b,c]);
0O 0 4
1 01
B3 :=
3 011
0 01 b

. und bestimmen erneut die strikte Stufenform:

[ > B4: =gaussj ord(B3);

0 4-4a -7-4b 4-4c
0 -a -1-b 1-c
O —

o+~ O
— O O

B4 :=

| 0 01 a b c
| Daraus kénnen wir nun die Rechtsinverse der Ursprungsmatrix extrahieren:
[ > B5:=submatrix(B4,1..4,5..7);
-4a -7-4b 4-4c
-a -1-b 1-c
B5:=
> l-a -2-b 1-c
a b c

ﬁ Uberprufe ihre rechtsinverse Eigenschatft:
> eval m B& Bb5) ;

o - O
= O O

ﬁ setze die freien Parameter gleich Null:
> subs(a=0, b=0, c=0, copy(Bb5));

[ S

-7
-1
-2
| 00
| ...und nun fuhren wir das gleiche Verfahren auch fir das zweite Beispiel durch:

(> C=matrix(2,3,[[1,2,3],[2,4,-1]]);
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o

> Cl: =gaussj ord(augnent (C,array(1..2,1..2,identity)));

1 2 0
Cl:=
0 0 1

NI IN NI
N A NTw

> C2: =gaussjord(stackmatrix(rowm(C1,1),[0,1,0,a,b],rowmCl, 2)));

1 3
1 0 0 --2a —-2b
7 7

C2=0 1 0 a b H
B 2 -1 [
M 0 1 - — 0
| O 7 N
(> C3:=submatrix(C2,1..3,4..5);
>
-2a —-2bH
c3=H a b H
2 10
| 7 O
> eval m(C& C3) ;
B o
| 0 1
> subs(a=0, b=0, copy(C3));
11 3
17T
0 0 [
02 -1 [
0= — O
07 7 O

_ Aufgabe 3:

| Wir definieren zuerst die Funktion vom Aufgabenblatt:
[ > f:=x->a*x"3+b*x"2+c* x+d,
| fi=x > ax+bx+cx+d
. Wir kbnnen das gegebene Gleichungssystem entweder sofort und direkt I6sen lassen:
> solve({f(1)=1,f(2)=2,f(3)=5});;

5

11 1 1
{d=d,b=d-1,c=-—d+-,a=--d+-}
6 3 6 3
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| oder wir gehen vor, wie in der Vorlesung gelernt: Stelle zuerst die Koeffizientenmatrix des line
Gleichungssystems auf (wir benutzen hier die oben aus dem File bereitgestellte Funktion

| coef fmatri x):

> F:=coeffmatrix([f(1),f(2),f(3)]);

1111
F=48 4 2 1
7 9 31

| und bringe die Matrix dann auf strikte Stufenform:
[ > gaussj ord(augnent (F,vector(3,[1,2,5])));

N 1 10
171 o o - -0
N 6  3n
10 1 0 -1 -1
u 11 5
90 0 1 — -0
N 6 3100

...oder aber wir |[6sen das System wieder direkt und geben die Paramter vor, nhach denen wir
. wollen:
> solve({f(1)=1,1(2)=2,f(3)=5},{b, c,d});
{d=-6a+2,c=1la-2,b=-6a+1}
> solve({f(1)=1,f(2)=2,1(3)=5},{a,c,d});
1 1 11 1
{a=-—-b+—-,d=b+1,c=-—"b-=}
6 6 6 6
> solve({f(1)=1,f(2)=2,f(3)=5},{a, b,d});
6 10 1 2 6 1
{d=-—c+—_,a=—c+ _,b=——7c-—}
11 11 11 11 11 11
> solve({f(1)=1,1(2)=2,1(3)=5},{a, b, c});
§}
| 3
| Das gleiche Verfahren wenden wir nun auch fir die zweite Gleichung an:
[ > g:=x->a*sin(x)+b*cos(x)+c*cos(2*x);
| g:=X - asin(x) + b cog{x) + ccoq 2 x)
| Zunachst berechnen wir einige interessante Funktionswerte:

1 1 11
{a=-—-d+—-,b=d-1,c=-—d+
6 3 6

> 9g(0);
L b+c
> g(Pi/4);

1 1

—a+/2+—b4/2
| 2 2 ¢_
> g(Pi/2);

a-c

( Die direkte Losung liefert keinen Output, also legt das schon nahe, dass keine Lésungen fir ¢
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| Gleichungssystem existieren...
(> solve({g(0)=1,g(Pi/4)=1,9(Pi/2)=-1});
(> G =coeffmatrix([g(0),g(Pi/4),g(Pi/2)]);

1 1 0
G=F/2 o éﬁ
0 -1 1

. ...Entsprechndes zeigt uns auch die gaul3reduzierte Koeffizientenmatrix:
[ > gaussjord(augnent (G vector(3,[1,1,-1])));

0O 10
1 -1 0
0 01

Page 5



5. Gruppenubung Lineare Algebra |

Aufgabe 2:

> wth(linalg):
Warni ng, new definition for norm
| Vrning, new definition for trace

| Die erste Matrix kdnnen wir wie gewohnt angeben und invertieren:
(> A=matrix(3,3,[[-3,-2+2*1,-1],[5+5*1,5,2*1],[2+2*],2,1]]);

-3 -2+21 -l
A=5+5] 5 21
+21 2 |

1 21 1+41
1-1 -1+21 1-5I
0 21 =S|

| Bei den Matrizen Uber Restklassenkorpern wird es allerdings ein klein wenig aufwendiger: Wi
| definieren sie zunachst wie gehabt:

> B:=matrix(5,5,[[0,0,1,1,1],[0,0,1,12,0],[0,1,0,2,1],[12,0,1,0,0],[1,
1,0,1,01]);

> inver se(A);

0 1 1 10
0 1 1 oC
B:= 1 0 1 14
0 1 0 Of
| 1 0 1 od
> C=matrix(4,4,[[2,1,1,1],[1,2,0,2],[0,0,0,2],[0,1,0,1]]);
1 1 1
2 0 2
C= 0 0 2
1 0 1

| Zum Invertieren geben wir nun die Rechnung modulo der Primzahl explizit an (Beachte: der
Invertierungsbefehl lautet nimver se statti nver se, da wir jetzt die inerte Funktion benutzen

| mussen, d.h. es wird zuerst die gesamte Befehlszeile inerpretiert, bevor das Kommando ausc
> Bl:=lInverse(B) nod 2;

Bl :=

P OR Rk P
ORr r O R
ORr R RO
O R Rk P P
CIOr T rrrrid

> Cl:=lnverse(C nod 3;
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Cl :=

Bk O R

0
1
0

©C O

0 2
| Um die inversen Matrizen zu Uberprifen, wenden wir auch wieder einen kleinen Trick an, um
der Primzahl zu rechnen: Wir wandeln die Matrix zuerst in eine verschachtelte Liste um, bere:
| dann die Eintrage, und konvertieren sie schlief3lich zurtick in eine Matrix:
> convert (Expand( convert(evalm B & Bl),listlist) ) nod 2, matriXx);

0 O

o O o+ O
o O O

P O O O O
I I O A

0
1
0
0

> convert (Expand( convert(evalm(C & Cl),listlist) ) nod 3, matrix);

@?

O OO

0
0
0
1

o Ok O
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6. Gruppentbung Lineare Algebra |
E> with(linalg):

 Aufgabe 1:

. Wenn wir in MAPLE einen Bruch eingeben, wird er bei der Ausgabe automatisch vollstandig ¢
> 14568917340/ 14568917350;

1456891734

1456891735

E Zur Kontrolle berechnen wir noch den ggT der beiden Zahlen:
[ > 19gcd(14568917340, 14568917350);

| 10
| FUr die folgenden Beispiele rufen wir nun den erweiterten Euklidischen Algorithmus auf, der u
sowohl den ggT als auch die beiden Fakteremdf3 liefert mit der Eigenschaft ggT

. (a,b)=aa+Bb.
> igcdex(17,91,  al pha’,’ beta’); al pha; beta,;

1
-16

3
> jgcdex(42,101,  al pha’,’ beta’); al pha; beta,;

1
-12

5
> | gcdex(668, 1001, al pha’,’ beta’); al pha; beta;

1
-499

333

ﬁ Das Invertieren von Zahlen im Restklassenring lauft analog ab (vgl. Vorlesung):
[ > igcdex(17,101, al pha’,  beta’); al pha; beta;

1
6
-1

E Schlie3lich rechnen wir die Ergebnisse noch im Restklassenkdrper nach:
> 6*17 nod 101,

1
> gcdex(39, 113, al pha’,’ beta’); al pha; beta;
1
29
-10
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> 29*39 nod 113;

1
> jgcdex(83, 167,  al pha’,’ beta’); al pha; beta;
1
-2
1
> 165*83 nod 167;
1

Aufgabe 2, Teil 4:

Hier wollen wir nur unsere Ergebnisse aus den theoretischen Uberlegungen nachpriifen, aucl
mit Matrizen tGber defn ,

> C=matrix([[21,0,10,10,1],[0,1,1,0,0,1,1],[0,0,0,1,1,1,1]]);

0
C:= 1
0

> eval m(C& transpose(Q));

O r K

01 01
0 011
1111

2
4
2 4

> convert (Expand( convert (eval n{C&transpose(C)),listlist) ) nod

N N

2, matrix);
0 O
o o
0O O
> A =matrix([[1,0,0,0,0,1,1],[0,2,0,0,1,0,1],[0,0,2,0,1,1,0],[0, 0,0,
1,1,1,1]11);
0 00 011
A 1 00101
' 010110
001111
> eval m(A&*transpose(C));
2 2
2 2
2 2
2 4

> convert (Expand( convert (eval n{A&transpose(C)),listlist) ) nod
2, mtrix);
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7.Gruppentbung Lineare Algebra |

 Aufgabe 1:

| Definiere zunachst die Polynome:

[ > f:=xM7+x"5+x"3+1; (. =X"5+x"4+x"2+1;

fi=x+x+xX+1

I g=x+x*+x+1

' Nun fuhren wir die Polynomdivision durch, indem wir zuerst den Quotienten berechnen (auch hie

| wir wieder modulo einer Primzabhl)...
"> Quo(f,g,x,'r’) nmod 2;

X2 + X

| und zusatzlich noch den Rest modwdasgeben:
> r:

X+l +x+1
> . =x"8+xN5+x"2+1; g =x"3+x+1;

fi=x+x+x+1
I g=xX+x+1
. Wir kdnnen den Rest nattrlich auch direkt ausrechnen:
> Rem(f,g,x) nod 13;
| 11x
. Ebenso bestimmen wir den ggT der beiden Polynome folgendermal3en:
> Gcd(f,g) nod 13;
1

 Aufgabe 2:
> wth(linalg):
| Hier definieren wir zuerst die gegebenen Matrizen:

"> A =matrix([[0,1,0,1,1],[1,1,0,1,1],[1%$5],[0%$3,1,1],[1,1,0,1,1]]);
1 0 1 10
1 0 1 10
A= 1 1 1 14
0 0 1 1f
| 1 0 1 10
"> B:=matrix([[0,1,0,1],[1,0,1,1],[1%$4],[0,0,1,1],[1,1,0,1]]);
1 0 1
0 1 1
B:= 1 1 14
0 1 1H
] 1 0 18
> C=matrix([[1,2,0],[2,1,1],[2%$3],[1,0,1]]);
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[

N P DN
N = O

C:=

0 1

Der Kern lasst sich folgendermafien berechnen (oder auch mit einem expliziten Gauf3algorithmus
> Nul | space(A, ’'d ) nod 2;

{[0,0,0,1,1]}
mit der zugehorigen Dimension
> d;
1
> Gaussjord(A) nod 2;
0 0 0 O
1 0 0 O{
0 1 0 OH
0 0 1 1-
0 0 0 0O

Zur Bestimmung des Bildes fuhren wir nun einen Gauf3algorithmus auf den Spalten der Matrix du
transponieren erst, arbeiten dann wie gewohnt mit den Zeilen und transponieren anschlielRend zt
> transpose( Gaussj ord(transpose(A)) nod 2);

0 O
1

= O O O
o O O o

0
1 0 od
Wir kénnen den Spaltenraum auch direkt berechnen, benétigen bei endlichen Kérpern dann jedo

weitere Umformung...
> col space(A);

o O+ O

{10,0,1,0,0],[0,0,0,1,0],[0,1,0,0,1],[1,0,0,0,0]}

> Nul | space(B,’ d ) nod 2;

{}
> d;
0
> @Gaussj ord(B) nod 2;
0O 0 0
1 0 oY
0 1 OoH
0 0 14
—
0 0 oO
> transpose( Gaussj ord(transpose(B))nod 2);
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o Ok OO
P O O O

N I

> col space(B);
{[4000,1],[0,001,-1],[0,0,1,0,0],[0,1,0,0,1]}
> map(i->convert(i,list) nod 2, col space(B));
{[0,0,0,1,1],[4,0,0,0,1],[0,2,0,0,1],[0,0,1,0,0]}
> Nul | space(C,’d ) nod 7;

i {}
C > d:
| 0
> Gaussjord(C) nod 7;
0 0[
1 o4
0 1H
.
L 0 o0
> transpose(Gaussj ord(transpose(C))nod 7);
0 0O
1 OoQ
0 1H
.
L 4 20
> col space(C);
-1 10 1
{%‘!O!O!_Eﬁjlol11_3%)110)_%
2 41] 2

> map(i->convert(i,list) nod 7, col space(Q));
{[0,0,1,2],[0,1,0,4],[1,0,0, 3]}

 Aufgabe 3:

> Quo(x"6-1,x"5-1,x,’r") nod 5;

| X
> r

| Xx+4

[ >
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8.Gruppentbung Lineare Algebra |

 Aufgabe 1:

> wth(linalg):
War ni ng, new definition for norm
| Vrning, new definition for trace

| Um die Dimension der angegebenen Vektorraume zu bestimmen, wenden wir den Gauf3algorithr
| zugehdorige Matrix an:
> A=matrix([[2,3,4],[3,2,0],[0,0,1]]);

3 4
A= 2 0
0 1

" Zunachst fiihren wir einen GaufRalgorithmus ohne Divisionen durch, um zu sehen, wie sich die M

| verschiedenen Kdrper verhalt:
3 4
-5 -12
0 -5

> ffgausselinm(A);
" Wir kénnen die gegebene Matrix aber auch direkt tGber den rationalen Zahlen auf strikte Stufenfo

[ > gaussjord(A);
4 0
0 1
0 O

ﬁ Bei der zweiten Matrix fuihren wir die Umformungen Uber den komplexen Zahlen durch:
[0

[EEN
o

| Das gleichen machen wir nun Gber Begn
[ > Gaussjord(A) nod 5;

> B =matrix([[0,sqrt(2),0],[0,1,1],[0,0,2],[1,0,0]]);
J2 0
B:= L1
0 2
| 0O O
> gaussj ord(B);
0 0
1 0
0 1
0 0

 Aufgabe 4:
| An dieser Stelle kommt nun wieder der euklidische Algorithmus zum Einsatz, um die Kombinatior
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| beiden Polynome zu ihrem ggT zu bestimmen:

[ > gecdex( XN4+xM3+xM2+x+1, x"2+1, X, p’, ' q');
| 1
> P q
1
* - x
[ > Godex(xM4+xM2+2, xN3+x72+1,x,’p’, ' q ) nod 3;
| 1
> p:
| X
> o
| 22X +x+1
[ >
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9.Gruppentbung Lineare Algebra |

"> with(linalg):
Warni ng, new definition for norm
. Warni ng, new definition for trace

| Aufgabe 1:

| Zuerst definieren wir die vorgegebene Matrix:
> A=matrix([[1,5,3],[2,-2,2],[-1,7,1]]);

1 5 3
A=12 -2 2
1 71

i Um den Rang der Matrix zu bestimmen, bringen wir sie zunachst mit dem Gaul3algorithmus a
| Stufenform:
[ > gaussjord(A);

4 []

1 0 - H
3_

1_

0 1 - O
3 4

L

0 0 00O

i Nun kénnen wir den Rang direkt ablesen.

. Uber den rationalen oder komplexen Zahlen kénen wir den Rang aber auch direkt angeben:
> rank(A);

2
"> B:=matrix([[1,3,0,2],[2,5,2,1],[6,7,1,0],[$3..6],[1%4]]);
3 0 20
5 1

w

1

\l
gaar N

o
[T T T TTTT

|-

4 6
1 10

ﬁ Uber einem Restklassenkorper geben wir den GauR-Algorithmus folgendermaRen an...
> Gaussjord(B) nod 7;

o Ok O
o O O

[T TTTTTT]

O r O O O

0 0

ﬁ und kénnen auch hier anschliel3end noch den Rang direkt ausgeben lassen (bzw. direkt able:
> rank(9%;

I 4
"> C=matrix([[1,1,1,0,1,0],[0,1,1,1,0,1],[0,1,0,0,1,0],[0,1,0,1,0, 1]
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,[1%4,0,0],[0,1,0,0,1,011);
1 1 0 1 0
1 1 1 0 14
1 0 0 1 OH
C=H 101 0 17
1110 OF
| 1 0 0 1 0O
> Gaussjord(C) nod 2;
0O 0 0 0 0Of
1 0 0 1 OH
0 1 0 0 OH
0 01 1 OH
000 0 15
| 0 0 0 0 oO
> rank(9% ;
| 5
| Aufgabe 2:
| Um den Zassenhaus-Algortihmus durchzuftihren, stellen wir zuerst die Matrix auf wie in der Vv
| angegeben:
> A=matrix([[1,2,3,4,1,2,3,4],[3,1,2,0,3,1,2,0],[1%8],[0, 1, 2, 3, 0%4]
,[2,1,2,1,0%4]1);
2 3 4 1 2 3 4
1 20 3 1 2 04
A= 111 11 1 14
123000 OF
1 21 0 0 0 0O

ﬁ Danach bringen wir sie auf strikte Stufenform und kdnnen die gesuchten Basen direkt ablesel
> B:=Gaussjord(A) nod 5;

Or OO
O r L b
L O OO
O o oo
O r W o

[T TTTTTT]

w
1
O O o+ O

W b PP WO

i 0 00 1 2
| Die Basis vorlJ + V entspricht den Zeilen der folgenden Teilmatrix...

> submatrix(B,1..3,1..4);
0O 0 4
e
0 1

| und die Basis des Schnittes \drundV enstpricht den Zeilen dieser Matrix:

=

|
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> submatrix(B,4..5,5..8);
0O 0 4

| 1 2 3
[ Wie man sieht, ist die erste Zeile der beiden Teilmatrizen identisch...

| Aufgabe 3:

| Wir definieren zunachst die gegebene Differentialgleichung:
(> ode: =di ff(y(x),x$2)+di ff(y(x), x)+y(x)=x"4+2*x+3;

2
ode := B;:zy(x) E+ %?Xy(x) E+ y(x)=x'+2x+3

ﬁ Nun kénnen wir die vollstandige L6sung (der inhomogenen Gleichung) explizit berechnen:
[ > dsol ve(ode);

y(x)=-23+26x-4x2+x*+_Cle /29 co%«/gx%_cz gl~1/2%) sin%ﬁx%

ﬁ Wir Uberprufen das Ergebnis durch Einsetzen...
[ > odet est (% ode) ;

0

ﬁ Betrachten wir nun die zugehdrige homogene Differentialgleichung mit ihrer Losung:
[ > dsol ve(l hs(ode) =0);

y(x)=_Cle™1/2% co%ﬁx%_cz gl"1/2x) sin%«/gxé

ﬁ Wie erwartet, bleibt beim Einsetzen die rechte Seite Ubrig.
[ > odet est (% ode);

| —x'-2x-3

| Aufgabe 4:

[ Fur die gegebene Matrix...
(> phi:=matrix([[1,2,3,4],[5,6,7,8],[9,10,11,12]]);

2 3 4
Q= 6 7 8
10 11 12

E kénnen wir zundchst den Kern auf zwei Arten berechnen sowie (zeilenweise) als Matrix schre
> nul | space(phi);

i {[2,-3,0,1],[1,-2,1,0]}
> BB:=matrix([[2,-3,0,1],[1,-2,1,0]]);

~ 30 1@
BB"% 210

> B: =gaussj or d( phi);
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0 -1 -2
B:= 1 2 3
0O 0 O

ﬁ Das gleiche gilt auch fur das Bild der Matrix:
> col space(phi);

i {[0.1,2],[1,0,-1]}
> CC=matrix([[1,0,-1],[0,1,2]]);

@ o -1@
CC.—E% -

> C: =gaussj ord(transpose(phi));

0 -1

1 2
C:=

0O O

0O O

| Nun kénnen wir entweder die berechneten Basen fur Kern und Bild so ergadnzen, dass die
Transformationsmatrizen den Vorgaben geniigen, oder aber wir wahlen einen intuitiveren Zug
Wir bringen die Matrix (durch Zeilenoperationen) auf strikte Stufenform und berechnen dabei
| gleichzeitig die Transformationsmatrix:

> Al: =augnent (phi,array(1l..3,1..3,identity));

2 3 4100
Al ::% 6 7 8 0 1 Og
| 10 11 12 0 0 1
> gaussjord(Al);

N -5 3 [
—H 1 0 -1 -2 0 — —H
- 2 2_
— 9 _5_
10 1 2 3 0 - — U
L 4 4 [
L L
10 0 0 0 1 -2 1 0

ﬁ Aus der gaul3reduzierten Matrix extrahieren wir die Transformationsmatrix.
(> C =submatrix(%1..3,5..7);

N -5 3 0
1 0 — - [
L 2 2_
C:=n 9 -5 M
1 0 = — [
B 4 4 L]
] ]
01 -2 1 0

| Wie man sieht, liegen die ersten beiden Spaltenvektoren ihrer InveBih(ip)...
> Cl:=inverse(%;
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o

2 1
Cl = 6
10 O

. und sie hat die folgenden Eigenschaften:

> eval m( Cl & gaussj ord(phi));
2 3 4
% 6 7 8@
10 11 12

0 -1 -2
¢l = 1 2 3
0O 0 O

| Mit dieser Matrix in Stufenform fahren wir nun fort, indem wir sie (durch Spaltenoperationen) ¢
Einheitsgestalt bringen, und auch hier wieder die Transformationsmatrix bestimmen. (Wir arb
| hier allerdings mit den transponierten Matrizen und Zeilenoperationen)

[ > gaussj ord(augnent (transpose(phi l),array(1..4,1..4,identity)));

0O 000 3 -2

> phi 1: =eval n{ C& phi);

1 000 2 41
0 01 0 -3 2
0001 -2 1

ﬁ Auch hier extrahieren wir wieder die Transformationsmatrix..
> B:=transpose(submatrix(%1..4,4..7));

RN WO O

N OO
N WO R
P N RO

| ... und es gilt die folgende Eigenschatft:
> eval m( phi 1& B);

0O 0 O
1 00
0 0 O

 Hieraus erhalten wir zusammen mit der obigen Beziehung die folgende Matrixgleichung, aus
erkennen, dasS undB die gesuchten Basiswechselmatrizen sindgumdie gewtinschte Form zu

| bringen.
0 0O
1 0
0 0O

> eval m( C&* phi & B) ;
ﬁ Weiterhin gilt auch noch (vgl. obige Matrix):
> rank(phi);

o
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10. Gruppenibung zur Linearen Algebra |

> with(linalg):
Warni ng, new definition for norm
. Vrning, new definition for trace

[ > phi:=(x1, x2, x3, x4) - >(x1+3*x2, Xx1+x2+x3+x4, x2+x4, x1) ;

@:=(x1,x2,x3,x4) - (XL +3x2,x1+x2+x3+x4, X2+ x4, x1)
>C—[[1 100] [1,0,-1,0],[12,12,-1,1],[2,-3,2,2]];

C:=[[1,-1,0,0],[1 0,-1,0],[1 1,-1 1],[2 -3 2 2]]
"> DD =[[0,-1,0,0],[0,-1,-1,0],[3,1,2,1],[2,-1,1,1]];

| DD :=[[0,-1,0,0],[0,-1,-1,0],[3,1,2,1],[2,-1, 1, 1]]

| Wie man sieht, sind C und D Basen @¥s
> rank(convert (C matrix));

4

> rank(convert (DD, matrix));

| 4

| Wir wenden nun zunéchst die Abbildung auf die Basis an...

> map(i->[phi(op(i))],OQ;
[[-2,0,-1,1],[1,0,0,1],[4,2,2,1],[-7, 3, -1, 2]]

T > pC. =t ranspose(convert (% matri x));

C =
P 1

2

| ...und transformieren das Ergebnis dann von der Standardbasis in die Basis C

> eval m(transpose(i nverse(convert(C matrix))) & pO;

19 1 34 -36

16 -1 -31 27

-7 1 15 -12

| 4 0 -7 7

| Jetzt stellen wir die Basiswechselmatrizen bzgl. der Standardbasis auf (beachte: Spaltenkonv

r>s-=[10,0,0],[0,2,0,0],[0,0,2,0],[0,0,0,1]]7;
S:=[[140,0,0],[0,1,0,0],[0,0,1,0],[0,0,0, 1]]

> SPhi S: =t ranspose(convert (map(i->[phi (op(i))],S),matrix));

3 0

2 1 4 -7
0 0 2 3
1 0 2
111

SPhiS:=

o Ok O

1 1
1 1
0 0

> SidC =t ranspose(convert (C matrix));
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11 1
41 0
SdC = o -1
I Jo 0
> G dS: =i nverse(SidC);
15 4
. 44 -4
CidS:= bH 2
| 01 -1
> SidD: =t ranspose(convert (DD, matri x));
0 O
1 -1
SdD = EO 1
| 0 O
> DidS: =i nverse(D dS);
-1
. -1
DldS.—g 1
| -1
> eval m( SPhi S&* Si dC) ;
2 1 4
0 0 2
1 0 2
| 111
| Damit erhalten wir nurfq)C (vgl. oben):
> eval m( G dS&* SPhi S&* Si dC) ;
19 1 34
16 -1 -31
7 1 15
I 4 0 -7
| entsprechend ist ¢”
> eval m G dS&* SPhi S&* Si dD) ;
24 -28 56
21 25 -53
10 -12 27
| 5 6 -12
| und_P ¢%
> eval m( D dS&* SPhi S&* Si dC) ;
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00 2 -3
10 -4 -2
7 4 19 -18

i 4 3 9 -16

| sowie schlielici? ¢

[ > eval m( D dS&* SPhi S&* Si dD) ;
1 2 -7 -3
2 3 -9 -3
12 -13 32 2
6 -5 10 -3

 Aufgabe 2:
"> phi:=matrix([[1,0,0,1,4a],[1,0,1,0,b],[0,1,0,0,¢],[1,1,0,1,d],[1,1,
0,1,el]);

O o0 or o
B PO O R

S

]
R PR, OO
DT Q0 oW
I O

> Gaussj or d( phi, 4) mod 2;

o O o r O
o O OO

(o
+
Q
I I A A

_ Aufgabe 3:
> A=matrix([[4,0,1,1],[0,-1,0,0],[1,0,4,0],[0,0,0,1]]);
011

0 O
0 4 0
| 0 1
> mnpol y(A X);
~15+8x+14x° -8 +x*

T > factor (9 ;

i (x=5) (x=1)(x=-3) (x+1)
> eigenvectors(A);

[51,{[1010]}1,3,14,{[-1,0,1,0]}1,[-1,1,{[0,1,0,0]}],[2,1,{[-3,0,1, 8] }]

[ >
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11. Gruppenubung zur Linearen Algebra |

[ > restart;

> wth(linalg):

Warni ng, new definition for norm
| Vrning, new definition for trace

 Aufgabe 1:
| Zuerst derfinieren wir uns die Hilfsfunktidn ni ndep, um zu tberprifen, ob eine Liste von

Vektoren linear unabhangig (Ausgahes) oder linear abhangig (Ausgdhkse) ist. Ein optionale
| zweites Argument gibt den Modul beim Rechnen in endlichen Kdrpern an.
> |inindep: =proc(vecs)
| ocal r:
if nargs>1 then
Gaussjord(matrix(vecs),’r’) nod args|2]:
el se
r:=rank(matrix(vecs))
fi:
RETURN( eval b( nops(vecs)=r))
end;

linindep := proc(vecs)
localr;
if 1 <nargsthen Gaussjor@matrix(vecs), 'r’) modargg 2]
elser :=rank( matrix(vecs))
fi;
RETURN evall{ nopgvecs) =r))

end

ﬁ Definieren wir nun die gegebene Matrix:
> Al:=matrix([[1,0,2,2,0],[0,1,1,0,1],[0,0,1,0,0],[2,0,1,0,0],[2,0

,0,0,1]11);
0 1 1 0O
1 1 0 10
Al:=[0 0 1 0 Of
0 1 0 Of
L 0 0 0 1O
| Zur Bestimmung des Minimalpolynoms beginnen wir mit einem beliebigen Vektor (vgl.
| Vorlesung)...

> V1:=vector([1,0,0,0,0]);

| V1:=[1,0,0,0,0]

| ...wenden die durch obige Matrix gegebene Abbildung an und erhalten so einen neuen Ve
> V11:=map(*‘ nmod‘, eval mAl&* V1), 2);

| V11:=[1,0,0,1,1]

| Mit Hilfe der oben definierten Funktion kénnen wir jetzt die beiden Vektoren auf lineare

. Unabhangigkeit Gberprifen:
( > |inindep([V1, V11], 2);
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true
| Da die Vektoren linear unabhangig sind, wenden wir die Abbildung nun zweimal auf den
| Ausgangsvektor an und nehmen das Ergebnis zu den bisherigen Vektoren hinzu.
> V12: =map(‘ nod‘, eval n( A1&* V11), 2);
| V12:=[0,1,0,1,0]
' Dieses Verfahren setzen wir solange fort, bois wir einen Vektor erhalten, der von den ande
| linear abhangig ist...
> linindep([V1, V11,V12], 2);
true
> V13: =map(‘ nod‘, eval n( AL&* V12), 2);
V13:=[1,1,0,0,0]
> |inindep([V1, V11, V12, V13], 2);
true
> V14: =map(‘ nod‘, eval n( A1&* V13), 2);
V14:=[1,1,0,1,1]
> |inindep([V1, V11, V12, V13, Vi4], 2);
| false
' Nachdem wir nun eine lineare Abhangigkeit erkannt haben, bestimmen wir die entspreche
| Linearkombination (Gaul3algorithmus oder scharfes Hinsehen):
> Nul | space(transpose(matri x([ V1, V11, V12, V13,V14])))nod 2;
i {[11011]}
| Diese schreiben wir nun in ein Polynom um, das den ersten Teiler unseres Minimalpolynol
| darstellt.
(> pl:=eval m(matrix([[1, X, x"2,x"3,x"4]])&op(¥)[1];
i pl::1+x+x3+x4
| Da wir bisher nur vier linear unabhangige Vektoren gefunden haben, der Raum aber fiinfd
| ist, missen wir nun einen weiteren Vektor wéahlen, der von den bisherigen linear unabhan
> V2:=vector([0,0,1,0,0]);
V2:=[0,0,1,0,0]
> |inindep([V]1, V11, V12, V13, V2], 2);
| true
. Nun verfahren wir genause wie oben, um einen zweiten Teiler des Minimalpolynoms zu er
> V21: =map(‘ nod‘, eval m(Al&* V2), 2);
V21:=[1,1,1,1,0]

> linindep([V2,V21], 2);
true
> V22: =map(‘ nod‘, eval m( A1&* V21), 2);
V22:=[1,0,1,0,1]
> |inindep([V2, V21, V22], 2);
true
> V23: =map(‘ nod‘, eval n( AL&* V22), 2);

Vv23:=[0,0,1,0,0]
> | i nindep([ V2, V21, V22, V23], 2);
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false

> Nul | space(transpose(matrix([V2, V21, V22,V23])))nod 2;

{[1,0,0,1]}
> p2:=eval mmatrix([[1,x,x"2,x"3]])&op(%N)[1];

p2:=1+x°

Da wir nun fiinf linear unabhéangige Vektoren betrachtet abeny,, v,; undv,), treten keine
weiteren Faktoren auf und das Minimalpolynom ergibt sich als kleinstes gemeinsames Vie
L der beiden berechneten Teiler:
[ > mu: =expand(| cm(pl, p2));
i |1:=1+x+x3+x4
> Factor(nmu) nod 2;

(x+1)> (¢ +x+1)

| Wir erkennen also, dass die Matrix nicht diagonalisierbar istluals einzigen Eigenwert hat.
> A2r=matrix([[2,0,0],[221],[-2,0,1]]);

2 00
A2 =2 2 1
2 01

" Bei der zweiten Matrix konnen wir genause vorgehen wie oben, rechnen nun allerdings Uk
| reellen Zahlen:
> V1:=vector([1,0,0]);

i V1:=[1,0,0]

(> V11: =eval m( A2& V1) ;

| V11:=[2, 2,-2]
> |ini ndep([V1, V11]);

I true

T > V12: =eval n( A2&*V11);

| V12 :=[4, 6, -6]
> |inindep([V1, V11, V12]);

false

ﬁ Also haben wir auch hier wieder eine Linearkombination gefunden:
> nul | space(transpose(matrix([V1, V11, V12])));

L { [2! -31 1]}

> pl:=evalm(matrix([[1, x,x"2]]) & op(9N)[1];

I pli=2-3x+X

. Da wir erst zwei linear unabhéngige Vektoren haben, geht es weiter...
> V2:=vector([0,1,0]);

I V2:=[0,1,0]
(> V21: =eval m A2& V2) ;
i V21:=[0,2,0]
| wie man sofort sieht...
> linindep([V2,V21]);

false
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> nul | space(transpose(matrix([V2,V21])));

7 {[-211}
(> p2:=evalm(matrix([[1,x]])&op(%)[1];
| p2:=-2+X
[ > mu: =expand(l cm(pl, p2));
| H:=2-3x+x
> factor(nu);

(x=1) (-2+x)

| Wir erkennen, dass die Matrix diagonalisierbar ist, kbnnen die Diagonalgestalt jedoch nocl
am Minimalpolynom ablesen.

| Berechen also die Eigenvektoren zum Eigenwert 2:

> nul |l space(A2-2*array(1..3,1..3,identity));

i {[1,0,-2],[0,1,0]}

. Der Eigenraum hat also die Dimension 2, und somit hat die Diagonalmatrix folgende Gest:

> diag(2,2,1);
0 0
T
0 1

ﬁ Wir hatten bei dieser Aufgabe auch das Minimalpolynom direkt berechnen kdnnen:
> m npol y( A2, X);

i 2-3x+X

_ und die Eigenwerte mit zugehdrigen Eigenvektoren:

[ > eigenvectors(A2);

L [1’1’{[01-1’l]}]’[2’2’{[1’0"2]1[0’1’0]}]

> A3:=matrix([[-21,0,0],[5,2,1],[4,0,1]]);

1 0O
A3=5 2 1
4 0 1

" Bei der dritten Matrix sei der ausfuhrliche Weg dem Leser Uberlassen und wir beschrankel
| direkte Berechnung:

[ > mu: =m npol y( A3, X);

| |1:=2—x—2x2+x3

> factor(nmu);

i (x=1) (=2+x) (x+1)

[ > eigenvectors(A3);

L [11 11 { [O’ '1! 1]}]! [_1’ 1’ { ['1! 1! 2]}]! [2! 1! { [O! 1! O]}]

. Damit hat die Matrix also die Diagonalgestalt

> diag(-1,1,2);
1 0O
oy
0 0 2
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 Aufgabe 2:




| gegeben ist die folgende Matrix mit WerterFip
> A =matrix([[4,0,4,1,0],[2,2,2,4,3],[2,0,2,2,4],[1,1,1,0,3],[2, 2,
4,3,3]1);

= O N O
R NN D
w b~ WO

[T TTTTTT]

W onN b~

L 2 4 30
| Bestimme zunéachst das Minimalpolynom wie oben angegeben:
> V1:=vector([0,1,0,0,0]);
| V1:=[0,1,0,0,0]
> V11: =map(‘ nod‘, eval (A& V1), 5);
V11:=[0, 2,0, 1, 2]
> V12: =map(‘ nod‘, eval (A& V11), 5);
V12:=[1,4,0,3, 3]
> |inindep([V1, V11, V12],5);
true
> V13: =map(‘ nod‘, eval n( A&*V12),5);
V13:=[2,0,0,4, 3]
> |inindep([V1, V11, V12, V13],5);
true
> V14: =map(‘ nod‘, eval m( A&* V13), 5);
V14:=[2,2,4,1, 0]
> |inindep([ V1, V11, V12, V13, V14],5);
true
> V15: =map(‘ nod‘, eval m(A&*V14),5);
V15:=[0, 3,4, 3, 2]
> Nul | space(transpose(nmatrix([ V1, V11, V12, V13, V14,V15])))nod 5;
{[4,3,1,3,4,1]}
> mu:=eval m(matrix([[1,x,x"2, x"3, x4, x"5]]) & op(¥)[1];
11::4+3x+x2+3x3+4x4+x5
> Factor(mu) nod 5;
OC+x+1) (¢ +x+2) (x+2)
Damit erhalten wir das Minimalpolynom wie in der Aufgabenstellung vorgegeben.

| Berechne entsprechend:
> Nul | space(eval M A"2+A+array(1l..5,1..5,identity)))nod 5;

{[3,2,1,0,1],[0,2,0,1,0]}
> Nul | space(eval n( A*2+A+2*array(1..5,1..5,identity)))nod 5;

{[4,2,1,0,0],[0,0,0,2 1]}
> Nul | space(eval n(A+2*array(1..5,1..5,identity)))nod 5;

{[0,4,1,1,1]}
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' Aufgabe 3:

| gegeben zunachst das Polynom:

[ > pl: =x"5-3*x"M4-4*x+12;

| p1:=x5—3x4—4x+12

" Nun kénnen wir die zugehdrige Begleitmatrix folgendermalf3en ageben:
[ > conpani on(pl, x);

0 0 0 -120
0 00 4
10 0 oF
010 04
00 1 30

> factor(pl);

(x=3) (¥ -2) (X +2)
wir sehen: Die Matrix ist nicht diagonalisierbar.
> p2: =XN5- 4*F XN 44+XN3+8* XN 2- 6* X

p2:=xX - 4x* +x3+8xX° - 6x

1

> conpani on(p2, X) ;

0 0 0 O
0 0 0 6
1 0 0 -8
01 0 -1H
0 0 1 40

> factor(p2);
X(x=1)(x-3) (¢-2)
> factor(p2,sqrt(2));
| (x—ﬁ)(x+ﬁ)(x—3)x(x—1)
| Das Polynom zerfallt also nicht Gber den rationalen Zahlen, wohl aber tber den reellen Za
| vollstandig in Linearfaktoren, also ist auch nur dort die Matrix diagonalisierbar.

 Aufgabe 4:

| Fur die gegebene Matrix berechnen wir Minimalpolynom, Eigenwerte und Eigenraume:
> alpha:=matrix([[0,1],[-1,0]]);

o= 0 1
I 01 0
> mu: =m npol y(al pha, x);
| Hi=x+1

> ei genval ues(al pha);
[, -l
> ei genvect ors(al pha);

i (L L {031} [0 L {1, -]} ]

[ >
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12. Gruppenubung zur Linearen Algebra |

[ > restart;
> wth(linalg):

Warni ng, new definition for norm
| Vrning, new definition for trace

" Zuerst definieren wir uns die Hilfsfunktidri ni ndep (vgl. 11. Ubung), um zu Uberprifen, ot
Liste von Vektoren linear unabhangig (Ausgabe: true) oder linear abhangig (Ausgabe: fals
| optionales zweites Argument gibt den Modul beim Rechnen in endlichen Kérpern an.
> 1inindep: =proc(vecs)
| ocal r:
if nargs>1 then
Gaussjord(matrix(vecs),’r’) nod args|2]:

el se
r:=rank(matrix(vecs))
fi:
RETURN( eval b( nops(vecs) =r))
end;
linindep := proc(vecs)
localr;

if 1 <nargsthen Gaussjor@matrix(vecs), 'r’ ) modargg 2]
elser :=rank matrix(vecs))
fi;
RETURN evald nopgvecs) =r))
end

 Aufgabe 1:

| Zuerst definiere die vorgegebene Matrix:
"> A =matrix([[0,-3,0,1],[-1,2,0,-1],[1,3,1,-1],[1,3,0,0]]);

0 30 1
1 2 0 -1
A'_131-1
1 30 0

" Nun berechnen wir systematisch das Minimalpolynom nach dem schon in der letzten Ubui
| vorgestellten Verfahren:
> V1:=vector([1,0,0,0]);

7 V1:=[1,0,0,0]
> V2:=eval n{ A& V1) ;
V2 = [0, '11 11 1]
> | i nindep([V1, V2]);
true

T > V3: =eval n{ A& V2) ;
7 V3:=[4,-3,-3,-3]

> linindep([V1,V2,V3]);
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true

[ > V4: =eval n{ A&* V3);
V4 :=[6, -7, -5, -5]
> linindep([V1, V2,V3,V4]);
false
(> nul | space(transpose(matrix([V1,V2,V3,V4])));
{[2,-1,-2 1]}
> pl:=evalm(matrix([[1, x,x"2,x"3]])&op(W)[1];
plL:i=2-x-2X+X
> V5:=vector([0,0,0,1]);
V5:=[0,0,0,1]
[ > V6: =eval n{ A&* V5) ;
V6:=[1,-1,-10]
> |inindep([V5, V6]);
true
T > V7: =eval n{ A&* V6) ;
V7:=[3,-3,-3,-2]
> linindep([V5, V6, V7]);

false
> nul | space(transpose(matrix([V5,V6,V7])));
L {[2) -31 1]}
> p2:=eval m(matrix([[1,x,x*2]]) & op(%)[1];
I p2:=2-3x+X
| Damit erhalten wir also das Minimalpolynom:
"> mu: =expand(l cm(pl, p2));

I Hi=2-Xx-2xX+x°
. und kdnnen die Eigenwerte ablesen:
> factor(%;

i (x=1) (x=2) (x+1)
[ Mit einer Kurzschreibweise fiir die Einheitsmatrix
(> l4:=array(1l..4,1. .4,identity);

| 14 :=array(identity, 1..4,1..4,[ ])
| berechnen wir nun die zugehdrigen Eigenraume:

> E[1]: =nul | space(A-14);

| E, ={[0,0,1,0],[1,-1,0,-2]}
> E[2]:=null space(A-2*14);

7 E2 ={[-1,1,1,1]}
"> E[-1]:=nul | space( A+l 4);

E,={[-10,1,1]}

ﬁ Wie wir sehen, bilden die Eigenvektoren eine Basis des Raumes:
"> linindep([op(E[1]),0p(E[2]),0p(E[-1])]);
true
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| Wir konnen in diesem Fall das Ergebnis naturlich auch direkt ausrechnen:
> mnpol y(A X);

2-X-2X+%X

" > eigenvectors(A);
[-1,1,{[-1,0,1,1]}],[2 L {[-1, 1, 1,1]}],[1,2,{[0,0,1,0],[-1,1,0,2]}]

 Aufgabe 2:

. Schreiben wir die gegebene Bilinearform zunachst in der Form fir Monome auf:
> phi:=(i,j)->int(x*(i-1)*x"(j-1),x=0..1);
1

o:=(i,j) - %x“'l)x(j_l) dx
0

ﬁ Damit ergibt sich die Grammatrix folgendermalf3en:
> Phi:=matrix(3, 3, phi);

u 1 1 [
1 = - [
N 2 37
11 1 1 [
=0 - - — [
12 3 4 [
1 1 1y
L 03 4 5 O
" Nun berechnen wir unter Benutzung der angegebenen ®Bjs+ 2 B, + B,, B, + B,) und
| erhalten
> evalm[1, 2, 1] & Phi & vector([1,0,1]));
101
30

' Um eine Orthogonalbasis beziiglichu bestimmen, fiihren wir zuerst das Verfahren der simt
Zeilen- und Spaltenumformungen durch (hier nur Zeilenumformungen durchgeftihrt, da die

| Spaltenumformungen die Basiswechselmatrix nicht mehr verandern)
> concat (Phi,array(1..3,1..3,identity));

N 1 1 N
11 = = 1 0 o
N 2 3 N
H1 1 1 -
o= = = 0 1 o
2 3 4 N
11 1 1 N
H = = = 0 0 15
03 4 5 5

> gaussel i M % 3) ;
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N 1 1 N
11 = - 1 0 oC
N 2 3 N
- 1 1 1 -
1 0 — -~ = 1 0f
N 12 12 2 N
N 1 1 N
H O 0 — - -1 1H
5 180 6 5

ﬁ Wir erhalten als Basiswechselmatrix zur Orthogonalbasis:
> BidBs: =transpose(submatrix(%1..3,4..6));

101

BidBs := 2 6
1 -1

0O O 1

| Ausgehend von der Standardbasis kénnen wir das gleiche Ergebnis auch sukzessiv mit de
Gram-Schmidtschen Orthogonalisierungsverfahren berechnen: (Achtung: die Ergebnisvek
| sind hier noch nicht normiert!)

r>B:=[2,0,0],[0,1,0],[0,0,1]];

B:=[[1,0,0],[0,1,0],[0,0,1]]

> Bs:=[[],[1,[11:
> Bs[1]:=B[1];

| Bs, :=[1,0,0]
> Bs[2]:=B[2]-eval m Bs[1] & Phi & B[ 2] )*Bs[ 1];

1
Bs, := EE 1,0%

> Bs[ 3] : =B[ 3] - eval m( Bs[ 1] & Phi & B[ 3] ) *Bs[ 1] - (eval n( Bs[ 2] & Phi & B[ 3
1))/ eval m(Bs[ 2] & Phi & Bs[ 2]) *Bs|[ 2] ;

B
fron B o

ﬁ Daraus ergibt sich nun folgende Orthonormalbasis
> Bn:=map(i->i/sqrt(eval n(i & Phi &1)), Bs);

o m 2Bl 0B o 155

ﬁ mit der Eigenschaft (als Uberprifung der Orthonormalitét):
> matrix(3,3,(i,j)->evalm(Bn[i]& Phi&Bn[j]));

0 O
1 0
0 1
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> Bs;

_ Aufgabe 3:
| Zur gegebenen Matrix




> phi:=matrix([[-2,1,-1,0,0],[-1,1,-1,1,0],[0,0,-1,1,0],[0%4,1],[-
2,3,-1,0,-2]1);

31 1 -1 0 OO
41 1 -1 1 oC
@:=H0 0 -1 1 O
o 0 0 0 1F
92 3 -1 0 -20

E bestimmen wir zunachst das Minimalpolynom:

> m npol y(phi, Xx);

i —-1-3x-2X+2xX+3x'+X°

> mu: =factor(%;

i Mi=(x-1) (x+1)"

| Der Eigenraum zum Eigenwert 1 ergibt sich dann zu

[ > nul |l space(phi-array(1l..5,1..5,identity));

| {[1,3,1,2 2]}

| wobei wir die zweite Komponente der Zerlegung nun sowohl als Kern als auch als Bild bes
| kénnen (vgl. Vorlesung)

[ > V2: =col space(phi-array(1..5,1..5,identity));

| v2:={[10,0,0,3],[0,1,0,0,-4],[0,0,0,1,-3],[0,0,1,0,1]}
> V3:=nul | space(eval n{(phi +tarray(1..5,1..5,identity))"4));
| v3:={[10,0,0,3],[0,1,0,0,-4],[0,0,0,1,-3],[0,0,1,0,1]}

| und erkennen, dass wir den gleichen Raum erhalten:

[ > intbasis(V2,V3);
{[,0,0,0,3],[0,1,0,0,-4],[0,0,0,1,-3],[0,0,1,0,1]}

 Aufgabe 4:
"> A =matrix([[1$5],[0,0,1,0,1],[0,1,0,0,0],[1,1,0,0,0],[0,1,1,0,0]
1)
1 1 1 10
0 1 0 1
A=[0 1 0 0 Of
1 0 0 0
1 1 0 0O

E Zuerst berechnen wir wie gehabt das Minimalpolynom der gegebenen Matrix (vgl. 11. Ubu
> V1:=vector([1,0,0,0,0]);

| V1:=[1,0,0,0,0]

> V11:=map(‘ nod‘, eval m(A&* V1), 2);

| V11:=[1,0,0, 1, 0]

[ > V12: =map(‘ nod‘, eval n( A& V11), 2);

| V12:=[0,0,0, 1, 0]

> linindep([V1, V11, V12], 2);

| false

> Nul | space(transpose(matrix([V1, V11, V12])))nod 2;
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{[1,1,1]}
> pl:=evalm(matrix([[1,x,x"2]])& op(%)[1];
pli=1+x+X
> V2:=vector([O0,1,0,0,0]);
V2:=[0,1,0,0,0]
> V21: =map(‘ nod‘, eval m(A&*V2), 2);
V21:=[1,0,1,1,1]
> V22: =map(‘ nmod‘ , eval m(A&*V21), 2);
Vv22:=[0,0,0,1, 1]
> linindep([V2, V21, V22], 2);
true
> V23: =map(‘ nod‘, eval n( A&* V22), 2);
Vv23:=[0,1,0,0,0]
> linindep([V2,V21,V22,V23], 2);
false
> Nul | space(transpose(matrix([V2, V21, V22,V23])))nod 2;
{[1,0,0,1]}
> p2:=eval m(matrix([[1, x,x"2,x"3]])&op(W)[1];
p2:=1+x°
> linindep([V1, V11, V2,V21,V22], 2);
true
> mu: =expand(Lcm(pl, p2) nod 2);
Hi=1+x°
> Factor(nmu) nod 2;
I (L+x+x) (x+1)
| Damit ergibt sich nun die folgende Zerlegung des Raumes mit Hilfe des Eigenraumes bzw

| erweiterten Eigenraumes (den wir auch wiederum als Bild berechnen kénnen).
> 15:=array(1..5,1..5,identity);

| I5:=arrayidentity, 1..5,1..5,[ ])

> V_1:=Nul |l space(eval m(A-15)) nod 2;

| VvV 1:={[1,1,100]}

> V_2:=Nul | space(eval m A*"2+A+I 5)) nod 2;

| v 2:={[0,0,010],[0,0,1,0,0],[0,1,0,0,1],[1,0,0,0,0]}
[ > transpose(Gaussjord(transpose(eval mA-15))) nod 2);

0 0 0
10

0 0
10 oLl

ﬁ Konstruieren wir nun die Basis wie im Beweis angegeben...
> Bi=[[]%5];

i B:=[[ LILILILLI
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> B[1]:=op(V_1);

I B,:=[1,1,1,0,0]
> B[2]:=V_2[1];

| B,:=[1,0,0,0,0]
> B[3]:=map(‘ nod', eval (A& B[ 2]), 2);

| B;:=[1,0,0,1,0]
> B[4]:=V_2[3];

| B,:=[0,0,1,0,0]
> B[5]:=map(‘ nod', eval (A& B[4]), 2);
B;:=[1,10,0,1]

ﬁ mit der Basiswechselmatrix...
> T:.=transpose(nmatri x(B));

—
I

o O o -

= O O Kk

O OO

IIIIIOIIOI'IAIPAI

0 0 01

ﬁ und erhalten schklie3lich als Darstellung unserer Matrix in der Ausgangsbasis:
> map(‘ nmod', eval m( (I nverse(T) nod 2) & A&*T), 2);

0 OQ

O O Fr = O
m O O O O
= = O O

o O O
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13. Gruppenubung zur Linearen Algebra |
E> with(linalg):

Aufgabe 1:

| Gegeben sind die folgenden Matrizen:
(> Phi:=matrix([[2,1,1],[1,2,1],[1,1,2]]);

1 1
dbzzg 2 lg
| 1 2
> phi:=matrix([[-1,-1,-2],[-1,-1,-2],[3,3,10]]);
1 -1 -2
cp:=§1 -1 Zg
| 3 3 10
(> psi:=matrix([[-1,-2,-1],[3,10,3],[-1,-2,-1]]);
1 -2 -1
ljJ::gB 10 3@
1 -2 -1

E Rechne zunéachst direkt nachgoindy selbstadjungiert sind:
[ > phi _ad: =eval (i nverse(Phi ) &transpose(phi) & Phi);

41 -1 -2
phi_ad:=Hd1 -1 -2

03 3 10
T > psi _ad: =eval n(i nver se( Phi) & transpose(psi) & Phi);
41 -2 -1
psi_ad := %3 10 SE
| 41 -2 -1
[ oder berechne einfacher (also ohne Matrixinversion):

> eval m( Phi & phi =t ranspose( phi) & Phi ) ;

0 4 0 4
0 4= 0 4
4 16 4 16

> eval m( Phi & psi =t ranspose( psi ) & Phi);

4 0
16 4=
| 4 0

| ...was zum gleichen Ergebnis flhrt.

 Aufgabe 2:

[ Gegeben die Matrix:
"> A=matrix([[3,-2,-1],[-2,3,-1],[-1,-1,9/2]]);

LI T 11

*

O T
gkl g
H
~No b
o A O
LI T T
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aog2 3 1
a 9
1 -1

2

E Berechne zunachst Minimalpolynom und Eigenwerte mit zugehoérigen Eigenrdumen:
> m npol y(A X);

5 11
— - X+X
2 2

> ER =ei genvect ors(A);

ER= = 1 (H, 1,54 A15,2.(0.1,21,[1,0,-2]}]

i Nun stellen wir eine Orthogonalbasis auf: den ersten Eigenvektor kdnnen wir gleich Gbern:
| den zweiten Eigenraum missen wir noch m,it dem Gram-Schmidt-Verfahren orthogonalisi
> vl1:=convert(op(ER[1,3]),!list);

.

> v2,v3: =op( G anSchni dt (ER[ 2, 3])) ;

v2,v3:=[1,0,-2], Eg’ 15%

ﬁ Durch Normieren erhalten wir nun eine Orthonormalbasis:
> v:=map(w >expand(w norm(w, 2)),[v1l,v2,v3]);

LR -

 mit der dazugehorigen Transformationsmatrix:
> U =transpose(convert (v, matrix));

1 4
1% 1508

c
I
(@]
Wik
P
CITOTTTTTITTTTTTI]

ﬁ Wie wir sehen, ist die Matrix orthogonal
> eval m(U&* transpose(U));

ﬁ und diagonalisiert die Ausgangsmatrix.
> eval m(transpose(U) & A& U) ;
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14. Gruppenubung zur Linearen Algebra |
E> with(linalg):

Aufgabe 1:
"> B:=matrix([[2,1,0],[1,0,2],[0,2,1]]);

1 0
B:= 0 2
2 1

" Wie wir sehen, isB symmetrisch und damit selbstadjungiert, d.h. wir kdnnen eine
| Hauptachsentransformation durchfiihren (vgl. 13. Ubung, Aufgabe 2):

| Hierzu berechne zunéachst Minimalpolynom, Eigenwerte und Eigenraume:
> m npol y(B, X);

I 9-3x-3xX+X
[ > ER =ei genvectors(B);

ER:=[3,1,{[L 1 1]}], 3,1,{%?%55@—31%%
et 3

ﬁ Damit erhalten wir die Orthogonalbasis
> OG=[ER1,3,1],ER 2,3,1],ER 3, 3,1]];

1 1 1
%1111% [ [__1%%[ 22 2[1%
ﬁ die sich zu folgender Orthonormalba3|s normiert:
"> ON: =(map(v->sinplify(eval m(1/ norm(v, 2)*v)), O );

B33 e e .26
Sfaaea) - fs (33

mit folgender orthogonaler Transformationsmatrix:
> U =transpose(matri x(ON));

(3 -2f3+43) f3(1+3)
U=1/3 «/5( 1+4/3) - ﬁ(lﬂf)
TR E s

> sinplify(eval m(U&transpose(U)));

0 O
1 0
0 1

1

N N N Y I




 und der Hauptachsentransformation
> Dl:=sinmplify(eval mtranspose(U) & B& U));

0 0

I 0 -3
| Setze nun:
> DA =map(‘ abs‘, Dl);

DA=[0 /3 0
0 43

ﬁ Damit erfillen nun die folgenden Matrizen die gewiinschten Bedingungen:
(> A =sinplify(eval mU& DA&*transpose(U)));

+§¢E 1—é¢5 1—§¢§

A= —?/E 1+§ﬁ 1—§ﬁ
1 1 2

—§¢5 1—5¢5 1+§¢5

| ist symmetrisch und (nach Konstruktion VDA) positiv definit, und
> g:=eval n(i nverse(A) & B);

(@)
1]
w | =
w | =
|
w | =
o
w | =
=
+
w =
LI T T TITITITTITIIT T

ﬁ ist orthogonal:
> sinmplify(eval m(g&transpose(qg)));

O r O
P O O
111

ﬁ Damit gilt nun also:
> sinplify(eval n(A&*Q));

> sinplify(eval n(g&* A));
1 0
0 2
| 2 1

| 2. Verfahren: Berechne eine positive Quadratwurzel der MB#B% (vgl. 13. Ubung, Aufgabe 3

R = o5
N O B
= N O
T 11
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> C. =eval M B&transpose(B));

2 2
C ::% 5 2@
| 2 5
. Berechne nun eine Orthonormalbasis wie oben:
> m npol y(C, x);
27-12x+X
> ER =ei genvectors(C);

ER:=[9,1{[1 1 1]}1.13,2,{[-1,1,0],[-1,0,1]}]
"> v1:=ER[ 1, 3, 1];

vi:=[1,1,1]
> v2,v3: =op(Gantchm dt (ER[ 2, 3]));

1-1
V2, V3= %,5,1%[-1, 1, 0]
> ON: =map(v->eval m(v/norm(v, 2)),[vl,v2,v3]);

1 1 1 1 1 1 1
oN:= /353 33 g /o o s e 2 5 /2 0
ﬁ Daraus ergibt sich wieder die orthogonale Matrix
> U =transpose(matri x(ON));

CIOT T T TTITTTTTITI]

> eval n{ U&* t r anspose(U)):

0 0
1 0
0 1

E Die Ausgangsmatrix wird folgendermafien diagonalisiert:
> Dl :=eval m(transpose(U) & C& U);

0 O
DI := 3 0
0 3

ﬁ Aus den Diagonaleintragen kdnnen wir nun die Wurzeln ziehen und erhalten:
> DW=map(‘sqrt‘,Dl);

0O O
DW:=[0 /3 0
, 0 43
" Also setzen wir damit nun die Matrixwir folgt fest (durch Riicktransformation der
| Wurzelmatrix):

:
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[ > AA: =eval m( U& DW&*t r anspose(U));

2 1 1
+§¢§ 1—§¢§ 1—§¢§
AA = —éﬁ 1+§ﬁ 1—§ﬁ

1 1 2
_§¢§ 1-§¢5 1+5¢5

| Wir erkennen, dass wir die gleiche Matrix erhalten haben wie im ersten Verfahren, und dal
| auch das gleichg.
> eval N AA-A);

0 0

3

0 0
 Aufgabe 3:
> al pha:=matrix([[1,1,0,0],[2,1,2,1],[0,1,1,0]]);

1 00
a = 1 2 1
1 1 0

ﬁ Nach Aufgabenstellung hat die Basiswechselmatrix die Gestalt
> A=matrix([[21,2,1],[2,1,1],[1,2,0]]);

2 1
A= 1 1
2 0
| 3
| Da die Matrix vollen Rang hat, ist wieder eine Basis entstanden, und die gesuchte Matrix ¢

| sich als
> map(‘ nod', eval n{transpose(al pha) & A), 3);

1 0

o

> rank(Gaussj ord(A) nod 3);

2 2
1 2
1 1
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15. Gruppenubung zur Linearen Algebra |
E> with(linalg):

Aufgabe 1:

| Definiere zunachst die gegebenen Matrizen:
> A=matrix([[x+2,1,0],[2,x,1],[1,1,x+1]]);

+2 1 0
A=42 X 1
1 1 x+1

ﬁ Nun konnen wir die Determinante berechnen (beachte den jeweiligen Restklassenkorper):
> Det(A) nod 3;

| X+ 2 X

> B:=matrix([[O0,0,1,0,1],[2,0,0,2,0],[0O, 1%4],[1,12,0,1,1],[0,1,1,1,
011);

=)

N Y Y

U9)

1
P PP OO
R OR OBk
O r L Ok

> Det (B) nod 2;
1
"> C=matrix([[2,1,1],[1,21],[1,1,2]1);

1 1
C:= 2 1
1 2

ﬁ analog fur eine Determinante tGber den reellen (bzw. komplexen) Zahlen
> det(0O;

4

[ >
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