LA Zusammenfassung

4. Februar 2001

Vom Minimalpolynom bis Multilinearformen

1 3.50 Def Minimalpolynom

1. Fir A € K" und P = p(z) = ap + a1 X + ... + agX? € K[z]Seip(A)
definiert als p(A) := agl, + a1 A+ A2 A% + ... + agA? weiter heisst K [z] —
K™™ : p — p(A) der Einsetzungshomomorphismus zu A und das nor-
mierte Polynom p4(z) = p = 2%+ ag_129 " + ... 4+ ap minimalen Grades
mit p(A) =0 heisst das Minimalpolynom von A.

2 3.51 Bemerkung

1. Der Grad des Minimalpolynoms von A ist das kleinste d € N mit (I, 4, ... A9)
linear abhéngig. Insbesondere ist das Minimalpolynom wohldefiniert.

2. Das Minimalpolynom, genauer p : K™" — K[z] : A — pa(z) ist eine
Invariante der Konjugationsoperation von GL(n,K) auf K™*".

3. Sei @ € End(V),b € V™ Basis von V und A =8 of = p,(2) = pa(x)

4. Ist p € K[z] das Minimalpolynom von « bzw. von A. so ist der Kern des
Einsetzungshom. gleich pK[z]. Insbesondere ist das Bild des Einsetzungs-
homomorphismus von der Dimension =Grad p(x)

3 3.53 Begleitmatrix

Eine Begleitmatrix zu einem Minimalpolynom P = p(z) = ag + a1 X + ... +
agX? € K[r] wird nach dem folgenden Schema aufgestellt:

0 0 ... 0 —ap

10 .0 —a]

01 0 e K¢
0 0 ... 1 —Qaqd—1



4 3.55 Def Eigenvektor

Sei « € End(V), (V e.e. K-VR)

1. Ein a € K heisst Eigenwert von « falls ein Vektor v # 0 ex. mit a(v) = av.
In diesem Fall heisst v Eigenvektor und E,(a) = E(a) := Kern(a—aldy)
der Eigenraum vom Eigenwert a von «

2. Ist E eine Basis von V aus Eigenvektoren von «, so heisst E eine a-
eigenvektorbasis oder einfach Eigenvektorbasis von V.

3. Entsprechend fir Matrizen A € K"*"

5 3.57 Lemma

a:V = Viin, Vee K-VR {0} #U <V mit «(U) < U Setze :U — U :
u — au)
= pp()|pa ()

6 3.58 Satz

a € End(V), (V ee. K-VR) a € K EW von a < a Wurzel des Minimalpoly-
noms fio ()

(ta(a) = 0)

7 3.61 Def

1. Seien Uy,...U, K-VR Die &dussere dir. Summe der U; ist definiert als
Ul@@U = ?lei = {(UIaaun”ul € Ulal = l,n} mit
a(ul’ R 7Un) = (aul, . ,aun),a € K,u; € Uz‘)

2. Der K-VR V heisst (inner) direkte Summe der Teilrdume U;, ..., U, <V
falls @, Ui — V @ (u1,...,uy) = up + ... + uy, ein Isomorphismus
ist, d.h. jedes v € V kann eindeutig als V = u; + ... + u, mit u; € U;
geschrieben werden.

3. m € (End(V))"™ heisst eine Zerlegung der Identitédt (in orthogonale Pro-
jektionen), falls gilt
miomj = 0;m, 1 <i,j <nund Idy =m +---+m, Ist V =P;, U;

B' € (U)dg) Basis von Ui = B = (B{",..., By}, BY,...BY) -+ . BY)) €
Vi mit [ = d(1) 4 --- +d(n) ist eine Basis von V, eine solche Basis heisst

angepasst.

8 3.62. Lemma

1. Sei V. =@]-, U;. Dann definiert m; : V= V :ug + - - +uy = ui(u; € U;)
mit 2 = 1...n eine Zerlegung der Identitat mit U; = Bildmw;



(m1,...,my) heisst die zur direkten Summenzerlegung V' = @;_, U; asso-
ziierte zerlegung der Identitét.

2. Ist m € (End(V'))™ eine Zerlegung der Identitét, so gilt V = @, Bild(m;)
und 7 ist die zur dieser direkten Summenzerlegung assoziierte Zerlegung
der Identitét.

9 3.63. Satz

Sei V.= @}, U; eine dir. Summenzerlegung mit assoz. Zerl. = € (End(V))"
der Identitit und o € End(V)
Folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) a(UZ) < UZVZ = 1, N
(b) aom =mioaVi=1,...n (In diesem Fall : « ist vertriglich mit der
Zerlegung )

1. Ist « vertriglich mit der Zerlegung undist B = (B; /, ... ,Bd(l),BEQ), . B§(2), e

eine angepasste Basis mit B() ¢ (U;))v;
= a = Diag(B{",..., By}, BY, ... B{) ., B
wobei «; : U — U; : u — a(u)

10 3.64. Satz

Sei V ein e.e. K-VR und « € End(V') mit Minimalpolynom p(x) = po(z) vom
Grad d.

Genau dann existiert eine Basis aus EV, wenn p genau d verschiedene Wurzeln
$1,...,8q hat.

11 3.65 Satz

Sei V ein e.e. K-VR und a € End(V) mit Minimalpolynom puq(z) € K[z]

1. ist po(z) = p1(x)p2(x) mit p1,p2 € K[z] teilerfremd und normiert
(99T (p1,p2) = 1)
= es existiert eine mit « vertrigliche dir. Summenzerlegung V = T @
Ty,s0 dass a; : T; — T; : T — a(T) MinPol p;(z) hat.
Insbesondere hat o Blockdiagonalgestalt fiir angepasste Basen.

2. Ist pol(z) = Il pi,pi € K[z] paarweise teilerfremd und normiert —
ex. eine mit « vertriigliche dir. Summenzerlegung V' = @;; T;,s0 dass
a; := a|r, : T; = T; Minimalpolynom p; hat.



12 3.66 Lemma

Sei @ € End(V) mit irreduziblem Minimalpolynom p,(z) € K[z] vom Grad d
= Dim V.

Ist v e V — {0}
= B := (v,a(v),...,a% 1 (v)) ist eine Basis von V und Pa®? =Begleitmatrix
von ()

13 3.68 Algorithmus

Gegeben : a € End(V), V e.e. K-VR.
Gesucht : Das Minimalpolynom 4 ()
Algorhytmus:

1. Wihle v € V — {0}

2. Bestimme das Minimalpolynom g4, () von v durch Testen wann
((v), (v, a(v)), (v, @(v), &?(v), .. .)erstmals lL.a. wird.
Ist a € KMt1)*1 die erste lin.Abhingigkeit mit a,4; = 1 also
(v, a(v),...,a™(w))-a=0
= fap(T) =a1 +az+ -+ anz" ! + "
Setze W =< v,,a(v),...,a"(v) > undpu(z) = pap(x).

3. Solange W # V, wihlev e V — W
Bestimme das MinPol pq 4, (2)

Ersetze p(z) durch KgV (u(x), pap(z)) =
% und W durch W+ < v, a(v), a?(v),--- >
Falls W # V| wiederhole Schritt 3.

4. Sobald W=V ist, giltu(z) = pa(x).

14 3.69 Satz

Sei a € End(V) mit irreduziblem Minimalpolynom p ()

= Grad(pa(x)) [PV

weiter ex. eine Basis B von V mit 2a® = I, ® M, := Diag(M,,,...,M,,)
—_————

wobei 7 - Grad(pa) = DimV und M, die Begleitmatrix zu p, ist.

15 3.70 Folgerung

Sei a € End(V) mit MinPol s (z) =!_; pi(z) mit p;(z) € Klx] irred. und
normiert. Genau dann existiert eine Basis B mit

Bab = Diag(Irl ® Mp1 (ZE), s aIrl ® Mpl(x)) .

wenn die p; paarweise verschieden sind. Siehe U 12.
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3.71 Lemma

Ein normiertes Polynom p(z) € R[z] ist genau dann irreduzibel (in R[z]) falls
p(z) = x — a fiir ein a € R oder p(z) = 22+ azx + b fiir a,b € R mit a? —4b < 0

17

4.1 Def Inneres Produkt

Sei V ein R-VR

1.

Klar:

18

Eine symmetrische Bilinearform & auf V ist eine Abb

®:V xV = R mit

O (v,w) = ®(w,v)Vo,w € V und

@ (v, awy +bwy) = a® (v, w1) +bP (v, w2)Vv, w;, we € V Die Abb. V — R :
v — ®(v,v) heisst die von ® induzierte quadratische Form.

. Ein inneres Produkt oder eine positiv definite Bilinearform oder ein pos.def.

Skalarprodukt auf V ist eine symm. Bilinearform ® auf V mit ®(v,v) >
Ovo € V — {0}

. Ist DimV < und @ ein inneres Produkt auf V, dann heisst (V, ®) ein

Euklidischer VR oder ein endlich dim. Hilbertraum.

R = LA € R""| A" = A} bezeichnet die Menge der symmetrischen

sym

Matrizen iiber R. A € Ry (7 heisst positiv definit falls

m

z'" Az > OVr € R™! — {0}

symm. Bilinearform ist in beiden Komponenten linear.

4.2 Beispiel

. V=R

®:VxV = R: (vyw) — vjw; + -+ + vywyist ein inneres Produkt,
Standardskalarprodukt.

Allg. V = R"M*™

®:V xV = R: (A B)— Spur(AB') inneres Produkt, gennant Stan-
dardskalarprodukt auf R™*"

. Sei V < RR ein VR von stetigen Funktionen.

©:V XV = R(f,g) —~ [? fz)g(x)ds.
Falls int? | f(z)%dz > OVf € V, f # 0, dann ist ® ein inneres Produkt(z.B.
wenn V aus Polynomfunktionen besteht.)

. Sei V ein R-VR, e.e und B € V" Basis von V.

Fiir A € Rypist  : VxV = R: (v,w) — (vB)" AwP eine symm.

Bilinearform.
® inneres Produkt < A positiv definit, (z.B. A=1I,)



19 4.3 Satz

Sei V ein R-VR mit Basis B € V" und ® : V x V — R symm. Bilinearform
Notation: p®Z :n xn — R: (i,5) = ®(B;, B))
heisst die Grammatrix von ® bez. B

Es gilt: g®P € R™*" und fiir alle v,w € V gilt:

sym
(I)B B B)tr

d(v,w) =vp- B w mit vg = (v

20 4.4 Folgerung

Sind B,C € V™ Basen von V, und @ Bilinearform auf V
t
=c ®¢ = (Pidf) " (5®7) - (Pidf)

21 4.5 Definition

Sei (V,®) Eukl. VR.

1. Das Paar (z,y) € V2 heisst orthogonal falls ®(z,y) = 0

2. Eine Basis B € V" von V heisst Orthogonalbasis, falls ®(B;, B;) = 0Vi #
j d.h. p®P ist eine Diagonalmatrix.

3. Eine Basis B € V"heisst Orthonormalbasis, kurz ON-Basis, falls ®(B;, B;) =
5ij fiir 4,5 € n, d.h. B(I)B =I,.

22 4.6 Satz

Sei B € V™ eine ON-Basis des Eukl.VR (V, ®)

Fir v € Vgilt :

v=®(B,v)By + -+ ®(By,,v)B,

(I)(Bl, 1))

d.h.vB = :

®(By,v)

®(Bj,v) heisst der i-te Fourrierkoeffizient von V bez. ON-Basis B.

Beweis: Sei V =a1B1+---+a,B, =B -a

= @(BZ', V) = (I)(Bi, Bl) +---+a; (I)(Bi, BZ) +---t+ap @(BZ', Bn) = aj,q.e.d
N N

—_——
0 1 0
Ist B € V™ Orthogonalbasis = B’ € V"ON-Basis, wobei B, := ®(B;, B;)~/?-
B;
23 4.7 Satz

Ist (V,®) ein Eukl.VR mit Basis B € V" = 3 ON-Basis B’ von V mit
<Bi,...,Bi‘ >=<Bj,...,B;>Vien
Beweis(Schmiddtsches Orthogonalisierungsverfahren):



Es geniigt, eine Orthogonalbasis zu konstruieren, die spéter normiert werden
kann.

Setze B} := B;. Angenommen, Bj,..., B, ; schon konstruiert.

Ansatz: B), = a1B] + -+ + ap_1Bj,_; + 1 By (damit < Bj,...,B, >=<
By, ..., By > automatisch erfiillt)

Bestimme a; :0 =®(B}, B;) = a1 ®(B},B) +0+---0 + ®(B!, By)

_ _ _®(B,B)
dh. a1 = 5Ny
®(B;,By)
analog a; = ~ H(B.B)>0
A (2 (2
B1®
B2
Al1*Bl’
B2

24 4.9 Folgerung :Chaulesky - Zerlegung

25 4.10 Satz Cauchy-Schwarzsche Ungleichung

Sei (V,®) ein Eukl. VR und v,w € V = ®(v,v)®(w,w) — (®(v,w))? > 0 mit
Gleichheit < wenn (v,w) la.

26 4.11 Definition
1. Fiur v € V heisst|v| := /®(v,v) die Lange von v.

2. Fiir (v,w) € V2 mit v # 0 und w # 0 ist der Winkel /(v,w) mit 0 <
/(v,w) < 7 durch

cos(Z(v,w)) = ﬁzEmZ\) definiert.

27 4.12 Satz Dreicksungleichung

Sei (V,®) ein Eukl. VR und v,w € V = |v + w| < |v| + |w|

28 4.13 Definition

(V,®) ein Eukl. VR. Fiir M C V heisst M+ := v € V|®(w,v) = OVw € M der
Orthogonalraum von M.



29 4.14 Satz

Sei (V,®) ein Eukl. VRund U <V =V =U@U"

Insbesondere DimU + DimU+ = DimV.

Die Projektionen nyundmyL in der Zerlegung von V in Orthogonalriume wer-
den Orthogonalprojektionen genannt (auf U bzaw. auf U+) Ist v € V = |71 (v)| =
min{|v—ul|lu € U} wird durch genau einen Vektor angenommen, namlich 77 (v)
(=: Beste Approximation von V an U).

30 4.16 Satz

Sei @ € End(V) Dann ex. ein eindeutiges a® € End(V) mit ®(v,a(w)) =
®(a(v), w)Vv,w € V.

a® heisst die zu a adjungierte linerare Abbildung.

Ist B € V™ Basis von V, so gilt:

7 (o) = (007) " (70")" (50)

31 4.17 Definition

o € End(V) heisst selbstadjungiert oder symmetrisch, falls a%¢ = «
O (a(v), w) = (v, a(w)).

32 4.18 Beispiel

Eine Orthogonalprojektion, also ein 7 € End(V) mit 72 = 7 eind. (Kern(n))t =

Bild(r) ist selbstadjungiert. Umgekehrt klar: jede selbstadjungierte Projektion
m € End(V) ist eine Orthogonalprojektion. Dann sei v?n(v) € Bild(w),w €
Kern(mw) =

O (w,v) = ®(w,w(v)) = ®(r(w),v) = ®(0,v) =0

33 4.19 Bemerkung

Ist @« € End(V) selbstadjungiert = &, : V x V — R(v,w) — ®(v, a(w)) ist
eine symmetrische Bilinearform.

« heisst positiv definit falls @ positiv definit.

Umgekehrt: 9 : V x V — R symm. Bilinearform

= Jein eind. a = a® € End(V) mit ¢ = ®,.

Fiir eine Basis B € V™ gilt: g®8 =5 &b .8 of

insbesondere B ON-Basis =5 ®2 =8 of

34 4.20

€ R™™ heisst orthogonal, falls ¢"g = I,,, d.h. g ist invertierbar mit ¢! = ¢'.

Die Menge aller orthogonalen Matrizen von Grad n wird mit O, (R) bezeichnet



und heisst die orthogonale Gruppe vom Grad n iiber R.

35 4.21 Hauptsatz - Reeller Spektralsatz

1. Ist a € End(V) selbstadjungiert, (V, ®) Eukl. VR, so ex. eine ON-Basis
aus Eigenvektoren von a.

2. (Matrixversion): Ist A € R™*"™ symmetrisch, so ex. orthogonale Matrix
g € O(n,R) mit ¢" Ag = g~ Ag diagonal.

Beweis :Matrixversion folgt sofort aus der Nichtmatrixversion.

1. Schritt: Das Minimalpolynom p,(z)von « ist vielfachheitenfrei.
Geniigt zu zeigen: p(z) € R[z]mit p(a)? = 0 = p(a) = 0. [p(a) = p(a'™)]
. Aber mit « ist auch p(a) selbstadj: = p(a)? = p(a)®® o p(a)
In Matrixform bez. ON-Basis B: A =8 o (= A")
P(AY? = p(A)" - p(A)
Also p(a)? =0 = p(A)"p(A) =0 = p(A) =0 = p(a) = 0.
Konsequenz : (my,...,m) Zerlegung der I'dy in 6rthogonalef’rojektionen
m; mit m; = pi(«).
a|gitdr; = oghat irreduzibles MinPol p;(z) € R[z]|p; paarw. verschieden.
V = Bildm & --- @ Bildmy,

2. Schritt: Hat ein selbstadj Endomorphismus irred. Minimalpolynom =
Grad=1 (insbesondere Grad p; = 1).
Irreduzible Polynome in R haben grad 1 oder 2.
Schliesse Grad 2 aus:

Angenommen, Grad=2 = ex. v € VR mit (v, a(v)) L.u und
—_———
2—diminvar.Tetlraum

(v, a(v), & (v))La.
Wihle ON-Bais von < v, a(v) >
| <pa(v)> liefert symmetrische Matrix:

a b

b —a
= 22 — (a? + b?) ist das MinPol zur Irreduziblitit.
Widerspruch, da zerlegbar in (z — \/(a? + b?)(z + /(a® + b?)

3. Schritt (Zusammenfassung):
Wir haben eine Zerlegung von V in die Eigenriime Bild(7;) von «. Indem
wir von jedem Bild(m;) eine ON-Basis hernehmen und zu einer Basis von
V zusammenfiigen, bekommen wir eine ON-Basis aus Eigenvektoren von
a, denn Bildm; ist orthogonal zu Bild(m;)|(I # j).
Bew: mit « ist auch ¢;(a = m; selbstadjungiert, q.e.d
Die Hauptachsen sind die Eigenvektoren.



36 4.22 Bemerkung

Sei a € End(V) selbstadj und B eine ON-Basis aus Eigenvektoren von a.
Die Einheitssphiire S 1 := {z1By + -+ + 2, Bp|z? + - 22 =1}

2
wird durch o auf das Ellipsoid (S* 1) = {#1B + -+ + 2, Bn| Yq. 2 (fg—) =
1},2; =0fallsa; =0
Beachte: o = ), a;m;

37 4.24 Definition

a € End(V)

1. « heisst normal, falls a® o o = v 0 ¢

2. « heisst orthogonal, falls &/" o & = Idy d.h. o' = a~'. Die Menge der
orthogonalen Abbildungen von V wird mit O(V, ®) bezeichnet und heisst
die orthogonale Gruppe von (V, ®)

3. « heisst schiefsymmetrisch, falls ¢®? = —«
Klar: selbstadj, orthogonale, schiefsymmetrische Endomorphismen sind
allesamt normal. (:-0 )
normal: Sowohl a®® o « als auch a o a®? sind selbstadj. (gilt immer).
anormal: beide sind gleich.

38 4.25 Bemerkung

Sei a € End(V)

Dann gilt:
1. agym = 5(a + a®?) ist symmetrisch
Qschief = %(a — o) ist schiefsymmetrisch und a = Csym + Qgchief

2. a normal & agym © Qsehief = schief © Asym

39 4.26 Bemerkung

1. a € End(V') orthogonal & ®(a(v), a(w)) = ®(v,w)Vv,w € V
Es geniigt sogar, dass v,w, eine Basis B von V durchliuft:
tr
B, B B.(B,B\ __. B
(Pat), @7 (Pa) = @
(Beachte B ON-Basis)

2. O(V, ®) ist eine Gruppe bez. der Komposition, d.h. eine Untergruppe von
GL(V)

3. Ist B € V" eine ON-Basis von V, so ist O(V,®) — O(n,R) : @ =P of
ein Isomorphismus von Gruppen.

10



4. Bei der Operation von O(V,®) auf V ist die Linge eine trennende Inva-
riante (d.h. Bahnen sind Sphéren mit Mittelpunkt 0)

5. Sei Einheitssphiire S ! := {v € V|®(v,v) = 1}
Bei der Operation von O(V,®) auf S"~! x §"~! : O(V,®) x (S"~! x
SP1) = 8" x S (, (v, w)) = (v(v),y(w))
ist der Winkel eine trennende Invariante.

40 4.28 Lemma

Sei DimV =2, B € V2 eine ON-Basis, a € End(V) normal mit irred. MinPol
0
1
Genauer: Ist (z — a)? + b? das Minimalpolynom, so ist Pa® = aly + bi

ist z — a das Minimalpolynom, so ist Za® = al,. Mit anderen Worten:

Jede Normale Abb # 0 mit irred. Minpol lisst sich eindeutig als positives vielfa-
ches einer Orthogonalen Drehung schreiben. (Polarzerlegung komplexer Zahlen)

Dann gilt: Ba®? €< Ih;i:= _01 ) >< R?*2 (und umgekehrt).

41 4.29 Lemma

dor=mor®und 2 =7

Ist # € End(V') eine normale Projektion, also 7®
= mselbstadjungiert.

Beweis: m Proj. = V = Kern(r) ® Bild(r)
Zeige diese Zerlegung ist orthogonal.

Klar: 7% o 7 = 7 o 7% ist selbstadj. Projektion.
Fertig, falls wir zeigen Kern(r) = Kern(m o n%¢)
Bild(r) = Bild(m o w°%)

Klar: kern(mw) C Kern(w o w0%).

veV,m(v) =0= 1r(v)) =0

. Andererseits: Rg(m) = Rg((7% o )

= Kern(r)) = Kern((n% o )

Bildr C Bild((r o 7%) wie oben (Dimension). q.e.d

42 4.30

Satz Sei @ € End(V) normal. Dann ist das Minpol von ap,(z) vielfachheiten-

frei.

Ist po(z) = [L;(z — ¢;) I,( (z—a)?+b )die Zerlegung von a(z) in ir-
QuadratischeErganzung

reduzible Faktoren = ex. eine ON-Basis B € V" von V, so dass Pa” Block-

diagonalgestalt hat mit Diagonalblocken ¢; € R = R"™! und a;I; + byi mit

1 0
vorkommt
Spezialfalle:

1= < 0 -1 >, wobei jeder Block mit einer wohlbestimmten Vielfachheit > 0

11



1. selbstadj: Irred. Teiler vom Grad 2 kommen nicht vor.
2. schiefsymmetrisch: alle ¢; = 0 und alle a; = 0.

3. orthogonal: alle c? =1 und alle a? + b7 = 1(sin u.cos Blocke)

43 k4.30 Satz Polarzerlegung

Sei f € GL(V). Dann gibt es eindeutig bestimmmmte v € O(V,®) und «a €
End(V) selbstadj. und positiv definit mit 8 = aoy (Folgerung aus Spektralsatz,
allgemeine lin. Abbildung).
Beweis: (mit Matrizen)
B € GL(n,R)
Eindeutigkeitsbeweis: Sei B = Ag =A'g
A, A’ C RY,;,, positiv definit g,¢' € O(n,R).
= a — AggtrAtr Bbtr = (A')
=A=A'=g=¢
Existenz:A sei die eind. positiv definite Wurzel aus BB .(A? = BB), A €
Rym» pos.def
Beh: g := A~' B orthogonal:

tr Ail =a 1A2A- =1,

-

gg'" = AT'BB atr=a ,q-e.d.
Kochrezept:

1. berechne A, positiv definit, symmetrisch mit A?> = AA" = C
Berechne das MinPol von C sowie ON-Basen der ER.
— O = (v} vh...v]),v1, = ON-Basen der ER
C = 0" . Diag(A\1-++) - O
A:= 0" Diag(y/(\1)--- V() - O.
o = 0" - Diag(,/(M) - v/O)) - O - O -Diag(y/Th) -+ VD))
Id
= O . Diag(\1--+,) - O

2. g € O(n,R) berechnen:
Ag=B & g = A_lB

Al = O -Diag(—— L )y.o"
> \fk VoW e

44 5.1. Def. Linearform

: Sei V ein K-VR Eine Linearform (lineares Funktional, Kovektor) auf oder von
V ist eine lineare Abbildung V' — K von V nach K.
Der Dualraum Vs von V ist der VR aller Linearformen von V.

45 5.2 Beispiel

1. Sei V = K™*!. der Spaltenraum von K n-dimensional.
Dann kann man V& mit KX Zeilenraum identifizieren,

12



denn jedes ¢ € V'« kann durch seine Matrix bez. der Standardbasis von
K™ und der Standardbasis (1) von K, also eine Zeile A € K'*" A =
p—1€K

2. Ist V < KM (M Menge) so liefert jedes m € M eine Linearform:
V-oK:f— f(m)

3. Ist V < RR VR integrierbarer Funktionen, soist V — R : f fol f(z)dzein
Element von V.

4. a:V = Wlin,B e V", C € W™ Basen von W und W.
Frither: Hom(V,W) - W" :a— ao B = («a(B1),...a(By))
—_——— _

~

von Babh. Spalten Jerr Matrix
Jetzt :
(V)™ — Hom(V,W) : (01,...,0m) — 0
vonCabh.

d(v) = §1(v)01 + - 40 (v)Cpy

-~

Zeilen der Matrix

5. V=CR-VR
RE: C — R :a+ b~ a Linearform

6. (V,®) Eukl.VR, Fiir jedes vy € V'
ist ®(vg, ):V = R:w+— ®(vg, w) linear,
also ®(v,, ) € V*
46 5.3 Satz

V ein e.e. K-VR.

1. Es gilt Dim(V*) = Dim(V')

2. Sei B € V" eine Basis von V = 3B* € (V*)" definert durch B € V* mit
Bj(Bj) = 6;j , so dass B* eine Basis von V* ist, genannt die Dualbasis
von V* zu B.

Fiir alle 10V gilt:
v=B{(t)Bi +---+ B}(v)B,

47 5.4 Satz
Seien B,C € V" Basen von V

= 1df. = (Prdg)”
d.h. B rd$. = ((Brd$)r)—!
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48 5.5 Satz

1. Ist U <V so ist der Amihilator (oder so dhnlich)
Ut :={¢p € V*¢p(u) =0Vu € U} ein Teilraum von V*

2. Ist V e.e., so gilt:
T(V):={U|U <V} =TV
U Ut
ist eine Galloiskorrespondenz, d.h eine bijektive Abbildung mit
UCT&ULDTH
weiterhin gilt: Dim U 4+ Dim U+ = Dim V besser U* 22 V* /e
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