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1 Mengen/Abbildungen
e Inhalt und Ziel

Struktur

Anwendung Algorithmen
(Motivation)

e Mengentheoretische Sprechweise
Eine Menge besteht aus wohldefinierten (alles muss sich innerhalb einer ” Grundmenge” ab-
spielen) Elementen. Man beschreibt sie
1. Alle Elemente der Menge aufzihlen

2. oder die Eigenschaften der Elemente aufzihlen (wobei man auf Widerspriiche achten muf)

1.1 Beispiel

Grundmengen:

— N := Menge der natiirlichen Zahlen {1,2...}

— R := Menge der reellen Zahlen

— Z := Menge der ganzen Zahlen {...,—1,0,1...}

— M ={2,4,6} (Aufzidhlung der Elemente (Bsp. zu 2b s.0.)
- M={neN2<n<6,2n}

— Q := Menge der rationalen Zahlen {%|a,b €,b # 0}

1.2

1. Ist M eine Menge und m ein Element von M, so schreiben wir m € M.Wenn m kein
Element von M ist, so schreiben wir m ¢ M

2. Zwei Mengen M; und M> heissen gleich, falls sie dieselben Elemente enthalten.Fiir jedes
m (aus der umfassenden Grundmenge) gilt : m € M; <> m € M, (Notation : M; = M)

3. M und T seien Mengen. T heisst Teilmenge von M, falls jedes t € T" auch Element von
M ist. (Notation : T C M) Insbesondere : § C M (() : leere Menge also Menge ohne
Elemente).

4. Fir jede Menge M heisst Pot(M) := {T|T C M} (also Menge aller Teilmengen von M)
die Potenzmenge von M

Russel:
(M = {X|X ¢ X} (ohne Definition einer Grundmenge wie z.B. X € N fihrt zu einem
Widerspruch da :

1. MeM—->M¢gM

2 MEgM—>MeM



1.3 Definition 6

1.3 Definition

M Menge, T1,T> € M (auch: Ty,T> € Pot(M)):
1. TN T2 = {m € M|m € T; und m € T»} heifit Durchschnitt von Ty und Ts.
Fiir jede Menge U von Teilmengen von M,U C Pot(M) ist der Durchschnitt definiert als
2y =={m e M|m €T fiir alle T € U}.
2. TV JUTs :={m € M|m € Ty oder m € Tz} heifit Vereinigung von Ty und T». Fiir U (wie
oben definiert) TLEJU :={m € M|m € T fiir mindestens ein T' € U} (Es existiert ein T € U
mit m € T).

3.1 —Ty:={me M|m € T; und m ¢ T>} heifit die Differenzmenge von T und T5.

1.4 Definition

Seien M und N Mengen:

1. Fir m € M und n € N bezeichnet (m,n) := {{m},{m,n}} das geornete Paar der
Elemente.

2. M x N :={(m,n)|m € M,n € N} heisst das kartesische Produkt von M und N oder auch
die Paarmenge.

1.5

Fir (my,n1), (ma,na) € (M x N) gilt :
(m1,n1) = (Ma,n2) & my =me und Ny = ny

e Abbildungen

1.6 Definition

M ,N Mengen:

1. Vorlaufige Definition von Abbildungen :
Eine Abbildung oder Funktion f von M nach N ist eine Zuordung, die jedem Element
m € M ein eindeutiges Element n € N zuordnet. Das zugeordnete Element n wird mit
f(m) bezeichnet. f : M — N oder f : M —- N : m —> f(m)

2. Dabei heisst M Definitionsbereich und N Wertebereich
Fiir T C M heisst fir) := {f(m)lm € T}(C N) das Bild von T unter f. Im Falle T = M
heisst f(pr) =: Bild von f.

3. Die Menge aller Abbildungen von M — N wird mit N bezeichnet.
(f:M - N & feNM

1.7 Definition

Sei M eine Menge:

1. Jeder Teilmenge T' C M von M legt eine Abbildung xr : M — {0,1} fest durch :
XT(m) = le&meT
1 meT
XT(m) = { 0 m¢gT
xt heisst die charakteristische Funktion von T’
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2.

1.8

Jede Abbildung x : M — {0,1} legt eine Teilmenge T von M fest :
T :={m € M|x(m) = 1}, so dass x = xr

Beispiel

. (Motiv der Bezeichnung N)

Sei M ={1,2} =2und N = {0,1,..,9} =9

f: M — N festgelegt durch f; und fo

Interpretation : Zahl zwischen 0 = 00 und 99

INM| = |N|IMl =102 = 100 Elemente (|X| := Anzahl der Elemente von X)

. (X™),X Menge,n € N

X™:= X2 = Menge der Abbildungen von n = {1,2,..,n} nach X X" = Menge der Folgen
der Lange n mit Werten in X

= f = (fa), f2), - fn)) = (f1, f2, .., fn) (manchmal ohne die Klammern geschrieben.
X ={0,1}

(0,0,1) # (1,0,0) € X3 (Reihenfolge beachten!)

. (Matrizen,endliche Doppelfolgen) X™*™

m,n € N,X Menge.
Eine Abbildung A :m xn — X : (i, j) —> Ai; = A(;,j) heisst eine X-wertige Doppelfolge
oder m x n-Matriz

A171 .. A n

)

Schreibweise: A = : . :
Ani . Apn

)

. (Unendliche Folgen XN)

Abbildung a : N — X :i — a; = a(;) heissen auch X -wertige Folgen.
Schreibweise : a = (g, ..),a € X

. (Polynomfunktion) Eine reelle Polynomfunktion

f ist eine Abbildung f : R — R fiir die ein n € N und reelle Zahlen ag,a;,a1,...,a, € R
mit

fz) = 0,12, 0127, .., anzy (fir alle z € R)

zB.: f:R = R: 2 < 22 wobei der Graph zu f die Normalparabel darstellt.

1.9 Bemerkung

Bemerkung : Ist f : M — N eine Abbildung, so gilt :

1.
2.

Graph(f) = {(m,f(m))|m EM}CMxN
Zu jedem m € M gibt es genau ein n € N mit
(m,n) € Graphy),d.h.
(a) zu jedem m € M existiert ein n € N mit (m,n) € Graph(s) und
(b) Sind fiir m € M die Paare (m,n), (m,n') € Graphy
(n,n" €N) »>n=n'
umgekehrt klar :
Teilmenge von M x N mit 2a und 2b (s.0.) legen eindeutig eine Abbildung M — N fest

1.10 Definition

Eine Abbildung f: M — N der Menge M in die Menge N ist eine Teilmenge f C M x N mit
der Eigenschaft :
Fiir jedes m € M existiert ein n € N mit (m,n) € f.Falls (m,n) € f, schreiben wir f,) =n
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1.11 Beispiel

1. Sei S eine Menge. Die sogenannte Diagonale
Agy = {(s,5)[s € S} C S x S ist eine Abbildung von § in sich. Diese Abbildung wird
Identitd tsabbildung von S genannt.
Bezeichnung : Idg : S = S : s+ s
Allgemein : 0 #T C S = {(s,s)|]s € T} C T x S ist eine Abbildung von T nach S und
wird als die Finbettung von T in S bezeichnet.
t=trs:T =S :t—t

Abb.

2. M,N Mengenn € N = M x {n}(C M x N) ist eine Abbildung, die mit bezeichnet wird
und heisst konstante Abbildung

3. Ist f:M—->NundD#TCM
= f/r: f N (T x N) ist eine Abbildung von T' nach N
fir:T = N:t— fu
f/r heisst die Einschrinkung von f auf T

1.12 Lemma

Seien f; : S — T und g : T — U Abbildungen
= gof:=gf:={(s,u) € S xU| es existiert ein t € T mit (s,t) € f und (¢,u) € g} ist eine
Abbildung von S nach U :
gof:S—-U
Beweis: go f C S x Uy/.
Sei s € S = es existiert ein t € T mit (s,t) € f
(t= f(s))
g auch eine Abbildung
= es existiert ein u € U mit (t,u) € g
(u=g)
= (s,u) € go f (Nachweis der Existenz /)
Eindeutigkeit :
(s,u),(s,u’) € go f = es existiert ein ¢t € T mit
(s;t) € f,
(t,u) € gund t' € T mit (s,t') € f,(t',u') € g
f Abbildung =t =t = u=1u'q.ed

~

gAbb

1.13 Definition

Die in 1.12 Definierte Abbildung go f : S — U : s = g(r,,,) heisst die Komposition (oder
Hintereinanderausfiirung) von f mit g.
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1.14 Beispiel

1. Ist f : M — N eine Abbildung und @ # T' C M mit zugehdrender Einbettung “f:tM
= Einschrénkung f,7 = f o (¢ : Einbettung)

2. Fir n € Nmit z € Z bezeichnet “z mod n“ (sprich z modulo n) die eindeutige Zahl r € Z
0 <r <nmit z = gn + r fir ein ¢ € Z den kleinsten nicht negativen Rest, der beim
dividieren von z durch n bleibt.

ML —Z:z+— zmodn
= Mn O fn = Un

3. Visualisierung : M M — M := M
a:{0,1,...,11} = {0,1,...,11} :
z+— (2% +1) mod 12
0— 1+ 2+— 5+ 2 (o-Allgorithmus) 3 +—— 10— 5 +— 2

Al,l - Al,n
4. A = :m X n — X sei eine Matrix
Ana .. Apng
Av
A= : ” ite-Spalte von A 7
Ami

)

Formel :
o;:mx1—mxn:(al) — (a,i) Abbildung ite Spalte von A := Ao o;(i <i<n)

1.15 Satz

A,B,C,D Mengen, a: A— B, : B — C,v:C — D Abbildung

= (yoB)oa=7v0(Boa)

Man beachte yo8: B — D,foa: A — C , so dass beide Seiten wohldefiniert.
Beweis : Seia € A

Einerseits : (70 8) 0 a)(a) = (7 © A)(a(a) = ¥(8(0(a)))
Andererseits : (~ o (8 0 a))(a) = 7((8 ° @)(@)) = 7(B(e)
a beliebig aus A = Behauptung q.e.d.

1.16 Definition

Eine Abbildung f : M — N heisst bijektiv, falls g := {(n,m) € N x M|(m,n) € f} eine
Abbildung von N nach M ist. In diesem Fall heisst g die zu f inverse Abbildung oder auch die
Umkehrabbildung von f und wird mit f~! bezeichnet.

Klar :

f: M — N ist bijektiv = f~! : N — M auch bijektiv und

(f 1) = fund f~!o f=1Idy(Identitit) und fo f~! = Idy

1.17 Beispiel

1. M endliche Menge. Pot(M) (Potenzmenge von M)
1.7 : x : Pot(M) — {0,1}M : T — xr ist eine Bijektion

2. Eine nicht leere Menge M heisst endlich,falls ein n € N existiert und eine Bijektion
¢: M — {1,...,n} = n. Man schreibt auch |M| = n und nennt n die Anzahl der
Elemente von M oder die Kardinalitat von M.
|0 := 0 (Herstellen von ¢ = Zahlen)
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3. Eine nicht endliche Menge M heisst abzdhlbar, falls eine Bijektion a : M — N existiert
(z.B. Georg Cantor) :
N x N ist abzdhlbar. (nach 1. Cantorschen Diagonalverfahren nachweisbar) Pot(N)e, R
nicht abzdhlbar (nach 2. Cantorschen Prinzip zu beweisen)
4. v{0,1,...,11} - {a,b,...,1} bijektiv
Or—a,1+—0,...
voaov~!
Beweis : (voaov™)o (y;) =v(agy)
Ubergang von a zu v oo v~! : Abbilden von Abbildungen
5. Vergleich von ](\;Inxg und (nj‘:{i) m,n € M

M x M — M? : {{m},{m,n}} — {(1,m), (2,n)} ist bijektiv. In Zukunft identifizieren
wir M x M mit M?2,d.h. obige Abbildung wird als Identitit angesehen.

1.18 Definition

Sei f: M — N eine Abbildung:

1. Fiir n € N heisst f(_{;}) = {m € M|f(m) = n} die Faser von f iiber n oder das volle
Urbild von n in M
(VORSICHT : dieses f(f{;) nicht mit Umkehrabbildung verwechseln!)

2. f heisst injektiv odereineindeutig,falls jede Faser von F' aus hochstens einem Element
besteht.D.h. zu jedem n € N existiert hochstens ein m € M mit f,) =n

3. f heisst surjektiv oder eine Abbildung auf N, falls keine Faser von f leer ist, d.h. zu
jedem n € N existiert m € M mit f,,) =n

1.19 Beispiel

1. Sei T C M = Einbettung
tr: T — M :t —> t ist injektiv

2. Sei M endlich , M # 0 =
|| : Pot (M) — |[M|U{0} ={0,1,...,N}
T— |T|
Ist eine surjektive Abbildung (Fasern von n =Pot,(M) = {T C M||T| =n})

1.20 Lemma

Sei a : M — N Abbildung. Es gilt

1. Ist « injektiv = es existiert eine Abbildung 8 : N — M mit §oa = Idy,. Jedes derartige
B heisst Linksinverses von a.

2. Ist « surjektiv = es existiert eine Abbildung v: N — M mit coy = Idy. Jedes derartige
v heisst Rechtsinverses von .

Beweis:



1.21 Beispiel

11

lL.a:R3R:z+— 22
a(3) = a_3y = nicht injektiv —1 ¢ Bild(,) — nicht surjektiv

2. alR — R>g : z — z? nicht injektiv aber surjektiv
Y:Rsg 2 R:z— z
€:R— R:z — 2° ist bijektiv

v:R = R:2 = 3z + 7 ist bijektiv

S ok W

POt(M) — {0, l}M : T — xr bijektiv
Beweis :
(a) injektiv: T =T = xr = X1
(b) surjektiv : x : M — {0, 1} existiert ein T mit T C M und x7 = x ?
Ja: T = {m S M|X(m) = 1} = x1 = x(volles Urbild) (X(m) = X_l({l}))
{0, l}M — POt(M)
X Xy

Abbildung 1: Zusatz Beispiele zu Surjektiv/Injektiv

1. Fir n € N mit n € a() existiert genau ein m € M mit
A(m) =1
Definiere 3(,) =m
Firn € N—Bild(a) =m

me M= ﬂ(a(m)) =m d.h. 8 oa =Idy; Da idys surjektiv = 8 surjektiv g.e.d.

2. Ubung

1.21 Beispiel

- : N = Potenarich(N) — {0} : n+—n ={1,2,...,n} ist injektiv und
|| :Potenarich(N) — {0} - N: M — | M| ist surjektiv, denn
I - - =Idn

1.22 Satz

Sei M eine Menge : Folgende Aussagen sind dquivalent :
1. M endlich

2. Jede injektive Abbildung n : M — M ist surjektiv
3. Jede surjektive Abbildung 7 : M — M ist injektiv

Beispiel:
1. 1.=2.:

Sei |[M| =nund M = {my,...,my} und n: M — M injektiv
n inj.
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#|T}({m1})| =1, |77({m1,m2})| = 2, R |n({m1,...,mk})| = k‘(k = 1, 2, ceey n) (mit Induktions-
beweis zu beweisen)
= [y | = n = |M] also nary = M, d.h. n surjektiv

2. 2. = 3.
Sei Id, : M — M surjektiv und nach 1.20 2 —
n: M — M mit 7 oy =Idy; und 7 ist injektiv = 7 surjektiv = 7 bijektiv und 7 =~
ist injektiv.

3. 3.=> 1.
Zeige nicht 1. — nicht 3.
Also Annahme:
M nicht endlich
= es existiert eine injektive Abbildung f : N — M, also eine Folge fi, f2, f3,... mit
fi # f; fiir i # j. Benutze diese Folge um eine Abbildung von N = N, die surjektiv aber
nicht injektiv ist, auf M zu iibertragen.

1

Klar:a:N—- N:¢+— { ! I ! z i i surjektiv aber nicht injektiv
Ubertragung :

fii fallsm = f; fiireini > 1
T:M—>M:m— bl m= fi

m m ¢ fv
7 wohldefiniert ( da f injektiv). 7 surjektiv aber nicht injektiv g.e.d.

e Lineare Gleichungssysteme 1

1.23 Beispiel

Gesucht sind alle (z,y, 2) € R® mit 3z + 72% + 1dzz = T(z + 2)> — 3+ y — 72?
20+ 14z=T(x +2)—2

~
T
3z —y=-3
-5+ 7z = -2
~>
3 -1 0
-5 0 7
~>

a: R - R : (z,y,2) — (3z —y,—5z + 7z) T losen & Faser von (—3,—2) unter a
bestimmen.

1.24 Definition

Ein Lineares Gleichungssystem (iiber R) mit m Gleichungen und n Unbestimmten z; . ..z, ist
gegeben durch :

()

Al’l.'lj'l +... Al,nxn = bl

A1z + ... Az pp = b
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Am,lwl + ... Am,n.fl)n = bn

wobei A = (4;; € R™*™ eine (gegebene) Matrix ist und b =

Spalte ist. A heisst die Matriz von (*), (A,b) € R™*("+1) die erweiterte Matriz von (*). Dabei

ist (A,b) definiert als (A4,b) :nxn+1=R: (i,j) — {

1.25 Definition

b1
: € R eine (gegebene)
br,

Ay Jen

b i=n+1

Sei A:m xn— R:(i,j) — Ai; eine reelle m x n Matrix. Kurz A = (4;;) € R™*" Die von
A induzierte lineare Abbildung A : R**1 — R™*! : x — Az ist definiert durch

All.CL'l +...

- 1 1 Az’l.'lfl + ...
A : Al : | =

Tn Tn Am,lxl + ...

trix A mit der Spalte z.
Formal :

4.

+ Al,nmn

+ A2,n~75n
. A, heisst das Produkt der Ma-

+:

+ Am,nxn

z:{l,...,n}r{l} = R: (i,j) — 2(;; (Spalte) Az =Y
Y0 = Agnzan + AgaTen ot AGnTma) = 2ie AGa T,

1.26 Definition

(_+_ . R"Xl X Rnxl — Rnxl)

ai bl
Seien a = : ,b= € Rmx!
an bn,
Dann ist die Summe a + b € R™*! definiert durch :
ax b ai + b
+ : = T
an bn an + by,
Ist weiter ¢ € R so ist a € R**1 definiert durch
aq caq
c =
an, Can

1.27 Bemerkung

1. A(z) :Ax:.’L‘l 'A—71+$2'A—,2+---+mn'A—,n
d.h. Az ist Linearkombination der Spalten A_ ; von A mit Koeffizienten z1,...,z,

Insbesondere:

(*) aus 1.24 ist genau dann 16sbar, wenn die Spalte b als Linear Kombination der Spalten

von A dargestellt werden kann.

2. A ist eine lineare Abbildung in dem folgenden Sinne, dass A mit der Bildung von Line-
arkombinationen vertriglich ist, d.h. fiir alle s,t € R und alle Spalten z,y € R**! gilt

A(sz + ty) = sA(z) + tA(y)
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1.28 Beispiel

Ein Werk braucht Rohstoffe vom Typ R1 und R2 um Zwischenprodukte vom Typ Z1,Z22,Z3 zu
produzieren.Die genauen Mengen sind :

|Z1|Z2|Z3| 1 2 3
‘Rl 1 ‘ 2|3 ‘A:(Q 3 4)€R2X3Matrix
R2| 2 | 3| 4
AR S R2X o A4,
Z1
Eine Spalte z | Zy | représentiert die Mengen z1,22,23 der zur Produktion von Z1,Zs, Z3
Z3

notwendigen Rohstoffe.
entsprechend r= ( :1 ) repréisentiert die Mengen rl,r2 der Rohstoffe R1,R2.
2

Az=r sagt aus, wie viele Rohstoffe man braucht, um die Zwischenprodukte herzustellen.
Beachte : Fiir gegebenes z € R®*! ~» eindeutigem r € R?*! aber A nicht injektiv: Fiir vorge-
gebenes r €Bild(A) eine ganze Faser voll Moglichkeiten fiir z mit Az=r.

Zum Beispiel:

rl=2,r2=3

121+ 2725+ 373 =2

2Z1 + 3Z2 + 4Z4 = 3

Andererseits :

A ist surjektiv : Jedes r ist moglich. Zu jedem r € , ein z mit Az = \/

1.29 Beispiel

System mit 4 Zustdnden, etwa eine Maus in einem Haus mit 4 Zimmern.

w1
Spalte w = : mitw; ERO<w; <1,w;+...+wg =1
Wy
wird interpretiert wy; : Wahrscheinlichkeit, dass das System im Zustand i ist z.B.
1
8 = Maus ist mit Sicherheit in Zimmer 1
0

1/2 1/3 0 0

1/2 1/3 1/3 0
0 1/3 1/3 1/2
0 0 1/3 1/2

A;; wird interpretiert als Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das System vom Zustand j in den
Zustand i {ibergeht.

Beachte :

0<A;;<li=1.4

Al,j+---+_—’44,j =1

Abbildung A : R**1 — R :w +— Aw

Kann man mit Hilfe von A feststellen, wie sich die Wahrscheinlichkeit beim Ubergang von w

aus andert .

A= € Rix4

Ausgangszustande :

0 0
0 0
Y 1 7 0
0 1

SO = O

1
0
0 7
0

Wir betrachten w := {w € R0 < w; < 1Vi = 1,2,3,4,w; + w2 + w3 + wg = 1}
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1 1 1/2 5/12
o 0 A+l o0 1/2 5/12
2 _ _
Interpretiere A 0 =Al|A 0 =A 0 = 1/6
0 0 1 0
Beachte :
1/5
.. 3/10
Ay = wo fir wo = 3§10
1/5
w, Aw; = wa, Awy = ws, ... = wo (konvergiert nach wy)

1.30 Satz

Seien A € R™*", B € R"*? (n in beiden Teilen das gleiche n!)

= Komposition 4 o B der linearen Abbildung.

A Rt 5 R und B : R°X! — R®X! ist wieder eine lineare Abbildung
Ao B:RO*1 — R™*! und es gilt :

AoB = AB wo C = AB C R™*° die Spalten C_ ; = AB_ ; hat fiir j,...,0 1. Beweismdoglich-
keit (Spaltenphilosophie):

1. Behauptung : A o B lineare Abbildung
Beweis : 5,t € R,z,y € R**!
= (Ao B)(sz +ty) =

= ABlesu)
- A(_é*’?(m)thB(y)_)
= 3A£B(m)_) + tA(E(y_)) .
= s(A o B) ) + (Ao B)y)V
2. Behauptung : v : ROX! — R™>! linear
= v =G mit G € R™*° mit Spalten
0 A

[y

G_j=7, woe; = (l) ;= o Elemente (wobei die 1 an Position i steht)

0
wobei Iy = O x O-Einheitsmatrix
1 i=j
0 i#j
3. Behauptung : C_ ; = AB_ ; (aus der Form dieses Satzes)
Beweis: C_; = (Ao B)(e;) = A(B(ei)) =Ap_;) = AB_; qed.
Beh.2

In:oxo—R:(i,j) — 65 := { (Kronecker-4)

2. Beweismdoglichkeit (Substitutionsphilosophie):
B(y) = y heisst,

Yi = 2_; Bijmi, A = 2 bedeutet 2; = > ; Ajryk
Sei (Ao B)(z) S

= Z; = Zk Aj,kyk \:’/ Zk Aj,k Ze Ak,exe

Ye=Yi
=3 .0, 4jrBri)re = Behauptung q.e.d.
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1.31 Beispiel

1. (Fortsetzung von 1.29) (Miusematrix)= A € R**4

1/2 1/3 0 0 1/2 1/3 0 0

a4l V2 13 13 0 1/2 1/3 1/3 0
- 0 1/3 1/3 1/2 0 1/3 1/3 1/2

0 0 1/3 1/2 0 0 1/3 1/2

5/12 5/18 1/9 0
5/12 7/18 2/9  1/6
1/6 2/9 7/18 5/12
0 1/9 5/18 5/12
Experiment A™ ( fiir n gross) ” nahe bei ”
15 1/5 1/5 1/5
3/10 3/10 3/10 3/10
3/10 3/10 3/10 3/10
1/5 1/5 1/5 1/5

21
2. (Fortsetzung von 1.28) A, = ( ; § i ) 29 ) = ( :1 )
23 Hi_/
Rohstof fe
Zwischenprodukte
]. 2 e z1
B..=| 2 3 |- ( 1) = 2
4 ©2
3 —— 23

Endprodukt
. (14 20
Esist AB = ( 20 29 )
Interpretation :
_ 14 20 el _ [ "
m.= (5 ) ()= (%)
Beachte AB ist bijektiv ohne dassA oder B bijektiv wiren.
Aber B injektiv und A surjektiv.

1.32 Folgerung

(aus der Assoziativitit der Komposition)
Matrixmultiplikation ist assoziativ
Genauer :

Ae ]RmX",B = R"XO,C = ROxp

(
= (Ao B)o(C nach 1.30
=Ao(BoC)nach 1.15
A o BC nach 1.30
A(BC) nach 1.30 q.e.d.

1.33 Beispiel

In 1.29 offene Frage :
Bildet A die Menge
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Wi={weR* M 0<w; <1l;i=1,...,4;w; +... +wy = 1}
(Der W-Wert) in sich ab?

letzte Bedingung :

(17 ]‘3 17 l)A = (17 ]‘5 ]‘7 1)

(1,1,1,1)(Aw) = (1, 1,1, 1) A)w = (1,1, 1, 1)w

d.h. letzte Bedingung fiir Aw erfiillt, falls fiir w erfiillt

1.34 Beispiel

1.28 +1.31:
Preisliste fiir Rohstoffe als Zeile :
(2,3) € R'*?
1 2 3 - . .
(2,3) 9 3 4 )7 (8,13, 18) (Preisliste fiir Zwischenprodukte)

(2,3)AB = Preisliste fiir Rohstoffanteil der Endprodukte

1.35 Bemerkung

A e ]:RTI’LXTL’B G RmXO
C= AB = Rm)(o =

1. Ci; = A;,_B_ ; (Zeile und Spalte)

2. C_; = AB_ ; (Spaltenorientiert)

3. C;_ = A;,_B (Zeilenorientiert)

4. C=A_ B _+A_2By_+...+A_,B, _ (Spalte - Zeile)

1.36 Definition

Sei M € Rex?

1. Firi € s:={1,...,5} ist der i-te Stufenindex
St;(M) definiert als :
Falls M; _ = Nullzeile, dann St;(M) :==¢ + 1

2. M ist in Stufenform :
falls die Folge St(M) := (St1(M), St2(M), ..., Sts(M)) streng monoton steigt. D.h. :
STy (M) < Sto(M) < ... < Sts(M)
Falls zusétzlich noch fiir jeden Stufenindex j := St;(M) < ¢ fiir die entsprechende Spalte
von M gilt : M_ ; = (I;)_; ist M in strikter Stufenform.

1.37 Beispiel

121+ 2,2+ 3,3+ 2124 =2
221 + 429 + 423 + 2824 = 3
1 2 3 212
2 4 4 283
Stufenfolge : (1,1), also nicht in Stufenform

M(l 2 3 21 ‘ 2 )(Q.Zeilel—ZeileQ)

00 -2 —-14|-1
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Stufenfolge : (1,3), also in Stufenform

- ( 1 2 0 0]1/2 )
00 1 7][1/2
~ Gleichungssystem
21 4229 = 1/2
23 +T7zy = 1/2
Losen : Fiir Nichtstufenindizes(zs, z4) neue Gleichungen einfhren :
22 =D1, 24 = P2 (p1,p2 € R : Parameter)

21 +2z9 = 1/2
z3 +7Z4 = 1/2
2 = DN
24 = D2
1 2 0 0|1/2 1 00 0 1/2-2p
~ 0 01 7(1/2 N 01 00 ”
01 0 0| p 0 01 0|1/2—Tpy
00 0 1] po 0 0 0 1 D2
Also Lésung :
z21=1/2-2p;
22 =pP1
2321/2—7p2

24 = po mit p;,ps € R

1.38 Lemma

Sei M € R**! | die wir als erweiterte Matrix eines linearen Gleichungssystems auffassen. Folgen-
de Veranderungen der Matrix M zu einer Matrix N dndern die Losungsmenge des zugehorigen
Gleichungssystems nicht :

1. Add(s, j,a) fiir 4,5 € 8,1 # j,a € R d.h. addiere das a-Fache der i-ten Zeile auf die j-te

Zeile von M: '
N — Mk,— k 7é J
k,= M;_+aM;_ k=j
2. Mul(é,a),i € s,a € R — {0}, d.h. multipliziere die i-te Zeile von N mit a :
_ ) M k#i
New =1 aM,_ k=i

3. Ver(i,j), 4,j € s,4 # j : d.h. vertausche die i-te mit der j-ten Zeile:
Mo k#i,k#]
Ny ={ My k=j
Mj7_ k = Z

Beweis : Klar :
z Losung des Gleichungssystems zu M
= x Losung des Gleichungssystems zu N

Die Umkehrung folgt, da jede der drei Operationen riickgingig gemacht werden kann.
Add(4,j,a) durch Add(s,j, —a)

Mul(i, a) durch Mul(i,1/a)

Ver(i, j) durch Ver(i, j) q.e.d.
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1.39 Algorithmus

Gegeben : M € R**? erweiterte Matrix eines lin. Gleichungssystems
Gesucht : Losungsmenge des Gleichungssystems

Algorithmus (Gauf}) :

1. Teil : Uberpriife ob M in Stufengestalt ist
Finde den kleinsten Spaltenindex j, mit M_ ; #0

Finde den kleinsten Zeilenindex ¢ mit M; ; # 0
Falls 7 # 1 vertausche 1. und i-te Zeile, so dass wir von ¢ = 1 ausgehen kénnen.

(0] <>0

Falls My ,; # 1, wende Mul(1, M, ;1) an also M;,; =1
Réaume die j-te Spalte aus durch Subtraktion des M; j-fachen der 1.Zeile von der i-ten

Zeile (i = 2,3,...) (Add(1,i, —M; ;) anwenden)

Wiederhole dieses Verfahren mit der Teilmatrix von M, die aus M durch streichen der
1.Zeile und der 1. j Spalten hervorgeht.

Wiederhole:
Am Ende hat man eine Matrix M in Stufengestalt mit derselben Losungsmenge wie die

Ausgangsgleichung. Letztere ist genau dann leer, wenn ¢ ein Stufenindex ist.
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<>0

t-1

2. Teil : Mache Losungen explizit
Falls ¢ kein Stufenindex ist, streiche die Nullzeilen von M und fiige fiir jeden Nichtstufen-
index i1, ...,%q eine neue Zeile ((I;1);_|p,) hinzu, wobei p; ein Parameter ist.
Bringe die neue Matrix durch die Operationen Ver(i,j) und Add(i,j,a) auf strikte
Stufengestalt(l;_1|L) wobei L eine Spalte ist, die die Losung des Gleichungssystems in
Abhéngigkeit von den Parametern p; angibt.

1.40 Beispiel

Aufgabe :
Bestimme alle Parabeln die durch die Punkte (1,0) und (3,2) gehen mit der Leitlinie parallel
zur x-Achse.

Losung :
Jede derartige Parabel hergestellt durch eine Funktion
f:Rr—)]R:xr—>aa:2+b$+cmitf(1) =0und f3) =2
& zu linearem Gleichungssystem :

a +b +c = 0

9a +3b 4c¢ = 2

2) (o %

2 0 -6 -8
-1/3| 1/3 1 0 0 1/3+p/3
4/3 | -1/3 | = | 0 1 0|-1/3-4p/3

1 p 0 01 p

7~
OO =
O = O =

1.41 Beispiel

Aufgabe: -
Beschreibe Bild A, mit

1 2 3 4
A= 2 3 4 5
3 4 5 6

A = R4x1 — R3x1

Losung mit Gauss Algorithmus :
1

y | (x,y,z : Bildvektor)

z

3 4 T 1 2 3 4 T
—-A=(0 -1 -2 -3|y—2x | A=| 01 2 3 -y + 2z
0 -2 -4 —6|2z—-3z 0 0 0 O0|z—3x—2y+4zx
Losbar :<' Die Bedingung z — 2y + z = 0 ist erfllt.
Weiteres vorgehen : die Bedingung losen
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1.42 Beispiel

Aufgabe:
Sei A € R**3 gegeben durch A = ( 123 )
2 3 4
Uberpriife, ob A : R3%! s R2*! ein Rechtsinverses hat und berechne alle linearen rechtsinver-
sen.
Losung :
Gesucht alle B € R3*2mitAB = I,
Zwei lineare Gleichungssysteme:
aB_i= (g )= (@)
o= (9 )= (-
1 2 3|1 0 1 2 3 1 0
(2 3 4‘0 1)*(0 -1 —2‘—2 1)
10 -1]-3 2 1o -3 2
%(012‘2_1>—> o1 2|2 -1
0 0 1 a b
1 0 0|-3+a 24+b
— 01 0/2—2a —-1-—2b
0 01 a b
—-3+a 2+40b
Also B = 2—2a —-1-2b
a b
10\ 5 . .
A-B= 01 ) B : lineare Rechtsinverse

(Bemerkung : lineares Linksinverses kann nur bei inj existieren)

1.43 Definition

Ist A:mxn— R:(i,j) — A;; eine Matrix, so heisst
A :m xn — R:(i,§) — Aj; die transponierte Matriz oder die Transponierte von A

1.44 Lemma

Sind A € R™*" B € R"*°
= (1_4B)tr — Btr Atr . ) )
Ist A surjektiv mit rechtsiversem B, so ist A" injektiv mit linksinversem B!" und umgekehrt.

e Partitionen,Aquivalenzrelationen

1.45 Definition

Sei M eine Menge
1. Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge von M x M. Statt (m,n) € reals schreibt man
auch mRn (m steht in Relation R zu n)
2. Eine Relation heisst reflexiv, falls mRm gilt fiir alle m € M.

3. Eine Relation heisst symmetrisch, falls mRn immer nRm impliziert.
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4. Eine Relation heisst transitiv, falls mRn und nRo stehts mRo zur Folge hat(m,n,o € M)

5. Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation R auf M heisst Aquivalenzrelation.
Statt mRn sagt man auch m und n sind Aquivalent beziiglich R.

1.46 Beispiel

1. < ist eine Relation auf R
<ist:
reflexiv (< ist nicht reflexiv)
nicht symmetrisch
transitiv (z <y Ay <z =1z < 2)
=< ist keine Aquivalenzrelation

N
\\\s

2. Sei G: M — N (G wie Gesichtspunkt)
~gC M x M sei definiert durch
m~gm & G(m) = G(mr)
=~ ist eine Aquivalenzreaktion ”Bildgleichheit” beziiglich G
z.B.:
G:R = Rz,y) —1—y
(x,y) ~¢ (2,y) S z—y=2a"—y

G:R2 5 R: (z,y) — 22+ 92
(z,y) ~a (a,y) & 2® +y* = (@')? + (¥')°
3. M Menge, f: M - M
m,n € Mm ~ n & es existieren a,b € N mit

a _ b
fimy = Ty

f<1m)1= fem)
Ty = fisey)
|M| < o0

1.47 Definition

M Menge (# 0)

1. Eine Partition P von M ist eine Menge von nicht leeren Teilmengen von M, also P C
Pot(M) und X # 0 fiir alle X € P, mit

(a) M = XQP und
(b) XY =0 fir X,Y € Pmit X #Y
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Kurz : firaund b M =XL€JPX

2. Sei P eine Partition auf M. Die Elemente von P heissen auch Klassen.Ist X eine Klasse,
so nennt man ein Element von X auch Vertreter der Klasse X. Eine Teilmange von M,
die aus jeder Klasse von P genau einen Vertreter enthilt nennt man auch Vertretermenge
oder Transversale.

Eine Abbildung v : P — M mit Bild(v) eine Transversale heisst auch Vertreterabbildung
oder Transversale.

Klar : P eine Partition von M, so gehort jedes Element von M zu genau einem X € P
(genau einer Klasse), d.h.
fp:M = P:n+— X € Pmit m € X (f, : natiirliche Abbildung zu P)

1.48 Satz

1. Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf der Menge M, so bilden die Aquivalenzklassen definiert
durch [my] := [mo]n := {m € M|m ~ mq} fiir mg € M eine Partition von M
Aquivalenzklassen bezeichnet man mit M.,

2. Ist P eine Partition von M, so ist ~p definiert durch )

m ~p n < existiert X € P mit m € X,n € X (m,n € M) eine Aquivalenzrelation auf
M

3. Es gilt M., = P fiir alle Partitionen P von M und ~(y, )=~ (links vom Gleich steht

eine Partition)

Beweis:

1. mg € [mo] # 0 fiir alle mg € M
= peLarlmol =M
Zwei verschiedene Aquivalenzklasen sind sicherlich disjunkt :
[m1] N [me] # 0; existiert, mo € [m1] N [ma]
= [m1] = [mo] = [m2]

3. Nach Definition von ~p sind die Aquivalenzklassen von ~p gerade die Klassen von P,
d.h. die Menge der M/NP =P
Andererseits : Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M
Zeigem,n € M :m~n<n~y,_ n
Beides heisst aber, dafim und n zu derselben Menge von M., gehdren q.e.d.

1.49 Bemerkung

Sei f: M — N eine Abbildung

- {f(*{}n})m € fany} (n € fur) entspricht n € Bild(f)

ist eine Partition zur Aquivalenzrelation f =Bildgleichheit beziglich f. d.h. M,., =
{f({in})In € fon}

1.50 Hauptsatz
Sei f: M — N eine Abbildung.

Dann faktorisiert f als f = lf o v; mit vy surjektiv undf injektiv, wo
vitM—= M., :m— f(}(m))
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Die natiirliche Abbildung von ~; ist und f durch f: M, — N : f{_J% ;3 P fm) definiert

ist. Statt f = f o v sagt man auch, dafidas Diagramm
kommutiert.

Beweis :

1. Klar : vy wohl definiert und surjektiv, da ~; eine Aquivalenzrelation ist.
2. Zeige : f wohldefiniert :
! : —1 _ -1
m,m’ € M mit f(f(m)) = f(f(m,))
= f(m) = f(m’)v/ nach Definition von Abbildungen (Vertreterunabhngig)
Zeige f = f ovy, sofort aus Definition von vundf

1.51 Beispiel

1. f:R S5 R:(z,y) — /22 + 92
Fasern : Kreise mit Mittelpunkt (0,0)
vy ordnet jedem Punkt den Kreis zu, auf dem er liegt.
f ordnet dem Kreis seinen Radius zu.

dh

2.8 i f:R2 5 R: (2,9)—z+y
Fasern : Geraden parallel z +y = 0 vy stellt fest, auf welcher dieser Geraden mein Punkt
liegt.

f identifiziert jede dieser Geraden mit ihrem Schnittpunkt mit der z-Achse

AN
AN

%%

3. Sei f:Z— {0,1} : x — zmod2 Fasern :
{ gerade Zahlen }
{ ungerade Zahlen }
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vy stellt fest zu welcher dieser beiden Mengen meine Zahl gehort.
f identifiziert diese Mengen mit ihrem Standardvertretern 0 bzw. 1.
4. Ist m eine Menge und P' C Pot(M) eine endliche Teilmenge der Gestalt
e - {Al,Bl = M — Al,AQ,BQ = M — AQ,...,A",Bn = A" - M} (keine Menge
mehrfach aufgezahlt)
meM:[m]=,. X, = P={m]jm e M} Partition von M. Weiter logy(2n) < |P| <
meEP
2”
Klar, wenn man die Abbildung
E M= {Oa l}n Tm (XAl (m)aXAz(m)a <y XA, (m))
betrachtet.
Fasern= [m] von oben.

1.52 Beispiel

1. f:Z— {0,1} : 2 — z mod z

~¢ ist vertréglich mit + und - in Z

” ungerade - ungerade = ungerade ” etc.

~ aufZ/Nf = Z/ZZ

Addition und Multiplikation (vertreterweise Definiert) [1]4[1]=[0]
2. Ae R f.= A:R™X1 5 R™X g Az

Auf M = R"™! + (und Multiplikation mit reellen Zahlen)

Ebenso auf N = R™*!. f respektiert diese +,-

Az =b (¥)

Ubertrage + von M oder N auf R;”Nxf"

= Jon = oy = vy bV € Bild(S)

f macht Bijektion zwischen den Lsungsmengen von (*) und den rechten Seiten von (*).

Diese Bijektion ist additiv (sogar linear)

2 Algebraische Strukturen

Die Gruppenaxiome :

2.1 Definition

Sei A # ) Menge. Eine innere Verkniipfung von A ist eine Abbildung

0:AxA— A:(a,b)—raod

Eine dufere Verkniipfung ist eine Abbildung M x A — A (M Menge) Eine algebraische Struktur
ist eine Menge A # () zusammen mit einer Menge von Verkniipfungen.

2.2 Beispiel

1. R, +,- algebraische Struktur (+,- innere Verkniipfungen)

+]0 1 -0 1
2. A={0,1} Zwei innere Verkniipfungen: 0 |0 1 und 0|0 O
1 (1 0 110 1
3. A=TR"¥1 + innere Verkniipfungen
I axry
M=RRxR>! 5 R¥l: |q- —

Tn arn,
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2.3 Definition

Eine algebraische Struktur (G,-) heiit Gruppe, falls die folgenden drei Axiome erfiillt sind :

1. (Assosiativgesetz) : - (y-2) = (¢-y) - 2 fir alle z,y,2 € G

2. (Einselement) : Es existiert ein eindeutiges Element 1 inG mit 1-g = g-1 = g fiir alle
9°G@

3. (Inverses Element) : Zu jedem g € G existiert ein g~ mit g-g~! = g7 -g = 1 Oft
: gh statt g - h; Falls noch folgende Bedingung gilt, heifit G auch abelsche Gruppe oder
kommutative Gruppe

4. (Kommutativgesetz) : gh = hg fiir alle h,g € G
Bei kommutativen Gruppen manchmal + statt :,dann Einselement 0 und heifit Nullele-
ment

1

2.4 Beispiel

1. M # 0 und Sy :=~ (M)
:= Die Menge der bijektiven Abbildungen M — M
(Bei M =n={1,...,n}, S, statt Sp)
Darin Sy zusammen mit der Komposition von Abbildungen ist eine Gruppe.

2. Sei GL(n,R) := Menge der invertierbaren Matrizen R**"
(Erinnerung : A € R"*" ist invertierbar, fass B € R™*" existiert mit AB = I,, & BA =1)
= GL(n,R) zusammen mit Matrixprodukt ist eine Gruppe mit Einselement I,
GL(n,R) generelle lineare Gruppe iiber R

3. Ist M # () Menge, so ist RM eine kommutative Gruppe mit werteweiser Addition:
f,9 € RM (f + g)(m) := fim) + g(m) fiir allem € M
Beachte : 0-Element : 0-Abbildung 0 : M - R:m+—0€ R
Beachte : R"*! und RF beides Spezialfille.

2.5 Definition

Sei G eine Gruppe und M eine Menge.

1. G operiert auf M, falls eine Abbildung w: G x M — M : (g, m) — gm gegeben ist mit
Op 1l:1-m=m fir alle m € M (1= 1-Element der Gruppe) Op 2 : g(hm) = (gh)m fir
alleg,he Gund me M
w heiflt Operation von G auf M

2. G operiere auf M und m € M. Dann heiss t Gm := {gm|g € G} C M die Bahn von m
unter G.
2.6 Beispiel
Gruppe G = (R, +), M = R? Menge

1. erste Operation :
RxR2 = R :(t(x,y)) — (z+t,y —2t)



2.7 Beispiel 27

\ Bahn von (0,0)

2. zweite Operation :
RxR = R : (L (z,y) — (elz, e ty)
Bahnen = halbe Hyperbeln und { (0,0) }

Beachte :z -y = e*z - ety

2.7 Beispiel

1. Sy operiert auf M durch Anwenden.
Die Bahn eines jeden Elementes ist ganz M.

2. Sy operiert auf M™ durch
SMXMM—)MM:(g,h)»—)gofog_l

2.8 Satz

Die Gruppe G operiere auf der Menge M. Dann bilden die Bahnen Gm mit m € M von G auf
M eine Partition von M.

Beweis :

~qg Relation auf M

mneEMmn~gn:&Sex.g € Gmit gm=n

Behauptung : ~¢ ist eine Aquivalenzrelation :
Reflexiv: m ~gm 1 € G(1m = m)
Symmetrie : m ~gn = ex. g € G mit gm =n g_?eG m=g n=>n~gm
Transitivitiat : m ~g m',m' ~g m"
= ex. g,h € G mit gm =m', hm' = m"
= h(gm) =m" =>m ~gm"
~——
(hgym
Also : ~g Aquivalenzrelation auf M
Die Aquivalenzklassen von ~¢ sind die Bahnen von G auf M. q.e.d.

Wichtig : M., = {Gm|m € M} ( Gm = {gm|g € G} : Bahnen)

2.9 Beispiel

Sei A € R™*" und A : R™*! — R™'z +— Az
Frage : Ist Bildgleichheit bez. A induziert von einer Gruppenoperation?

. A=A,

oy €ERVUz ~y & TQTIW

Antwort : - _

Ja: Gruppe ist A&B}) ={z € R Az =0} #B denn 0 € A&t})

2,y € Ay = Aoty = Agyy =az + Ay =0+0=0, Az = 0,4y = 0
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dh.z+ye A}

({0}

(0 = neutrales Element von A(_{}]}))
ne en

2 € Aoy = T € Ay

Also : fl(_{}]}) Gruppe (Untergruppe von R"*!
Operation von fl(_{})}) auf R?*1

fl(_{t}) x Rt — R (b)) — b+

Klar : A ist konstant auf der Bahn (A44) =0+ A(y))

Sei umgekehrt : z,y € R™*! mit A, = A,
#x—ye[l(_{t}) undz=(z—y)+y
Alsao : Bahnen von A(_{%)}) sind die ~-Aquiv.

2.10 Definition

Sei G eine Gruppe, die auf der Menge M operiert. Eine Abbildung f : M — N heifit Invariante
der Operation, falls f(gm) = f(m) fiir allem € M und g € G gilt .Die Invariante heifit trennend
, falls f(m) = fimey fiir m,m’ € M bereits Gy, = Gy impliziert (d.h. ~p=~g)

2.11 Beispiel

1. S, operiert auf Pot,) durch S, X Pot(,) — Pot(y) :
(9,T) — gT :={g'|t € T}
d.h. : || : Potyy = Z: T+ |T| ist trennende Invariante.
2. frither : R x R? : (¢, (z,y)) — (elz, ey}
Op.0:R — R: (z,y) — zy ist eine Invariante, die nicht trennt.

2.12 Beispiel

Gl(R) x R™*™ — R™*™ : (g, A) —> gA

Zeige : Sy, operiert auf Pot(,,)= Menge der Partitionen von {1,...,n}
Bahnen < { Partitionen von m }

Also : Pot(ny — {Pot von m} trennende Invariante.

Korper und Ringe

2.13 Definition

Sei K eine nicht leere Menge mit zwei Verkniipfungen + und -. (K, +,-) heifit Korper, falls

1. (K,-) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 ist.

2. Fir (K,-) gilt das Assoziativgesetz, die Existenz des 1-Elements 1 # 0 und das Kom-
mutativgesetz. Weiter ist (K,-) mit K = K — {0} eine abelsche Gruppe mit neutralem
Element 1 (Insbesondere haben alle Elemente # 0 multiplikatives inverses(=reziprokes)
Element (a=' = 1)
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3. Es gilt das Distributivgesetz
a(b+ ¢) = ab + ac fiir alle a,b,c € K

Verzichtet man auf den Zusatz, das (K*;-) abelsche Gruppe ist, so heifit (K, +,-) ein kommu-
tativer Ring mit 1.

2.14 Bemerkung

Sei K ein Korper, dann gilt :

1. 0ra=0firalleae K

2. Statt ab~! schreibt man auch ¢ (a € K,b € K*))
Es gilt : ¢ 4+ £ = 2dtbe (p d € K*;a,c € K)

Beweis:

1. 0a =(0+0)a=0a+0a=0a=0
2. U

2.15 Beispiel

1. (R, +,:) Kurz : R ist ein Kérper

2. Q ist ein Korper (Teilkérper von R)

3. Z ist kein Kérper sondern nur ein kommutativer Ring mit 1
4. 7 )oZ Korper, vgl.2.2 .2

2.16 Beispiel

757 = Fy
0 01
Aufgabe : Invertiere A = (F3)>* 3 mit A= 1 0 1
010
Losung : (mit Gauss Algorithmus)
0 01(1 00O 1 0 1]0 10 1 00(1 10
10 1/010])]=1010/001]}=(010{001
01 0(0 01 0 01|11 00O 0 0 1(1 00
0 01 110 1 00
Probe 1 01 001 )]=1010
010 1 00 0 01
2.17 Satz
Sei C := {( —ab Z ) la,b € R} zusammen mit der Matrizenmultiplikation und Matrizenad-
dition. Dann ist (C, +, ) ein Korper gennant der Korper der komplexzen Zahlen.
a b

Abkiirzung : a + bi fiir . Durch Identifikation a € R mit a + 07 € C wird R zu

—b
einem Teilkérper von C, d.h. R C C und die Addition und Multiplikation komplexer Zahlen
eingeschriankt auf reelle Zahlen ist die bekannte Addition und Multiplikation in R.
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Beweis :

Multiplikation wohldefiniert ! (fiihrt nicht aus der Menge C raus)

Viele Eigenschaften folgen aus den entsprechenden Eigenschaften fiir Matrizenaddition bzw.
Multiplikation.

Kommutativitdt der Multiplikation :
(a+ bi)(c+ di) := (ac — bd) + (ad + bc)i = (¢ + di)(a + bi)

Das zu a + bi # 0 reziproke Element ist 257> — azini = a2-1i-b2 (1 — bi)

Das R Teilkérper von C ist, folgt aus der Kommutativitét. (s.0.) q.e.d.

Konjugiert komplexe Zahl :
Fiir a + bi € C heifit a — bi =: a + bi die zu a + bi konjugiert komplexe Zahl.

2.18 Satz

Sei p € N eine Primzahl, also eine natiirliche Zahl p # mit p=mn in N=n =1 oder m =1
Sei ~,, eine Aquivalenzrelation auf Z definiert durch :
a ~p b:& pla— b (sprich p teilt a — b d.h. ex. a € integers mit pa = (a — b)

Dann:

1. Die Addition und Multiplikation in Z ist vertrdglich mit ~j, d.h. [a],[b] € Z /. mit
a € [a], 5 € [0]
=
a+fe|c
ap € [d]
d.h. auf Z ., ist eine Addition und Multiplikation (vertreterweise) definiert.
Statt Z .., schreibt man Z ;7 fiir (Z .., +,) statt [a] schreibt man a+pZ (= {a+pz|z €

7})
2. Z L ist ein Korper. Bez. : F),

Beweis :

1. Seien a, o' € [a], B, 8" € [b]
= eXx. z,u € Z mit
o' =a+pz
B'=PB+pu
>d+pf =a+p+p(z+u),dh. o'+ ~ya+p
entsprechend fiir Multiplikation.
Damit ist 4+ und - von Aquivalenzklassen iiber Vertreter wohldefiniert.

2. (a) ZpZ kommutativer Ring mit 1 (gilt fiir beliebige p € Z)
Alle Eigenschaften (Assoziativitat fiir +,.. etc.) iibertragen sich
von Z auf Z ;7 0 + pZ = [0]
1-Element von Z /,7 1 + pZ = [1]
(b) Z,,Z Korper : Zeige nur noch a + pZ = pZ
= ex b+ p mit (a + pZ)(b+ pZ) =1+ pZ,d.h. ex. n € Z mit
a + b+ np =1 Nach Euklidischem Algorithmus : g.e.d. (s.u.)
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2.19 Bemerkung

Seien a,b € Zb# 0
[b] := { b bs (Absolutbetrag)
‘ -b b<0
Dann ex. ein ¢,r € Z mit
a=¢b+7rund 0 <r <|b|
r heifit auch der kleinste positive Rest von a modula b (b/a < r = 0)

2.20 Algorithmus(Euklidischer) 1.Teil

Gegeben : a,b€ Z,a=0,b#0
Gesucht : Der grofit gemeinsame Teiler ¢ von a und b
d.h.t|aundt|b und d|a,d|b = d|t

N—— ——

*1 *2

Algorithmus :

Setze a1 := a,as = b und fir n > 2 a, := ap_osmoda,_ falls a,_1 #0
Nach endlich vielen Schritten bekommt man ein ¥ € N mit ag41 = 0,ar #0
= ap = 997 (a,b) (GrofBte gemeinsamen Teiler von a und b)

R, + Gruppe und operiert auf R?

1:wRxR2 = R : (¢, (x,9)) — (z +t,y — 2t)

2:wR*xR2 - R? : (¢, (z,y)) — (e'z, e ty)

Oder (etwas anschaulicher) :
Gegeben : a,b e Z — {0}
Gesucht : ggT(a,b)

Algorithmus : a1 := a,a2 := b,a3 :=b
ap = ap_omoda, — 1

= existiert ein kleinstes k mit ajy1 =0
Weiter gilt : ar, = ggT (a,b)

Beweis :

1. Terminierend : Klar, wenn a,, € Z>oVv > 3 und ab dem dritten Glied ist die Folge streng
monoton fallend : a,_1 > a,Vn > 3.

2. ay, = g9T (a,b) geniigt zu zeigen : ggT (an—2,an-1) = 99T (an—1,an)
Klar denn : a,—2 = ¢n_2a,—1 + ap, mit ¢,_» € Z im letzten Schritt : ggT(ax,0) = ag
q.e.d.

2.21 Bemerkung

. a a b
SelE::{( b)|a,b€Z,b¢0}und€:E_>Z2X1:(b)'_><amodb)

1. Eukl. Algorithmus:
Tteriere das Anwenden von € solange es geht :

e ((5))= (o)

=t =ggT(a,b)
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2. Es gilt :

() =(7 %) (3)=(")

(¢ hangt von a und b ab.) Wobei a = bq + r mit g € Z,0 < r < |b|

2.22 Algorithmus(Euklidischer) 2.Teil

Gegeben : a,b € Z — {0}
Gesucht : t = ggT(a,b) und «, 8 € Z mit aa+ fb=1

Algorithmus :
Wie oben a,, = ¢,a,41 + Gpy2
Definiere :

0 1
4y = ( 0 )
0 1
e (01 Y,
Dann liefert die 1. Zeile von A,_; das gewiinschte Paar (a, 3):

t
4(3)=(0)
a B
egal egal

2.23 Beispiel

1. Bestimme gg7'(1002,912):
Folge : 1002,912,90,12, 6,0 also g¢g7'(1002,912) = 6

2. Bestimme (25 + 31Z) 'in Z 314 = Fi

31=1-25+6
25=4-6+1
6 =6 cdotl +0

0 1 0 1 0 1\\_ [ -4 5
(1 —6)((1 —4)(1 —1))_<egal egal>
—4-31+5-25 =1 (/mod3l)
(5+ 31Z)(25+ 31Z) = 1 + 31Z
14 31Z = {1+ 31z|z € Z} = {...,—30,1,32,....} Aquivalenzklassen von 7 /317, heilen
Restklassen.

2.24 Folgerung

1. Sei p € N eine Primzahl.
Fiir beliebige a,b € Z gilt : plab = p|a oder p|b

2. Jedes Element a # 0 mit a € Z hat bis auf die Reihenfolge und Vorzeichen eine eindeutige
Produktzerlegung in Primfaktoren.

Beweis :

1. Annahme : p Jfa Eukl.Alg:ng(p’a):l ex. a, € Z mit ap+ Ba =1
= pl(ap + Ba)b=1b
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2. (Skizze): Sei a € Z,a # 0 ist a Prim : 1/
Andernfalls ex b,c € Z mit a = be,1 < |b], || < |a]
Faktorisiere weiter (b und ¢). Terminiert nach endlich vielen Schritten ~» Zerlegung in
Primzahlen.
Eindeutigkeit folgt aus 1) . q.e.d.

2.25 Satz

Sei R ein kommutativer Ring mit 1, in welchem gilt :

a,b € Riab =0 = a =0 oder b = 0. Dann gibt es einen Kérper K, genannt der Quotien-
tenkdrper von R, der R enthilt.

Genauer :

1. Die Elemente von K werden geschrieben als £ mit a,b € R,b # 0
Esgilt: ¢ =% & ab’ = ba'
Das Element r € R wird mit € K identifiziert.

a 4 ¢ — adtbe a,c — ac
2. §+g=2acund §-5 =47

Beweis (Motivation+Skizze):
Wir wollen die Gleichungen bz, = a mit a,b € R,b # 0 16sen.
Gefiihl : (cb)zq,co = (ca) sollte z4p = Zeatch
Aquivalenzrelation auf R x_R —{0}

~
(a,b) ~ (ca,cb)

Name fiir die Aquivalenzklasse von (a,b) : §
Addition und Multiplikation :

z.B.:
brep=a /-d
decg=c/-b

& db(zg,p) + Ze,q) = da + ¢b g.e.d. (nicht wirklich aber es soll reichen.)
Z=R~K=Q
Standardvertreter § = 2 ggT'(a’,b') = 1 geht wegen der eindeutigen Primfaktorzerlegung.

Vektorraume

2.26 Beispiel

Folgende Abbildungen ¢ : D — W sind linear im Sinne, daf}
plar) = ap(z)

oz +y) = p(r) + ¢(y)

firallea e X , z,y € D, X ist ein Korper

1. Sei A€ K™*", K Korper,
D=K"'W=Km1 ¢o=A K™ 5 K™%z Az

2. Sei K = R, D =Menge der stetig differenzierbaren Funktionen auf R(R — R)
W = Menge der stetigen Funktionen R — R
@ : f— f' = 1. Ableitung von f

3. Sei D = W = Menge der stetigen Funktionen R — R
o :Integral

o f s If mit (If) o) = [ fouydu
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4. Sei D =W = KN, K beliebiger Kérper und ¢ einer der Schiebeoperatoren
@ : (a1,as2,as,...) — (az,as,....)
oder ¢ : (a1, az,as,...) — (0,a,as,....)
5. Sei D =W = KN, K beliebiger Kérper und ¢ der Differenzenoperator
v : (a1,as2,as,...) — (az — a1, a3 — as, a4 — as, ....) und sein Rechtsinverses
v : (a1,as,as,...) — (a1,a1 + as,a1 + as + as, ....)
(arithmetischer Mitteloperator) ¢ : (a1, az,as, ...) — (a1, fraca; + a22, %&, )

6. Sei D = Menge der konvergenten reellen Folgen, K = R, W = R, ¢ = Grenzwertoperator

. lim
¢ :(a1,a2,a3,..) — " a,

2.27 Definition

Sei K ein Korper. Eine abelsche Gruppe (V, +) zusammen mit einer dufleren Verkniipfung
KxV —=YV:(a,X)— aX heifit Vektorraum tiber K oder K-Vektorraum (K-VR) falls gilt
(fir alle a,be K, X,Y € V) :

1. a(X+Y)=aX +aY
2. (a+bX =aX+0bX
3. (ab)X = a(bX)

4. 1X =X

Die Elemente von V heiflen Vektoren.

2.28 Bemerkung

Ist V ein K-VR (K-Vektorraum), so gilt :

1. 0X =0 fiir alle X € V (1. Null C K, 2. Null € V)
2. (1)X = —X fiir alle X € V

Beweis :

1. 0X=(040)X =0X +0X = 0X =0
2.0

2.29 Beispiel
Sei K ein Korper, M # ) Menge :
= KM ist ein K-VR mit

1. werteweiser Addition f,g € KM
f—}—g:M—)K:mr—)f(m)—}—g(m)

2. werteweiser Multiplikation
af :M—>K:mv+—afm Vae K, fe KM

Beachte : Spezialfille : K™, K1*7 Km*n KK KN K = K!
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2.30 Beispiel

Seien V, W zwei K-VR.Auf dem kartesischen Produkt V x W definieren wir :

+: (VxW)x(VxW) = (VW) : ((v,w), (v, w")) — (v+v',w+w') eine komponentenweise
Addition und durch

Kx(VxW)—=(VxW):(a,(v,w)) — (av,aw) eine komponentenweise Multiplikation.

2.31 Definition

Ist ¥ ein K-VR, so heifit eine Teilmenge 7 C V. ein Teil(vektor)raum oder Unter(vektor)raum
von V falls

1. T#0

2. Fir X,)Ye€T unda,be K »aX +bY €T

Schreibweise : T < V.

2.32 Beispiel

Lineare Codes (aus der Nachrichteniibertragung)

F, Teilrdume von F3' (n-Tupel von 0 und 1)

Hamming Code : {ad + bB + ¢Cl|a,b,c € F»}

lineare Codes der Lange 7 (=n) mit 8 verschiedenen Folgen :

10111
A, B,C = Zeilen von : 1 0011
01101

OO =
SO = O

2.33 Definition

Sei V ein K-VR ,71.,72. <V

Falls jedes V. € V in eindeutiger Weise als V' — T7 + T> mit 71 € 71 und T> € 7> geschrieben
werden kann, heifit V die (innere) direkte Summe von T; und Ta:

Man schreibt V =T, & 75 oder V = T1 &; T

2.34 Definition

Seien ¥V und W : K-VR.

Eine Abbildung ¢ : V — W heif}t linear (oder ein K-Homomorphismus) falls fiir alle X, Y € V
und alle a,b € K gilt :

p(aX + By) = ap(a) + by(v)

Ist ¢ noch zusitzlich bijektiv(injektiv,surjektiv), so heilt ¢ ein Isomorphismus(Mono-
,Epimorphismus) (Ist V = W, so heifit ¢ auch Endomorphismus) (bijektive Endomorphismen
heiflen Automorphismen)

K-VR V und W, zwischen denen ein Isomorphismus existiert heiflen isomorph:

Zeichen : V=W
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2.35 Satz

Sei ¢ : V = W lineare Abbildung von K-VR
Dann:

1. Kern(yp) := 906{%)}) <V genannt der Kern von ¢.
2. Bild(w)

Beweis :

1. 0 € Kern(yp), also Kern(p) # 0
X,Y € Kern(p) und a,b € K = (aX +bY) = ap(X) + bp(Y) =0
d.h. aX +bY € Kern(p)

2. 0 = ¢(0) € Bild(p), also Bild(p) # 0
Sei X,Y € Bild(p) a,be K = ex. X', Y' € V mit p(X') =X und p(Y") =Y
= p(aX' +bY") = ap(X') + bp(Y') = aX + bY
d.h. aX +bY € Bild(p) q.ed.

2.36 Beispiel

SeiV=T1i®T (®;) (V)

1. 7Til7-1@7-2—>7;:T1+T2|—)Ti
ist eine lineare Abbildung (Epimorphismus)
Es gilt :
Kern(m) =T
Kern(m) =Th

2.4:Ti >V =T1®T;:T; > T; ist eine injektive (Kern(s;) = {0}) lineare Abbildung
(Monomorphismus)
” Die Einbettung von 7; in V”
Es gilt : Bild(,;) =T; (i=1,2)
weiter : ;0?7?77 = Idy; (i =1,2) weiter : ma 041 : T = 72,71 — 0 (Nullabbildung)

2.37 Satz

Ae K™" b e K™ gegeben.
Das lineare Gleichungssystem _
(*) : Az = b sei 1osbar, d.h.b € Bild(A)

1. Die Losungsmenge des zugehdrigen homogenen Gleichungssystems, also
(*0) Az =0 (0 = Nullspalte € K™*! niimlich Kern(4)

2. Die nicht leeren Fasern von A sind gleichzeitig die Bahnen von Kern(A) auf K™*! unter
der Operation Kern(A4) x K™ — K™ . (X)Y)— X +Y
Ist insbesondere Xy € K™*! eine Losung von (*) so durchléuft X + Xo mit X € Kern(A)
die Losungen von (*) (X sind hier die Losungen des Gl. Systems Az =0

Beweis :

1. Die Losungsmenge von (Xo) = Kern(A)
» 35 Behauptung
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2. Operation (X € K™*1) :
0 € Kern(A)
(0,X)— 0+ X =X

Xo, X} € Kern(A)
(Xo+ X))+ X =Xo+ (X§+ X)

Behauptung : Jede Bahn liegt in einer Losungsmenge von (*) fiir ein geeignetes b

Beweis : AY =bund X € Kern(A) = AY +X)=b

Behauptung : V,Y" Losungen von (*). ex X € Kern(A) mit Y = X + Y’
Beweis : Wihle X =Y — Y’ € Kern(A) qg.e.d.

2.38 Definition

Sei V ein K-VR. Eine Aquivalenzrelation ~ auf V heiit vertriglich mit der VR-Struktur oder
linear oder eine Kongruenz, falls aus
X~Y, X' ~Y'fir X,X")Y,Y' €V folgt aX +bX' ~aY +bY'Va,be K

2.39 Beispiel

1. Ist ¢ : V = W linear und ~,= ”Bildgleichheit beziiglich ¢ (V ~, V' & (V) = (V')
=~ ist eine Kongruenz

2. U <V, so ist ~y eine Kongruenz definiert durch :
X~pyuyY & X-Yelu

2.40 Lemma

Ist ~ eine Kongruenz auf K-VR V. Dann gilt :

1. Die Kongruenzklasse [0] der Nullklasse (oder war es der Nullvektor??) ist ein Teilraum
von V. [0] <V

2. ~N=~y und Y = [0]

3. Die Konguenzklasse [X] von V(X € V) ist gegeben durch X + U := {X + U|U € U} also
durch die Bahn von X unter der Operation von ¢/ auf V durch Addition

Beweise :

1. [0] # @ denn 0 € [0]
X, Ye[0,a,be K=X~0undY ~==aX +bY ~a0+b0=0
dh. aX +bY € [0] qe.d.

2. Behauptung :
VX, Y el
X~Y&eX-Yel
Klar : X ~Y X -Y~0X-YeclU

3. ZeX+UsZ=X+UfireinU~0
& Z~X,dh. Z € [X]
dh. [X]=X +U
Klar : U x V =V : (U,V) = U + V ist Operation von U auf V und X + U ist eine Bahn
dieser Operation. q.e.d.
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2.41 Satz

Sei U <V (K-VR) und ~:=n~y

Die Menge V, ... der Kongruenzklassen wird mit V;; bezeichnet (Lies V modulo U). Die Elemen-
te von V/y; heiflen auch Restklassen nach U und V), heifit auch Faktorraum, Quotientenraum
oder Restklassenraum von V nach U

1. Vyy wird mit der wohldefinierten Addition
X+UW+ Y +U)=X+Y)+UVX, Y eV
und Multiplikation :
a(X+U):=aX+UVz eV, a € K
zu einem K-VR

2. Die Abbildung
YV Vy: X— X+U
ist eine lineare Abbildung,genannt der natiirliche Epimorphismus von V auf V.
Es gilt : Kern(y) =U

Also : U <V = U Kern einer linearen Abbildung.

Beweis:

1. Zeige : + ist Vertreterunabhingig
d.h. ist
X+U=X"+U (X,X"€V)
Y+U=Y'+U (Y)Y €V)
LX) +U=(X"+Y")+U
—>ex.U1,U2€L{mitX’:X+U1,Y’:Y-{-Uz
=>X'+Y)-(X+Y)=(X+U1+4Y4+Us) —(X+Y)=U1 + Uz € U also /
Zeige : X +U =X'+U 2!;( aX +U=aX'+U
ex UelUmit X'=X+U
(aX") = (aX)=a(X +U) —aX =aU € U also /

Uberpriife Vektorraumaxiome fiir V;; :
+:

Assoziativitét fiir + : 4/ fiir V erfiillt,
0-Element : 04+U =U

negativezu X + U : =X +U
Kommutativitét : v/

(alles bereits fiir V erfiillt)

2. ¥(@X +bY)=aX +bY +U a,be K, X, Y €V
—— ——

Restklasse
=a(X+U)+bY +U) =
= ay(X) + by(Y) (v linear)
v surjektiv : v/, Kern(y) = U +/ qed.

2.42 Hauptsatz(Homomorphiesatz)

Sei f:V — W eine lineare Abbildung von K-VR.

Dann faktorisiert f in die Komposition des natiirlichen Epimorphismus 77 : V — Vkern(y)
und des Monomorphismus f : Viern(s) = W : X + Kern(f) — f(z)

also f = f o~. d.h. wir haben ein kommutatives Diagramm

Beachte : f ~» Isomorphismus von Viern(r) auf Bild(f)
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Beweis :

Im Hauptsatz 1.50 bereits fiir Mengen bewiesen.

Zeige (insbesondere f wohldefiniert) nur noch linearitiit von (in 2.41 gezeigt) und f (folgt aus
der Linearitit von f).

2.43 Beispiel

Sei A e K™*" f = A — K™ : 1+ Az Homomorphiesatz :

1. Diejenigen b € K™*! fiir die Az = b 16sbar ist, bilden einen Teilraum von K™*!, nimlich
Bild(f)
2. Dieser Teilraum Bild(f) ist Isomorph zu K}"I;(elm( n (vermdge f)

3. Die Losungsmenge von Az = b fiir ein b+ Bild(f) ist eine Restklasse (frither Faser) nach
Kern(f) und wird durch den Isomorphismus von K;";elm( 5y auf Bild(f) auf b abgebildet.
Insbesondere bildet die Gesamtheit aller Losungsmengen # () (Restklassen nach Kern(f))

einen VR

4. Je groler der Kern von f ist, fiir desto weniger rechte Seiten b ist das Gleichungssystem
16sbar.

2.44 Beispiel

Homomorphiesatz auf & angewendet :
m i ®Te = T1 : Ty + To — T eine surjektive lineare Abbildung (Epimorphismus) mit
—

v
Kern(m) =T
Homomorphiesatz :
(heT)n=T

71 ist eine Transversale fiir die Restklassen von (71 © 72) /7,

4) Polynomringe

2.45 Definition

Potenzreihen Sei K ein Korper

1. Auf dem K-VR K%20 definieren wir eine Multiplikation :
(a(], ai, )(bo, bl, ) = (C(), C, )
mit Co = (lobo,cl = a061 + CL1b0,02 = a0b2 + CL1b1 + a2b0
algemein : n >0
Ccp = agby + a1bp—1 + ... + apbo
(K%20 4 .) zusammen mit der K-VR-Struktur von KZ2° wird mit K[[z]] bezeichnet,
den Potenzreihenring , iiber K in z := (0,1,0,0,...) genauer den Ring der formalen
Potenzreihen iiber K (Statt (ao,a1,..) schreibt man auch y":° ) a;z?)

2. Eine Potenzreihe (ag,a1,...) € K[[z]] heiit Polynom, falls ein n € Z>o existiert mit
a; = OVi > n. Fir a # 0 heifit das kleinste derartige n der Grad von a. (Grad(0) = —0)
Die Menge aller Polynome zusammen mit der K-VR-Struktur und der von K[[z]] ererbten
Multiplikation heifit der Polynomring K|[z] von K (€ x).

(Statt = jeder andere Buchstabe moglich)(x heifit auch Unbestimmite
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2.46 Beispiel

(Schriftliche Multiplikation ohne Ubertriige)
In F;[z] berechne ab von

:=(1,2,3,4,0,0,..) , b= (4,3,2,1,0,0,...)

4 3 21000
03 14200
00 2413 0 ..
00012 340
410001 4

2.47 Bemerkung

—

. 1:=(1,0,0,...) € K[z] ist das neutrale Element der Multipl. in K[[z]] und K|[z].

2. za = (0, a9, a1, ...)Va € K[[z]] (eigentlich nur den Grad erhdhen)

. Es gilt 2'z7 = 2(+9)Vi, j > 0 wobei 2° = 1
(Multipl. der Monome entspricht der Addition der Exponenten)
*K|z] ist der Halbgruppenring von (Z>q,+)

. Sei a € K|[z] ein Polynom vom Grad n.
= a=ag+ a1z + ax? + ... + a,z"(a; € K)
~> Identifikation
K + {0} U {a € K[z]|Grad(a) = 0}

5. K[x]grai<n = {0} U {a € K[z]|Grad(a) < n} ist Teilvektorraum von K[z]

. Fiir a,b € K[z] — {0} gilt :
Grad(ab) = Grad(a) + Grad(b)

2.48 Satz

Sei

1
2

K Korper.

. KJ[z] ist ein kommutativer Ring mit 1

. Fiir a,b € K[z] mit b # 0 ex. eindeutige ¢,7 € K[z] mit a = ¢b + 7 , Grad(r) < Grad(b)
oder r =0

Beweis :

Multipl. kommutativ, 1=1-Element , 1/

Assoziativitdt der Multiplikation :

Benutze die Bilinearitdt (*) der Multipl:

(a + b)c = ac + be und (aa)c = afac) Va,b € K[z],Ya C K,Vc € K[z]
(Kann man auch als Distributivgesetz verstehen)

(Linearitdt der Rechtsmultiplikation mit ¢

Linearitdt der Linksmultiplikation mit ¢ wegen Kommutativitit)
Also, da jedes Polynom Linearkombination der z! ist, reduziert sich wegen (*) die
Assoziativitit auf Assoziativitit der Produkte der z? :

i (zizl) = (z'29)z® Vi, j, k € Z>o

Dies ist klar, denn beide Seiten = z+i+k ((Z, +) ist assoz.)

Genauer : a(bc) = (ab)cVa, b, c € K|z]
Beweis (durch Induktion nach Grad(c)):
v/ wenn Grad(c) = 0 (Linearitét)
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Angenommen : Beh 4/ fiir Grad(c)< n

Zeige Beh fiir Grad(c)=n+1

Schreibe : ¢ = ¢ + ¢y 12"t mit Grad(c) <n
a(be) = a(b(c + cpp12™t))

= a(bc + cpy1bz™t1)

= a(be) + cpt1a(bz™t1) (Schieben)

= (ab)c + cpq1(ab)z™H!

= (ab) (C + C"+1.Z'n+1)

= (ab)c Ass. v/

Distributivgesetz : s.o. (Linearitét)

. (Lange Division ohne Ubertrige)

Sei Grad(a)=m , Grad(b)=n. Falls m < n fertig.

Falls nicht ersetze a durch a — §=2™7"b und belasse b.

Nach endlich vielen Schritten ist der Grad des 1. Polynoms kleiner als n und wir kénnen
q= ‘Z—;"a:m*" + ...

sowie r= letztes Polynom in der Reihe der a’s ablesen

~ Existenz von q und r.

Eindeutigkeit : a = ¢1b + r1 mit Grad(r,) <Grad(b)
=>r—r=(q—q)b

Wire ¢ — ¢1 # 0 = Grad(r — r1) >Grad(b) Widerspruch!!
Also g = ¢; und r =1 q.ed.

2.49 Beispiel

a=25—2—-1,b=2%—-2+1¢€ Q]
Suche q (Quotient) , r (Rest)

0 0 0 0 1 =1 1| 1z*%
0 0 0 1 -1 1 0 | 1236
0 0 0 0 0 0 0 | 0z2%b
o -1 1 -1 0 0 0| —-1xb
-1 1 -1 0 0 0 0 -1b
-1 0 0 0 0 0 0 0
1z 22 2 a2t 25 b

2.50 Folgerung

Sei 0 # p € KJ[z]. Dann bilden die Vielfachen (ap mit a € KJ[z]) von p einen Teilraum
pK[z] < K[z] von K[z] und der Faktorraum K[z]/,k[,] hat K[z]graa<n(n := Grad(p)) als
Vertretersystem. D.h. K[z] = K[z]gred<n ® pK|[z] . (q oben =p)

2.51 Bemerkung

p etc. wie oben = Die Multiplikation mit x (auf K[x]) induziert eine lineare Abbildung von
K|[z]/pk]s) in sich mit :
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2t + pK[z] = 2t + pk[z] fiir i = 0,1,...,n — 1

und 7" ! + pK|[z] — 2" + pK[z] = —ap — a1 — ... — ap_12" ' + pK|[x]
wWop=ag+ a1z + ..+ ap_12" 1 + " ist.

—(ao + a1z + ... + ap—12™ ') = 2™ mod (pK|z])

Beweis : Multipliziere mit x auf K[x] linear
Zeige : ~ wohldefinierte (Vertreterunabhingige) Abbildung von K[z]/p(z) in sich
r+pKlx] = s + pKlz] (r,s € K[z])

Behauptung : xr + pK|z] = xs + pK|z]
Beweis : r — s € pK[z],d.h.
r-s=p-aflireinae K[z] =

zr —zs =p-ax € pK[z] =

zr + pK|z] = zs + pK[z] ged.

Beachte : Die Schreibweise fiir a € K[[z]] als ) °; a;z* ist formal. Im algebraischen Sinne
liegt hier keine Summe vor, da Summen nur fiir endlich viele Summanden definiert sind.

(1—2)"' =14+ 22+ 2% + .. ( Geometrische Reihe)

(1—z—2?)"'=ag+arz +ax?® + ...
ag =1,a; =1,a;42 = a; + a;y1 (Fibonacci) Vergleich von Z und Kz] :
| z | Kl
1) |ab| = |a] - |b] Grad(a,b)=Grad(a)+Grad(b)
2) | Euklidischer Algorithmus wegen Division mit Rest | Euklidischer Algorithmus wegen Division mit Rest
3) Restklassenkorper : Fp, = Z/pz, p Primzahl Restklassenkorper K[x]/, k(4] » p € K|z] irreduzibel
4) Q ?7Quotientenkorper

2.52 Definition

Sei K ein Korper. Der nach 2.25 existierende Quotientenkdrper von K[z] (a,b € K[z],a,b #
0 = ab # 0 Beweis : Grad) wird mit K(X) bezeichnet und heifit der Korper der rationalen
Funktionen iber K (vgl Z — Q)

Klar :

Jede rationale Funktion kann geschrieben werden als § mit a,b € K|z],b # 0,99T(a,b) =1
(Eukl. Algorithmus). Verlangt man noch, da8der hichste Koeffizient von b eins ist, so hat man

eine Normalform .

2.53 Satz

Ist p € KJz] irreduzibel , d.h. n := Grad(p) > 0 und p hat keine Teiler in K[x] vom Grad g
mit 0 < g<n

1. Formulierung :
Sei Aquivalenzrelation ~, auf K[z] definiert durch a ~, b :¢ pla—b. Auf den Klassen von
~p definieren wir eine Vertreterweise Addition und Multiplikation. Mit dieser Verkniipfung
ist K[z]/~, ein Korper, der Restklassenkérper K[z]/,k[,]- Wegen der Division mit Rest
ist K[r]grad<n ein Vertretersystem der Klassen von K[z]/,k|q4]

2. Formulierung :

K[z]/pk[s) (Ist schon ein Vektorraum) ist mit der Vertreterweisen Multiplikation ein
Korper.
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2.54 Beispiel

1. (Neue Konstruktion von C)
In R[z] ist das Polynom p = z? + 1 irreduzibel. Bezeichne die Restklasse von z mit
(= 2 + pRiz])
=2324+1=0in R[x]/pR[z]
? = -1
Elemente von R[z]/,r[2] gegeben durch :
a+bZ,a,beR
(a+bx) - (c+dz) = (ac — bd) + (ad + be)z (T = 1)
2. (Korper von 4 Elementen)
In Fy[z] ist p = 2? + x + 1 irreduzibel..
Damit ist F5[x]/pp,[,] €in Korper mit Elementen
0,1, =2+ pFy,Z + 1

3. (Q(v/2)) 2® — 2 € Q[x] ist irreduzibel
Sonst hétten wir einen Teiler vom Grad 1 :
r—alz® —2(a€eQ,dh.a®>=2
T=z+(@*-2)€eQz]a= iﬂ% a® = 2 was ein Widerspruch ist.

2.55 Beispiel

Sei K ein Korper

1. Fiir jedes Korperelement a € K ist durch ' — a' eine lineare Abbildung K[z] — K :
p — p(a) definiert.(FEinsetzungsisomorphismus). Man nennt a eine Wurzel von p, falls
beim Einsetzen p(a) = 0. Ein Polynom vom Grad n hat héchstens n Nullstellen.

2. Eine Abbildung f € K¥ heifit Polynomfunktion, falls ein p € K[z] mit f(a) = p(a)Va € K.
In diesem Fall heifit f =: f, die von p induzierte Polynomfunktion. Es ist K[z] - KX :
p — [p eine K-Lineare Abbildung. Das Bild bezeichnen wir mit PolFu(K). Die Abbil-
dung ist genau dann surjektiv, wenn |K| < oco. Die Abbildung ist genau dann injektiv,
wenn |K| > oo.

Beweis :

1. Linearitat : Klar
Es gilt : a € K Wurzel von p & (z — a)|p
Sei g € K[z] 99T (z — a,q) =1 ¢ q(a) #0
g(a) ist der Rest bei Division von q durch x-a. Also angenommen p hat 1 verschiedene
Nullstellen :
a1, .., ap = (x —a1)(x — az)...(x —ay)|p, alsol <n
99T (x —as,x —a;) =1firi#j

2. Ubung : Beachte : Nullstellen von fp = Wurzel von p (Lagrangeinterpolation)
2.56 Definition
Ein Korper K heifit algebraisch abgeschlossen, falls jedes nicht konstante Polynom (p € K[z] —

K = ex. a € K mit p(a) = 0 also Polinom vom Grad 0) eine Nullstelle in K hat, d.h. jedes
Polynom zerfllt in ein Produkt von Linearfaktoren.(Teiler vom Grad 1)
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2.57 Satz

(GauB, sogenannter Fundamentalsatz der Algebra)
C ist algebraisch abgeschlossen.

3 Dimension und Basis eines Vektorraums

1.) Erzeugen von Teilrdumen

3.1 Satz

Sei T # 0 eine Menge von Teilrdumen

W von V(K-VR) = /[l W<V

Beweis :

W@T W =0, denn 0 € WVYW € T also 0 EWQT w
Seien X,V €W, a,b € K
=>XYeWwWeT,4, | ek

W:;V aX +bY e WWWeT

=aX +bYV €, 1w

3.2 Beispiel

Gegeben : Ein lineares homogenes Gleichungssystem
= Losungsraum = Schnitt der Losungsriume der einzelnen Gleichungen.

3.3 Definition

Sei V ein K-VR und M C V Vektorraumerzeugnis)

1. Das Erzeugnis (Vektorraumerzeugnis) iM; von M ist der kleinste Teilraum , der M entlt.

n
Genauer : < M >:= A‘/}Vf“,’vw

2. Eine Linearkombination von Elementen von M ist ein Vektor V € V), fiir den ein n € N
existiert, ay, ..., an, kurz a € K™ und z1,...,x, € M, kurz £ € M", existieren mit V =
a1%1 + A2, T2, ..oy Gy, Ty Ist M = @, so ist der Nullvektor die einzige Linearkombination
von Vektoren aus M. Menge aller LK von Elementen aus M : LK (M).

3.4 Satz

Sei V ein K-VR, M CV
=< M >=LK(M)

Beweis :

Behauptung 1 : LK(M) <V

Beweis : 0 € LK(M) +/ , also LK (M) # 0

Seien V,W € LK(M),s,t € K
=>ex.mn€NaeK"be K"\ v e M™,ye M"
mit

V=azi1+..+ancy



3.5 Beispiel 45

W =biyr + ... + bpyn

= sV +tW = sa1y1 + ... + samTm + (tb1)yn + ... + (tbp)yn € LK(M). (Klar : M C LK (M))
Behauptung 2 : Ist W < Vmit M CW

= LEM)CW

Beweis : Jeder Teilraum entélt alle Linearkombinationen seiner Elemente.

Aus 1 und 2 = Behauptung qed.

3.5 Beispiel

1. Seien 71,72 <V
Ti+T=<ThUTz>
(andere Schreibweise : < T1, T2 >
Zusammenhang mit der direkten Summe :
0:TL®eTa = V:(Th,To) — T1 + T ist eine lineare Abbildung mit Bild(y) = T1 + T2
und Kern(yp) = {(T,-T)|T € T1 N T2}
Insbesondere : T1 + To = T1 @; Ta & T1 N T2 = {0}

3.6 Definition

Ein K-VR V heifit endlich erzeugt, falls eine endliche Teilmenge M C V existiert mit V =< M >

3.7 Beispiel

1. ¥V = K™ ist endlich erzeugt, denn die Spalten der Einheitsmatrix bilden ein Erzeu-

1 0

0 : a“
gendensystem.. < Ey = [_; = oy Bri= I, = : > denn : =

0 1 an

a1E1 ++anEn

2. K[x] ist als K-VR nicht endlich erzeugt, denn fiir jede endliche Teilmenge M C K|[z]
sind die Grade der Polynome in < M > beschriankt durch das Maximum der Grade der
Polynome in M.

3. Ist V ein endlich erzeugter K-VR und ¢ : V — W lineare Abbildung
= Bild(¢p) endlich erzeugter K-VR (¢ = W endlich erzeugt)
Denn : V =< z1,...,2, >= Bild(p) =< (1), ..,0(xn) >

4. V, W endlich erzeugt = V @, W ist endlich erzeugter K-VR.
3.8 Bemerkung

minimale Erzeugendensysteme?
<X>=N,<z—{z;} >AWX; € X

Ist M CV ein minimales Erzeugendensystem, so gilt X ¢< M — {X} > fiir alle X € M.

2. Lineare Unabhingigkeit :

Arbeite mit Folgen von Vektoren statt mit Mengen :
(Bislang : X CV,< X >= LK(X)
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Jetzt : X € V"', < X >=<{z1,....; Zpn} >=< T1, ..., Ty >)
Benutze bei Folgen die bisherige Definition fiir das Bild der Folge.

3.9 Bemerkung

Sei X = (Xy,...,X,) € V",V K-VR.
Folgende Aussagen sind dquivalent :

1. Aus a1 X; +...+apX, =0mit g; € K FOLGT a1 =...=a, =0
2. Fir die linearen Abbildungen
p: K" = V:ia— a1 X1 + ... + ap X, dilt : Kern(p = {0}
3. Fiir jedes V €< X > gibt es genau ein a € K™ mit V =a; X1 + ... + a, X,

3.10 Definition

X € V™ heifit linear unabhdngig, falls eine (und damit alle 3) Aussagen von 3.9 zutreffen.
Andernfalls heifit X linear abhdngig. Eine endliche Teilmenge {Xj, ..., X,,} von n Elementen
von V heifit linear linear unabhingig oder linear abhingig, wenn eine Folge {Xi,..., X, } die
entsprechende Eigenschaft hat. Eine unendliche Menge X C V heifit linear unabhéngig, falls
jede endliche Teilmenge von X linear unabhéngig ist.

3.11 Beispiel

1. (Ey,..., E,) € (K™1)" (vgl. Beispiel 3.71) ist linear unabhiingig
(a1E1 + ...+ anEn =0
ay 0
: =| ! |=2a=...=a,=0)
an, 0
(Locker Ej, ..., By, linear unabhingig Ist X C V™ und ¢ : ¥V — W linear.
poX =(p(X1),...,0(Xpn) eW" L u = X lLu
Beweis:
Seiae X" mit a1 X7 +...+ap,X, =0
ap(X1) 4+ ...+ ape(X,) =0

=
p(linear)
g =...=a,=0

poX (linear) a1
2. (sin,cos) C (R®)? linear unabhiingig.

Denn a :< sin, cos >— R? : f — (f(0), f(%)) ist linear.

a(sin) = (0,1),a(cos)) = (1,0) sind linear unabhéngig (Benutze 2)
3. (sin x sin, cos x cos; K1 (konstante Abbildung auf 1)) € R®)? linear abhingig denn nach

Pythagoras :

sin(x)? + cos(x)? = IVz € R

1sin(z)sin + lcos(z)cos + (—1) K1 = 0-Abbildung

Beachte : erzeugen(Bild(p)) und linear unabhingig (Kern(yp)) sin dual zueinander.

3.12 Satz

Sei V ein K-VR und X = (Xq,...,X,,Y) € V" Folgende Aussagen sind dquivalent :

1. X ist ein minimales Erzeugendensystem von V
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2. X ist maximal linear unabhéngig in V', d.h. X ist unabhéngig und (Xj, ..., X,,,Y) ist linear
abhangig fiir alle Y € V

3. X ist ein linear unabhingiges Erzeugendensystem. Ein derartiges X heifit Basis von V

Beweis :

”1) = 3)” : Klar : Ausgangspunkt unserer Diskussion linear unabhéngig.

”3) = 2)” : Da3X L.u. ist, ist klar (Vorraussetzung) Sei also Y < V Behauptung : (X1, ..., X,,Y)
linear abhingig Beweis :

Nach 3):Y €e LK(X),dh.ex.a € K" mit Y = a; X1+ ... +apX,, d.h. (41, ...,a,, —1) ist eine
”lineare Abhangigkeit” von (X7, ..., X,,Y) (€ (Kern(yp), vgl. 3.9.2) ”2) = 1)” : 1. Behauptung
: X ist Erzeugendensystem.

SeiY € V= (Xyq,..., Xp,Y) ist linear abhéngig, wahrend (X1, ..., X;,) linear unabhingig ist.
= ex.a € K™ mita # 0und (41 X1 + ... + an X, + ap1Y = 0 und a,y; # 0 (sonst
(A1, ...,ay) lineare Abhingigkeit” von X)

=Y = a_nTl Xi+...+ a_n‘i"l X;,d.h. Y €< X >, d.h. X ist Erzeugendensystem von V.
2.Behauptung : X minimales Erzeugendensystem.

Klar, denn keiner der Vektoren von X ist zum Erzeugen {iberfliissig. ged.

3.13 Folgerung

X = (X1,...,Xn) € V" X ist genau dann Basis von V falls
p: K" —>V:ar— a1 X1 + ... + a, X, ein Isomorphismus ist,d.h. :
Bei jedem V € V ex. genau ein a € K™ mit V = a1 X1 + ... + a, X,.

3. Der Steinitzsche Austauschsatz

3.14 Hauptsatz (Steinitz)

Y K-VR, X € V" Erzeugendensystem von V, d.h. ¥V =< X;,.., X, >, und Y = (Y1,...,Y;) €
V" Lu.. Dann s < n und nach geeigneter Umordnung der X; ist (Y1, ..., Ys, Xsy1,..., Xp) ein
Erzeugendensystem.

Genauer : ex. g € Sy, so daffir X' = X oo gilt :

(Y1, ..., Y, X541, ..., X)) Erzeugendensystem von V

Beweis : Induktion nach s

Induktionsanfang : Sei s=1. Da Y; € V

> ex.a€ K"mit Y1 = a1 X1 + ... + ap Xy

Y1 Lu. (Y1 =0=b=0,d.h. Y] #0)

= a #0,d.h. ex. ein ¢ € p mit a; #0

obda : (Umordnen)

1= 1, ay 75 0

Xi=Lty-2x, ... - =X,

also X; e< Y1, Xs,..., X, >, dh. V=<¥,X5,..., X, >

Induktions Annahme : Behauptung gilt fiir s-1 bzw. fir (Y1,...,Ys_1)
Also:s—1<nund (Y1,....Ys 1, Xs, ..., X,) erzeugt V.

Induktions Schritt :

Y€V =<Y1,...,. Y1, X5, ... Xpn >

S>a€e K "mit Yy=a1Y1 +...+a5_1Ys-1 +a: X +...+a, X,

Y ist Lu. = Y; #0,alsoa #0

Wiérea; =...=a, =0 (also a/p_s_1 = 0) so wire Y 1. a.

Also ex. i mit s <i < nmit a; #0

= s < n Nach Umnummerierung
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obda:i=3s

Wie oben :

Xse< Y, .Y, Xoy1, 00y Xpp >

=V =<%,..Y, Xet1,..., Xp, > qed.

3.15 Folgerung

Sei V ein endlich erzeugter K-VR
= ex. ein eindeutiges n € Z o, so dafljede Basis von V genau n Elemente enthélt. Dieses n
heifit die Dimension vo V (Notation : Dim(V) = n = Dim)V)

Beweis : V = {0}4/. Sei also V # {0}
Da V ee. ex. ein s € N und ein Erzeugendensystem X € V?. Durch Weglassen von Vektoren
kénnen wir erreichen, daiX lLu. Erzeugendensystem ist. Also =(gbda X Lu.. Sei nun Y € V" lL.u.

= H Steinitz
Steinit: ™ < 8. Ist zudem Y ein Erzeugendensystem von V ¢ ey 8 <n

Also n = s qed.

3.16 Beispiel

1. Dim{0} =0

2. DimK™ = n, denn die Standard Basis S := {(1,0,...,0),(0,1,0,...),...,(0,...,0,1)} ist
offensichtlich eine Basis von K™ und hat n Elemente

3. M beliebige Menge (z.B. endl.)
= Dim(K™) = |M|

(a) Im endlichen Fall (|M| < oo) : Basis
charakteristische Funktionen der einelementigen Teilmengen ~» Basis

(b) M # 0 Setze KM = {0}
(¢) |[M| = oo = Die charakteristische Funktionen der einelementigen Teilmengen sind
linear unabhiingig. (jedoch kein Erzeugendensystem mehr) = Dim(KM) = oo = |M|

3.17 Folgerung

Sei V ein e.e. K-VR
1. (Basisergiinzungssatz) : Ist X € V' Lu., so kann X zu einer Basis von V ergiinzt werden,
dh.I<DimV=nundesex.eine BasisY e V" mit Y; = X; furi=1,...,1
2. Ist T <V, so gilt DimT < DimYV mit Gleichheit & 7 =V

3. Ist T <V mit Basis (X1,...,X;) und (X31,...,X;,Y1,...Y}) eine Basis von V
=M1 +7T,...,Y, +T) ist eine Basis von V7
DimV,7 = DimV — DimT

Beweis :

1. Direkt aus dem Satz von Steinitz

2. Linear unabhéngige Vektoren von 7 sind auch linear unabhéngig als Vektoren von V.
Also die maximale Zahl der 1.u. Tupel aus T = Dim(T) Also die maximale Zahl der l.u.
Tupel aus V=Dim(V) = X +T =bh(Xi+T)+...+ (Xx +T)
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Zeige noch (Y1 +7,...,Ys+T) Lu.

Sei a € K* mit

a1 +T)+...+ax(Ys +T)=0+T d.h.

aYi+.. 4ty €T wex.be Kl mit oy Yi+...4+ar Y, =0 (Xa+T)+...+0(Xi+7)
Adho Vi 4+ .o+ apYe + (b)) Xa+...+ (=0)X; =0
Sa=...=a;,=0(=by=...=,=0

dh.a=0also (Y1 +7,...,Y, +T) Lu. ged.

3.18 Folgerung

Vee K-VR,a: V> W.

K-linear = Dim(Bild(c)) + Dim(Kern(a)) = BimV

(Erganzung zum Homomorphiesatz)

Beweis : Hom. S, : Bild(a) =V, kern(a)

Dim(Bild(a)) = Dim(V/kern(a)) = Dim(V) — Dim(Kern(a)) ged.

3.19 Folgerung

Sei VK-VR, 71,72 <V

= Dim(Ti + T2) = Dim(T1 N T2) = Dim(T1) + Dim(T2))
Beweis :

Offenbar ist :

a:Ti®, T2 = V:(T1,To — Ty + T5 linear mit

Bild(a) = T1 + T2 und

Krn(a) ={(T,-DTeThiNT:}=2TiNTs

3.18?>Beh) Dim(Ty @a T2) = Dim(T1) + Dim(T2)) gropms.

= Dim(Kern(a)) + Dim(Bild(a)) qed.

Dim(TiNT2) Dim(T1+7T2)

3.20 Beispiel

Sei Dim(V) =3

GV)=G:={UU L V,DimU = 2}
PWV)=P:={UU<LV,DimU =1}

= Ul,u2 € G,Z/Il 75 Us= Ui NUs € P(V)
Ul,UQ € P,Z/ﬁ 75 Us= UL NUy € G(V)
Interpretation : projektive Geomitrie

4. Konstruktive Aspekte Zur Erinnerung :

GL(m,K) := {g € K™*™|ex ein h € K™*™ mit gh = I,,,} operiert auf K™*™ durch Links-
multiplikation. Linksmultiplikation mit gleichen Elementen von GL(m, K) = elementare Um-
formungen

3.21 Definition

Sei A € K™*"

1. Z(A) =< Ay _,..., Ap,— >< K" ™ heifit der Zeilenraum von A und seine Dimension
heifit der Zeilenrang von A.

2. S(A) =< A_1,...,A_, >< K™*! heifit der Spaltenraum von A und seine Dimension
heiflt der Spaltenrang von A.
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3.22 Bemerkung

Sei A e K™*" g e GL(m, K)

1. A und gA haben denselben Zeilenraum und somit denselben Zeilenrang. Insbesondere
produziert der GauBalgorithmus eine Basis des Zeilenraumes.

2. A und gA haben denselben Spaltenrang

Beweis:

1. Klar, denn Z(gA) C Z(A) und Z(g~1(gA)) C Z(A)

2. g: K™*! — K™*! Isomorphismus induziert einen Isomorphismus von S(A) auf S(gA)
Dim(S(A)) = Dim(S(gA)) qed.

Beachte : Bei strikter Stufengestalt ist Zeilen und Spaltenrang sofort ablesbar (und gleich)

3.23 Folgerung

A € K™*™ = Spaltenrang(A) = Zeilenrang(A)
Sie werden mit Rg(A)=Rang von A bezeichnet.

3.24 Folgerung

A e K™*" Kern(A) = Losungsraum vom kommutativ linearen Gleichungssystem Az = 0
(r € K™*1)
Es gilt : Dim(Losungsraum)=n — Rg(A)

Beweis :
Dim(Ldsungsraum)=Dim Kern(A)
=n — Dim(BildA)

=n— Rg(A)

Denn Bild(A =S(A)

3.25 Satz

1. GL(m,K) operiert auf K™*™ durch Linksmultiplikation:
GL(m,K) x K™*™ — K™*" : (g, A) — gA
Der Zeilenraum ist eine trennende Invariante, d.h. A, B € K™*" sind genau dann in einer
Bahn, wenn Z(A)=Z(B)

2. Jede Bahn enthilt genau eine Matrix in strikter Stufengestalt.

Beweis : Z(A)=Z(gA) / 3.22

d.h. Zeilenraum ist eine Invariante

Sei A, B € K™ ™ mit Z(A)=Z(B)

Gang €X- 9,h € GL(m, K), so dagA und hB in strikter Stufenform sind.

Behauptung : gA=hB Beweis : konstruiere gA nur aus Z(A)=%(B)
Zuerst : (Anzahl der Zeilen bei strikter Stufenform # 0)= Dim(Z(A))
Stufenindizes : strukturell wie folgt :
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Definiere fiir 1 <d <mn

7q: Z(A) - K'Y (21,...,2,) — (21, ...,74) und 7y = 0 Abbildung von Z(A)

= d Stufenindex < Dim(Bild(ng)) > Dim(Bild(mq—1))

Sei nun d=d max der gréfite Stufenindex.

04:Z(A) = K : (21,...,Tp) —> T4

StufeT::qestalt Z(A)=Kern(oq4) ® Kern(mg_1) mit Dim(Kern(mg_1)) =1

Die letzte Zeile # 0 der strikten Stufengestalt von A ist durch Kern(mg—1) festgelegt. Friihere
Zeilen durch Kern(og):

Jetzt (formale) vollstandige Induktion iiber Zeilenrang moglich.

3.26 Folgerung

Jeder K-dim Teilraum von K1*™ mit k > 0 hat eine eindeutige Standardbasis (Z1, ..., Z3), die
dadurch gekennzeichnet ist, da3Z (g—;) € K**" mit Z; _ = Z; in strikter Stufengestalt.

3.27 Satz

(Ubertragung auf e.e. K-VR:)
Sei V ein K-VR

1. Die Gruppe GL(n,K) operiert auf V" durch GL(n, K) x V™ — V" : (g, X) — X" wobei
(X1,..Xn)h := (V1,..., Yy) mit X; € V,h € Knxn
Vi =32 kjix
(Y;+ (Linearkombination der Spalten von X geméfder i-ten Spalte von n))
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