lineare Algebra |

fur Informatiker
(erstes Semester)
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|. Kapitel: Grundlagen

81 Mengen und Abbildungen

Grundbegriff Menge M

xgM
xh M

X ist Element von M
X ist nicht Element von M

Es darf niemals gleichzeitig gelten: xg M und xh M
U — Menge aller natirlichen Zahlen={1, 2, 3,4, 5, ... }
U — Menge der ganzen Zahlen={...,-2,-1,0, 1, 2, ...}
Yy — Menge der rationalen Zahlen={ = |abg U}

b — Menge der redllen Zahlen

M -
P -
2 2101 g P

{2,3,5,7,11} =+ eine Menge
{11,7,2,5, 3}

{2,2,5,57,11, 2} + auch M!

{x|xist Primzahl} =+ dasist auch eine Menge

{x g O|xist Primzahl}

? (unbekannt, trotzdem ist P eine Menge)

weitere Beispiele fir Mengen

M
2EU

{xgP|xR 11}
{xg U |xist Gerade}
{2x|xg u}={...,-4,-2,0,2,4, ...}

A, B seien Mengen

AaB

bedeutet »A ist Teilmenge (Untermenge)« von B,

(»wenna g A, dannist auch a g B«)

agAtagB

»A a B« wird manchmal auch »A __ B« geschrieben. (Schreibeweise nicht
festgelegt)

Bem.: A= Bgilt genau dann, wenn AaBund Ba A

sAs= Anzahl der Elementevon A, wenn Aendlich

K12 3}
K1 {1}}]

u

" sonst |
=2
=2 +wel 1={1} (Wer versteht diese Begriindung???)

ist die »leere Mengex (fur ale x gilt: x h 1)
Bem.: Fur jede Menge A gilt: i a A

Operationen fur Mengen

AOB
ANB
AOB
A¥B

= {alag A undag B}

= {a]ag A und/oder ag B}

= u =+ kann passieren, dann nennt man A und B »digunkt«
= {ag A|ag B} (Mengensubtraktion)
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ADB = {(ab)|agA,b g B} (»kartesisches Produkt« / »Paarmengex)
(ab) = (ab) bedeutet a=a und b=b'

1,2 @ (2,1 (ein sog. »Paar« ist »sortiert«)

(aber: {1,2} = {2,1} eine Menge ist nicht sortiert!)

Bem.: (unwichtig) Man kann definieren: (a,b) = {{a}, {a,b}}

Funktion

Def.: Snd Xund Y Mengenund istf a XD Y, so heilét (X,Y,f) eine Abbildung von X
nach Ywenn zu jedemx g Xgenaueiny g Y existiert mit (x,y) g f

In diesem Fall schreiben wir: y = f(X)
Schreibweise:
fix y (f ist eine Abb. von X nach Y, x g X wird

X txt

y g Y wie gezeigt zugeordnet.)

Bem.: Zwei Abbildungen f: X}Y und g: A}B sind gleich genau dann, wenn

1. X=A (Definitionsbereich)
2.Y=B (Werte-Vorrat, »Zielbereich«)
3. fur jedesx g X=A
ist f(x) = g(x)
Funktion und Abbildung sind synonyme Begriffe.
f: X3Y heil3

1. injektiv, wenn aus f(x) = f(x') folgt
(Es gibt zu jedem Element aus X genau ein Bilddlement in Y. In'Y durfen aber auch
»Uberschiissige« Elemente sein.)

2. surjektiv, wenn eszu jedemy g Y (mindestens) ein x gibt mity = f(x)
3. bijektiv, wenn f injektiv UND surjektiv ist.

Beispiele

a 1d= ngx »identische Abbildungx (ist bijektiv)
z.B.:
f(x) =X
f={(x,xX) | xg X} g XDY
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b f=BFB

x}x
E={({x,x)|x€ER} ERxR <= Dies ist eine Funktion, zu jedem x gibt es ein
Bildelement, x°
fi(-2) = 4 = f2) <= Nicht injektiv (keine eindeutigen

Abbildungen), nicht surjektiv (negative Zahlen
sind keine Bildelemente, es gibt z B, kemn x mit
x=-1)
(Die Grafiken hier habe ich mir gespart, die bendtigen viel zu viel Zeit zum Erstellen... :-)
Es kann sie ja einer von euch freiwillig beisteuern_..)

C. -fiﬁ};ﬁzso =i{xeR|x =0}

Dies ist jetzt surjektiv: Die vorher nicht »belegten« negativen Werte der Zielmenge fehlen
nun, jedes Element von IR, ist mindestens einmal Bildelement.

d. f,definiert{tx, yig BB liniexcy=1]

-f4:x££rzﬁ , ist keine Funktion, denn zu x=0 existiert kein y € R mit (x,y)ef; x-y=I

fsﬁ’*{oi}ﬁ

x}_ <= Dies ist eine Abb. (injektiv, nicht surjektiv)

f. s BSO}B ist keine Funktion, |1 wiirde auf | UND -1 abgebildet (1=1"=(-1)")

x” abgebildetauf
_f6—1¢xzxﬁhmexgﬂ} (L hef;
(1,-DE L

Man sagt, »die Funktion/Abbildung ist nicht wohldefiniert« (mehrdeutige Funktion)

.Def: s sei f: X—=Y eine Abbildung und x' <x, y' <y
HX) = ifix) | x' € X7} Bild von X" unier
S0 = Bild f

,r‘ ty't={xg X finie ftxig Y| Urbild von Y unter f

B1 B1
yek Foyi=ft| yli=[xg X linie f ¢xi=y} wlaser von y unter fi«
?2? Das habe ich ja nun itherhaupt nicht verstanden... Kann mich mal einer
erlenchien?

Bem.:

1. 17 x— injektiv = $Ejr1¢ yIR1 fiiralley € ¥
2 frx—u surjektiv. < $E;¢ yﬁS L alley €Y

3. f: x—v injektiv o ﬁ:t yB=1 fiiralley €Y

Def.: Sind f: X —{}_’._r_:_rgg' g: Y—Z Abbildungen, so sei 8 6f: j}{ %”Zﬂ die Abbildung mii

wverkettete Abbildung« gof = glfix})
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Bem.: Sind f: X=Y, g: Y—=Z und h: £—A Abbildungen:
hetgeh) ~ (he)f

{. Definitionsbereich — X
2. Zielbhereich =4
3. xeX (hetgh)x) = hi(gh(x)) = hig(fix)))
(theg) hix) = (heg)(fix)) = hig(fix))
§2 Aquivalenzrelation

M sei eine Menge

Def.: Eine Teilmenge R Cc MXxM = {{a.b) | a,b € M} heift auch Relation auf M
dann schreibt man: a R b stan (ab) € R
R heifit

L reflexiv, wenn a R a gilt (oder fa,a) € R| a e M)
2.symmetrisch, wenn aus a R b folgt b Ra, ab eM
3.iransitiv, wenn aus aRb und b Rc folgt aRc

4 Aquivalenzrelation, wenn R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Beispiele
a) R. = MxM R = {(aa)]ac M}
aR-b <> a=bhb
b)M=Z  geN
R,={(a, atqx) |x e Z} = £
aR,b — b=atqgx fireinx € £
baeqL
reflexiv:  (a-a € q&)
symmetr.: (a-b=gq-x, dannb-a=q-(-x) € £
trans,: auch, angebl, leicht zu zeigen, (Wer macht's??? -)

Def.: Ist ~eine Aguivalenzrelation auf M, so sei fiir acM
faj.= {beM | a~b}
sAguivalenzklasse von a beziiglich ~«

LLemma 1: Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf M
(a) a~b = [a].=[b].

(b) (Zwei) Aquivalenzklassen beziiglich gleicher Relationen sind gleich oder
disjunkt.
Es gilt also stehts:
[a] =[b].oder  [a].M[b].=@

(c) Jedes aEM liegt in einer Aquivalenzklasse
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Beweise
zu (a): Essal aXbin M. Wir zeigen zunéachst:

[alxR[b]x

Essai xg[a]x (zu zeigen: xg[b]x  (Definition der Tellmenge)
d.h. aXx, aus aXb folgt wegen Symmetrie:

bXa

bXaund aXx (Transitivitét): bXx,

das bedeutet, dass xg[b] x

Daauch bXaist (Symmetrie), folgt aus dem oben bewiesenen
[b]xR[&]x
1 [b]x=[a]x
Sei [b]x=[a]x, dabXDb, ist bg[b]x (Dies beweist gleichzeitig (c)!),
da[b]x=[a]x, ist bg[b]x, d.h. axXb
zu (b): Wir zeigen:
[AxO[b]x@0 1 [a]x=[b]x
logisch Aquivalent:

[ax@[b]x 1 [axO[b]x
(Kontraposition, statt A1B zeige: nichtB1.nichtA) (Mirte dann nicht hinter [a]xO[b]« &in »=ti«?)

logisch Aquivalent:
Widerspruchsbeweis: A und nichtB 1 Widerspruch
Unbedingt vermeiden! Extrem fehleranfdlig!

zu (c): Siehe oben (Beweis zu (a))

Def.: M sei eine Menge
P(M) = {A| AaM} »Potenzmenge von M«
PaP(M) heil Partition von M, wenn
1. M=_A

AgP
2. AOA=0U fir AQA, A A'aP
(1) bedeutet: zu jedem xgM existiert ein AP mit xgA

(\—/ = Vereinigung von mehreren Mengen)

(Partitionen kann man sich eigentlich prima durch den PC merken: (1) sagt aus,
dass der gesamte Festplatteninhalt in Partitionen aufgeteilt ist, (2) sagt, dass
sich verschiedene Partitionen auf derselben Festplatte nicht tberschneiden.
(AufZer, man hat einen méchtigen Fehler in der Partitionstabelle... ;-)

Die Erlauterung ((1) bedeutet) besagt: Eine Datei, die auf der Festplatte ist,
MUSSIin einer der Partitionen stecken.)

Bem.:

1. Aus Lemma 1 folgt: i
Ist X Aquivalenzrelation auf M, so bilden die Aquivalenzklassen bezugl. X
eine Partition.
M/X={[a]x | agM}

2. Ist umgekehrt PaP(M) eine Partition, so kann man die Aquivalenzrelation X
wie folgt definieren:
aXb 3 Esgibt ein AP mit a,bgA
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Beispiel

M=0 a\nb 3 b-a=xEm fur einxg i, rpgo und ist fest gewahlt
b-ag mEU Aquivaenzrelation

[0].=10% = {0, m, 2m, 3m, ..., -m, -2m, ...} (b-0=xEm 3 b=XxEm)
= mMEQU = {mx |xgQ} (=0 fir m=1)

s8i m>1

[1]m = {1, 1+m, 1+2m, 1+3m, ..., 1I-m, ...} (b-1=xm3 b=xm+1)
= mEU+1 = {mx+1|xgu}

UN\n = {IOlm, [ m, .-, [M-1]}

83 Korper und Ringe
Ein lineares Gleichungssystem ist z.B.:

QX1 +8pXo=2%, au, 2, 8 gegeben
buX+H0oXo=hs, by, b,, bs gegeben
X1, X2 gesucht
Def.:  Eine Menge K zusammen mit einer »Addition« genannten Abbildung

A wa,blfab?eblﬁde%a.ufléAb und einer »Multiplikation« genannten Abbildung
E wa’ga?geﬁldg;fam hei 3t ein Korper, wenn folgende Regeln gelten:
(Korperaxiome)
(K1) (atb)+c = at(b+c) fur allea,b,c gK (Assoziativgesetz)
(K2) Es gibt genau ein Element OgK mit der Eigenschaft

O+a=at+0=a fir alleagK (neutrales Element der Addition)
(K3)Zu jedem agK existiert genau ein Element (-a)gK mit

at(-a) = (-a)ta=0 (inverses Element der Addition)
(Kd)at+tb= bta fur alle a,bgK (Kommutativgesetz)
(K5) (aEb)Ec = aE(bEc) fur allea,b,c gK (Assoziativgesetz)
(K6) Es gibt genau ein Element IgK, mit

I[Ea= aEl = a fur alleagK (neutrales Element der Multipl.)
(K7)Zu jedem agK\{ O} gibt es genau ein a'gK mit

aEa'= a'Ea= | (inverses Element der Multipl.)
(K8)aEb = bEa (Kommutativgeset?z)
(K9)aE(b+c) = aEb+takEc  fir allea,b,c gK

l(Jar:jr]lb)Ec = aEctbEc  fiur allea,b,c gK

Beispiele

i (pb,+ E) istKorper
i (Y,+ E) istKorper

i (U, +E) ist KEIN Kérper, daz.B. kein 2 da %h 3
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Il. Kapitel: tber das Dokument
Hier folgt ein bifichen geprolle: (Was sein muss, muss sein! ;-)

81 allgemeine Infos
T Titel: lineare Algebra - Mengen und Abbildungen
T Autor: Klaus Ridder, info@ridder-multimedia.de

T Datei: E\Dokumente und Einstellungen\M e\Eigene Dateien\Studium\Studium - Skripte Self\LA1 -
Zusammenfassung Kapitel 1 (GO).sdw

T Stand: 20. Oktober 1999, 00:28:33 (Ja, ich habe das mit der Zeitzone endlich hinbekomment!!! ;-)

§2 Statistik
T Bearbeitungsdauer: 15:14:28
T Seiten: 8, Absétze: 165, Worter: 1914, Zeichen: 9871, Grafiken: 1, Objekte: 26, prollige Sétze: 1
T Erstellt mit StarOffice 5.1 auf eéinem Linux 2.2.10-System.

83 Weitergabe des Dokumentes (wichtig)

»lineare Algebra - Mengen und Abbildungen, im folgenden Text genannt, unterliegt der GNU
General Public License (GPL), unabhangig davon, in welcher Form der Text vorliegt (Als
Textdokument, PostScript-Datei, Bilddatel, auf Papier, etc.).

Weitere Details konnen der GPL entnommen werden, die ich auch Platzgriinden nicht hier im
Text aufgenommen habe. Die GPL ist im Internet unter http://www.gnu.org/ und bel jedem
Programm, dass der GPL unterliegt, als Textdatel zu finden.

Im Groben beinhaltet die GPL folgendes: Jeder darf diesen Text verandern, WENN er ihn
wieder fir die Offentlichkeit FREI ZUGANGLICH macht, angibt, dass der Text von ihm
modifiziert wurde und den Original-Copyrightvermerk nicht veréndert. AUF JEDEN FALL
trotzdem die GPL lesen.

Am besten wére es natirlich, ale gefundenen Fehler / Unstimmigkeiten /
V erbesserungsvorschldge an mich weiterzuleiten.

Ich hoffe, dieses Dokument hilft einigen etwas, es war viel Arbeit, es zu erstellen und die ol
nicht umsonst gewesen sein. ¥

Wer schenkt mir einen 64 MB oder 128 MB SDRAM DIMM 66 MHZ??? :-)
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