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0 Ziele und Aufgaben der Stochastik

e Modelle fiir reale zufallsabhéngige Vorgénge
— Aussagen im Modell
— Entscheidungshilfe durch ,,Riickiibersetzung® in die Realitét

e Datenanalyse (beschreibende/schlieende Statistik)

Beispiel 0.1 Netzwerkanalyse, Warteschlangen, Analyse von Algorithmen, Simulation von

Systemen

zufallsabhéngige Vorgiinge «— deterministische Vorgéinge (Ursache— Wirkung)
— prinzipiell ein Ereignis nicht vorhersagbar, weil ,,Zufall“ eingreift:

e Ergebnisse von Gliicksspielen
e Lebensdauer von Systemen
e falsch iibertragene Bits

oder
Vorhersage prinzipiell moéglich, aber zu komplex:

e Zahl der EinfluBgréBen zu hoch
e Probleme bei der Quatifizierung der EinfluBgréfien
Ziel:

Sicherheit iiber die Unsicherheit gewinnen

im folgenden Sinn:

Einzelversuch ist nicht vorhersagbar, aber Aussagen bei hdufiger Versuchswie-
derholung

— Datenerhebung, Simulation

Beispiel 0.2 (Wiirfelwurf) mdgliche Ergebnisse kodiert durch 1,...,6
STICHPROBENRAUM ! = {1,...,6}

Ergebnis: w € 0 (ELEMENTAREREIGNIS)

SKlar“: gleiche Chance fiir jede Zahl:

P{w}) = é ,Vw e

Andere Fragestellung: ,Es fdllt eine gerade Zahl®
— beschreibbar durch Teilmenge A := {2,4,6} C Q
JKlar®: P(A) = §
— Modell:
Q,P(Q) ={AlACQ}
P:p(Q) —10,1]
mit P(A) =14 vaca

6

Zu iiberprifen: Ubereinstimmung von Modell und Realitit durch Experiment (Statistik)




1 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

1 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

1.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsraiume und deren Erweiterung

Definition 1.1 Sei Q eine hdchstens abzdhlbar groffe Menge,
A:=P(Q) ={A|ACQ} und
p:Q—[0,1] eine Abbildung mit > p(w) =1
wef

Die durch P(A) = > p(w) ,ACQ,

weA
definierte Abbildung heif$t diskrete WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG tber (2
Die Funktion p heifft ZAHLDICHTE.
Das Tripel (2,2, P) heifit diskreter WAHRSCHEINLICHKEITRAUM.
(Q,20) heifit diskreter MESSBARER RAUM

Bezeichnung 1.2 ) heifst GRUNDMENGE, ERGEBNISRAUM, STICHPROBENRAUM
A C Q heifit EREIGNIS und speziell ELEMENTAREREIGNIS falls |A| =1
Kurzschreibweise:

P{w}) X Py = pw)  wen

Lemma 1.3

1. Gegeben sei die Situation aus (1.1). Dann gilt:

(a) 0K P(A) K1 ,A €PB(Q)

(b) P(Q) =1

(c) P ist o-additiv, d.h. fiir paarweise disjunkte Ay, As, ... € PB(N)
(mit A;NA; =0 firi#j) gilt:

o0

HUM:ZHM

or

insbesonders ist P( P(4;) ,VneN

?

und P(2) = Y. »(
wef)

ic:

=1

Ai):
)=1

€

2. Sei P:PB(Q) — R eine Abbildung mit obigen Eigenschaften, dann gibt es genau eine
Funktion p: Q — [0,1] mit P(A) = > p(w) ,VACQ
WeA

Beispiel 1.1 Der Laplace-raum

Sei @ ={1,...,n},p(w) =+ WVw e Q

P heiffit dann diskrete GLEICHVERTEILUNG oder LAPLACE-VERTEILUNG.
Es ist P(A) = ﬁ =14  |vAcQ

— Anzahl der giinstigen Fille dividiert durch die Anzahl aller Méglichen®

Beispiel 1.2 Problem des Chevalier de Néré 17.Jhdt.
Was ist bei 8 Wiirfelwiirfen wahrscheinlicher, Summe 11 oder 12 ?
Von Interesse:




1.1 Diskrete Wahrscheinlichkeitsrdume und deren Erweiterung

Ereignis A Summe der Augen ist 11

Ereignis B Summe der Augen ist 12

A B
6 4 1 (6) 6 5 1 (6)
6 38 2 (6) 6 4 2 (6)
Informal: 5510 6.3 3 6 Jeweils 6 Fille
5 4 2 (6) 5 5 2 (8)
5 8 8 (3) 5 4 3 (6)
4 4 3 (3 44 4 1)

S=11 (277 Y =12 (25
Modell: Q = {w = (w1, wq,ws)|w; € {1,...,6},7 € {1,2,3}}

A = {weQuwi+ws+ws=11}
B = {CUEQ|UJ1+LUQ+LU3:12}

1 1

p(w)zWZ@ ,Vw e Q

Also: Q ist eine Menge von Tripeln, d.h. Wiirfel sind unterscheidbar

Abzdihlen liefert: |A| = 27,|B| = 25

Also: P(A) = pw) =2 > 23 = P(B)
wef?

Viele Argumente der Wahrscheinlichkeitrechnung auf Laplace-riumen reduzieren sich auf
Kombinatorik und ,,geschicktes* Abzdhlen

— Wahl des ,richtigen“ Modells und Z&ahlweise

(siehe Kapitel 2)

Erweiterung und Ausblicke Ausgangspunkt: o-Additivitéit in (1.3)
zur Modellierung gewiinscht:

Q= 1[0,1] (Zinssatz)
Q= R  (Abweichung vom ,Sollwert*)

Q= R" (Lebensdauer eines Systems)

— Probleme, falls §2 iiberabzihlbar !
Es gibt keine ,,Gleichverteilung® iiber der Potenzmenge von = [0, 1], d.h.
es gibt keine Wahrscheinlichkeitsverteilungmit der Eigenschaft

P(A+h)=P(A) YA A+hecPQ)




1 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

wobei A+ h:={a+hla€ A},heR

Konsequenz aus der Mathematik:

Beschrankung auf ein geeignetes Mengensystem, das echt enthalten ist in der Potenzmenge
P(QQ) falls o-Additivitit weiter gefordert ist.

Geeignete Struktur: o-Algebra

1.2 o-Algebra

Definition 1.4 Sei Q # 0 und A C PB(Q) ein System von Teilmengen von Q. A heifft
o-ALGEBRA wvon Ereignissen tber §2, falls gilt:

1. Qe

2. AcUA= A% e VAU
3. (A)nen CA= | A, €9
n=1

D.h. eine o-Algebra ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Komplementen und abzihl-
baren Vereinigungen.

Bemerkung:Als Elementarereignis (vgl (1.2)) bezeichnet man in diesem Zusammenhang
eine Menge aus 2, die keine echte Vereinigung anderer Ereignisse ist.

Lemma 1.5

1. Sei A eine o-Algebra, so gilt:

(a) Ded =0
() ABeEA=ANBed ANB=(A°UBC)C

(c) (Ap)nen CA= [ 4 €U Induktion mit 2

n=1

2. Seien B C Q) und A eine o-Algebra tber S, dann gilt:
BnA:={BNAA e}
ist eine o-Algebra iber B (Spur-o-Algebra)

3. SeiQQ#0D
A ={A C QA oder A® ist hichstens abzihlbar iber Q}

ist eine o-Algebra tiber ()

Beweis zu 2,3 in der Ubung
Bemerkung:

P(Q) ist eine o-Algebra iiber
P(Q) ist die feinste, A = {0, Q} die grobste o-Algebra iiber Q.

Man kann zeigen:

Es gibt stets eine kleinste o-Algebra, die eine gegebenes System F von ,einfa-
chen* Mengen enthilt.




1.3  Wahrscheinlichkeitsraum und -verteilung

Satz 1.6 Seien Q # 0, F C P(Q)
Die kleinste o-Algebra, die F enthilt, ist gegeben durch

WF) :={A e P(Q) | fiir jede o-Algebra A mit F C A gilt A € A}
A(F) heifit die von F erzeugte o-Algebra.

Oft zur Modellierung benétigt: 2 = R"”
Wihle F als Menge aller nach links halboffenen Intervalle

(a,b] ={x = (z1,...,20) € R"|a; < z; < b;,1 < i< n}

fir a = (a1,...,an),b = (b1,...,b,) €R"

n=1: % { ] -

aq bl

by b

Zugehorige o-Algebra: A(F) =: B" (Borel’sche o-Algebra)
Bemerkung:

Alle offenen und abgeschlossenen Mengen liegen in B", aber es gilt B" # P(R™)

1.3 Wahrscheinlichkeitsraum und -verteilung

Definition 1.7 (Kolmogorov 1933) Sei 2 eine o-Algebra iber Q # 0 und
eine Abbildung P : 2 — [0,1] mit

1. P(A)>0, YAe
2. P(Q)=1
3. P(UA,) =) P(A,) fir alle paarweise disjunkten Mengen A; € A (o-Additivitit)

heifit WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG oder WAHRSCHEINLICHKEITMASS auf 2.
(Q,2, P) heifst WAHRSCHEINLICHKEITRAUM, (Q,2() heifit MESSBARER RAUM.

Bemerkung;:




1 Diskrete Wahrscheinlichkeitstheorie

Vergleiche mit diskretem Wahrscheinlichkeitraum:
Wahrscheinlichkeitsverteilung ist festgelegt durch P(w)

der Elementarereignisse w.

Zugang zu allgemeinen o-Algebren ist in folgendem Sinne nicht schwierig:

Ist P(A) festegelgt VA € F mit Eigenschaften 1-3 so folgt (nach Maftheorie)
P(B) ist eindeutig bestimmt fiir alle B C A(F)

Zur Vereinfachung zunéchst:
Q hochstens abzihlbar und A = PB(Q) , die in Kapitel 3 hergeleiteten Regeln zum Rechnen
mit Wahrscheinlichkeiten gelten allgemein.

1.4 Einpunktverteilung

Definition 1.8 Sei Q # () abzihlbar, w € Q fest.
_ 1 Jfalswe A
Die durch ey(A) =
0 ,sonst

festgelegte Wahrscheinlichkeitsverteilung ey @ PB(2) — R heifit DIRAC-VERTEILUNG oder
EINPUNKTVERTEILUNG @1 w.

Bemerkung: ¢, ist Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn:
1. P(A) > 0 (Klar)
2. P(Q) =1 (denn w € )

3. (A,)n C A paarweise disjunkt
= es gibt hochstens ein i € N:w € A;

1 LfallswelJA,

€W(U A,)

0 ,sonst

1 ,falls es ein ¢ gibt mit w € A;

0 ,sonst

= ) cw(An)

1.5 Tréger von Wahrscheinlichkeitsverteilung

Definition 1.9 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitraum.
T := supp(P) := {w € Q|P(w) > 0}
heifst TRAGER von P

Lemma 1.10 Sei (Q,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitraum und T Trdager von P.
Dann gilt
P(A) =Y Plw)ew(d) ,Acq
weT

d.h. P ist darstellbar als gewichtete Summe von Einpunktverteilungen.




1.5 Trager von Wahrscheinlichkeitsverteilung

Beweis:

Sei Ae

Y Pew(d) = Y Plwew(4)

weT wefd

= Y Pwew(A)+ > Pw)ew(A)

weA _ wWeAC

= Y P)

WEeA
= P(4)

=0




2  Grundformeln der Kombinatorik

2 Grundformeln der Kombinatorik

Kombinatorik: ,, Kunst des Zahlens*
in diesem Fall die Bestimmung der Méachtigkeit von Mengen

Beispiel 2.1 Speisekarte: 4 Vorspeisen, 3 Hauptgerichte, 8 Nachspeisen

Anzahl der unterschiedlichen Menus: 3 x4 %3 = 36

Beispiel 2.2  Kneipen: Besuchsplan fiir die ndchsten 8 Tage (1 Kneipe/Tag)

1. mehrfacher Besuch moglich: 4> = 64 Pline
2. jede Kneipe hichstens einmal: 4 % 3 %« 2 = 24 Pline
Bemerkung;:

Urnenmodell als Hilfsmittel zum Laplace-Experiment:

Urne mit nummerierten Kugeln (1,...,n)
— sukzessives, zufilliges Ziehen einer Kugel, dabei
Ziehen

1. mit Zuriicklegen (mit Wiederholung)
2. ohne Zuriicklegen (ohne Wiederholung)

Stichprobe

1. mit zeitlicher Reihenfolge (Tupel)
2. ohne Reihenfolge (lexikographische Ordnung)

Satz 2.1 Ziehen mit Zuriicklegen in Reihenfolge
Realisierung durch k-Tupel w = (w1, . ..,wg), wobei

w;: Die Nummer der j-ten gezogenen Kugel

Aus Symmetriegrinden ist jedes w gleichwahrscheinlich.

O = {w=(w1,...,wp)lwi€{1,...,n},i e {1,...

= {1,...,n}"

mit |Q] = nF (vgl. Bsp 2.2.1)

Satz 2.2 Ziehen ohne Zuriicklegen in Reihenfolge
Realisierung durch k- Tupel mit verschiedenen Fintrdgen

Q
0B = n-n=1)-...-(n—k+1)=

(n—k)!

Speziell: n = k = |Qa| = n! und Qg ist Menge aller Permutationen von 1,. ..

k1)

{we{l,...,nF|w; #w; firl <i#j<k}




Satz 2.3 Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Reihenfolge
Lexikographische Ordnung:

Q3 = {we{l,...,n}¥w <ws <... <wi}
oder alternativ
QO = {Ac{l,....n} |Al=k}

Bijektion zwischen Q3 und Qy:
w— {wi, ..., Wk}

n!

__(n\ _ TR
Q)= (3) = k) €25
Betrachte Abbildung f : Qo — Qf mit
filwryeowg) = {wr, .. wit
Jedes Urbild f=1(y) = {w € Qa| f(w) =y} von y € Q4 hat genau k! Elemente

oy ]
2] = (3) = (n—k)k! k!

Merkregel:
Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist (Z)

Satz 2.4 Ziehen mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge
Realisierung ist k-Tupel mit aufsteigend geordneten Koordinaten:

Q = {we{l,...,n}k|w1 Swo ... <wi}
‘Q4| _ (nJrIljfl)

Betrachte folgende Abbildung:
(w1,...,wk) — (wl,wg—l—l,...,wk—i—k— 1)

Diese ist bijektive von €y in einen neuen Stichprobenraum §3 eines Modells mitn +k — 1
nummerierten Kugeln, von denen k Kugeln gezogen wurden:
Qs = {(W),...,w}) € Bl <wh < ...<wi}
mit B = {1,....n+k—1} und w, =w; +i—1

= ] = 1) = (")
Bemerkung: andere Bezeichnungen:

1. (n, k)-Permutationen aus €2 mit Wiederholung

2

n, k)-Permutationen aus {2 ohne Wiederholung

- (n, k)

3. (n, k)-Kombinationen aus 2 ohne Wiederholung

4. (n,k)-Kombinationen aus © mit Wiederholung

Satz 2.5 Die Urnenmodelle 1-3 liefern Laplace-Rdiume, aber j micht !
Siehe Beispiel 1.2




2  Grundformeln der Kombinatorik

2.1 Ubersicht

k-mal Ziehen

aus n Kugeln

mit Zuriicklegen

ohne Zuriicklegen

Permutation mit 2.1 2.2 unterscheidbare
Reihenfolge || = nk Q2] = (n)k Murmeln
Kombination ohne 24 2.3 un-unterscheidbare
Reihenfolge Q4] = (”ﬂ’:fl) Q3] = (}) Murmeln
mit ohne k Murmeln auf
Mehrfachbelegung | Mehrfachbelegung | n Urnen verteilen

Satz 2.6 Interpretation tber das Verteilen von Murmeln
Anzahl der Mdoglichkeiten k unterscheidbare Murmeln auf n Plitze zu verteilen
i-te Murmel in Zelle w;, 1 <i < k,w; € {1,...,n}

Urnenmodell

Murmelmodell

Nummer der Ziechung =

Nummer der Kugel =

Nummer der Murmel

Nummer der Zelle

—  Fall Qy bei Mehrfachbelegung, usw.

Beispiel 2.3

1. (Geburtstagsproblem)

Gesucht:

Wahrscheinlichkeit mit der von k zufdllig gewdhlten Personen mindestens 2
am selben Tag des Jahres Geburtstag haben (= py)

Modell:

Jahr mit 365 Tagen,

Geburten gleichwahrscheinlich an allen Tagen des Jahres
— Oy mit n = 365 mit n* Elementen
Ziehen von k Daten mit Zuriicklegen

Ereignis Ey, kein Geburtstag doppelt
Bekannt: P(A) + P(A9) =1

(n)k (365)k
(Ex) e gk Pk
Speziell:  pi1g =~ 0,12, po3z = 0,51, pso~0,97

2. (Hashing)
Problem:

o Teilmenge eines Ganzen mit Hilfe geeigneter Hash-Tafeln abspeichern

10



2.2 Die hypergeometrische Verteilung

o Zugriff auf derartige Teilmengen
Vorgehen

Zufilliges Ablegen von k Daten in einem Feld der Linge n (= k)
Mehrfachbelegungen fiihren zur Kollision

Sei Ay n= Kollision findet statt
— Aﬁn — Unterscheidbare Murmeln ohne Mehrfachbelegung

c N\ _ (n)k _k_l _i
P(Af,) = = TJa-2)
i=0

Beispiel 2.4 (Lotto)
k =6 Kugeln aus n =49 ohne Zuriicklegen

mit Reihenfolge — Qg
HFreiheit” der Modellwahl

ohne Reihenfolge — g3

Fragestellung ,3te gezogene Kugel ist die 49 lafit sich nur in Qo behandeln!
Sei py := P(k Richtige)

1 1
P6 = 710y = T3 013 <16
(6) 13.983.816
pg in Q3:
Seiw' ={w],...,wi} die Menge der geratenen Zahlen.

Ey={we Q3 Hwi, .. ,we} N{wl,...,w5}| =4}

Dann sind 4 Kugeln von w' fest (die ,richtigen® Kugeln), (Z) als Anzahl der Mdglichkeiten
und dann 2 Kugeln von {1,...,49N\w’, dies sind (%)
— alle Kombinationen sind mdglich, also (g) . (423) ist die Anzahl der giinstigen Mdoglichkeiten

_ @6
(Beweis siehe Ubung)

2.2 Die hypergeometrische Verteilung

Beispiel 2.5 (Schwarze und weifle Kugeln) Das vorige Beispiel war ein Spezialfall der
hypergeometrischen Verteilung.

Betrachte eine Urne mit S schwarzen Kugeln und W weiffen Kugeln, n =W + S

Ziehe k(< n) Kugeln ohne Zuriicklegen.

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe genau s schwarze und k —s = w
weifle Kugeln enthdlt.

S\ (W
h( S k,n,S )= () (w): , s<k

/ N——
Variable Parameter

11



2  Grundformeln der Kombinatorik

Definition 2.7 Die (obige) durch h bestimmte Zihldichte
(h(0) +h(1)+...+h(k)=1)

definiert die HYPERGEOMETRISCHE VERTEILUNG

Anwendung: Qualitidtskontrolle

Warenstichprobe bei Gut-Schlecht-Priifungen. Lieferung von n Teilen (intakt
oder defekt) mit S defekten und n — S intakten Teilen.

Kontrolle: Stichprobe vom Umfang k < n ohne Zuriicklegen

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeitfiir s defekte Teile in der Stichprobe: h(s; k,n, S)

Beispiel 2.6 Fische zdhlen

Frage: Anzahl der Fische in einem Teich

Fange S Fische, markiere diese und setze wieder ein.
Warten (d.h. ,mischen®)

Fange k Fische

(in der Biologie als capture-recapture- Verfahren bezeichnet)
Intuitiv ergibt sich das Verhdiltnis % ~

d.h. ,schitze® firn ==k - %

Im Rahmen der mathematischen Statistik bedeutet h(s;k,n,S) die Wahrscheinlichkeit fiir
das Fangen von s markierten Fischen.

Prinzip der Maximum-Likelihood-Schitzung:

Wihle n so, dass bei Ergebnis s die Wahrscheinlichkeit h(s;k,n,S) fir diese Realisation
maximal wird

Ergebnis: n = k - %

Fragen in der Statistik:

n: ,Schitzung® in welchem Sinn ?
Eigenschaften der Schitzung ?

Bemerkung:

Intervall angeben, so dass ,wahrer* Wert mit vorgegebener Vertrauenswahr-
scheinlichkeit in diesem Intervall liegt (— Konfidenzintervall)

12



2.3 Binomialverteilung

2.3 Binomialverteilung

Beispiel 2.7 Anwendung wie bei Lotto, aber mit Zuriicklegen, mit Reihenfolge.

Anzahl der méglichen Stichproben: n*

Gesucht ist die Anzahl der Stichproben, die s defekte Teile enthalten.

Es gibt S* Méglichkeiten, s defekte Teile aus S auszuwdhlen, (n— S)*=* Méglichkeiten k — s
intakte Teile aus n — S auszuwdhlen.

Die Anzahl der Mdglichkeiten, s defekte Teile auf k Pldtze zu verteilen ist (I;)
Damit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit fir s defekte Teile (s € {0,...,k}):

b(s;k,i) = i(’;) LS5 (n— S)Fs

nk

AONGCHE
= GOp-pt

wobei p 1= % (Schlecht-Anteil)

Definition 2.8 Die durch b bestimmte Zihldichte (als Funktion von s) definiert die soge-
nannte BINOMIALVERTEILUNG, kurz: b(s; k,p) oder b(k,p)
Probe:
. Binomial
S ()1 - pytm PIOmESIIE (g )t
s=0

Intuitiv folgt, dass fiir grofie n kaum Unterschied zwischen Ziehen mit und ohne Zuriicklegen
besteht

Lemma 2.9 Sei (S,)nen mit lim *%" =pe(0,1).

n—oo

Dann gilt:
lim h(s;k,n,Sy,) = b(s;k,p)

n—oo

Eine Produktion enthalte (wie oben) den Anteil p defekter Teile.
Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir s defekte Teile in einer Stichprobe vom Umfang k (mit
Zuriicklegen)

b(sik,p) = (5)p°(1 —p)*~
Was passiert mit der Binomialverteilung bei £k — co und p — 0 ?

Lemma 2.10 Gegeben sei eine Folge von Binomialverteilungen b(s; k, pr)k € N mit k-py, =
A>0 VkeN
Dann gilt:
. AN L
khm b(s; k,pr) = —e fiir s € Ny
—00 S

13



2  Grundformeln der Kombinatorik

Beweis:

il A\ s A k—s
. k\ s _ ks _— 1 —_— | = A
Jim (5)p*(1—p) éf&sb(k—sﬂ(k) (1 k>

—  lim >\s/€~(k—1)-....(/€_5+1)'<1_/\>k'(1_A)_s

k—oo ! ks

Offensichtlich definiert p(s) := % e~ eine Zihldichte auf Q = Ny
Sei A > 0 beliebig

oo B oo As
Zop(s)ze )‘Zogzl
S= s§=

—eX

2.4 Poisson-verteilung

Bezeichnung 2.11 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ny definiert durch die Zdhldichte

p(s) == o e 5€Ng,A>0
heiffit POISSON-VERTEILUNG mit Parameter \
kurz: po(s;\) bzw po(A)

Bemerkung: Lemma 2.9 heiffit auch Gesetz der seltenen Ereignisse wegen pr, — 0,k — o0
Beispiele sind radioaktiver Zerfall, Haufigkeiten von Fehlern in Systemen, Anzahl von Tele-
fonaten,etc.

Dies gilt auch unter der Voraussetzung k - pj, "—= A(>0)

Beispiel 2.8 ! Ein Kunstsammler fiigt seiner Sammlung jedes Jahr zwei neue Bilder hinzu.
Seine erste Anschaffung enthielt eine Filschung, alle weiteren sind Originale.

Im k-ten Jahr nach der Erdffnung der Sammlung prifen k Gutachter unabhdngig vonein-
ander je ein Bild der Sammlung zutreffend auf Echtheit.

= die Wahrscheinlichkeit fiir s entdeckte Filschungen ist

1 _ 1 1
b(s,k‘,2k> mZtk'ﬁ_ﬁ_'/\

Wiirde die Sammlung nun unendlich (iber Generationen) so weitergefihrt, so ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir s entdeckte Filschungen

, 1 N1
JEEJ’(S”M) g T

IMit Dank an Annika Giinther
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3 Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsraums
In diesem Abschnitt sei (2,2, P) ein allgemeiner Wahrscheinlichkeitraum
Lemma 3.1 Es gelten fir A,B €2

1. P(AUB) = P(A)+ P(B) falls ANB =1

2. P(B\A) = P(B) — P(A) falls A C B (Subtraktivitit)

3. P(A®)=1- P(A)
4. A C B= P(A) < P(B) Monotonie von P

5. PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB)

A

B

6. P(U A) < X P(A) L Aiel

i=1 =1

Beweis:
1. Klar aus o-Additivitat

2. BBA=BNnA® |ACB

P(B) = P(BNQ)
= P(BN(AUA®))
= P((BNnA)UBNA®)) (disjunkt)
=A
P(A)+ P(Bn A9)

(I~

3. ergibt sich aus 2 mit B = Q)

4. P(A) 2 P(B) — P(B\A) < P(B) mit AC B

5. Wegen o-Additivitat gilt:

P(A°NB)+ P(ANB)
P(B°NA)+PANB

~—
[[vo e
e
—~
N
~—
—~
*
~—




3 Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsraums

Nun ist AUB = (ANBY)U(ANB)U(A° N B)

= P(AUB)

alle disjunkt

P(ANBY) +P(ANB) + P(A° N B)
P(A)— P(ANB)+ P(ANB) + P(B) — P(ANB)
P(A) + P(B) — P(AN B)

I

6. Trick: Ereignis disjunkt aufschreiben und Additivitdt ausnutzen.

n n—1
Esist  JAi = AiU(ATNA)UATNAT N A)U...U ([ AS N A4,)
i=1 j=1
n 1—1
= A uJ[) 49 n4)
i=2 j=1
n n i—1
= P(J4) = PA)+D P(([)AF)
i=1 i=2 j=1
4 n n
< P(A)+ Y P(4) = P(A)
=2 =1
3.1 Limes superior und inferior
Definition 3.2 Sei (A,)nen C A, A sei eine o-Algebra tiber Q # ()
) WACHSEND |, falls A, C A1 VneN
(A,)n heifst MONOTON
FALLEND Jfalls Ay, D Apyy VneN

Kurz: (An)n T bzw. (An)n |
Fiir monoton wachsende bzw. fallende Ereignisfolgen heifst jeweils

nlir{)lo A, 1= fj A, bzw. nlLrI;o A, = ﬁ A,
n=1 n=1
der GRENZWERT von (Ap)nen-
Fiir eine beliebige Ereignisfolge (Ay), heifien
limsup A,, = nh_)rr;o( G Ag) = ﬁ [j Ay
o S

fallend mit n—oo

LIMES SUPERIOR und

(@

liminf A,, = lim (ﬂ Ag) = ﬂ Ap
k=n k=n
——
wachsend mit n—oo

n=1

LIMES INFERIOR von (Ap)nen

16



3.1 Limes superior und inferior

Bemerkung:
Es ist mit (A,), C A:
limsup A, € A, liminf A,, € A

n—oo n—oo

nach Definition der o-Algebra und
limsup A, = {w € Qw liegt in unendlich vielen der A;}

n—oo

I

unendlich viele der A; treten ein
liminf A, = {w € Qw liegt in allen A; bis auf endlich viele}

n—oo
~

=  alle, bis auf endlich viele,(fast alle) der A; treten ein

Lemma 3.3 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitraum, (Ap), C A, dann gilt

1. P( U A,) = P(limsup 4,,) = hm P(A,) Lfalls (An)n 1

n—oo

(Stetzgkezt von P von Unten)

2. P( ﬂ Ap) = (hmlann) = hm P(A,) Lfalls (Ap)n |
(Stetzgkezt von P von Oben)

P(limsup A,) = lim P( U Apg)

n—00 n—oo Zn

P(liminf A,) = hm P( ﬂ Ayg)

n—oo
=n

P(U A < > P(An) (Sub-o-Additivitit)

n=1 n=1

Beweis:

,neNund 4,41 D A4,

n

1. Seien Bl = A1 ,Bn+1 = An+1 N AC

und
wE[jAn = JitweA Ahwe ANV <i
" = weB&B;
= wEGBn
OOnZl' o]
= UB.2J4
n=1 n=1

17



3 Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsraums

o0

Also folgt: |J Bn L A,
1 =1

n= n

Damit:

P An)

P

(

P(A)) + i P(B,)

n=2

b)

(Bn)

1C3

P

3

P(A;) + lim > P(By)
n=2

P(A1)+ lim Z P(Bpt+1)  (Teleskopsumme)
m—00 el N——
P(An+1)_P(An)
P(A)) + Tim (P(Ay11) — P(A))

lim P(A,,)

ﬂ Ap = (U AS) »(AE)T
n=1 n=1
= P([] 4n) 1-P(J A9)
n=1 n=1
< 1- lim P(A9)
m—00 R,—/
1-P(Anm)
= lim P(An)
3.
P(limsup 4,,) = P(lim U Apg)
k=n
fallt mit n
2 dim P(|JA) O
m— 00 k:n
P(liminf 4,) = P(lim (] Az)
k=n

En
wachst mit n

lim P((] Ax)

m— 00

[[v

O

k=n

18



3.2 Siebformel von Sylvester-Poincaré

4. Analog zu Lemma 3.1(6) mit Verwendung der o-Additivitdt (in 3.1 fiir endliche Er-
eignisse)

3.2 Siebformel von Sylvester-Poincaré

Lemma 3.4 Fir Ereignisse (An)nen in einem Wahrscheinlichkeitraum (Q, 2, P) gilt:

i: P(Ay) — Z P(A;, NA)
k=1

1<y <ia<n

P(CJ Ar)
k=1

+ Y P(A,nA,nNnA)

1< <i2<iz<n
+... 4+ (=1)"Tp (ﬂ Ak>
k=1

Speziell:
n=2 P(A1UA2):P(Al)‘i’P(AQ)*P(AlnAQ)

Struktur aus der Kombinatorik als EINSCHLUSS- AUSSCHLUSSPRINZIP bekannt

A,

A,

A

n=3:

Beispiel 3.1 Sei Q, := {n| 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv}, d.h. Q, ist Menge aller
Permutationen aus n Zahlen:

= Q| = (n), = n!

Seien A :={m € Q,| w(i) #i ,1 < i< n} die Menge der fizpunktfreien Permutationen
und P sei Laplaceverteilung auf €2,

Weiterhin:

A i={r € Q| 7(i) =i ,1< i< n} Fizpunkt mindestens an Stelle i

= A= (UL, A)©

n

= P(4) = 1-P(JA)
=1
i 1—ZP(A]€)+ Z P(AilmAig)
k=1 1<i1<ia<n
- > P(A,NA,NA)
1<i1<i2<i3<n
+... 4+ (=)"Tp (ﬂ Ak>
k=1

19



3 Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsraums

Nun ist |A;| = (n — 1)! (genau eine Stelle fest)
i1 <2, |A; NA,|=(n—2)! (zwei Stellen fest)
d.h. \A“ﬂﬂAM:(nfk‘)' i < ... <g

= P(A) = 1_$!zn:<(_1)k+1 > (n—k)!)

1<i1<...<ip<n

n — k)
= 1- Z(_l)kﬂw (}) < Anzahl der Summanden

|
= n!
n —k)! nl
— 1 _ 71 k+1 (n
Z( ) n! El(n — k)!
k=1
n
1
_ k
= Z(—l) i
k=0
Weiterhin sei:
Bym = {m€ Q| 7 hat genau m Fizpunkte}
= {WEQHTF(Z'J'):’L']' A<ji<m AN 7w(ig) i Vik, k>m}
1, g 1
= P(Bum) = (™) (n —m)! Z(—l)kg
k=0
1€ |

d.h., dass es fiir m Fixpunkte genau (:;l) Maglichkeiten der Auswahl gibt. Unter den tibrigen
n —m Stellen gibt es keine Fizpunkte.

(-1)F—= und A = By

Bemerkung: Interpretation iiber Sortierproblemen

Gegeben: Feld der Linge n

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k£ < n Elemente des Feldes schon an der
richtigen Stelle stehen, wenn die Elemente beziiglich eines ordinalen Merkmals sortiert
werden sollen.

Voraussetzung: Laplaceraum, wo jede der n! Anordnungen die Wahrscheinlichkeit% hat

Literatur: Knuth 73 Band 1, S.178

e Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Element an der richtigen Stelle: 1 — P(A)

e Wahrscheinlichkeit, dass in einem Feld der Lange n bereits £ Elemente richtig sortiert
sind: Bn,k

e A;= Menge aller Eingabefelder mit der richtigen Sortierung des i-ten Elements

20



3.2 Siebformel von Sylvester-Poincaré

Bemerkung: Es gilt:

P I T W
k! N k! k!
k=0 k=0 k=0
(o)
1
_ k
= > (-1 il
k=n—m+1
1 . .

< —m+1) alternierende Reihe

Unterscheidung:
en>8undm>5 — %éé

1

1
n>28und m<5H — mga

= Ist n > 8 und m beliebig, dann gilt:

1 1 grob! 1
——— "= —=<0,01
m! (n—m+1)! 5 S *

Beispiel 3.2 n Personen geben ihren Hut ab und Riickgabe erfolgt zufillig:
Wie grof$ ist Wahrscheinlichkeit, dass niemand den eigenen Hut erhdlt ?

)

O‘)—l

Zn: klée—'zo,?)?
V= 0!

mit einem Fehler von 0,01 unabhingig von n !

Korrolar 3.5 (Bonferroni-Ungleichungen) Aus der Sylvester-Pointcaré-Siebformel:
Seien Ay, ..., A, Ereignisse aus A im Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2, P), dann gilt:

iP(Ak)— 3 P(AilnAQ) < P(CJ&) 3 z”:p(Ak)
k=1 1<i1<i2<n k=1

Weitere Ungleichungen entstehen durch Abbruch der Siebformel nach gerader bzw. ungerader
Ordnung
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3 Eigenschaften eines Wahrscheinlichkeitsraums

3.3 Zusammenfassung

Bezeichnung 3.6

Mathematisches Objekt | Interpretation
Q Grundraum, Ergebnisraum
w (mdgliches) Ergebnis
Aedd Ereignis
A Menge der (mdglichen) Ereignisse
Q sicheres Ereignis
) unmdgliches Ereignis
weA Ereignis A tritt ein
w e A€ Ereignis A tritt nicht ein
w€eAUB Ereignis A oder B tritt ein
w€eANB Ereignis A und B tritt ein
ACB FEintreten von Ereignis A impliziert das Fintreten von Ereignis B
ANB=10 Ereignisse A und B schlieflen einander aus
w € U]I A; mindestens ein Ereignis A; ,i € 1 tritt ein
i€
w € ﬂH A; alle Ereignisse A; ,i € 1 treten ein
ic
w € limsupi € [4; unendlich viele Ereignisse A; ,i € 1 treten ein
w € liminfi € [A4; alle bis auf endlich viele Ereignisse A; ,i € I treten ein
P(A) Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis A € U eintritt (Wahrscheinlichkeit fir A)
PA)=1 A tritt sicher ein
P(A)=0 A tritt sicher nicht ein
P(A) > P(B) A ist wahrscheinlicher als B

22



4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Idee:

Verarbeitung von Vor- bzw. Zusatzinformationen.

Fiir A € 2 ist P(A) die Wahrscheinlichkeit des Eintretens
Sei jetzt bekannt/gefordert: B € 2 tritt ein

— Einfluss auf P(A) ?

Beispiel 4.1

1.

Wiirfel
Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit fiir die 2 unter der Bedingung, dass eine gerade
Zahl auftritt ?

= P({2}| {2,4,6}} = 3
— der Wahrscheinlichkeitsraum wird eingeschrdnkt

Urnen
Ziehe 2 Kugeln ohne Zuriicklegen aus einer Urne mit 2 weiflen und 8 schwarzen Ku-

geln
P( 2. Kugel ist schwarz | 1.Kugel ist weify) = 3

Laplace-Experiment: [Q =54
weifle Kugeln: 1,2

schwarze Kugeln: 34,5
Ereignis A: 2.Kugel ist schwarz
Ereignis B: 1.Kugel ist weifs

ANB = {(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)}
[ANB| = 6
P(ANB) = %
B = {(1,2)7(173),(174),(1,5),(271)7(2,3),(274),(2,5)}
Bl = 8
PB) = o
_ P(AnB) 3
= PAIB) = TEER =T
3
T4

Beispiel 4.2 relative Hiufigkeiten
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Befragung von 100 Personen zu den Prdiferenzen zu Produkt A oder B:

F M
A 10 20| 30
B |50 20| 70
60 40| 100

Tabelle der relativen Hdaufigkeiten:

F M
Alo1 02]053
Bl 05 0207
06 04| 1

Wie grof8 ist die Haufigkeit fiir B in der Gruppe der Frauen ¢

relative Héufigkeit fir B und Frau 0,5 5
relative Haufigkeit fir Frau -0,

(=}
=

4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

Definition 4.1 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Fiir jedes B € 2L mit P(B) > 0 wird durch

P(AN B)

P(B) JAed

P(A|B) =

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(e|B) auf 2 definiert,
die sogenannte BEDINGTE VERTEILUNG unter (der Hypothese) B.
P(A|B) heifit ELEMENTAR BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT von A und B

Beweis:
(Q,2, P(e|B)) ist ein Wahrscheinlichkeitsraum, wegen P(A|B) = P(A N B|B) ist auch
(B,{ANB| A €U}, P(e|B)) ein Wahrscheinlichkeitsraum,

—_——

Spur-o-Algebra
der sogenannte INDUZIERTE oder EINGESCHRANKTE Wahrscheinlichkeitsraum.
Zur Wohldefiniertheit: P(e|B) ist Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn

1. P(AB)>0  Klar

Q
2. P(QIB) = L5528 =1
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4.1 Bedingte Wahrscheinlichkeitsverteilung

3. A; paarweise disjunkt:

ij(AmB)
~ P(B)
=~ P(4;nB)
=2 P(B)

i=1
=S

= ZP(Ai|B)

=1

Lemma 4.2 Sei A, B, A1, As,..., A, €2
n—1

P(A) >0, PB)>0, PN Al) > 0 dann gilt:
i=1

7N\

ES

1. P(AIB) = P(B|A) - pi5}

2 P (Dl Ai> — P(A)- P(As|A1) - P(As|A N Ag)-...- P <An ”Dll Ai>

7

Beweis

P(A) _ P(BNnA) P(A) _
L. P(BIA) 55y = —peay  pepy = D(AIB)

2.

P(A1) - P(As]Ay) - P(A3|As N Ay)-...- P (An|nﬂ AZ-> =

_ p(ay). P40 A) PANANAy) P (N, Ai)
- TP P(A N4y P(ﬂ?;f Aj)

()

Beispiel 4.3 (Skat) Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass die drei Spieler je genau
ein Ass haben ¢

A;= Spieler i hdlt genau ein Ass

= P(Al n AQ n Ag) = P(Al) . P(AQ‘Al) . P(A3|A1 n Ag)

Modell:
10 Karten an Spieler 1, danach
10 Karten an Spieler 2, danach
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

10 Karten an Spieler 3, danach
2 Karten auf den Skat (KartenstofS)
Verteilung unerheblich, da Karten gut gemischt.

4y (28
P(A) = (1)<32()9) — hypergeometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung
10
3\ . (19
(A2|A1) — (1)(22()9)
10
2 10
(A3|A10A2) _ (1) (9)

4.2 Formel der totalen Wahrscheinlichkeit

Lemma 4.3
Gegeben sei AeA, (Bp)n C Ql B,, paarweise disjunkt

AC U B, (In der Literatur: U B,, = Q disjunkte Zerlegung von 1), dann gilt:

n=1 n=1

Z P(A|By,) - P(B,,) gewichtete Summe

n=1

Ist P(By) =0, so ist P(A|By) nicht definiert !
Konvention: Setze dann P(By) - P(A|B) =0

Beweis: -
Wegen A C U B,ist A= | (AN B,)
n=1 n=1 S—

paarweise disjunkt
= P(4) 7Y S panB,) =S PAB,) - P(B,)
n=1 =

Beispiel 4.4

1. FEin Serienartikel wird parallel auf drei Fertigungsstrecken produziert mit einem ge-
meinsamen Transportband. Mengenanteile der 3 Anlagen werden (etwa durch unre-
gelmdfige Ausfille) als Wahrscheinlichkeit angesetzt:

P(A1)=0,3 P(A3)=0,2 P(A43)=0,5
mit A;= Artikel wurde in Anlage © hergestellt
Desweiteren sind die Wahrscheinlichkeiten fiir fehlerhafte Artikel der Anlagen gegeben:
1 ‘ 2 ‘ 3
0,05 ‘ 0,03 ‘ 0,09

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein zufdllig gepriiftes Stiick fehlerhaft ist.
Sei B= Stiick ist fehlerhaft

P(B|4)) = 0,05
P(B|Ay) = 0,03
P(B|Ay) = 0,09
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4.3 Bayes’sche Formel

3
= P(B) =Y _P(B|A;)- P(A;) = 0,066

3

2. Eine unter einer Million Miinzen hat Zahl auf beiden Seiten, alle anderen sind ,fair
— Symbol und Zahl, jede Seite mit Wahrscheinlichkeit %
Fine zufillig ausgewdhlte Miinze wird 20mal geworfen mit dem Ergebnis 20 mal Zahl.
Frage: Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Miinze fair war ¢

A = faire Miinze wird gezogen

B = A°
106 -1
= — —=1-10"°¢ =10"°
= P(A) 106 0 ,P(B) 0
Zao = es fallt 20 mal Zahl
P(Zy) = P(Zal|A)-P(A)+ P(Za|B) -P(B)
—— ——
~()™ =
= 27291 -107%) 4 107°
P(A)
= P(A|Z = P(ZylA)-
(A|Z20) (Z20]A) P(Zay)
gesucht

Q

0,4881

4.3 Bayes’sche Formel

Satz 4.4 Seien A,(B,), C 2 ,B, paarweise disjunkt, A C |J B, und P(A) > 0, dann

n=1
gilt:
P(By|A) = ;%B“'PM”%) VkeN
Zl P(A|Bn) : P(Bn)
Beweis:
P(B,) - P(A|B

P(A)

Nach dem Satz der totalen Wahrscheinlichkeit gilt die Behauptung.

Bei dieser Formel wird von der ,, Wirkung“ A auf die ,,Ursache* B geschlossen.

Beispiel 4.5 FEin Arzt stellt Symptom A fest, dass von verschiedenen Krankheiten By, ..., B,
herrihren kann.

e Die relativen Hdiufigkeiten einer jeden Krankheit sind bekannt — P(B;)

o Wenn Krankheit By vorliegt, dann kenne ich die relative Haufigkeit fir Symptom A
— P(A|By)

Annahme: B; paarweise disjunkt, d.h. nur eine Krankheit tritt auf einmal auf.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit fiir die Krankheit By, wenn Symptom A auftritt.
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4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Bemerkung:
1. P(By) heiflen auch A PRIOR1 WAHRSCHEINLICHKEIT

2. P(A|By) heifilen auch A POSTERIORI WAHRSCHEINLICHKEIT

Fortsetzung zu Beispiel 4.4 Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass ein gepriiftes und
einwandfreies Stiick in Anlage 3 hergestellt wurde ?
P(A3) - P(B“|4s)

Cy _
PASIB) = s o4 P(BO )

=0,49

mit
C _
P(BC|4y) P(B(ﬁl)Al) P(A)) (P(fmAl) |~ P(B|A)

Fortsetzung Beispiel 4.5

e in 0,9 der Fille wird ein Kranker als krank“ erkannt, d.h. das Verfahren liefert
richtigerweise einen positiven Befund

e in 0,05 der Félle wird ein Gesunder als ,krank“ bezeichnet, d.h. das Verfahren
liefert ein falsch-positives Ergebnis.

Modell: 0,01 der Bevélkerung leiden an dieser Krankheit
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, dass zufillige Testpersonen gesund sind, obwohl
die Diagnose positiv ist ?

G = ,Person ist gesund“
B = Verfahren liefert positiven Befund
P(B|GY) = 0,9
P(B|G) = 0,05
P(G% = 0,01
= P(B) = P(B|G)-P(G°) + P(B|G)- P(G)
= 0,9-0,01+40,05-0,99
~ 0,0585
Gesucht: P(BIG) - P(G)
P(G|B) = P(B) =0, 846
Alternative Werte:
P(B|GY) = 0,9
P(B|G) = 0,01 (0,001)
= P(G|B) = 0,52 (0,10)
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4.3 Bayes’sche Formel

Beispiel 4.6 (gestorter Nachrichtenkanal)
Gesendet werden 0 und 1 tiber n Stationen

So—>51—>...—>sn

Die Wahrscheinlichkeit fiir eine korrekte Ubertragung von S; nach Sii1,i = 1,2,...,n sei
p(0,1).

Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit p,,, dass Sy, die von Sy gesendete Nachricht erhilt.
Modell:

Q. = {(wo,...,wn-1)]w; €40,1}, 0<i<n—1}
Nachricht von S; nach S;41

I

Wi

E, = {weQ,|wi=wmn-1} ,1<m<n
S erhdlt korrekte Nachricht

1

mit pr, = P(En,) ,1<m<nist
p o= 1
Dn = P(En)

= P(E,..NE,+PES NE,)
= P(En‘Enfl)'P(EnJrl)+P(En|ES—1)'P(ES+1)
N —— N——— —— e —
=Pn—1 =:1—p =1—pn_1

=:p
= 2p-Dpp1+1—p ,n=2

Aus Induktion folgt:

1 1
n=—-+-(2p-1)""!
pn=5+52p—1)

1

= limpn:§ (I2p—1<1)
n 10 100

p=0,8| 0,57 0,5
0,99 | 0,92 0,57
0,999 | 0,95 0,91

Beispielwerte:
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5 Stochastische Unabhéngigkeit

5 Stochastische Unabhingigkeit

Heuristisch: Zwei Ereignisse A, B sind unabhéngig, falls P(A) nicht von der Kenntnis des
Eintretens oder Nicht-Eintretens von B abhéngt, d.h.

P(A|IB) = P(A) bzw.
P(BlA) = P(B)

Beispiel 5.1 Ziehe aus einer Urne mit 2 weiffen und 3 schwarzen Kugeln 2 Kugeln mit
Zuriicklegen.

Q = {@G)I 1<, <5}
Q] = 52=25

weifle Kugeln: 1,2

schwarze Kugeln: 3,/,5

A = zweite Kugel ist schwarz

A = {(ivj)|j€{3v4’5}}
‘A| = 5.-3=15

B = erste Kugel ist weifl

B = {@,j)]ie{1,2}}

Bl = 5-2=10
15 3
PA) = —=-
> PA) = 55
Py - 0.2
25 5
6
P(ANB) = —
(AN B) 55
= 3
= P(A|B) = 22—5 =-
g 5
= P(A)
Klar, denn durch das Zuriicklegen beeinflussen sich die Ziehungen nicht
Weiterhin:
B _ P(ANDB)
P(A) = PAIB)= =L (1)
= P(AnB) = P(A)-P(B) (2)

Gleichung 1 erfordert noch, dass P(B) > 0, daher:

Definition 5.1 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, A, B € 2 heifflen STOCHASTISCH UNABHANGIG,
falls
P(AnB)=P(A)- P(B)
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Lemma 5.2

1. Mit A, B sind auch A, B¢ und A®, B¢ stochastisch unabhingig
2. Ist P(B) >0, so gilt:
A, B stochastisch unabhdingig < P(A|B) = P(A)
3. Ist A sog. Nullmenge, d.h. P(A) =0 so ist A, B stochastisch unabhingig VB €

Beweis:

1. A, B stochastisch unabhéngig

P(AN BY) = P(A) — P(ANB) = P(A) - P(A) - P(B)
= P(A)- (1 - P(B))
= P(A) - P(B°)
P(ACnBo) MU b4uB)C) =1 PAUB)

= 1— (P(A) + P(B) — P(AN B))
N——
P(A)-P(B)

= (1-P(4))-(1-P(B))

= P(A%) . P(BY)

N
e}

= P(ANB) (4)=0
= P(ANB

( = 0

Bemerkung: Unabhéngigkeit ist abhéngig von der Wahrscheinlichkeitsverteilung !

Sei O ={1,2,3}, A={1}, B={1,2}
P =¢1, Q@ : Laplaceverteilung

= (ANB)=¢1(1)=1=¢1(A)-1(B)
aber

QUNB) =+

W =

Benotigt wird eine Definition fiir 2 oder mehr Ereignisse:

Definition 5.3 Fine Familie von Ereignissen (A;)ier C A, I beliebige Indexmenge, heifit
PAARWEISE STOCHASTISCH UNABHANGIG , falls

P(A;NAj) = P(A;)- P(4;) Vi,jeli#j
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5 Stochastische Unabhéngigkeit

Beispiel 5.2 Werfen von 2 unverfilschten Wiirfeln, d.h. Laplaceverteilung iber Q = { (i,7)| 4,5 €

(1,...,6} 1

A; = Wiirfel i zeigt gerade Zahl , i =1,2
1
= P(A1NAy) = P(A1)-P(As) = 1 , d.h. stochastisch unabhdngig
Weiterhin:
As = Summe der Augen gerade
= P(A3]41) = P(A3)

d.h. {Ay, As, A3} paarweise stochastisch unabhingig

Aber P(Al N A2 N Ag) 7& P(Al) . P(AQ) . P(Ag)
1
denn P(A1NAsNA3) = P(ANA)= 1

P(Ay) - P(Az) - P(43) =

ool —

5.1 Vollstdandige stochastische Unabhéngigkeit

Benotigt wird also ein stérkerer Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit:

Definition 5.4 Fine Familie von Ereignissen (A;)ic1 heifst (VOLLSTANDIG) STOCHASTISCH UNABHANGIG,
falls fiir jede endliche Auswahl gilt:

P4 =]IP4) VI#£DICL||<o
JjEJ 2
Bemerkung;:

1. (A;); stochastisch unabhiingig = (A;); paarweise stochastisch unabhiingig
Umkehrung gilt nicht ! (siehe Beispiel)

2. Jede Teilfamilie einer stochastisch unabhéngigen Familie ist selbst wieder stochastisch unabhéingig

3. Beachte, dass die Definition ein System von Gleichungen liefert
Beispiel: A, B, C stochastisch unabhéngig falls

P(ANnB) = P(A)-P(B
P(ANnC) = P(A)-P(C)
P(CnB) = P(C) -P(B
und
P(ANnBNC) = P(A)-P(B)-P(C)
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5.1 Vollstandige stochastische Unabhingigkeit

Satz 5.5

1. Seien (A;)ic1 Familie von stochastisch unabhingigen Ereignissen,
k &1 und P(Ay) aus der Menge {0,1}

= (Ai)ictu{ry  stochastisch unabhingig
2. (Ai)ier stochastisch unabhingig und B; € {A;, AS,0,Q} Viel
= (Bp)ner  stochastisch unabhingig

3. Seil={1,...,n} ,neN

(A;)ier stochastisch unabhingig < P (ﬂ B,») HP(BZ-) VB; € {Ai,AiC}7 Vie N

Beispiel 5.3
Ein Experiment liefert mit Wahrscheinlichkeit p ein Ereignis A und Ereignis A€ mit Wahr-
scheinlichkeit ¢ :=1—p
Das Ezperiment wird n-mal ,unabhdngig® wiederholt
— Modell: Q={ (w1,...,wn) Jw;€{ 0, 1}, 1<i<n}
AC A
Interpretiert man experimentelle Unabhdingigkeit als stochastische Unabhdngigkeit, dann folgt,
dass jedes w mit k Komponenten gleich 1 folgende Wahrscheinlichkeit hat:

plw) = pfa-pn*t
@ = Y (,)ra-p*
%}p g(k)p p
= 1

Dies bedeutet, dass (2, P) einen endlichen Wahrscheinlichkeitsraum beschreibt:
BERNOULLI-MODELL

Bemerkung: Sei die Familie (A;);c(1,...,n) stochastisch unabhéngig oder Ay, ..., A, stochastisch unabhéngig,

dann gilt:
P(OAl) = 1—P<ﬁAE>
i=1 i=1

= 1- ﬁP(Af)
i=1

n

= 1-JJ - Pay)

=1

33



5 Stochastische Unabhéngigkeit

Beispiel 5.4 (Ziegenproblem)

Situation:

o 3 Tiren, dahinter 1 Auto und 2 Ziegen

o Kandidat wdhlt eine Tiire

o FEingriff des Moderators:

Dieser dffnet eine der nicht-gewdhlten Tiiren, hinter der kein Auto steht

o Kandidat darf Wahl dndern

Frage: Ist die Anderung der Entscheidung sinnvoll 2

Konkret: 0.B.d.A wegen Symmetrie wihit Kandidat Tir 1, Quizmaster dffnet Tiir 3.
Soll Kandidat bei Tiir 1 bleiben oder zu 2 wechseln ?

Sei, ohne spezifizierten Wahrscheinlichkeitsraum:

Ai,Kj

Qi

= P (A K1NQ3)
~—— ———

Bleibestrategie

Auto hinter Ttre 4
,ie{1,2,3}

Kandidat wdhlt Tiire 1
;1€ {1,2,3}

stochastisch unabhdingig ,1<1i,7 <3

Quizmaster dffnet Tire i (nicht unabhdngig von A;, K;)
P(A1 N K1 NQ3)

P(Qs|A1 N KYy)

P(K1NQs3)

P(K1NQ;) PN Ky

P(Ki1NQ@sNA)+P(K1NQsNA2)+ P(K1NQsN As)

=0

P(Qs3|A1NKy)-P(A;NKY)

=1
-2 -9

+ P(Q3|A2 N K1) - P(A; N KY)

S| = DN =

Eingesetzt in die Bleibestrategie:

P(Q3]A; N KY)
P(K1 ﬂQg)

P(A NK;) =

SN
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5.1 Vollstandige stochastische Unabhingigkeit

Aber

d.h. die Anderung der Entscheidung verdoppelt die Gewinnwahrscheinlichkeit !

Bemerkung: Die Relation ,stochastisch unabhéngig“ ist nicht transitiv, d.h.

P(A3]K1 N Q3)

Aus A;, Ay stochastisch unabhingig und
Ay, A3 stochastisch unabhéingig,

folgt nicht, dass A1, A3 notwendigerweise stochastisch unabhingig sind.

analog 2

3

Beispiel 5.5 Sei (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum mit Q = {(0,0), (1,0),(0,1), (1,1)}
und P eine Laplace- Wahrscheinlichkeitsverteilung. Desweiteren:

{(0,0), (0, 1)}
{(0,1),(1,0)}

Folgen von unabhéngigen Ereignissen spielen in der Stochastik eine zentrale Rolle:

Simulation von zufallsbeeinflussten Prozessen

A =
Ay =

P(A1NA) =P{(0,1)}) =

P(A2NA3) =P ({(1,0)}) =
aber
P(AiNnA3)=P(®) =

{(1,0), (1,

D}

,ie{1,2,3}

mehrfacher Miinzwurf: Wann fallt das erste Mal ,, Zahl“ ?

diskrete Versuche, bei denen interessant ist, wann die Summe der Ergebnisse zum
ersten mal grofler als ein bestimmter Wert wird

Irrfahrten (Labyrinth)
Wenn in einem Irrgarten die Richtungsénderungen zufillig erfolgt ist interessant, nach
wievielen Ziigen dieser verlassen wird.

Summenpfad

Wann iiberschreitet ein Summenpfad zum ersten Mal eine Grenze S 7

+S
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5 Stochastische Unabhéngigkeit

Definition 5.6 Sei (A4;)ieny C A
(A,)n heif$t KONVERGENT < limsup A,, = liminf A,

n—oo n—oo

Bemerkung: Es gilt stets liminf A,, C limsup A,,, denn:

n—o00 n—00

Seiwe[j ﬁAk:Hno, wE ﬁ Ay

n=1k=n k=ngo

sw € Ap Vk>=ng

>w € UAk Vn > 1
k=n

= w € ﬁDAk

n=1k=n

Desweiteren gilt:

= liminf AS
n—oo

Lemma 5.7 (von Borel Cantelli) :
Sei (Q,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und (A;);en C 2, dann gilt:

1. > P(4,) <o =P (hmsupAn) =0
n=1

n—oo

2. Ist zusdtzlich (Ay)y stochastisch unabhdingig,

n—oo

ZP(AH) =oo= P (hmsupAn) =1
n=1

BEWEIS:

o0 o0 e}
1. Wegen (| U 4ArC U 4r Vn e N gilt:

n=1 k=n k=n

° sub-o-Add.
P <limsupAn) <P (U Ak> < > P(Ap) =0

n—ee k=n k=n

2. Esist

n—00 n—00

P <lim sup An) S:0- 1-P (lim inf Ag)
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5.1 Vollstandige stochastische Unabhingigkeit

w
w

3.0 L C
= 1 nlLrI;oP<ﬂAk>

k=n

mabh oy TT - Praw))
k=n

Mit der Abschiitzung 1 —x <e™®, z€R

WV

1— lim [T exp(—P(Ar))

k=n
1— lim exp (- ZP(A,Q) =1
k=n

——oco nach Vor.

WV

Bemerkung:

1. Analog gilt noch mit de Morgan

o > P(AS) < 0 = P(limiann) —1
n=1

n—oo

e (A,)n stochastisch unabhéngig :

i P(AS) =0 = P (12@@%) =0
n=1

2. Fiir stochastisch unabhiingige Ereignisse (A;); gilt stets

P (lim sup An> ,P <lim inf An) € {0,1}

n—oo

3. Sei (An)n C A, zu der eine stochastisch unabhéngige Teilfolge (A, )r von (An)n
existiert mit > P (A,,) = oo, dann folgt P | limsup An) =1

k=1 n— 00

Beispiel 5.6

1. Betrachte eine unendliche Menge von Urnen aus denen je eine Kugel gezogen wird.
Die Urne n enthdlt eine weifle und n — 1 schwarze Kugeln. Sei nun

A, = die gezogene Kugel aus der n-ten Urne ist weiff

1
= P(A,) = - ,Ziehungen unabhdngig

= iP(An) =00

= P <limsup An> =1

n—oo

dies bedeutet, dass mit Wahrscheinlichkeit 1 unendlich viele weifle Kugeln gezogen
werden, obwohl die Wahrscheinlichkeit immer weiter abnimmdt.
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5 Stochastische Unabhéngigkeit

2. Wie oben, aber die n-te Urne enthdlt n?> — 1 schwarze Kugeln
= Y P(A,) <o
n=1

= P (limsup An> =0

n—oo
d.h. mit Wahrscheinlichkeit 0 werden nur endlich viele weifle Kugeln gezogen.
BEACHTE:

Die Anzahl der Kugeln kann nicht so gewdhit werden, dass

P (hmsup An> €(0,1)

n— oo

Beispiel 5.7

1. Unabhdingiges Werfen eines Wiirfels.
Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit unendlich oft die 6 zu wiirfeln.

A, = 6 im n-ten Wurf

P(A,) = é Vn eN

(A,)n stochastisch unabhingig, d.h. > P(A,) = 00

=P (hmsup An> =1

n—oo

Beachte: Das Grundmodell ist iberabzihlbar !
z.B. Minzwurf: Q@ = {(wn)nen| wn € {0,1},n € N}
kann betrachtet werden als die Dualdarstellung der reellen Zahlen im Intervall (0,1).

2. Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit unendlich oft zwei Sechsen hintereinander zu
wiirfeln.

By n+1 = 61im n-ten Wurf und im n+ 1-ten
Nicht unabhdngig mit n
1
P Bnn or

(Bp,n+1) %6
Betrachte also die unabhingig Familie (Bap_1,2n)nen-
Beachte, dass diese Familie nicht alle ,Treffer” enthdlt. Ftwa bei Sechsen in den
Wiirfen 3,4 und 5 wiirde dies nur als einfacher Treffer gezdhlt. Dennoch ist

P (lim sup Bgnl’gn) =1
= P (lim sup Ban) =1
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5.2 Produktexperimente

5.2 Produktexperimente
Idee:

Modelle (Q;,2;, P;),1 < i < n bekannt, z.B. Ziehen mit Zuriicklegen aus Urnen,
Wiirfelexperimente, . ..

Ziel:

Ein Modell fiir ein Experiment, dass aus der unabhéingigen Hintereinander-
ausfiihrung der Teilexperimente besteht.
z.B. n-maliges Ziehen, dann n-maliger Wiirfelwurf, . ..

=0 = {(wl,,wn)|wZ€Q“1<z<n}
n

= H Q; (Schreibweise)
i=1

n
= X (n-faches Kreuzprodukt)

i=1

), miissen nicht identisch sein.

Definition 5.8 Fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsriume (Q;,2;, P;), 1 < i < n heifit (Q,21, P)

mait
n

Q=]]% ={(w1,...,wn)| wi €, 1 <i<n}
1=1

P definiert durch

und 2 ist Potenzmenge von )
PRODUKT DER WAHRSCHEINLICHKEITSRAUME (2;,2;, P;),1 <i<n

Schreibweise:
n

(Q’Q[’ P) = ®(Qi7mi;Pi)

i=1

Beispiel 5.8 Binomialverteilung bei n-facher Wiederholung eines Experiments mit Ausgang
jeweils 0 oder 1

Q = {o,1}"
Pw) = \pf/ (1—p)"*

Treffer  Nieten

So ist k die Anzahl der Einsen in einem Tupel der Linge n und p = P;(1),1<i<n
Bezeichnungen:

p :  FErfolgswahrscheinlichkeit

w; =1 : Erfolg im i-ten Teilexperiment
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6 Zufallsvariablen

in n sog. Bernoulli-Experimenten mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.

Die durch
n
Ey = {WEQ” Zwi:k‘}
i=1
= Genau k Erfolge mit k <n
P(Ey) 2- (Z)pk(l —p)nk E;’s sind disjunkt
definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung auf {0,1,...,n} heif$t BINOMIALVERTEILUNG

6 Zufallsvariablen

Zufallsvorginge werden beschrieben durch einen Wahrscheinlichkeitsraum (2,2, P).
Dabei ist haufig w € £ nicht von Interesse, sondern eine Funktion X von w.
Zum Beispiel:

e w := n-facher Miinzwurf
— X (w) : Anzahl von ,,Zahl“

e w = Telefongesprich
— X(w) : Gesamtdauer

e w := Aktienmarkt
— X (w) : Kurs einer Aktie

Ist dieser Grundraum vollstdndig beschreibbar 7
Sind alle Einflussgrofien beschreibbar ?

Gesucht ist also eine neue, zielorientierte Form der Modellierung durch ZUFALLSVARIABLEN.

Beispiel 6.1

1. Fortsetzung des n-fachen unabhdngigen Miinzwurfes
Q=1{0,1}", P(w) = p*(1 — p)"~F, falls k Einsen in w
Betrachte hierbei die Abbildung:

Q — Ny
X: n
w o > w;
i=1
S PUwe X =k = (OFa-prt 0<k<n
Nach Def.:z (Z)pk(l —p)nF =1
k=0

Somit beschreibt P'(k) := (3)p*(1—p)"~* eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf ' =

{0,1,...,n},
die Binomialverteilung b(n, p).
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2. Fortsetzung des Problems des Chevalier de Néré

Q= {(wl,wg,w3)| w; € {1,,6},2 = 1,2,3}

bzw. Q= {1,...,6}3 und Laplaceverteilung. Es wurde bereits gezeigt, dass

P(Zzll):%>%:P(Z:12)

Allgemeiner:
Gesucht ist ein

¢ =P{weQwi+wr+wsg=r}), 3<r<18

18
Klar ist, dass Y - =1

r=3

_ 27
qi1 = %

_ 25
qi2 = %

qio = (411

q9 = (q12

g8 = 413

Betrachte also:
Q —- R

X:
(Wi ,wa2,w3) +— wi+ws+ws

Dann wird durch X eine neue Wahrscheinlichkeitsverteilung P auf Q' = {3,... 18}
erzeugt, wobei PX(r) = q, keine Laplaceverteilung mehr ist !
Beachte:

e Bei der Abbildung X : Q — R ist R nicht abzihlbar, aber Q) ist abzdhlbar. Insbe-
sonders ist dann das Bild von 0 unter X abzdhlbar.

o s ist maglich, dass w1 # wa, aber X(w1) = X(w2) = .
Dann ist PX(z) = P ({w € Q] X(w) =z}) /
Zur Struktur der Beispiele:

Gegeben ist ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und
eine Abbildung X : Q — R.
Beschreibt nun

PX(z) Plwe Q| X(w)==a}) ,ze€X(Q)
bzw. allgemeiner PX(B) = P({we€ Q| X(w) € B}) ,BCB()
- P(X(B)

eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber X (2) und ist diese abzéhlbar ?
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6 Zufallsvariablen

6.1 Die Urbildfunktion

Definition 6.1 Sei T :Q — Q' eine Abbildung, so heifst

BEQ) - BEOQ)
Ac — THA)={weQTw) ed}=A

Tt

die zu T-gehorige URBILDFUNKTION oder UMKEHRABBILDUNG /PSEUDOINVERSE

Lemma 6.2 (Eigenschaften der Urbildfunktion) :
Seien A', B', AL € P(Q) , so gilt:

; T=Y0) = 0
L TN) = Q

, TANB) = T ANTA(B)
' Speziell: ~ T~Y(B'¢) = (T_l(B/))C

5. T (N A) = N T1(4)

i€l i€l

4. T7HU A}) = U T7H(4))
i€l i€l
Speziell fir disjunkte By:

T (Z B§> => T7Y(B)
iel i€l
mit Y als Symbol der disjunktiven Vereinigung
5. A CB=T1A)cT YB)
6. Ist S : QY — Q" eine beliebige Abbildung, dann gilt:

(SoT) ' =T"1os™!

Lemma 6.3 Sei (Q,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum und X : Q — R, dann ist

PY o PR) —[0,1]
mit P~ (A) P(X7}(A))
P({we Q| X(w) e A})

eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung iber (einer abzihlbaren Teilmenge) von R bzw.
X(9)
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6.2 Messbare Funktionen

Beweis

PX ist eindeutig iiber die Urbildfunktion definiert, also gilt:

PX(A) > 0 VACR

PX(R) = P(X'(R))
= P{weQ| X(w)€R})
= PQ)=1

Zur o-Additivitit:
Sei (A;)ien eine Folge disjunkter Teilmengen von R, dann gilt:

~(50) - (- (5)
gl

= ZP(X_l(Ai))

= iPX(Ai)

Fiir iiberabzéhlbare 2 ist eine Einschrinkung an der Abbildung X erfoderlich um eine
Aussage wie oben zu treffen.

6.2 Messbare Funktionen

Definition 6.4 Eine Abbildung X : Q — Q' von einem messbaren Raum (Q,24) in einen
weiteren messbaren Raum (', A") heifit messbar, wenn

vA e X HA)eu
Bemerkung:

Die Elemente einer o-Algebra heiflen auch messbare Mengen. Dann besagt obiges:
X heifit messbar, falls Urbilder messbarer Mengen wieder messbar sind.

Definition 6.5 Eine messbare Funktion im obigen Sinne von einem Wahrscheinlichkeits-
raum in einen anderen heifft ZUFALLSVARIABLE (ZV) bzw. ZUFALLSVEKTOR, wenn ) = R

Der Begriff der Zufallsvariable ist einer der wesentlichen Aspekte in der Wahrscheinlichkeits-
theorie zur Modellierung.

Diese Abbildung beinhaltet das jeweils interessante Merkmal oder den jeweiligen Teilaspekt
eines iibergeordneten evtl. komplexeren Modells.

Falls der Teilaspekt eines Zufallsexperiments durch eine Zufallsvariable beschrieben wird,
kann man sich dann darauf beschrinken, nur noch die ZV und deren Verteilung zu betrach-
ten, OHNE Riickgriff auf die explizite Gestalt des zugrundeliegenden Wahrscheinlichkeits-
raum.

Bemerkung:
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6 Zufallsvariablen

1. Ist A = P(Q) wie beim diskreten Wahrscheinlichkeitsraum, so ist jede Abbildung
X : Q0 — Q' messbar

2. Schreibweise:

XecA =X A)={wecQ X(w)e A}
dann kurz: P(X € A)
3. Die Komposition messbarer Funktionen ist messbar
Definition 6.6 Das Wahrscheinlichkeitsmafl PX definiert durch
PX¥(A)=P(X71(4) ,ACR

heifit VERTEILUNG VON X UNTER P oder
X hat Verteilung PX, X ist verteilt wie PX, X ~ PX | X ~ P

Beispiel 6.2 (Binary Search) bindre Suche
Q={0,1,...,2" — 1},n € N mit Laplaceverteilung.
(geordnetes Feld der Linge 2™ — 1 plus zusdtzliche Mdoglichkeit 0)

wz2lweQ :  mdgliche Platznummer des gesuchten Schliisselelements
w=0 : gesuchtes Element ist nicht vorhanden
A; = Element wird in genau ¢ Schritten gefunden
i=1 :  Element in der Mitte des Feldes, also {2"'}
i=2  {2nPom_1-2n%)
i=k : {(2j-1D2"F1<j<2} 1<k<n

Daraus ergbit sich:

|A;] = 2% und
21'—1
P(Ai): on ,1\i<n
Beachte: Voraussetzung der Laplaceverteilung diber 0,1,...,2" — 1 ergibt

1
P (Element nicht im Feld) = on

als implizite Bedingung.
Desweiteren sei:

B, =  Suche nach héchstens k < n Schritten beendet

k
- Y4
i=1

k
P(By) > P(A)
i=1
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6.2 Messbare Funktionen

1 S,y
:27;2

2k — 1
on

Der ungiinstigste Fall wire damit By, :

P(weniger n Schritte) = P(Bp—1) = ———— <

Bis hierher die alte Beschreibung

Jetzt:
Sei die Zufallsvariable X definiert durch

k ,we Ag
n ,weA,UA, [A,={0}]

X(w) =

X zihlt die Schritte bis zum Abbruch des Verfahrens und ordnet jeder Platznummer w die

in genau k € {1,...,n — 1} Schritten erreichbar ist, den Wert k zu.
X = n, falls das Schliisselelement nicht existiert oder die maximale Schrittzahl erreicht
wurde.

Die Verteilung P~ ist diskret und bestimmt durch

P(4y) = 2t-1 A<k<n
P(X =k)=
P(AgUA,) =P(A) +P(A,)=%+3 k=n
Entsprechend fiir By,
k 2k _ 1
< = = =
P(X <k) ;P(X i) °n
Bezeichnung 6.7
1. Zufallsvariable X ist binomialverteilt, falls
PX(k)=P(X =k)=()p*1-p" "
2. Zufallsvariable X ist poisson-verteilt, falls fiir A > 0 gilt
/\k
PX(k)=P(X =k) = F-e_)‘ ,k €Ny

3. Seien Q # 0, P eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung iber Q, A C Q.
Die Funktion Iy : Q — R definiert durch

1 ,we A
Ta(w) =
0 ,sonst
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6 Zufallsvariablen

heif$t INDIKATORFUNKTION wvon A und ist eine Zufallsvariable.
Dabei gilt Ta ~ b(1,p) mit p= P(A), denn

PZs=0) = P{H{weQ] Za(w)=0})
= P(AY)
= 1—- P

PZs=1) = PHweQ Za(w)=1})
= P(A)
= D

zusdatzlich gilt noch:

Tavp = max(Za,Ip)

Tavp = ZIa+1Ip, falls ANB=10

IAr"B = min(IA,IB)

Tac = 1—-1y4
Zum Zusammenhang zwischen Zufallsvariablen X7, ..., X, und Zufallsvektor (X7,..., X,):

e Aufbau eines Vektors durch verschiedene Zufallsvariablen

e Zerlegung eines Vektors in seine Komponenten

Beispiel 6.3 Verallgemeinertes Bernoulli- Experiment

Ein Zufallsexperiment liefert eines von n > 2 Ergebnissen A;,
etwa fdllt eine Maschine aufgrund von Defekt i aus, 1<i<n
Voraussetzungen:

A1, ..., Ay sind disjunkt, P(A;)) =p; ,1<i<m, > P,=1
Nun betrachte eine n-malige Versuchsrethe Q = {1,...,m}"
Frage:

Wie grof8 ist die Wahrscheinlichkeit, dass sich die Defekte in einer bestimmten
Weise verhalten:

P <|A1| = ki, |Aa| = ko, |Ap| =k, Y ki = n)
i=1
Beachte, dass die Zufallsvariablen sich gegenseitig verdringen.

Beschreibe nun die Zufallsvariable X; die Anzahl der Defekte A; bein Versuchen,1 < j < m:

P(X1=Fki,....,. X =kp) = P Xm({(ky,... kn)})
= P({WGQ| Xl(w):kla”'aXm(w):km})
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6.2 Messbare Funktionen

_ pyy. POANYy) POANY0Y) P(YiN...NY,)
- ! P(V1) PYViNYy) T PMN...NY,_q)
= P(Y1)-P(Ya| Y1) P(Y3| YiUYs)-...- P(Y| YiU...UY, 1)
n n—k n—ky—...—kn_ k kn
= (kl)(kzl)( 11% 1)~p11'...-pm
n! " k; . u
= 7}{31!““%7}1!'};[11)1‘ 7k‘j€N0,1<J<m,j;kj:n

Dieser Ausdruck definiert eine endliche Wahrscheinlichkeitsverteilung tiber
m
{(1,.. ) ER™| 2; €No, 1 i <, > ay =}
i=1

bzw. iber R™ selbst.

Bezeichnung 6.8
(X1,...,Xm) geniigt der Multinomial/Polynomialverteilung mit Parametern n,p1,...,Pm

M(n;plu e 7pm)
Spezialfallm =2:  M(n,p1,p2)

b(n,p1) mitp+p2 =1

Definition 6.9 Seien X1, ..., X,, Zufallsvariablen. Die Verteilung X = (X1,...,X) heifit
GEMEINSAME VERTEILUNG der Zufallsvariablen X1, ..., X,

Schreibweise:
pX — pXi X

Die Verteilung von (X;,,...,X;,),1 <i1 <ig < ...<i <m,1 <l <m heifst
[-DIMENSIONALE RANDVERTEILUNG oder MARGINALVERTEILUNG 2u (i1, ...,%).
Die Verteilung von X; heiffit i-TE RANDVERTEILUNG bzw. Marginalverteilung 1 < i < m

Bemerkung:
Die gemeinsame Verteilung ist durch die Angabe aller Wahrscheinlichkeiten
P(Xy € Ay,..., X € A)A; € A bestimmt.

Lemma 6.10 Sei PX eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber R™
Die Randverteilung von (X, ..., X, ) wird bestimmt durch

P Xn)(B) = P({(Xi,..., X:,) " (B)})
= P((Xila"'aXin)il(B X Rnim))

mit B € P(R™)
und BxR"™™ = {(x,...,2;,) € R"| (z4,,...,2;, ) € B}
Also P Xi)(B)y = PX(BxR"™™™)

d.h. von den n Elementen des Zufallsvektors werden m fest gewdhlt und die Wahrscheinlich-
keit in Abhdngigkeit von den restlichen n —m frei wihlbaren bestimmi.

Fortsetzung des defekte-Maschine Beispiels
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6 Zufallsvariablen

Bestimmung der 1.ten Randverteilung, sei B = {k}

pXi PX(B xR" )
p m
N ZZ Z kz'k:s o ITH
2 3 'm
mit Z ki=n—Fk
i=2
B ! ks
B (n—kl 'Z Zk‘z"% }1(1?1) =m)
TL — kl e i ki A
= k1 p1 Z Z k2|k3 H (1£P1) H(l - )
i=2 j=2
=1 =(1-p)n—F1
( Multinomialverteilung mit n — k1, 1 p2p SRk pnp )
— D1 — D1
(kl)pl p)"
= b(n,p1)
Bemerkung;:

Die eindeutigen Randverteilungen legen die gemeinsame Verteilung nicht eindeutig fest!
Seien X,Y Zufallsvariablen auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) mit

X(©Q) = Y(Q)
= {0’1}2
{(0,0),(1,0),(0,1), (1,1)}
V,X : QR
X = (X1,X2)
Y = (V)
mit
PY(0,1) = PX((1,0)) =
PY((1,1) = PX(0,0) = 0
PY(O.1) = PY((1,0) = 0
PY((1L,1) = P(0,0) = 3
= pP* # pY

Aber fiir die Randverteilungen gilt:

pXi _ pYi _ pX: _ pYa

denn PX1(j) = P¥(j xQ)
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6.3 Unabhéngigkeit von Zufallsvariablen

= PX(jvo) +PX(j’ 1)

0+3 ,j=0
3+0 ,j=1
PM(j) = PY(jxQ)
= PY(5,0)+ PV (j,1)
_ ) 340 =0
0+4 ,j=1

Fiir PX2 und PY? analog.

6.3 Unabhingigkeit von Zufallsvariablen

Definition 6.11 Eine Familie von Zufallsvariablen X; : (Q,2, P) — (Q;,2;, PXi),i € 1

heifft STOCHASTISCH UNABHANGIG, oder die Zufallsvariablen X;,i € I heiffen STOCHASTISCH UNABHANGIG,
falls die Mengensysteme X;l(‘)li) stochastisch unabhdngig sind.

D.h. jedes Reprisentantensystem B; € X;(2;),i € 1 bildet eine unabhingige Familie von

Ereignissen

Bemerkung:
Die Zufallsvariablen X;,i € I sind stochastisch unabhéingig genau dann, wenn

P ﬂ{Xz S Al} = HP(Xz S Az)7

i€l i€l
VICI |J] <oound
vV A; CQIZ',’L. elJ

Satz 6.12 Sind die Zufallsvariablen X; : Q — Q; ,i € 1 stochastisch unabhdngig und
sind die Abbildungen f; : Q; — . messbar, dann sind die Zufallsvariablen f; o X; i €1
stochastisch unabhdngig.

Weiterhin:

Seien I; C 1 ,j € J disjunkte Teilmengen und g; : X Q; — Q; ,j € J messbare Abbil-
i€l
dungen, dann gilt:
gio(X;, i €l;) ,j €l sind stochastisch unabhingige, messbare Funktionen von Zufallsvariablen
mit disjunkten Indexmengen.

Beispiel 6.4
X1, X, X3 stochastisch unabhingig — Xs, (X1, X3) stochastisch unabhdingig
—  X2,|X1 — X3| stochastisch unabhingig

Lemma 6.13 Sei (Q,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, dann gilt:
X; i€l sind stochastisch unabhingig genau dann, wenn

P(ijxj,jej)zﬂp(szxj) Vrp € X;(Q),Vi€ed YICL|J| < oo
ieJ
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6 Zufallsvariablen

Bemerkung:

Es gilt mit obiger Bedingung:

Bemerkung:

Es gilt: Die Zufallsvariablen X und Y sind stochastisch unabhéngig unter P
genau dann, wenn die Zufallsvariablen f(X) und g(Y) stochastisch unabhingig
sind Vf,g: R' — R! | f, g messbar

6.4 Verteilung der Summe zweier unabhingiger Zufallsvariablen

Satz 6.14

Seien X,Y stochastisch unabhdngige Zufallsvariablen auf Z mit den Zihldichten f und g
(d.h. P(X =n) = f(n),P(Y =m)=g(m) )

Dann hat X +Y die Zihldichte h, gegeben durch:

hk) = > fG)-g(k—3)

JEL

= Y fk=45)-9() ke
JEZL

= P(X+Y)=k

Bezeichnung 6.15 h ist die sogenannte FALTUNG der Dichten f und g: h= f*g

Beweis:
Esist Y P(X=j) = Y P¥=j=1

JEZ JEZ
totale W’ .
= P(X+Y =k) = Y PX+Y =kY =)

JEZ
= S P(X+j=kY =)

JEL
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6.4 Verteilung der Summe zweier unabhéngiger Zufallsvariablen

Beispiel 6.5

1. Seien X,Y stochastisch unabhingige, nach b(1,p) verteilte Zufallsvariablen (Minzwurf)

unibh.

Y PX =k—j)PY =)
—_—

I€L T f ) 9(7)

(dh. P(X=0)=1-p,P(X=1)=p )
P(X =0)-P(Y =0) k=0
= PX+Y =k = P(X=1)-P(Y=0)+P(X=0)-P(Y=1) k=1
P(X =1)-P(Y =1) k=2
(1_p)2 ak:O
= 2]7(1*]7) ’k:
»’° k=
= (pFa-p**t  ke{0,1,2}

per Induktion folgt:
Seien X, ...

, X stochastisch unabhdingige, nach b(1,p) verteilte Zufallsvariablen.

= > X, besitzt eine b(n,p) Verteilung.

2. Seien X, Y stochastisch unabhdingige Zufallsvariablen, mit X ~ po(\),Y ~ po(u)

0

P(X+Y =k)

Y P(X=k—j)P(Y =)
j€Ng

=

d.h. X +Y ~ po(A+ p) wieder Poissonverteilt

Bisher zur Beschreibung des Zufalls:

Zahldichte p:

Wahrscheinlichkeitsverteilung P:

o1

A >



6 Zufallsvariablen

6.5 Verteilungsfunktionen

Definition 6.16 Seien (0,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X eine Zufallsvariable
mit Wahrscheinlichkeitsverteilung PX.
Die Funktion

R! — R!

x = PX((~o0,2])

FX =

heifit die zu PX gehorige VERTEILUNGSFUNKTION
Schreibweisen:

F Verteilungsfunktion von X
X werteilt nach F
X~F

Bemerkung:

1. Sei pX die Zihldichte von PX, dann ist

F¥(z) = P¥((~00,1])

= Z pX(w) ,SCER

w<x
wesupp(PX)

2. Fiir PX((—o0,z]) schreibt man

PX((=o0,a]) = P(X7((~00,2])))

d.h. FX(x) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die Zufallsvariable X Werte kleiner

oder gleich x annimmt

Lemma 6.17 Sei FX die zu PX gehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt:

1. (a) FX ist monoton wachsend
(b) FX ist rechtsseitig stetig
(c) IETwFX(x) =1
lim FX(z)=0

r——0C0
2. PX ist durch FX eindeutig bestimmdt.

Beweis:
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6.5 Verteilungsfunktionen

1. (a) Sei 1 < x2 beliebig. Wegen (—o0,x1] C (—o00, 2] ist
F¥ (1) = P¥((—00,21]) < P¥((—00,22]) = F* (a2)

(b) Sei (zn)nen eine monoton fallend Folge mit lim z, =
n—oo

Mit A := (—o0, 2] ,k€N, A, D Apy1 ,n € Nund
oo

U A4, = (—o0,z] =: A gilt dann:

n=1

oo
Stetig e1£>von oben lim FX(z,) = lim PX(A,)
= P¥(4)
F¥(4)

(¢) Sei (z)nen eine monoton wachsende Folge mit lim x,, = oo, dann ist 4, T R
n—oo

fiir A := (—o00, %]

= lim F¥(z,) = lim P*(4,)
= PY(R)
1

Zweiter Grenzwert analog.

Bemerkung:

1. FX ist durch P¥ eindeutig bestimmt, dann sei FX die Verteilungsfunktion zu P’ mit
der Z#hldichte p’

= (@)= F¥(@) - F¥(z-) =p(z)  VreR

mit z— = limx — h

—0
2. Es gilt pX (2) = FX(2) — FX(2—) (s.0.)
d.h. FX ist stetig in # genau dann, wenn die Zihldichte pX (x) = 0 ist (sonst Sprung)
pX(x) =0 = F¥ ist linksseitig stetig
obiges Lemma =  F¥ ist rechtsseitig stetig
= F¥ ist stetig

Weiterhin gilt, dass es hochstens abzihlbar viele Punkte # € R mit pX(x) > 0 gibt,
sonst wire Y p(w) = oo
= Es existiert hochstens abzéhlbare viele Unstetigkeitsstellen der Verteilungsfunktion.

3. Zum vorigen Lemma:
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber R ist eindeutig bestimmt durch

PX((—oo,x]) ,x €R
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6 Zufallsvariablen

4. Sei {x1,x9,...} ,x; <xiy1,% € N eine Abzéhlung im iiblichen Sinne des Trigers von
pX, dann gilt:

PX( (—o0,miy1) )= PX((—OO,%D‘F PX((%,%'H))

offenes Intervall =FX(x;) =0 ,da nicht Trager

d.h. FX ist eine sog. Treppenfunktion:
Spriinge an den Triagerpunkten und sonst konstant.

Beispiel 6.6 Verteilungsfunktion von b(5, %)

) (;) (1;>5x .z €{0,...,5}

pi(x) = oy
0 , sonst
supp(p®) = {0,...,5}
0 ,x <0
[z]
Fia) = {5 () 0<e<s
=0
1 ,T > D
1+ : I I I —
| | [ —
i | — |
‘ l | | l
A
| | | | |
050 1
| | | | |
l l l l l
| | | | |
| | | | |
| | | | |
|
R
O 1 2 3 4 5

6.6 Mehrdimensionale Zufallsvariablen

Definition 6.18 Sei X = (Xy,...,X,,) ein Zufallsvektor mit der Wahrscheinlichkeitsver-
teilung PX. Die durch

FX = PX ((—o0, 1] X ... X (=00, 2,]) ,(z1,..,x,) €R®
definierte Funktion heifft MULTIVARIANTE VERTEILUNGSFUNKTION.

Bemerkung:
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Sind X3, X5 stochastisch unabhéngig, so gilt:
F(Xl’XQ)(a:l,xg) :Fxl(xl)'FX2(1‘2) ,(Jfl,l‘g) €R2

Beweis direkt aus Definition mit A; = (—o0, 2]

Insbesonders ist bei stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen die gemeinsame
Verteilungsfunktion eindeutig durch die Verteilungsfunktionen der eindimensio-
nalen Randwerte bestimmt.

7 Erwartungswerte

Beispiel 7.1 (Wiirfelspiel)
Ergebnis: i = {1,...,6} = Auszahlung i Euro.
Gesucht: Durschnittlich zu erwartende Auszahlung

11+1 2+ +1 6=35
6 6 e T

3,5 ist der ERWARTUNGSWERT der Zufallsvariable

1,....,6 R
X: { } -

T = 1
wobei PX laplaceverteilt diber {1,...,6} ist.

Definition 7.1 Sei (2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.

1. Sei X(Q) C R oder X(2) C R~

EX :=E(X):= Y X(w)-P{w})
wef)
heifst ERWARTUNGSWERT von X unter P
2. Sei X eine allgemeine Zufallsvariable mit

E(maz(X,0)) < co oder E(min(X,0)) > —oo

dann heifst
EX :=E(X):= Y X(w)-P({w})
wef?

der ERWARTUNGSWERT von X unter P.
(Definition verhindert ,—oo + 0o in der Summe)

Bemerkung:

1. Fiir nicht-negative Zufallsvariablen ist F immer wohldefiniert. E(X) = oo ist erlaubt
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7

Erwartungswerte

2. Fiir Zufallsvariablen mit positiven und negativen Werten mufl die Wohldefiniertheit

der Reihe
> X(w)- P({w})

wefd

gewéhrleistet werden.
Werden nur endliche Erwartungswerte betrachtet, kann absolute Konvergenz

Z | X (w)[P({w}) < o0
wed ;
gefordert werden, d.h. die Anderung der Summationsreihenfolge ist erlaubt.

3. Im Folgenden wird stets die Wohldefiniertheit der auftretenden Erwartungswerte vor-
ausgesetzt.

4. E(X) héngt von der Verteilung von X ab:
Sei x1,xa, ... eine Abzidhlung von X (), dann gilt:

Z Y Xw)-P({w))

i=1 {w| X W)=z}
=1
o

= Z z; - PX(x
=1

d.h. E(X) kann ebenso iiber die Summe Y z; - PX(z;) erklirt werden:

E(X)

(X) = Z z - PX(2) , PX(2) = 0 falls = ¢ supp(P)
z€R

5. Der Erwartungswert (als mogliche Kenngrofie) dient dem Vergleich von Verteilungen.

Beispiel 7.2 1. Sei X ~ b(n,p):

E(X) = zn: k- PX(k)

k=0
= YR -t
k=1
= > (i)t -pt
k=1
n
= npy ()t -pnt
k=1
n—1
= n-p (n;l)pk(l _p)((n—l)—k)
k=0

=1, b(n—1,p)—Verteilung
Nach binomischen Lehrsatz:
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2. Sei X ~ po(X)

k=0
= Zk X e
k=0
_ ei}\ > )\kfl
P (k—1)!
=1
= A

3. Fortsetzung der ,bindren Suche*
Zufallsvariable X zdhlt die Schritte bist zum Abbruch des Verfahrens.

Xw) € {1,...,n}
2k—l—n 1 <k<n—1
P(X=k={ "
wts k=n

= BE(X) = zn:i-P(X:i)

=1
n—1
) 1 1
_ . i—1l—n
= ; 1.2 +n (271 + 2)
_ — i—1-n , 1
= Z;’L -2 + 27

n+1

= -1
n + on

d.h. die erwartete Schrittzahl bis zum Abbruch des Algorithmus ist (fir grofie n) prak-
tisch nur um 1 besser als im ,worst case*
(— Average Case Analysis)

4. Zufallsvariable X mit Verteilung PX und Triger N

1
PX(n) = const~ﬁ

= 1 w2 6
mit Z 2= folgt const = )

n=1
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7 Erwartungswerte

- 1
= E(X) = Z:lmconst-ﬁ
= o
5. Zufallsvariable X mit Vertez’lung‘PX
Triger: {x;,i € N| z; = (—=1)" - 271} cR
und PX(z;) = 5 > % =1 Dann:
i=1
21 1

o3 alle geraden Zahlen
i

.Mg
[\D‘M

E(maz(X,0)) =
1

-
I

I
.Mg
SIS

=1

= o

0 92i—1 1
E(min(X,0)) = —Z 5, —1 971 alle ungeraden Zahlen

i=1

21
=1

= —©

d.h. der Erwartungswert von X unter P existiert nicht, aber

> PN () =) (-1)" - Letbniz 19
i=1 =1

= das FErgebnis hdangt von der Summationsreihenfolge ab und ist nicht absolut konver-
gent

6. Sei X = Ind(A) =14, dann

E(X) Y Zaw)-pw)

wef?

I
(]
S
E

Fiir Zufallsvariablen mit Werten in Ny gibt es andere Berechnungsmoglichkeiten fiir den
Erwartungswert.
Dazu zunéchst:

Lemma 7.2 Sei (ay)nen eine Folge aus RT,

b = i Qn, dann gilt:
n=j
Z b = Z n-an,

Jj=1 n=1

Beweis:

o8



1.Fall: > n-a, <o

n=1
oo oo n
dnran = > Y an
n=1 n=1 j=1
= ay+ay+ay+az+taz+az+... umsortieren, da absolut konvergent

al +(12 —|—a3 —|—(14 —+ ...
+a2 +az “+ag4 +...
+as Haqg +...

o0
D an

n=j

I
NE

<.
I
—

b

I
WK

<.
I
—
<

2.Fall: " n-a, = oo, also
n=1

k
YN>0 Jkg€Nmit Y n-a, >N k> ko

n=1

Fiir solche k gilt:

™
7

j=ln=j
k oo
= ij < ij
J=1 Jj=1
das heift:
oo o0
D bizN YN=0 = > bj=o00
J=1 Jj=1

Korrolar 7.3 Sei (Q,2, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum, X : Q — Ng, dann gilt:

EX) = Zn-PX(n)
n=1

99



7 Erwartungswerte

Der Beweis folgt direkt aus dem vorigen Lemma mit
an = PX(n),n € N und b, = PX([n, o))

Anmerkung:
P(X>2n) = PX>n-1)
= 1-P(X<n-1)
1-F%(n-1)

d.h., dass die Verteilungsfunktion als Ausgangspunkt zur Erwartungswertbildung benutzt
werden kann.

7.1 Geometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Beispiel 7.3 Miinzwurf b(n,p) mit p € (0,1) fir ,Kopf“
— n-facher Minzwurf
— Zufallsvariable X beschreibe die Anzahl der Wiirfe bis zum ersten mal ,Kopf*

Damit ist die Wahrscheinlichkeit, dass Kopf zum ersten Mal im n-ten Versuch auftritt:

PX(m)=(1-p)""-p neN

B(X) = iP(X >n)
n=1
= > ) P¥k)
n=1k=n
B S ST
n=1k=n
n=1 k=1
= p- Z ((1 —p)"t Z(l —p)kil) geometrische Reihen
n=1 k=
1 1 1 1
= p.—.—==
p p p

Bezeichnung 7.4 Die Wahrscheinlichkeitsverteilung PX(n) = (1 —p)"~!.p ,n €N
nennt man GEOMETRISCHE VERTEILUNG

Betrachte nun E’ bei Abbildung von Zufallsvariablen.
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7.1 Geometrische Wahrscheinlichkeitsverteilung

Satz 7.5 Sei (Q,P(Q) , P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
X : Q — R* ein Zufallsvektor und
f:RF = R eine messbare Abbildung.

Ferner existiere der Erwartungswert der Zufallsvariablef o X.
Dann gilt:

BoX) = 3 (70X Pl) 1)
- ix-Pﬂ’X(x) )
- §f<t>~PX<t> 3)
~ Bt @

Gleichung 1 setzt Kenninis des Grundraums voraus, 8 nicht !

Beweis:

E(foX) = Y zeRP/W(z)
= > = P(X(f (@)

z€R

= Y PX({f =1}

z€R

= Yz Y PY

z€R te{f=x}

= > > [P

zeRte{f=z}
= > [ P
teRF
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7 Erwartungswerte

7.2 Eigenschaften von Erwartungswerten

Lemma 7.6 Seien X,Y Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungswerten, a € R, dann

qgilt:

1. FE(a) =

2. FE(aX)=a E(X) (Skalaritit)

3. E(X+Y])<E(X])+E(Y) (Dreiecksungleichung)

4. BE(X+Y)=EX)+E({Y) (Additivitit)
Zusammen mit 2 ergibt sich die Linearitdt

5 X<Y= EX)<E®Y) (Ordnungserhaltung)
Speziell: Y>0=EY)>0

E(X) < E(1X])
6. E(X|)=0<= P(X #£0)=0

Beweis:

L Bla)= ¥ a-pw) =a- ¥ pw)=a-1

wef) wef?

2. E(a)= Y, aX(w)-Plw)=a- Y, X(w)P(w)=0a-E(X)

we? wef
3.
E(X+Y]) = > [X(w w)| - Pw)
wef2
< D (IXW)+ Y (W)) - Pw)
wef)
= )XW P+ Y [Y(w)
wef? wef)
= E(X|)+E(]Y])
4. Trivial
5. Trivial
6.
E(X)=0 <= Y [Xw)| - Pw)=0
wef)
— |X(Ww)|-Plw)=0 Yw € Q
— X(w) -Plw)=0 Yw € Q
— PX#0)=0
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7.3 Moment und Varianz

Lemma 7.7 Seien (X;)ie1 Zufallsvariablen mit endlichen Erwartungswerten, dann gilt:

1. E(sup X;) > sup E(X;)
i€l i€l

2. E(inf X;) < inf E(X;)
i€l i€l

Beweis:

1. Fiir ein ¢y € I gilt:

E(s‘ug X)) = Z (s‘ul]? Xi(w)) - P(w)
1€ we 1€
> Y X PW)
wef)
= B(Xy)

Da i beliebig gewahlt ist, gilt dies auch fiir das Infimum.

2. analog oder mit —sup X; = inf(—X;)
=i i€l

Satz 7.8 (Multiplikationssatz)
X,Y stochastisch unabhingig Zufallsvariablen und E(|X|) < oo = E(|Y), dann gilt:

EX Y)<cound E(X-Y)=E(X) E(Y)
Beweis:

Sei {z;,7 € N} = supp(X) und
{yi,i € N} = supp(Y)

E(X)-E(Y) = (ZwiPX(:m)>- >y PY ()
i=1 Jj=1

oo oo

KIS S - PX () PY ()

i=1j=1

unabh. o= o (X,Y)
S5 ;PO (wg,y))

i=1 j=1

= Zz.p(XY)(Z)

z€R
=  EX-Y)

folgt aus Satz 7.5 mit f:R* - R, f(z,y)=z-y

7.3 Moment und Varianz

Definition 7.9 Seien X,Y Zufallsvariablen und c € R,k € N:
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7 Erwartungswerte

1. E((X — ¢)*) heifit k-TES MOMENT von X und c
(nichtzentrales Moment, ¢ = 0: (zentrales) Moment)

2. E((X — EX)?) heifit VARIANZ oder STREUUNG von X
kurz: Var(X) oder VarX

3. E((X — EX)(Y — EY)) heifit KOVARIANZ von X und Y
kurz: Cov(X,Y)

Satz 7.10 (Jensen’sche Ungleichung fiir Momente)
Seien X eine Zufallsvariable, f : R — R eine konvexe Funktion, so dass E(foX) und E(X)
ezistieren, dann gilt:

E(foX) > f(EX)

Speziell E(X?) > (EX)?
Beweis siehe Plachkey Seite 133/134.

Korrolar 7.11 Seien X,Y reellwertige Zufallsvariablen.
1. Aus 0 < |X| < Y|, E(]Y|) € co= EX emistiert und E(|X]) < oo
2. Aus E(X*) < oo fiir eink € N= E(X!) < oo VI<E

3. Aus E(X?) < oco= E((X +a)?’)<oo VaeR
insbesonders Var(X) < oo

Korrolar 7.12 (von Ljupunoff)
Sei X eine reellwertige Zufallsvariable, E(|X|") < oo fiir r € (0, 00)
Dann ezistiert auch E(|X|*) V0 <s<r und

(E(IX|")" = (B(X|))*
Beweis:

[ X|* < |X["+ 1= Es existiert E(|X|%)
Nach Satz von Jensen mit f(X) = |X|* und |X|* folgt

E(IX]") = E((X]*)F) > (B(X]*))*

7.4 Eigenschaften der Varianz
Lemma 7.13 Sei X < o0, a,beR
1. Var(aX +b) = a*Var(X)

2. Var(X) = E(X?) — (EX)?
Hiufige Methode zur Berechnung von Var(X)
3. Var(X) = 0=P(X # EX) =0

4. Var(X) =min E((X — a)?)

a€R

Beweis:
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7.4 Eigenschaften der Varianz

1.
Var(aX +b) = E((aX +b) — E(aX + b)z)
E((aX +b) —a- B(X) —b)?
= FE(d*(X — EX)?)
a? - Var(X)
2.
Var(X) = E(X -EX)?)  (u:=EX)
= Z(l‘z - M)QPX(%‘)
= Y alPX(w) -2 Y wPX (@) + (- 1)
i=1 i=1
= E(X?*) —-2(EX)*+ (EX)?
3.
Var(X) =0 < > (@i —p)’PX () =0
z; €supp(X)
— (z;—p) =0 Y z; € supp(X)
4.

E(X —a)’) = BE((X-p+p-a)?)
= B(X — ) 42— a) B(X — )+ — a)?
=0
= Var(X)+ (p—a)?® > Var(X)

d.h. a = EX minimiert die mittlere quadratische Abweichung von X

Bezeichnung 7.14

Eine Zufallsvariable X mit EX =0 und Var(X) = 1 heiffit STANDARDISIERT
Weiterhin:

Sei Y Zufallsvariable mit EY = u < oo und 0 < Var(Y) =: 02, dann gilt:

Y-EY Y-—u
Var(Y)

erfillt gerade EX =0 und Var(X) =1

Dieser Vorgang heifit STANDARDISIERUNG
Dies hat den Vorteil der Tabellierung und beim Vergleichen.

Satz 7.15 Seien X,Y Zufallsvariablen mit Var(X),Var(Y) < oo, dann gilt
Var(X+Y)=Var(X) +Var(Y) +2-Cov(X,Y)
wobes

Cov(X,Y) = E((X-EX)-(Y —EY))
= E(XY)-EX-EY
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7 Erwartungswerte

Beweis:

Mit [X - Y| < 2527 folgt E(X -Y) < 0o und E(X +Y)? existiert.

Var(X +Y) = EBE(X+Y)—-EX — EY)?)

E((X —EX)+ (Y — EY))?

= E(X-EX)?+ (Y -EY)’+2(X - EX)(Y — EY))
Var(X) +Var(Y)+2-Cov(X,Y)

Bemerkung:
Der Varianzoperator ist nicht linear sondern benétigt den Korrekturterm Cov(X,Y)
Dieser ist ein Maf} fiir den linearen Zusammenhang zwischen X,Y

Korrolar 7.16 Seien X1,... X, reellwertige Zufallsvariablen mit EX? < oo ,i=1,...

so gilt nach vollstindiger Induktion:
Var <Z X¢> = Z Var(X;)+2- Z Z Cov(X;, X;)
i=1 i=1 i=1 j=i+1

Satz 7.17 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung)
Seien X,Y Zufallsvariablen mit EX?, EY? < oo, dann gilt:

(B(X-Y))><EX?.EY?

Wobei Gleicheit genau dann gilt, wenn 3a € R P(aX =Y) =1 gilt,
d.h. X ein Vielfaches von Y ist.

Beweis:
0<SE(X+aY)? =EX?+2a-E(X-Y)+da*> EY?=: h(a)
Die Funktion h hat ein Minimum bei a* = — ng,g), falls EY?2 >0
E?(XY) E?*(XY)
h(a*) = EX? -2 CB(Y?) >
= h(a?) vz Ty ER)20
Falls

EY?) =0 = PY=0)=1
= E(XY)=0
Dabei gilt die Gleichheit bei E(X + aY)? = 0 genau dann,
wenn P(X +aY =0) =1

7.5 Eigenschaften der Kovarianz

Lemma 7.18 . Cov(X,Y)=FE(X -Y)—-EX-EY
2. Cov(X,X) =Var(X)
3. Cov(X,Y) = Cov(Y, X)
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7.5

Eigenschaften der Kovarianz

4. Cov(aX +b,Y)=a-Cov(X,Y)
5. Cov*(X,Y) < Var(X) - Var(Y)

6. X,Y stochastisch unabhingig = Cov(X,Y) =10
Umkehrung gilt nicht !

Beweis:
1.-4. Trivial

5. mit Cauchy-Schwarz

Cov(X,Y) = E((X—-EX)-(Y —EY))

< (Var(X)-Var(Y
6. Cov(X,Y)=E(XY)—EX -EY =0
Nach dem Multiplikationssatz: E(XY) “"2" EX . BY

Bemerkung:

1. Die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform

2. Aus der Eigenschaft 6. folgt
X, Y stochastisch unabhingig= Var(X +Y) = Var(X

3. X,Y heiflen UNKORRELIERT, wenn Cov(X,Y) =0

4. Der KORRELATIONSKOEFFIZIENT ist definiert durch

))?

)+ Var(Y)

Korr(X,Y) := Cov(X,Y)

€ [-1,1]

B VVar(X) - Var(Y)

Graphisch: Q = {1,...,n} Laplaceverteilt, X (w), Y (w) als Punkt in der Ebene:

Korr(X,Y) =~ 1

Korr(X,Y)~ —1
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7 Erwartungswerte

Korr(X,Y) =0
Damit ist der Korrelationskoeffizient ein Maf fiir den linearen Zusammenhang zweier Zufallsvariablen.

Anwendung zu 2.:
Seien X7i,..., X, stochastisch unabhingig Zufallsvariablen mit gleicher Verteilung

1 1 o 1
= Var (n 2X1> =3 Z;Var(Xi) = EVar(Xl)
Bemerkung: Aus der Unkorreliertheit folgt im Allgemeinen nicht die Unabhéngigkeit !
Beispiel 7.4 Seien Q = {1,2,3} mit P(w) = % ,Vw e Q,
EIEIE
X, Y Zufallsvariablen mit X | 1| 0| -1

Y 1|10 1

= Die gemeinsame Verteilung:

1
PEN{(,D}) =PI} =3
1
PEN{(0,0) = P2 =3
1
PEY{(-1,1)}) =P({3}) = 3
Alle weiteren sind demnach gleich Null.
Hieraus ergeben sich folgende Randverteilungen:
PX=-1) = PX=0=P(X=1)
_ I
-3
PY=0) = 1
3
2
PY=1) = =
=1 = -
und
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PXY({-1)) = PN h =5
PYY((0) = P({2) =

PYY({1y) = P{1})=

W = W =

1
= FEX = §(_l+0+1)20
1 2 2
EY = =41l ==
0 3+ 3 3
1
EX'Y) = g(,1+0+1):0
= FE(X:'Y) = EX-EY
d.h. X,Y sind unkorreliert aber X,Y sind nicht stochastisch unabhdngig, denn
12 21
PX=1Y=1)=-#4#-=---=PX=1)-PY=1
(X=1Y =)= #2=2 2 =P(X=1) PV =1)

8 Das schwache Gesetz grofler Zahlen

Seien Xi,...,X,, stochastisch unabhéngig, gleichverteilte Zufallsvariablen
(iid = independent identical distribution)
E <1 Z)@) - ! Xn:EXi ,mit EX; = p, Var(X;) = o?
[t i
e
= =

1 — 1 ~
1% DX, = =V X;

n
=02

n-o? o2

n? n

— siehe Statistik.

Ziel:
Arithmetisches Mittel von iid Zufallsvariablen mit Erwartungswert u konvergiert gegen p

Zum Konvergenzbegriff:
Aus der Analysis bekannt ist die punktweise Konvergenz:

n— oo

fn(x)::c—% et €RneN = lim f(z)=c VzeR

Sei nun (X,,),, eine Folge von Zufallsvariablen mit

1

1
p(Xn:c):1_27 ,P(X,, =2¢) = - ,neENc#0
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8 Das schwache Gesetz grofier Zahlen

Hier ist eine punktweise Konvergenz nicht sinnvoll, sondern

1n—>oo
P(\Xn—c|>5):P(Xn:2c):2—n — 0 ,V0<e<]|

Bezeichnung: X,, KONVERCGIERT STOCHASTISCH gegen ¢

8.1 Der stochastische Konvergenzbegriff

Definition 8.1

1. Fine Folge (X,), von Zufallsvariablen iber (0,2, P) heifst
STOCHASTISCH KONVERGENT gegen 0, falls

lim P(|X,| >¢)=0 Ve>0

n—oo

Schreibweise: P-lim X, =0

n—oo

2. Fine Folge (X,,), heiffit STOCHASTISCH KONVERGENT
gegen ¢ € R bzw. gegen Zufallsvariable X, falls

P-lim (X, —¢)=0 bzw. P-lim (X, —X)=0

n—oo n—oo
Schreibweise:
P-lim X,, = ¢ bzw. P-lim X,, = X
n—oo n—oo

oder X, £, c bzw. X, £, X

Der Grenzwert einer P-stochastisch konvergenten Folge ist im folgenden Sinne eindeutig
definiert:

Satz 8.2
X, 25X wund X, 5V=PX=Y)=1
aber nicht zwangsldufig X =Y !
Beweis: Sei € > 0 beliebig
€ 5
{ X-Y| >¢ C {|X—Xn| > f}u{|Xn—Y| >
il 2 2
=X —Xp4+X,—Y]

IX(w)—Y(Ww)|>e = | X-X,|+|X,-Y|>¢
= |Xn—X\>% VX, - Y| >

[
——

——— 2

n—oo n—o00
— 0 —

0 Ve >0

= P{IX —Y|>e}) < P({ X, — X| > 5}) +P<{|XT,,Y| > ;})

= P({|X - Y| > <})
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8.2 Markov’sche und Tschebyschoff Ungleichung

Sei A= {X =Y} A= (J{|X-v|>1}
n=1

P(AC):P<G {X—Y|>;}) < iP({|X—Y|>i}> 59

= P(A%) =0 = PA)=1

Satz 8.3

1. XnLX ,YHLY ,g: R xR — R stetig
= 9(X, V) = g(X.Y)
2. X, — X (punktweise Konvergenz)

= X(w) = lim X,(w) Ywe= X, X

n—oo

Desweiteren sind fiir den Nachweis der stochastischen Konvergenz Ungleichungen fiir Wahr-
scheinlichkeiten niitzlich:

8.2 Markov’sche und Tschebyschoff Ungleichung

Satz 8.4 (Markov’sche Ungleichung)
Sei X Zufallsvariable, g : RY — RT monoton wachsend, dann gilt:

P(X[>¢e) < P(X[2¢) < %'E(QUXD) ,Ve>0,9(¢) >0

Beweis:

E(g(1X1)) > gllal) - PX(x)

z€R

= 3 gz - PX(@)+ Y gllz]) - P¥(2)

|z|>e lz|<e

> gllzl) - PX(x)

|| >e

g9e) Y PX(2)

|z >e
—_——
P(|X|>¢)

WV

\%

Bemerkung: Spezialfiille der Markov’schen Ungleichung

1. g(t) :=tF ,k>0,t>0

E|X |k
= P(X|> o) < 2

ck

Abschitzung gegen ein k-tes Moment
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8 Das schwache Gesetz grofier Zahlen

2. g(t) :=t%, Anwendung auf Y := X — EX
1
= P(|X —EX|>¢) < e—QVar(X)
— Die Tschebyschoff-Ungleichung ist grob, aber sehr wichtig.
3. gi(x) = e'* ,4>0,2>0

= P(|X|>¢) < et E(efX]) (Moment — erzeugendeFunktion)

4. Beweis der Markov’schen Ungleichung ohne Riickgriff auf diskreten Wahrscheinlich-
keitsraum

g(e) Lfalls | X(w)| >e

Sel V(w) :=
0 ,sonst
=Y < g(X])
= E(9(|X])) > EY =g(e) P(IX|>e¢)

8.3 Eine Version vom schwachen Gesetz grofler Zahlen

Satz 8.5 Seien (X;)ien paarweise unkorrelierte Zufallsvariablen mit EX; =:p Vi € N
und Var(X;) < M < oo, dann gilt:

1 n
P(ﬂ;Xi—u
Yz

d.h. das arithmetische Mittel von ,Finzelversuchen® (beschrieben durch X1, X, ...) konver-
giert stochastisch gegen den (unbekannten) Erwartungswert .

M L —>
>e) ;=50
n-e

n

=P-lim Y X, =pu

Beweis mit Tschebyschoff-Ungleichung:

1 — 1
El=-YX;| = =Y EX;
((2x) - e

Var (

1 n
ﬁ;Xi_M

S|

i Xi> = % > Var(X;)
i=1 ]

d

Beispiel 8.1 Das arithmetische Mittel als Schitzung fiir den Erwartungswert
1 ,6 fallt

> E) < ’ILL2 Z;LZI VO’T(Xi)

— hdaufiges Wiirfeln: X; :=
0 , sonst
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8.3 Eine Version vom schwachen Gesetz grofler Zahlen

Aussage:
Die relative Haufigkeit fiir das Wiirfeln einer 6 konvergiert stochastisch gegen EX = %

Beispiel 8.2 Sei (Q,B(K2) , P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum,
ACQ,P(A) =p,0<p<1 mit n-facher Wiederholung eines Zufallsexperiments
— Produktraum

A=A tritt im i-ten Versuch ein

Seien X; =124, ,1 <4< n, stochastisch unabhdngig

= X, unkorreliert und identisch verteilt.

= EX;=P(A;)=p, Var(X;)=p-(1—p) Binomialverteilung

1 n
= P— lim —> X;=p
i=1

n—oom, 4

3

n
d.h. falls p unbekannt ist, dann ist das arithmetische Mittel % X, ein guter ,Schdtzer®
=1

K3
fiir diesen Parameter.

n
(+ > X; ist die relative Hiufigkeit von A in n Versuchen)
i=1

Beispiel 8.3 cventuell gefilschte (nicht-Laplace-) Miinze.
— Qualitdtsprifung (Gut/Schlecht-Priifung)
Stichprobe vom Umfang n

Wie oft muf8 die Miinze geworfen werde (wie viele Teile miflen untersucht werden), damit
p = ,,Wahrscheinlichkeit fiir Zahl“ mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit > 0,95 auf 0,01
genau berechnet werden kann ?

Mit Tschebyschoff-Ungleichung:

Xi = Zzuhl im i-ten Versuch
EX;, = p (unbekannt)

= (Xi)ien #d. Zufallsvariable ~ b(1,p)

5.0. 5 (|1 ¢ p-(1—p) _ Var(b(,p))
0 p (125 X, —p|>0,01] < -
<|n; P ) n-(0,01)2 n-e?
1
(Mit der Abschitzung - (1 —x) < 1 ,x € (0,1))
1
<—2— < 005=1-0,9%
n-(0,01)2
1
2 - @
- 4-(0,01)2-0,05
= 50000

(die grobe Abschitzung fiihrt zu groflem n; es existieren bessere Abschitzungen)
— Versuchsplanung
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9 Borelmengen und Mafle

9 Borelmengen und Mafle

Bisher wurde das diskrete (atomare) Wahrscheinlichkeitsmafl P benutzt mit

P(A) = > p({z})
z€A
Zur Wiederholung:

Seien Q # § mit A C P(Q) .
2 heifit o-Algebra iiber €, falls

1. Qe
2. AeUA=> A e VA e

3. (Ap)nCA=> U A e
=1

1=

— Erzeugung von o-Algebren iiber gegebenen Mengen

Lemma 9.1 Ist £ C P(N) , so existiert eine kleinste o-Algebra A(E), die € enthdlt, d.h.
1. A(E) ist eine o-Algebra
2. £ CAE)
3. Ist A" eine o-Algebra mit £ C A'= A(E) A

Bemerkung:

1. A(E) heiBt die von & erzeugte o-Algebra.
& heifit Erzeuger

2. Ist £ o-Algebra = A(€) =&
3. E={A}= AE) = {0, A, A°,Q}

4. Ist £ ={A1,...,Ap} mit Q@ = > A; (disjunkte Zerlegung)
i=1
= |A&)| =2"

Bezeichnung 9.2 Seien k € N und €™ := {(a,b]| a,b € R"}
(firn=1: FX(b) — FX(a) = P(X € (a,b]))

s0 heifst B" := A(E™) (B! = B) BOREL'SCHE 0-ALGEBRA oder
0-ALGEBRA DER BORELMENGE tber R™.
Jedes B € B" heifst BORELMENGE.

Das Ziel ist die Zuordnung einer MaBzahl (Linge, Fliche, Volumen) fiir jede Menge aus B".
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Definition 9.3 Sei (,2) ein messbarer Raum.
Fine Abbildung p : A — [0, 00] heifft MAsS dber (Q,20), falls gilt:

1. p@)=0

2. Fir alle Familien (A;);e1 von paarweise disjunkten A; € A
mit abzdhlbarer Indexmenge 1 gilt:

H (Z Ai> = ZN(Ai)
i€l i€l
(Q, A, 1) heifst MASSRAUM.

Ein Maf$ pn mit p(2) = 1 heifft WAHRSCHEINLICHKEITSMASS P (vgl. erstes Kapitel)
und (2,2, P) heiffit WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM.

Satz 9.4 Seien (Q,2, P) ein MafSraum und A, B, Ay, As,... €2
Das Maf p besitzt folgende Eigenschaften:

1. Nulltreue: p(0) =0
. Positivitat: pu(4) >0 vVAed (u(A) = oo ist maglich /)
. Additivitdt: Ist AN B =10, so gilt: n(AU B) = u(A) + u(B)

W N

. Additivitdt: Aus 8 folgt fiir paarweise disjunkte Mengen Ay, ..., Ay:

H(E4)-2

;N(Ai)

5. Isotonie: Ist A C B, so gilt: u(A) < u(B)
6. Subtraktivitit: Sind A C B und p(Q) < 00, so gilt: u(B\A) = u(B) — u(A)
7. Komplementaritéit: Ist u(Q) < oo, so gilt: p(A°) = u(Q) — u(A)
8. Stetigkeit von unten: Ist die Folge (A,)nen isoton (monoton wachsend), so gilt:
" ( 0 An) — lim pu(4,)
n=1 n—00
9. Stetigkeit von oben: Ist die Folge (A, )nen antiton (monoton fallend), so gilt:
H ( N An) = lim p(An)
n=1 n—oo
10. Sub-Additivitat: Fir Ereignisse Aq,..., A, gilt:
n(04:) < £ iy
11. Sub-o-Additivitit: Fir eine Ereignisfolge (A;)ien gilt:
[ (}U1 Az-) < ;N(Ai)

Bemerkung: 8" £ PB(Q) , B" enthiilt alle ,verniinftigen® Mengen von R™

Lemma 9.5 B" enthdlt alle offenen und abgeschlossenen Teilmengen des R™
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9 Borelmengen und Mafle

9.1 Stetige Verteilungsfunktionen

Bemerkung:

e Ein Messraum (€2, 2) kann jetzt mit einem Wahrscheinlichkeitsmafl P versehen werden

— 1.7 Kolmogorov-Axiome

Sei 21 o-Algebra iiber Q # (.
Eine Abbildung P : 2 — [0, 1] mit

1. P(A) >0
2. P(Q) =1

o0 o0
3. P ( U An> = > P(4,) fiir alle disjunkten Mengen A, € A
n=1 n=1

heiffit WAHRSCHEINLICHKEITSVERTEILUNG oder WAHRSCHEINLICHKEITMASS.

(©,2(, P) heilt WAHRSCHEINLICHKEITSRAUM

e Alle Eigenschaften von P gelten vollig allgemein ohne Riickgriff auf diskrete Struktur.

e Zuordnung der Verteilungsfunktion im Fall (R, B!, P)

Fp:R —[0,1] mitFp(xz) = P((—o0,z]) ,x € R(siehe def. 6.16)

Bemerkung:
{(=o0, z]| x € R} ist auch ein Erzeuger von B
Eigenschaften (siche Lemma 6.16)
— Fp ist monoton wachsend und rechtsseitig stetig
— Fp(y) = 0,y — —o0
- FP(y)_)lay_)OQ

77777 -

} F(x) - F(x-) = P({x})

- —

e Klar ist: P({z}) =0 <= Fp stetig in x

P heiBlt STETIGE Wahrscheinlichkeitsverteilung, falls P({z}) =0 ,Vz € R
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9.1 Stetige Verteilungsfunktionen

Satz 9.6 (iiber die Existenz und Eindeutigkeit fiir Mafle auf (R, B))
Sei G : R — R eine monoton wachsende, rechtsseitig stetige Funktion
Dann ezistiert genau ein Maf$ p auf (R,B) mit

w((a, b)) = G(b) — G(a) WVa,be R a<b

Bezeichnung 9.7

1. Das zu G(x) = x gehorige Maf$ heiffit LEBESGUE-MASS (Le’bek)
— natirliche Verallgemeinerung des Ldingenbegriffs

2. Anwendung auf die Verteilungsfunktion: G = F
Ist F: R — [0,1] eine Abbildung mit den Eigenschaften aus 6.16(s.0.), dann existiert
genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf$ auf (R,B), das F als Verteilungsfunktion besitzt.

Jetzt: Die spezielle Gestalt von Wahrscheinlichkeitmafien mit ,,einfacher* Handhabung.
(Teilweise 148t sich mit der Verteilungsfunktion einfacher rechnen)

Lemma 9.8 Sei f : R — RT und I = (a,b) CR,—co < a < b< oo,
mit f(z) =0 Vo € IC, f stetig auf I und

%) b

/ f(x)dx = /f(x)daj =1 (Riemann-Integral)

Definiere F : R — [0,1] durch F(y) = [*__ f(z)dx
A

f(x)

f >
a y b

dann gilt: F ist Verteilungsfunktion

e F(y)€[0,1] VyeR, F ist monoton steigend und stetig
e lim F(y)= lim [’ _f(z)dz=0
Yy——00

Y——00

o lim F(y)= lim [Y f(z)dz=1

y——+oo y——+oo "

Nach dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz existiert genau ein Wahrscheinlichkeitsmaf P.
Diese Funktion f heifft (RIEMANN-)DICHTE(-FUNKTION) von P.

Eigenschaften von P:
e P{z})=0 vz € R
e P(A)=0 fiir jede abzahlbar grole Menge A
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9 Borelmengen und Mafle

e P((a,b]) = P([a,b]) = P([a,b)) = P((a,b)) = f: f(z)dr Va<b

Hierbei sind die Ereignisse in Intervallform.

Allgemeiner: Was ist P(B) fiir irgendein B € B
— neuer Integralbegriff notwendig!
— siehe hohere Stochastik

Bemerkung: Umgekehrte Herleitung

P liegt vor mit stetiger Verteilungsfunktion F,
so dass F' auf {y| 0 < F(y) < 1} =: (a,b) stetig differenzierbar, so wird durch

0 ,x < a
fx):=9 F'(z) ,a<x<b
0 ,x=b

die zu P gehorige Dichte erklart
Bemerkung: Wahrscheinlichkeitsmafle auf Teilmengen der reellen Zahlen

Seien w C R,w € B
Betrachte die Spur-o-Algebra

wNB:={wNdbe B} CB

Ist © abzéhlbar, so ist 2N B = P(Q) ,

denn fiir jedes A € Qist A= |J QN{w} € QN DB eine abzihlbare Vereinigung
weA

Schreibweise: Bl (B eingeschrinkt auf Q)
Weiterhin:

Ist P Wahrscheinlichkeitsmaf auf (€2,B|()), so kann P fortgesetzt werden zu
P:®B —[0,1 mit P(B)=PBNQ)

D.h. jedes Mafl P auf @ C R kann aufgefasst werden als ein Maf iiber den
gesamten reellen Zahlen. Ordne dann P die Verteilungsfunktion von P zu.

z.B. Verteilungsfunktion der Poissonverteilung

[ —

)
L SR
POY

\j
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F(t) = P((=00,t])
= P((—OO,t]ﬁNo)

= > pWw)

wE(—oo,t]ﬂNg

N
D

t>WEeNy

10 Wahrscheinlichkeitsmaf3le mit Riemann-Dichten iiber R

Zunichst Beispiele fiir Riemann-Dichten (nach 9.8)

10.1 Rechteckverteilung (stetige Gleichverteilung)

auf (a,b), a,beRa<bd

1 —a 71’6[@,[)]

b—a 0 ,sonst

Die durch Dichtefunktion definierte Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber (a,b) heift STETIGE
GLEICHVERTEILUNG

Verteilungsfunktion:
0 ,x < a
Flz)=9{ =2 Ja<a<b
1 ,x>b
Zum Berechnen der Wahrscheinlichkeiten
d
P(X € (¢,d)) = f(x)dx (¢,d) C (a,b)
= P(X € (—00,d)\(—00,¢))
= P(X €(-0,d)) — P(X € (—00,¢))
= P(X € (—00,d]) — P(X € (—o0,(])
= F(d)— F(c)
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

Damit ergibt sich der Zusammenhang: F'(t) = f(t) VteR
und gegeniiber dem Lebesgue-MaB: P(B) = 71~ - u([a,b] N B) B € B!

Die Wahrscheinlichkeit eines Intervalls héing nur von dessen Lénge ab, nicht von der Lage

Schreibweise: R(a,b) bzw Ra, b]
heiffit RECHTECKVERTEILUNG mit Parametern a und b

10.2 Exponentialverteilung

Aoe ™ x>0
f(x) = Lt €R,A>0
0 <0
A
0 ,x <0
F(X) =

Vielfache Anwendung in der Praxis beim Modellieren von Wartezeiten, Lebensdauern, etc.
aufgrund vieler niitzlicher und einfacher Eigenschaften
— Gedéchtnislosigkeit, konstante Abfallrate, etc.

Schreibweise: Fxp()) : EXPONENTIALVERTEILUNG mit Parameter A

10.3 Weibull-Verteilung

afrf-le=oe” x>0
f(z) = reER, «a,8>0
0 ,x <0

N
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10.4 Gammaverteilung

(fiir = A, B = 1 ergibt sich Exp()))
Moglicher Graph:

Anwendung z.B. bei Lebensdauern.

0 <0

1—e o’ 23>0

F(X) =
Schreibweise: Wei(a, ) WEIBULLVERTEILUNG mit Parametern «, 8
10.4 Gammaverteilung

bP
e P T o () rER, bp>0

(Fiir b = A\, p =1 ergibt sich Exp()))
= Probleme bei der Angabe von F', da dies nur fiir p € N moglich ist.

Anwendung: Zuverlissigkeitstheorie (< Reliabilitytheorie)

10.5 Gauf’sche Normalverteilung

Die wohl wichtigste Verteilung der mathematischen Statistik

1 (w‘—u)z)
r)=——-exp| ——— M,z €R, >0
) = ot o (- !

Schreibweise: N (u,0?): NORMALVERTEILUNG mit Parametern p und o2
(In dlterer Literatur auch noch N (u, o) !)

Standardisierung:
Definiere eine neue Zufallsvariable Y := (,0?)
=Py <y = Pt <y
= PX ya + 1)
= / (x:za+u<:>z:u)
o

= / (zo + p)dz
= / eT dz
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

= Dichte der Normalverteilung mit y = 0,02 =1, d.h. Y ~ N(0,1)
heifit STANDARD-NORMALVERTEILUNG
(¢(x)=f(z) bei Normalverteilung)

A

Wendestelle

w20 u  ut2o
u—3o U—o u+o u+3o

68,3%

95,5%
99,7% |
3—o0 — Bereich
® ist die Verteilungsfunktion ¢’ und ist nicht geschlossen darstellbar, liegt aber tabelliert
vor.

Anwendungen:
e  Fehlergesetze“ in der Physik

e asymptotische Verteilung einer Grofle, die sich additiv aus vielen anderen zusammen-
setzt
— zentraler Grenzwertsatz

Seien (X;);en stochastisch unabhéingig.

B2 X B YK e v )
Var(: > X;)

Standardisiert
Insbesonderes fiir (X;);eniid, EX; = p, Var(X;) = o?
L3 Xi— 1 n—oo
= &~ N(01)

vn

Fiir eine Zufallsvariable im R™ war die Verteilungsfunktion definiert in 6.18

FX<J5‘) = PX((—oo,xl] X ... X (—00,1y])
= P(Xl S (—00,331],. X, € (_Oo7x7l])
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10.5 GauB’sche Normalverteilung

Die zugehorige Verteilungsfunktion der i-ten Randverteilung (Marginalverteilung) definiert
in 6.10

F¥Xi(z) = PRx...xRx(—00,2] xRx...xR)
i—1
= FX(oo,...7oo,x,oo7 ,00)
——
i1

Definition 10.6 FEine Funktion f:R™ — R heifit (RIEMANN-) DICHTE auf R"™, falls gilt:

o f(z) =0, Vr € R"

e f ist Riemann-integrierbar mit
—+oo
o [ . fth...,xn)dxl...dxn:l

— 00

Satz 10.7 Ist f eine Dichte iber R™, so definiert
1 Tn
F($1,...,$n) = / / f(ylaayn)dyldyn (zla"'axn) eR”

eine stetige Verteilungsfunktion dber R™.
Ist P das zugehorige Wahrscheinlichkeitsmaf iber (R™,B™) heifit f eine Dichte von P.

Dann ist:
(X a’za z / /f yla'--vyn)dyl dyn vaz b eR
=1

Zuriick zu MaBen mit Dichten im R!:
Bemerkung:

Die in den Kapiteln bisher eingefiihrten Begriffe waren allgemein gehalten, d.h.
sie sind auf Mafle mit Dichten anwendbar.

Sei X : (Q,2) — (', A) eine Zufallsvariable.
Messbarkeit: X 1(A") € A VA’ € A (siche 6.4)

Speziell fiir (Q,2') = (R, B)

PX(4') = P(X~1(A))
ist Wahrscheinlichkeitsverteilung von X unter P (siche 6.6)

FX (x) := PX((—00,z])
ist Verteilungsfunktion von X (siehe 6.16))

PX ist durch F¥ eindeutig bestimmt (siehe 6.17)
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

Bemerkung:

Sei (©,2) ein messbarer Raum und X : Q — R* eine Abbildung mit
X H(~o00,2])) = {w| X(w) <z} e Vz € R* (Komponentenweise kleiner),
dann gilt:

X' (B)ed vBe®k

d.h. Die Messbarkeit muB nur auf dem Erzeuger von B* nachgerechnet werden.

Nun zum Erwartungswert von Riemann-Dichten:

A

T
X x+Ax >
rz+Azx
POXE@an) = [ fwiy
~ Az f(z)

d.h. der Beitrag zu einem durchschnittlichen Wert der Flidche: x - f(z)Az
+oo

erscheint sinnvoll: [ xf(z)dx
—o0

Definition 10.8 Sei f die Riemann-Dichte von X, so heifit

“+o0

EX = /a:f(m)da:

ERWARTUNGSWERT von X (falls wohldefiniert) (vgl 7.1)

Bemerkung:
Es gelten weiterhin nach dem Ersetzen von Summen durch Integrale:

¢ BlgoX) = | ga) /()

z.B. g(z) := (X — EX)?’= E(go X) = Var(X)
Var(X) = jfoo(X — EX)?f(x)dx

e Eigenschaften der Erwartungswerte (siehe 7.6)

e Eigenschaften der Varianz (siehe 7.13)
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10.5 GauB’sche Normalverteilung

Beispiel 10.1

e Eigenschaften der Kovarianz (siehe 7.18)

e Ungleichung von Jensen (siehe 7.10)

e Ungleichung von Ljupunoff (siehe 7.12)

e Ungleichung von Markov und Tschebyschoff (siehe 8.4)

1. Sei X ~ R(a,b)

+oo
EX = /xf(x)da:
b
/ax b a T
b? — a2
- 2 —a
_ b+a
2
L |
EX? = /x2 dx
o b—a
B 1 b —a?
- b—ua 3
1
= g(b2+ab+a2)
Var(X) = EX?-E*X

1
g(b2 +ab+a?) —

(a —b)?
12

WVar(X) = 55

4. X ~T(b,p)= EX =} Var(X) =

5. X ~N(u,0?%)

<W> dv (y:="H)

(b+a)?
4

unabhdngig von der Lage!
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

Var(X)

-/(yo+ﬂ)-e‘2dy
— 0o
+oo +oo
/ ~Fdy+ / L%
. e 2 . - e
Y Yy p N Y
o oo —e—
Dichte von N(0,1)
'l/2 +OO
[—e“?} +p- 1
N
=0
o2

Beispiel 10.2 (Charakterisierungsresultat)
Typische Situation an einer (besetzten) Telefonzelle:
= die restliche Wartezeit ist ,unabhdngig* von der bisherigen Wartezeit.

Modellierung:
Zu X= ,Wartezeit“, X >0

— P(X>t+s X >s)=P(X >t)

Bezeichnung: ,,Geddchtnislosigkeit“
P(X>t+sNX>s)

P(X > s)
= P(X >t+s)
~————

1—F(t+s)

= F(t+s)

— Funktionalgleichung fir F

Vs, t >0

von P (Alterungsfreiheit in anderen Modellen)
=P(X >1t)

=P(X>t)-P(X >5s)
—_—— Y———
1-F(t) 1-F(s)

=F(t)- F(s) *

_
Voraussetzung: \ == —log P(X > 1) = —log F'(1) > 0
= F(1) = e=* Seien m,n € N, dann folgt

F(1)
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10.5 GauB’sche Normalverteilung

@F(%) = F(%+...+%)
m-mal

Also ist F(q) = e Vg€ Qt
Aus der Monotonie von F folgt Vo > 0 :

inf F(q) > F(z) > supF(q)

g<z q>x
—— ——
—e~ N —e— A

= Flz)=1-¢M Vo >0, d.h. X ~ Exp()\)

Anwendung von Dichten z.B. bei der Modellierung in der — Zuverlafligkeitstheorie
= Beschreibung des Ausfallverhaltens einer Anlage

Bemerkung:

Betrachte fiir z,e > 0

P(X<z+¢) X >z) = ,Restlebensdauer kleiner £ unter der Bedingung, dass die Lebensdauer > x
Plzx<X<z+e¢)
P(X > x)

Voraussetzung: 3 11%1+P(X <zx+el X >ux)
£>
Dann gilt:

1Px<X<z+e) F(z+e)—F(x) 1

e PX>z) £ 1-F(x)
| S —
—F'(2)=f(2)

d.h.
f(z)

P(X < X ~Ne————
( r+el X >x) El—F(ac)

Bezeichnung 10.9 h = % heif$t AUSFALLRATE

Beispiel 10.3

A -z
€ — = A = konst.
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

2. X ~Wei(a, 8)

1 —ax?
aﬁmﬁ 16 az

e—axh

= h(z) = =afz® ' L, >0

/. B>1 = Abnutzung
= h=4 konst ,f=1

I

keine Alterung

. ,8 <1 = System wird stabiler = Anfangsprobleme

:

Auch gewiinscht:

7
3

Badewannenverteilung
Ausfallrate in 3 Phasen:

1. ,Kinderkrankheiten*
2. Nutzungsproblem
3. Abnutzung, Verschleifl

< Andere Verteilungsfunktion notwendig

10.6 Erginzungen zu stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

d.h. Wahrscheinlichkeitsverteilung mit Riemann-Dichten.

Bezeichnung 10.10

— Verteilungsfunktion wurde eingefiihrt als Integral mit oberer Grenze als Argument
Die so eingefiihrte Verteilungsfunktion hat (sogar) die Eigenschaft der

ABSOLUTEN STETIGKEIT.

Sprich: ,X hat ABSOLUT STETIGE VERTEILUNG
d.h. die Dichte von X ist gegeben durch F'(x) = f(x)

Bemerkung:
Die Zufallsvariablen X1, ..., X, : (2,2, P) — (R,B) sind stochastisch unabhéingig
P& X)) = FX () - X (1) Yz, 1) € R

th(X1<$1,,Xn<$n):HP(XZ<$Z) Vz; € R

i=1
ist notwendig und hinreichend fiir die stochastische Unabhéngigkeit von X3, ..., X,

Nun zum Zusammenhang zwischen Randdichten und stochastischer Unabhéngigkeit
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10.6 Ergidnzungen zu stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Lemma 10.11
Sei X = (X1,...,X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor mit Dichtefunktion fX.
Dann gilt fir die i-te Randdichte

+oo “+oo
fxl(l‘l) / fX 1’1, X1, .’EH_l,...,IEn)dII}l...d$i_1dl’i+1...d$n re€R
— 00
E/—/
n—1
Ferner gilt:
n
Xy, mn) =[] fX(2;) Vo, €R
i=1
«=X1,..., X, stochastisch unabhingig mit Dichten fX1, ..., fXn»
Beweis:

1 i—1 4§ i+1
+o0o = +oo

pX, 105 £107 / /// /fX Vys . dyn

= f¥i(2) = (FX) ()
Der Rest ergibt sich aus der vorigen Bemerkung:

n

X (x1,...,z,) = HfX(a:z)

i=1

= FX(xy,...,z,) = / / /HfX"(y)dyl...dyn
o —00 =1
= H/ I (yi)dy
=170 -

= Xi,...,X, stochastisch unabhéngig
Die Umkehrung ist klar.

Nun zu Transformationen von Zufallsvariablen und deren Verteilungen.
Fragen:

o Xq,..., X, iid ~ Exp(\)
n
i=1

e Wie ist die gemeinsame Verteilung von (X7, X7 + Xo,...,> X;) 7
(Komponenten sind nicht stochastisch unabhéngig)

Satz 10.12 (Transformationssatz fiir Dichten)
Sei X = (X1,...,X,) ein absolut stetiger Zufallsvektor auf (2,2, P) mit der Dichte f*

o FEs existiert eine offene Menge
M = {(z1,...,2n) €R"| fX(21,...,20) #0 V(z1,...,2,) € M}
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

o Sei T: (R",B") — (R",B"™) eine messbare Abbildung mit

1. T =T|y ist injektiv
(T ist die Einschrinkung von T auf die Menge M)
2. alle partiellen Ableitungen von T sind stetig auf M

3. die sog. Funktionaldeterminante erfillt
0T,
det < ) #0 Vz; €R
oxj |
1<i,j<n

Dann folgt, dass der Zufallsvektor' Y = T(X) ebenso absolut stetig ist mit der Dichte:

-1

Y
Wi ym) 5;

oy " X (-1
= |det e ST (@) Ly (T )
Yi 1<i,5<n

Beweis siehe Literatur.

Korrolar 10.13 Sei (X1, X») ein absolut stetiger Zufallsvektor mit der Dichtefunktion f(X1:X2),
dann ist Y = X1 + X5 absolut stetig mit der Dichte

—+o0
= [ Fey-na yer
Beweis:

Betrachte die Abbildung 7' mit T'(z1,x2) = (1,21 + x2),
dann ist T~ (y1,92) = (1,52 — ¥1)

§T; 10
= det (5 ) = det
Lj 1<ij<n 1 1
= 1%
7(X) I x
= [T (y,y2) = ﬂ'f (Y1,92 —y1)

Die Dichte von X7 + X5 ist die zweite Randdichte von T'(X),also
+oo
o= [ om0

Speziell gilt:
Bemerkung:
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10.7 Faltung von stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Sind X7 und X5 stochastisch unabhéngig, dann ist
FEXD @y, w0) = [0 (1) - [ (w2)  Vap,ap €R

und damit
“+o00

P = [P0 o -nd ger
10.7 Faltung von stetigen Wahrscheinlichkeitsverteilungen
Bezeichnung 10.14 Die Verteilung von X1 + X5 heifst FALTUNG von X und Xo
(Vgl. 6.15 fiir diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung)

Beispiel 10.4

1. Xy, Xs seien stochastisch unabhingigiid ~ R(0,1) und y € [0, 2]

—+oo

parXeg) = / F) - £y — b

— 0o

1
- /O To1)(8) - Tiony(y — 1)t

=te(0,1) AN y—te(0,1)
O0<t<1lNnO<y—t<l1

1
L(o.y) (t)dt 0<y<1
O<t<lAy—l<t<y = ﬁ;mm() y
Jo Zy—1.)(t)dt 1<y<2
- 1
Jpdt =2-y 1<y<2

Klar ist: fX17%2(y) =0 Yy & [0, 2]

Bezeichnung 10.15 X, + X5 besitzt eine DREIECKSVERTEILUNG.

A

N

1 2

2. X; ~T(a,p1) , X2 ~T(a,p2) stochastisch unabhingig(vgl 10.4)
= X1+ Xo ~T'(a, p1 + p2)
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10 Wahrscheinlichkeitsmafle mit Riemann-Dichten iiber R

Bezeichnung 10.16 Die Klasse der T'-Verteilungen (bei festem Parameter) ist
FALTUNGSSTABIL, d.h. die Faltung fihrt nicht aus der Klasse der Verteilung heraus.

Speziell: py = ps = 1— Exp(«)
X1,..., XpitdEzp(a) = ZXi ~T'(a,n)
i=1

heifst ERLANG-VERTEILUNG
3. X ~ N(ui,o02) i = 1,2 stochastisch unabhdingig (vgl. 10.5)

= X1+ Xo ~ N(pa + p2, 05 + 03)

Summen von ( stochastisch unabhiingig) Zufallsvariablen spielen wichtige Rollen in vielen
Bereichen der Stochastik:
— Statistik, Erneuerungstheorie, Warteschlangen, Versicherungsmathematik

Definition 10.17 Sei (X;);en eine Folge von stochastisch unabhdngig #id. nicht-negativen

Zufallsvariablen.
n

Die Folge der Partialsummen (Z X )nen mit So =0

heifst ERNEUERUNGSPROZESS.
Fiir jedes t > 0 wird die Zufallsvariable Ny definiert durch

Ny :=sup(n € Ng, S, <) (= ZI{Sigt})
i=1

(Ni)i>o0 heifst ERNEUERUNGSZAHLPROZESS

Beispiel 10.5 Seien X Lebensdauern von Komponenten und S,, die Gesammtlebensdauer,
so ist Ny die Anzahl der Komponenten bis zum Zeitpunkt t
X, X, X,
= ; T -
S, S, S, t
Es gilt: S, <t < N; >n VYt > 0Vn € Ny

Lemma 10.18 Aus der Situation aus vorigem Beispeil mit X; ~ Exp(\) Vi € N gilt

N¢ ~ po(\ - t) Yt >0

BEWwWEIS:
P(Nt=k) = P(N;>2k)—P(N;>k+1)
= P( S, <t)—-P( S <t 10.21
( Sk <t)=P( Spy1 <t)  (10.21)
T(A\k) DA\ k+1)

t )\k t >\k+1
/ (k 1)' . 67)\95 . l,nfl _ / o B 67)\1 . Ikd.I
0 - 4) 0 :
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. . 2K . AL NG t . k
(partielle Ableitung) = {(k - e kL + =1 -/0 Ae ?dx -
k k1t

- [ ]

—1 o

)\k

= ﬁ . 6_>‘t . tk
_ Ak
- RS

Bezeichnung 10.19 Der sogenannte STOCHASTISCHE PROZESS in vorigem Lemma
heifst POISSON-PROZESS
— FErneuerungstheorie, Warteschlangentheorie, Versicherungstheorie

Bemerkung:

Gegeben sei 10.18

E(N) = At VY>>0
_>E(Nt+a_Nt) = )\(t—I—oz)—/\t:)\a
[0}
- EX,

Entspricht der Anzahl der Erneuerungen im Intervall [¢,t + «]

11 Grundlagen der Simulation
Simulation:

Werkzeug zur Analyse von Zufallsphéinomenen bzw. Situationen, in denen ana-
lytische Behandlung zu aufwendig/unméglich ist.

z.B. Laufzeitanalyse von Algorithmen, Ausfallverhalten von (beliebigen) Syste-
men

Grundlage: gleichverteilte PSEUDOZUFALLSZAHLEN
— Zahlengenerator

Erzeugung von sogenannten Pseudozufallszahlen:
deterministische und reproduzierbare Folge (z;)ien C [0, 1]
— , stetig gleichverteilt®

— wegen Genauigkeit nur diskret approximierbar !

Ziel:

Realisierung von Pseudozufallszahlen, die von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen
(X;); ~ R|0,1] nicht unterscheidbar sind.
— Giitekriterien fiir Zufallszahl.

_ 0 1

mimo

Gegeben sei ein Grundraum €2,, :
lung.

S 2= m >> 1 mit diskreter Gleichvertei-
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11  Grundlagen der Simulation

Lemma 11.1 Fir [u,v] C [0,1] gilt:

P € Qunl w0 <w < 0}) = (0 — )| < —
m

Wobei v — u die Wahrscheinlichkeit nach der Rechteckverteilung fiir das Intervall [u,v] ist.

Beweis:
Vu<ovdi,jeZmit0<i<j<m—1
) i+1 7 4+ 1
undigug + 7i<v<i
m m 'm m

iziHl i
U=
= Po{wenu<<w<v}) = jmi m
— 3
R
i—i it1—i o
B = Cv—ug U= =
- ,7,71 O .
L co—u< sk

Das heifit, das Wahrscheinlichkeitmafl P, (mit diskreter Gleichverteilung) approximiert fiir
grofies m eine stetige Gleichverteilung auf [0, 1].

Beschreibung einer n-maligen, unabhéngigen, zufélligen Auswahl einer Zahl aus €2, durch
den Grundraum

O ={w=(w1,...,wn)| wj € Y, j€{1,...,n}}

und die Gleichverteilung

n

Paen = [IPattod = () = onmn)

Jj=1

Lemma 11.2 Sind r1,...,7,,81,...,5, € [0,1] mit |r; —s;| <e, Vj € {1,...,n}, so folgt

n n
[Iri—1lss|<ne
Jj=1 j=1

Beweis durch vollstindige Induktion:

n=1 Klar

n+1 n+1

n—n+1: Hrj—Hsj
j=1 j=1

n

n
T — H s | -1 + H s; |- (Pn+1 — Sn+1)
Jj=1

-

J

J
n n n
H rj— H Sj *Tn+1 + H Sj . (’r‘n+1 — Sn+1)
Jj=1 j=1

I
e

N

j=1
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11.1 Der lineare Kongruenzgenerator

v n
< Tpyrne+ Hs] ("ng1 — Snt1)
pe j=1
<1 <1
N——
<1
< (n+1)-e

Bemerkung: Anwendung von 11.2 auf
rj = Pn({w; € Q| u; <w; <wv;}) und s; :=1r; — u,
ergibt mit 11.1 und P2 (X B;) = [[ Pn(B;) (Unabhéngigkeit)

n
Pr({weuj <w; <rj, 1<j<n})—[[(rj —uy)| <
=1

3=

Das heif3t:

Das Wahrscheinlichkeitmaf3 P néhert sich bei festem n und wachsendem m dem
Modell der stetigen Gleichverteilung auf dem n-dimensionalen Einheitswiirfel
[0,1]™ an.

n
Diese Gleichverteilung ordnet jedem ,,Rechteck* X [u;, v;]
" =1
sein Volumen H(vz — u;) Zu.
i=1
Notwendig sind weiterhin Giite-Kriterien fiir Pseudozufallszahlen, die von Zufallsgeneratoren

erzeugt wurden.
— Statistik

11.1 Der lineare Kongruenzgenerator

Bezeichnung 11.3
Sei m € Ny (Modul), a € Ng (Faktor),
b € Ny (Inkrement), zo € No,zo < m — 1 (Anfangsglied).

Kongruenzschema:
Zj+1 = (a 2 + b)(mOd m) 7.j € NO

Klarist: 0 < z; <m—1 VjeNy
Normierung:

xj = 2 j e Ny liefert eine Folge (xpn)nen, C [0,1]

Beispiel 11.1 (linearer Kongruenzgenerator)
Seim =100,a = 18,b = 11, z9 = 40

40
= _— = 4
o 00~ %
z1 = 18:40+11=731=31
— x1=0,31
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11  Grundlagen der Simulation

zo = 18-31+411 =569 =69
— x5=0,69

z3 = 18-69+ 11 =1253 =53
— x3=20,53

Bemerkung: zu obigem Beispiel.

Wegen z; € {0,...,m — 1},j € Ny kann jeder lineare Kongruenzgenerator mit Modul m
hochstens m verschiedene Zufallszahlerzeugen.

= also zunéchst m grofl wihlen !

Aber in dem Beispiel ergibt sich weiterhin: z4 = 65, 25 = 81, 25 = 69 = 25

Hier enstehen also nur 6 verschiedene Zahlen !
D.h. ein Generator mit Periode der Lénge 4
(65,53,65,81)

Ziel:

Durch Wahl der Paramater die maximal mogliche Periodenlénge m sicherstellen!

Satz 11.4 Firb > 1 wird die maximal mégliche Periodenlinge genau dann erreicht, wenn:
1. b ist teilerfremd zu m
2. Jede Primzahl, die m teilt, teilt auch a — 1
3. Ist m durch 4 teilbar, so mufl auch a — 1 durch 4 teilbar sein

— Zahlentheorie

Regel 11.5 Auch bei mazximaler Periodenlinge dirfen nicht alle mdglichen Pseudozufalls-
zahlen fiir eine Stmulation ,verbraucht® werden. Etwa wdre stets die letzte Zahl vorhersagbar.

Bemerkung:

Es gibt auch prinzipielle Schwichen linearer Kongruenzgeneratoren.

— Gitterstruktur

d.h. Paare (zg, 1), (22, 23), ... konnen (relativ zu m) auf verhéltnisméBig weni-
gen, parallelen Bahnen liegen.

A
1

\j

Auswege:

1. Verwendung von wenigen Punkten relativ zu m in einer Simulation (Zur
Vermeidung Systematischer Fehler, etwa Realisierungsfehler des Genera-
tors)
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11.1 Der lineare Kongruenzgenerator

2. Verwendung ,,besserer” Zufallsgeneratoren
— Siehe weiterfithrende Literatur

Beispiel 11.2 FEin Zufallsexperiment )
Erzeugung von 2" Zahlen zur empirischen Uberpriifung der Ergebnisse einer bindren Suche
Situation der Simulation

Gegeben sei ein Experiment, bei dem Ereignis F/; mit der Wahrscheinlichkeit p;
eintritt

S
(1<j<s Y pi=1)
j=1

— Erzeugung von Pseudozufallszahlen x;
— feststellen, in welchem der disjunkten Intervalle

[0,]91),[]31,]31 +p2)7"'a[p1 +... +ps—171]

die Zahl z; liegt. Ist
Jj—1 J
S Yom)
k=1 k=1

so ordnet man zu: Das Experiment liefert Ereignis F;

xT; €

Beispiel 11.3 Laplace-Ezperiment mit s Ausgingen
o pim—po—
Anhand der Zufallszahl wird der Ausgang des Experiments durch |x - s| + 1 simuliert,

denn die Bedingung

j—1
S

N

<L st dquivalent zu j = |z-s] +1
s
Grundsétzlich: Vorsicht bei Simulationen !
e Viele Durchldufe machen.
e verschiedene Generatoren verwenden.

e verschiedene Startwerte benutzen

Nun zu Zufallszahl aus anderen Verteilungen.
Ausgangspunkt:

Zufallsvariablen Zy, Zs, .. .4id ~ R[0, 1]
bzw. deren Reprisentation durch Pseudozufallszahlen.

Ziel: Zufallszahl aus der Verteilung mit Verteilungsfunktion F

Beispiel 11.4 Z ~ R[0,1]

1. X =a+ (b—a)- Z ist Rla,b] verteilt
— entsprechende Transformation der Pseudozufallszahlen

PX<z) = Pla+(b—a) - Z< 1)
- r(z<1=2)

- r(i=)
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11  Grundlagen der Simulation

1 ,Z<p
0 ,Z>p

2. X = ist b(1, p) verteilt.

d.h. die Erzeugung von b(1,p) wverteilten Pseudozufallszahlen durch Vergleich mit p.
— allgemeines Vorgehen ?

Verfahren 11.6 (zur Erzeugung von Zufallszahl nach Verteilung mit Verteilungsfunktion F)
Voraussetzung: F ist streng monoton auf dem Trdiger

Zuordnung: X = F~Y(Z)
=X ~ F
P(X<z) = PFYZ) <)
— P(Z<F@)
F(x) ,Vz

Also folgt aus einer gegebenen Folge von Zufallszahl (x;);en aus P(0,1)
(F~Y(x;))ien ist Folge von Zufallszahl aus F

Beispiel 11.5 Sei F(x) =1—e " X > 0,2 > 0 exponentialverteilt und Z ~ R[0,1]

— F7(t) = filn(lft) te0,1)
=X = F'(2)
= —iln(l—Z)

Ist wieder exponentialverteilt.

< Ndheres in den mannigfaltigen Biichern
zu Simulations und Erzeugung von Pseudozufallszahlen

98



12 Einfiihrung in die Statistik

Grundaufgabe: Aus Beobachtungen Riickschliifie auf die (ganz oder teilweise unbekannte)
Wahrscheinlichkeitsverteilung ziehen.

Ausgangspunkt:

Stochastisches Modell mit Zufallsvariablen X1, ..., X, : (2,2, P) — (R, B, PX) iid
und Realisation z1,...,x, von Xy,..., X, (Stichprobe vom Umfang n)

Ziel: Aussagen iiber PX

Beispiel 12.1 Xi,...,X,, iid ~ N(u,0?), u unbekannt
— 1 Z X; als Schitzwert fir
n 4 ! a

Alle moglichen Aussagen bzw. Entscheidungen werden zusammengefasst zu der
Entscheidungsmenge D

Beispiel 12.2

1. Bekannt: X; ~ Exp(\), X\ unbekannt, EX; = %

Frage: Ist EX; < % oder EX; > %0, Ao gegeben ?
< 2 Entscheidungen: dy : X > Ao oder dy : A < Ao
d.h. D ={do,d1}

2. Bekannt: X; ~ b(n,p), n bekannt, p unbekannt.
— bei Schitzung von p ist D = [0, 1]

Antworten werden beschrieben durch:

Definition 12.1 Die Menge aller méglichen Realisationen ist X™ = (X ())".
X —- D
Jede messbare Abbildung ¢ :
x=(x1,...,2n) +— d

heiffit STATISTISCHE ENTSCHEIDUNGSFUNKTION (SEF)

Nun eine Formalisierung von ,, Parameter ist unbekannt*.

Bezeichnung 12.2 Fine Klasse P von Wahrscheinlichkeitsverteilungen heifft PARAMETRISCH,
falls
k : © - P o
J0 C R¥, Abbildung h : ,  h bijektiv
v Pﬁ

(Identifizierbarkeit)
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12 Einfithrung in die Statistik

Beispiel 12.3 fiir ©

P o= [bnp)| 0<p<1). n fost
-0 = [0,1)

P = {Exp(\)] A> 0}
-0 = (0,00)

P = {N(o)| peR,o >0}
-0 = RxR>

d.h. 9 = (91,92) mit

191 = W, 192 = 0'2
Bezeichnung 12.3 Gegeben sei eine parametrische Klasse P = {Py| 0 € O}
von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Eine SEF (statistische Entscheidungsfunktion) 6 : X™ — ©
heif$t SCHATZFUNKTION. (Parameterschitzung, Punktschitzung)

Beispiel 12.4

P = {d1pl0<p<l}
xr = {o0,1}"
© = [0,1]
= D
mdogliche Schitzfunktionen fiir p:

0(xz) = a1

52(1‘) = - €T

2. P={Rla,b]| a<b, be R}, a fest
mogliche Schitzfunktion fiir b:
0(x) := max{x1,...,2n}

3. P={N(u,0%)| p€R,0o>0}, 6 =RxR>
mdgliche Schitzfunktionen fir (u, 02):

s = (L5 Ay a)

=1
=z empirische Varianz
T+ .
d2(x) = ( ! 5 2 max{xl,...,xn}—mln{ml,...,xn})

Spannweite

100



Allgemeine Fragen:
e Wahl, Bestimmung, Herleitung von Schétzfunktionen
e _bestmogliche“ Auswahl, Optimalitatskriterien

e Eigenschaften, dazu:

Definition 12.4

Gegegeben sei eine parametrische Klasse P von Wahrscheinlichkeitsverteilungen,
ein STICHPROBENRAUM X", ein Parameterraum © =D C R und
eine Menge A = {6] 6 : X™ — O} von Schdtzfunktionen.

0 € A nennt man ERWARTUNGSTREU, falls gilt:

0 VY € ©

/5(3:) - fo(x)dx  bzw.
> 6(xi) - o)

( ,Im Mittel liefert die Schétzfunktion den wahren Wert®)

Ey(o(z)) =

Fortsetzung des vorigen Beispiels:

1. Eydi(z) = EyX; =9 VI €O ?
d.h. 47 ist erwartungstreu

Eﬁég(l‘) = E19 (% Z?:l .%‘l> =1
= §y ist erwartungstreu

Aber, mit
Var(z;) = o*
Var(61(z)) = Var(zy)
Varoe) = Var (1Y
ar = - ,
2(T ar n Z;xz
n
2. Zunichst die Verteilungsfunktion von max{X1,..., X, } = X(,) bestimmen
P(Xw<z) = PX<z,... X, <2

ungbh HP(X7 < J?)
=1

2stimmt das ?
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12 Einfithrung in die Statistik

(@)

F¥ (x)

mit Dichte g(x)

= EX(n)

,x € [a,b]

n [x”“‘l x"]ba
p— ai
B (b—a)» |n+1 n o
n a
= b
n+1 +n—|—1

d.h. § ist nicht erwartungstreu, aber mit n — oo

»asymptotisch erwartungstreu*

Weiterhin: a ist bekannt und

' <5(I) nj—l)

: (E(S(q;) - Enia)

~ ~ 1
0 definiert durch  d(z) = nt
n
~ n+1
ES =
(@) = =
_ n+a
N n
= b
d.h. § ist erwartungstreu !
3. Seien
_ 1 <
X=0(X) = =) X; und

n-
i=1

s@(x)

nil Z(XZ _X)Q

i=1

n a a
b+ -
(n+a n+1 n+1)
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dann ist 6,(X) = (6W(X),6@ (X))

= EV(X) = u
j —— -
Es?(Xx) = E(X; — X)?
B0 = B X)
zunéchst:
BE(X;—-X)? = EX?-2E(X;-X)+EX?
1 n 1 n n
= EX?-2.-. BEX;-X;) +— BE(X; X))
EX;-EX; fur j#i
i1d

: 1 1
o px? g ((n C1)EX, + EXE) + —2(n(n “1)E2X, +n- EX%)
n n

2 2(n—1 -1
! n  n2
N—— ————

n n

n—1
n

-1
= = EX}? - E*X, Stimmt das 7
n

-1
- VarX, = o?
n

1 n—1 9

= E5s?(X) o

n
n—1 n

Weitere Optimalitdtskriterien sieche Mathematische Statistik.

Nun zur Methode zur Erzeugung einer SEF.

Bezeichnung 12.5 Gegeben sei P = {Py| ¥ € ©} auf X"
mit Riemann- bzw. Lebesque-Dichten fy ,9 € ©
oder diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung, so heif$t
(x"e) — [01]
L= fo(x) kontinuierlicher Fall
(z,0)
Py(X =x) diskreter Fall

LIKELIHOOD-FUNKTION zur Realisation X.
(Funktion des Parameters ¥ bei festem x)

Gesucht:
¥ €O mit L(z,9) = sup L(x,)
vEO

heifit MAXIMUM-LIKELIHOOD-SCHATZFUNKTION (MLS)
fiir ¥ (bei Vorliegen von x)
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12 Einfithrung in die Statistik

Idee:

Liegt eine Beobachtung = vor, dann wéhle denjenigen Parameter 3 als Schiitz-
wert fiir das unbekannte 9, unter dem die vorliegende Beobachtung x die grofite
Eintrittswahrscheinlichkeit hat.

(vgl. Beispiel 2.6 bei hypergeometrischer Verteilung)

Beispiel 12.5
1. Xy,..., X, iid ~ b(1,p)

itd - ) _X,
= L(xz,p) = [[p" (1-p'"
=1

= p=Nl-pN

p L—p
= (1-p)Y_Xi = bn—Y X
1 n
p = - ZXi (hinreichende Bedingung!)
i=1

d.h. das arithmetische Mittel ist MLS

2. Seien X1,..., X, iid ~ Exp()\)

auch hier: Xz = H fg{i (z;) (6.18)

= LX,A) = J[A- e T 00 (@)

~ 1
=\ = -
%Zilel
~ n 1
EX = - =
n—1 X

Bezeichnung 12.6 Sei P = {Py| 9 € ©} mit P = P° + P (disjunkt)
Eine SEF § : X" — D = {do,dl}
heif$t (nichtrandomisierter) TEST
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Interpretation: Entscheidung zwischen zwei Alternativen (vgl. Bsp 12.2)
— Zerlegung des Beobachtungsraums

X" = H+ A
dy firxz € H ,Hypothese
mit §(X) = 0 P
di firze A ,Alternative

dh. H = d Y(do)
A = dYdy)

Beispiel 12.6

P = {b(1,p)| pe|0,1]}

xt = {0,1}"
P’ = {b(1,p) 0<p<po}  0<py<1 fest
P! = {b(L,p)po<p<1}

Gesucht ist ein Test § : X" — {dy,d1}
d.h. gesucht ist eine Zerlegung H + A = X"
Intuitiv fillt man diese Entscheidung aufgrund einer Stichprobe x vom Umfang n fir

< LHklein
Pspo , falls Anzahl der Finsen in x Ansatz:

P> po Lgrofs¢

H=A{x| Ya;<c}, A={z| > z;>c}
mit 0 < c < n, so dass
do Lfalls Y x;<c

o(x) =
dy Lfalls Y x> ¢

Die Wahl von c ergibt sich aus der Fehlerbetrachtung

Bezeichnung 12.7
Fehler 1.Art: p € PO ablehnen, obwohl richtig

Fehler 2.Art: p € PY annehmen, obwohl falsch
ywahr
PO P!
Entscheidung: P° | kein Fehler | Fehler 2.Art
Pl | Fehler 1.Art | kein Fehler

Beispiel 12.7

Klasse P = {N(po, %), N (1,03} po < i
Zerlegung P* = {N(ui,0%)} ,i=0,1
—_——
P;

105



12 Einfithrung in die Statistik

PY. Pt heiflen Hypothesen
PY . Nullhypothese
Pl Gegenhypothese, Alternative

Sein =1, d.h. eine Beobachtung:

A

u(/cul

Fehler 2.Art Fehler 1.Art

p € Py ablehnen, falls x > c.
Gesucht ist eine Zerlegqung R = H + A

Intuitiv: H = (—o0, ¢, A = (¢,00)
dy ,x<c
Test: 6(x) =
d ,x>c

Fehlerwahrscheinlichkeiten:
1.Art Po(X > C) = Po(A)
2.Art P1(X<C) = Pl(H):l—Pl(A)

Problem:

Im Allgemeinen ist es nicht mdglich beide Fehlerwahrscheinlichkeiten simultan
Zu minimieren

Ausnahme:

‘ ﬁ 1b<1c 1d

Hier sind keine Fehler maglich. (Kaum interessanter Fall)
Ausweg:

Unsymmetrische Vorgehensweise

Vorgabe der Fehlerwahrscheinlichkeit 1.Art Po(A) < «
a heif$t (Signifikanz-) NIVEAU des Tests

(Test zum Niveau «)
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12.1 Tests bei Normalverteilung

Dann wdihle unter den mdéglichen Tests zum Niveau o denjenigen mit minimalem

Fehler 2.Art
Zu Optimalititskriterien und Eigenschaften siehe
— mathematische Statistik.

Aufgaben:

o allgemeine Struktur eines Tests
e Wahl der sogenannten Teststatistik
e Konvergenz in n, d.h. Anzahl der nétigen Beobachtungen
Beispiel 12.8 Gegeben sei folgende Situation:
X1, Xy did ~ N(p,0%)
n
= in ~ N(n-umn-o?)
i=1

Weiterhin.: aX1 ~ N(a-p,a®-o?)

Standardisierung:
X, —
Z:="1"1 N(0,1)
o
Standardisierung, falls 0% unbekannt:
1< .
ird hdtzt durch = X; — X)?
— o wird geschdtzt durch S n—lg( )
: : X—p, . ‘ o
Die Verteilung von Y := —5—— heifit T-VERTEILUNG mit n — 1 Freiheitsgraden.
n

Dichte von Y :

12.1 Tests bei Normalverteilung

Verfahren 12.8 (Ein-stichproben-Gauf3test)
Seien X1, ..., X, iid ~ N(p,0?), o% bekannt und o € (0,1) gegeben.
Test: H : p < po gegen A x> g (po fest)

. = > o ablehnen
Entscheidung: X o+ Ul_q— =
< vn annehmen
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12 Einfithrung in die Statistik

Ul—q ist das sogenannte 1 — a-QUANTIL von N(0,1)

A

‘ >
Ui -o)
Sei < pio
_ X -1 1
Fehler 1.Art: Py (X > o+ Ul—q U) = 1-P, rod a < MOJ a + Ul_a
vn R
——
~N(0,1)
- 1-0 (“00“ —|—u1_a>
vn
< 1- (I)(Ul—a)
————
l-«
= «
d.h. fiir jedes [ < po Test zum Niveau o
Entsprechend:
H:p>po gegen A< po  (uo fest)
) _ < o ablehnen
Entscheidung: X o —Ul—q-—— = Hy
> vn annehmen
Und schlieflich:
H:p=po gegen A:p+# py  (Zweiseitiger Test)
) _ > o oder < o ablehnen
Entscheidung: X Lo+ —o-——= po—Ul—q-— = Hp
< vn und > vn annehmen

Beispiel 12.9 Fiillmengen von 1l-Flaschen
Modell: Realisation von N(u,c?)
Test: H : u < 1000 gegen A : u > 1000

n = 16 Beobachtungen, X =999, 0 =5, a = 0,05, u;_, = 1,645 (tabelliert)
Wegen

X <1000 + 1,645 - = 1002, 06

ﬁ‘m
[=p}

wird Hy angenommen.

3Subjekt-Pradikat-Objekt?
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12.1 Tests bei Normalverteilung

Verfahren 12.9 (Einstichproben-t-Test)
Wie Einstichproben-Gaufitest, jedoch o* unbekannt

— mathematische Statistik: Durchfithrung wie Gauftest, jedocht odurch S er-
setzen und uy_,, durch t1_, das 1 — a-Quantil der t-Verteilung.

Verfahren 12.10 (Zwei-Stichproben-Gauf3test)
Situation:

Xi,.., X did ~ N(p,0?)

stochastisch unabhdngig
Yi,...,Y, iid~N(v,0?)

w, v unbekannt, o2 bekannt

Tost uw =v gegen A: uw #v  zum Niveau o bzw.
est:
H: p—v =0 gegen A: p—v #0 zum Niveau o
Betrachte:
T = X-Y
VarT = VarX +VarY
2 2
ST - N(M_V,ua)
n
~ T N(0,1) bei H
= T = ~
o) Tt N(...,1) ,bei A
Daraus folgt:

H ablehnen, falls T> Ul _q
vergleiche Einstichproben-Gauftest mit Stichprobe vom Umfang 1 und pg =0

Bemerkung:
o Zwei-(Mehr-)Stichproben-t-Test

e Vergleich von Varianzen
— Varianzanalyse

e Tests ohne konkrete Verteilungsannahme
< Nicht-parametrische Statistik

e Uberpriifen der Voraussetzungen

— Test auf Normalverteilung

— Test auf stochastisch unabhéngig

THE END
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