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0 Einfiihrung

Ziele und Aufgaben der Stochastik:
e Modelle fiir reale, zufallsabhéngige Vorgénge

— Aussagen im Modell

— Entscheidungshilfe durch , Riickiibersetzung®“ in die Realitét
e Datenanalyse
Spezielle Beispiele:
e Netzwerkanalyse
o Warteschlangen
e Analyse von Algorithmen
e Simulation von Systemen

Deterministische Vorgénge (Ursache <> Wirkung) sind eine Seite.
Zufallsabhéngige Vorgénge die Andere:

e prinzipiell ein Ergebnis nicht vorhersehbar, weil ,,Zufall eingreift*

— Ergebnisse von Gliicksspielen
— Lebensdauer eines Systems

— falsch iibertragene Bits
e Vorhersage prinzipiell moglich, aber zu komplex
e Zahl der Einflussgréfien zu hoch
e Probleme bei Quantifizierung der Eingabegréfien

Ziel:

Sicherheit iiber die Unsicherheit gewinnen im folgenden Sinn: Einzelversuch nicht vor-
hersagbar, aber Aussage bei haufiger Versuchswiederholung moglich. < Datenerhebung,
Simulation

Beispiel:

Wiirfelwurf als Experiment:

— mogliche Ergebnisse kodiert durch 1, ..., 6.
Stichprobenraum: Q = {1, ...,6}.

Ergebnis: w € Q (Elementarereignis)

,Klar“: gleiche Chance fiir jede Zahl: P({w}) = ¢ Yw € Q.
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Andere Fragestellung:

,Es fallt eine gerade Zahl.®

< beschreibbar durch Teilmenge A := {2,4,6} C Q

SKlar“: P(A) = %

—Modell: Q, P(Q) = {A|A C Q}, P: P(Q) — [0,1] mit P(A) = &l v4 c Q.
Zu iiberpriifen:

Ubereinstimung von Modell mit Realitét durch Experiment — Statistik.
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1

1.1
(1.1)

(1.2)

(1.3)

(1.5)

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraume

Diskrete Wahrscheinlichkeitsraiume und deren Erweiterung

Definition: Sei 2 eine hochstabzihlbare Menge. A := P () := {A|A C Q} und
p: Q — [0,1] eine Abbildung mit »° _,p(w) = 1. Die durch P(A) = > _, p(w),
A C ), definierte Abbildung heifit (diskrete) Wahrscheinlichkeitsverteilung (WV)
iiber . Die Funktion p heifit Z&hldichte. Das Tripel (2, A, P) heifit diskreter Wahr-
scheinlichkeitsraum. (€2, ) heifit diskreter messbarer Raum.

Bezeichnung: 2 heiffit Grundmenge, Ergebnisraum, Stichprobenraum. A C Q heifit
Ereignis und speziell Elementarereignis, falls |A| = 1. Kurzschreibweise: P({w}) =
P(w) = p(w),w € Q.

Lemma:

a) Gegeben sei die Situation aus (1.1): Dann gilt:
1) 0<P(A) <1VAeP)
i) P(Q) =1
iii) P ist o-additiv, das heifit, fiir paarweise disjunkte A, A, ... € P(2) (das
heifit, A; N A; = 0 fiir ¢ # j) gilt: P(U;2, Ai) = > oo) P(A;). Insbesondere
ist P(U;2; Ai) = > P(A;) Yu € Nund P(Q) =) op(w) =1
b) Sei P : p(w) — R! eine Abbildung mit den oben genannten drei Bedingungen.
= Es gibt genau eine Funktion p : @ — [0, 1] mit P(A) =" _,p(w) VA C Q.

Beweis:

a) iii) Dritte Bedingung:

PUA = > P =33 P = PA).

welUe, A; i=1 wCA;

Beispiel: Der Laplaceraum.
Sei @ = {1,...,n}, p(w) = £ Vw € Q. P heifit dann diskrete Gleichverteilung oder
Laplaceverteilung.

Esist P(A) =[5/ = £ - |[A|] VA C Q.

— ., Anzahl der giinstigen Félle dividiert durch die Anzahl aller Moglichkeiten.

Beispiel: Ein Problem des Chavalier de Niere.
Was ist bei 3 Wiirfelwiirfen wahrscheinlicher? Summe 11 oder Summe 127
Von Interesse:

— Ereignis A: Summe der Augen = 11,
— Ereignis B: Summe der Augen = 12.
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Jeweils 6 Falle.
Modell: Q = {w = {w1, ws,ws}; w; € {1,...,6}}.
A:{WEQ; w1 +wo +wg = 11}
B={weQw +w +ws=12}
pw) = & = & Yw € Q (Symmetrie)
Also: € ist eine Menge von Tripeln, das heifit, Wiirfel sind unterscheidbar, das heifit,
(6,4,1) # (6,1,4) # (1,4,6).
Abzahlen liefert: |A| = 27, |B| = 25.
Also: P(A) =Y cap(w) = 25 > 4= = P(B).
Auf Laplacerdumen:
Viele Argumente der Wahrscheinlichkeitsrechnung reduzieren sich auf Kombinatorik und
,geschicktes“ Abzéhlen.
— Wahl der ,richtigen“ Modelle
— Wahl der ,richtigen“ Zahlweise
i.a. Inhalt von Kapitel 2.

Zunéchst noch Erweiterung und Ausblick:

Ausgangspunkt: o-Additivitat in (1.3).

Zur Modellierung gewiinscht:

2 =0, 1] (Zinssatz)

2 = R (Abweichung von Sollwert)

2 = R" (Lebensdauer eines Systems)

— Probleme, falls €2 iiberabzéihlbar.

Es gibt keine ,,Gleichverteilung® iiber die Potenzmenge von [0, 1], das heift, es gibt kei-
ne WV mit der Eigenschaft P(A + h) = P(A) VA € P(Q), A+ h € P(2), wobei
A+h:={a+h,aec A},h €R.

Also (Konsequenz aus der Mathematik):

Beschrinkung auf geeignetes Mengensystem, das echt enthalten ist in der Potenzmenge
P () (falls o-Additivitat weiter gefordert ist).

Geeigenete Struktur: o-Algebra.

(1.6) Definition: Seien 2 # () und A C P(Q) (System von Teilmengen von Q). A heifit
o-Algebra (von Ereignissen) iiber €2, falls gilt:
i) Qe
i) AcA— A e AVA €,
iii) (An)pew = Uy An € U
Das heifit: Eine o-Algebra ist abgeschlossen gegeniiber der Bildung von Komple-
menten und abzdhlbaren Vereinigungen.

Bezeichnung: Als Elementarereignis (vgl. (1.3)) bezeichnet man in diesem Zusam-
menhang eine Menge aus A, die keine echte Vereinigung anderer Ereignisse ist.

(1.7) Lemma:
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a) Sei A eine o-Algebra. Dann gilt:
)0eu (0=0cn)
i) A, BelA=ANBeX
(AN B) = (AU BY)“
iii) (An)pew CU= gy An €A
b) Seien B C 2 und A eine o-Algebra iiber 2. Dann ist BN A := {BN A, A € A}
eine o-Algebra iiber B (Spur-o-Algebra).
c) Sei Q #0.
A= {ACQ, Aist héchstens abziihlbar oder A® ist hochstens abzdhlbar}
ist eine o-Algebra iiber Q.

Bemerkung / Bezeichnung;:
P(Q) ist o-Algebra iiber Q;
P(Q) ist die feinste, A = {0, 2} ist die grobste o-Algebra iiber €.

Man kann zeigen: Es gibt stets eine o-Algebra, die ein vorgegebenes System F von ,,ein-
fachen“ Mengen enthélt.
Genauer:

(1.8) Satz: Seien Q2 # (), F C P(Q).
Die kleinste o-Algebra, die F enthélt, ist gegeben durch A(F) := {A € P(Q); fiir
jede o-Algebra U mit F C A gilt: A € A}.
A(F) heifit die von F erzeugte o-Algebra.
Oft zur Modellierung benotigt: 2 = R™.
Dann: Wéhle F als Menge aller nach links offenen Intervalle (a, b] = {x = (x4, ...,z,) €
R"a; <z; < b, 1 <i<n}fira=(a,..,a,),b=(b,...,b,) € R"

Zugehorige o-Algebra: A(F) =: B".
Borel’sche o-Algebra.
Bemerkung: Alle offenen und abgeschlossenen Mengen liegen in 8", aber es gilt:

B" # P(R")).
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Nun Definition eines allgemeinen Wahrscheinlichkeitsraumes (— Kolmogorow).

(1.9) Definition: Sei A eine o-Algebra iiber Q # (.
Eine Abbildung P : A — [0, 1] mit

(i) P(A)>0VAe€,
(i) P(Q) =1,
(iii) P(U,~, An) = D02, P(A,) fiir alle paarweise disjunkten Ay, As,... € A (o-
Additivitit),

heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsmafl auf . (2,2, P)
heiBt Wahrscheinlichkeitsraum, (€2, %) heift messbarer Raum.

Bemerkung: Vergleiche diskreter Wahrscheinlichkeitsraum: Wahrscheinlichkeitsvertei-
lung ist festgelegt durch die Wahrscheinlichkeiten P(w) der Elementarereignisse. Zugang
tiber allgemeine o-Algebren ist im folgenden Sinne nicht schwieriger: Ist P(A) festgelegt
fir alle A € F mit (i) bis (iii) = (Mafitheorie) P(B) eindeutig bestimmt fiir alle B € A(F).

Zur besseren Vorstellung und Vereinfachung im Folgenden zunéchst: €2 hochstens abzéahl-
bar und A = P(12).

Aber: Die im Kapitel 3 hergeleiteten Regeln mit Wahrscheinlichkeiten gelten allgemein.
— Genaueres spéter!

Einfachste diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung;:
(1.10) Sei Q # () abzéhlbar, w € € fest.

Die durch £,(A) { s Z G AP

festgelegte Wahrscheinlichkeitsverteilung ¢, : P(£2) — R heifit Dirac-Verteilung
oder Einpunktverteilung im Punkt w.

Bemerkung: ¢, ist Wahrscheinlichkeitsverteilung, denn:
(i) P(A)=0./
(ii)) P(Q) =1, dawe ./

(iii) (An)n C A paarweise disjunkt
= es gibt hochstens ein 1 € N: w € A;
. 1 fallswel,”, A,
= eulUi Ai) = { 0 sonst
| 1 falls es Index ¢ gibt: w € A;
1 0 sonst

= 2n1 Eu(An)- v/

(1.11) Definition: Sei (£2, A, P) ein diskreter Wahrscheinlichkeitsraum.
T := supp(P) := {w € Q; P(w) > 0}
heifit Trager von P.
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(1.12) Lemma: Sei (2, A, P) ein diskreter WR und 7" der Tréger von P.
Dann gilt:
P(A) =% er P(w)eu(A), A € A, das heifit, P ist darstellbar als gewichtete Summe
von Einpunktverteilungen.
Beweis:

S Pw)en(d) = 3 P@)es(A) =

%”WﬂmﬂgfwgﬁZQHW:m”
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1.2 Grundformeln der Kombinatorik

Kombinatorik: ,, Kunst des Zahlens“
hier: Bestimmung der Méchtigkeit von Mengen.
Grundvoraussetzung: Laplaceraum.

(2.1) Beispiel:
Speisekarte: 4 Vorspeisen, 3 Hauptgerichte, 3 Nachspeisen. Anzahl unterschiedlicher
Menus? klar: 4-3-3 = 36

(2.2) Beispiel:
4 Kneipen, Besuchsplan fiir die nichsten 3 Tage (jeden Tag ein Besuch)

(i) mehrfacher Besuch moglich: 43 = 64 Pliine
(i) jede Kneipe hochstens einmal: 4 - 3 - 2 = 24 Plédne

Nun systematisch:

(2.3) Bemerkung:
Urnenmodell als Hilfsmittel zum Laplace-Experiment: Urne mit n nummerierten
Kugeln (Nummern 1, ...,n)

— sukzessives, zufélliges Ziehen von k Kugeln.
Daher:

— Ziehen

* mit Zuriicklegen (mit Wiederholung)
% ohne Zuriicklegen (ohne Wiederholung)

— Stichprobe
* mit (zeitlicher) Reihenfolge (— Tupel)
* ohne Reihenfolge (— lexikografische Ordnung)

(2.4) Ziehen mit Zuriicklegen in Reihenfolge
Realisierung ist Tupel w = (wy, ..., wy), wobei w;: Nummer der j-ten gezogenen Kugel.
Aus Symmetriegriinden: jedes w ist gleich wahrscheinlich.
Stichprobenraum: Q; = {w = (w1, ..., wg);w; € {1,...,n}, i € {1,....k}} ={1,...,n}*
mit || = n* (vergleiche Bsp. (2.2) (i)).

(2.5) Ziehen ohne Zuriicklegen in Reihenfolge
Realisierung ist k-Tupel mit verschiedenen Eintrigen Q = {w € {1,...,n}*;w; # w;
fir 1 <i#j <k}
1923 :n~(n—1)-...~(n—k—|—1):(n+!k)!:: (n)k
Speziell: n = k = |Qs] = n! und 2y ist Menge aller Permutationen von 1,...,n
(vergleiche Bsp. (2.2) (ii)).

10
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(2.6) Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Reihenfolge
Ergebnis einer Ziehung: Welche Kugeln wurden ohne Beachtung der Reihenfolge
gezogen?
Daher lexikografische Ordnung;:
D ={we{l,.,ntfw <w <. <w}
oder alternativ
Qy={AcC{l,...,n}k|Al =k}
Bijektion zwischen 23 und Qf: w +— {wy,...,wx})
1] = (3) = zrgn (= 125]), denn:
Betrachte Abbildng f : Qs — Q3 mit (w1, ...,wx) — {wi, ..., Wk}
Jedes Urbild f~!(y) := {w; f(w) = y} von y € Q3 hat genau k! Elemente ((2.5) mit
n=k)
=[] = l?c_?| - k!(:ik! - (Z)
Merkregel: Die Anzahf der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge ist

)
(2.7) Ziehen mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge
Realisierung ist k-Tupel mit aufsteigend geordneten Koordinaten.
Q| ={we{l,..,n}*w <w < ... <wp} mit Q] = ("*:*1).
Denn betrachte Abbildung (wy, ..., wy) — (w1, ws + 1, ... ;wr + & — 1).
Dies ist bijektive Abbildung von {24 in einen neuen Stichprobenraum.
Q4 eines Modells, wo aus n+k—1 nummerischen Kugeln £ Kugeln ohne Zuriicklegen
und ohne Reihenfolge gezogen werden, genauer:
Q = {(W],...,w},) € BYw] < W) < ... < W} mit B={l,.n+k—1} und
w; =w; +i—1
alle verschiedenN
(2.:>6)|Q4| = || = (nﬂzjfl)-
(2.8) andere Bezeichnungen
(2.4): (n, k)-Permutation aus §2 mit Wiederholung.
(2.5): (n, k)-Permutation aus 2 ohne Wiederholung.
(2.6): (n, k)-Kombination aus € ohne Wiederholung.
(2.7): (n, k)-Kombination aus 2 mit Wiederholung.

(2.9) Satz: Die Urnenmodelle (2.4), (2.5) und (2.6) liefern Laplace-Réume, (2.7) bildet
keinen Laplace-Raum.

(2.10) zu (2.7): (Gegen-) Beispiel:
Argumentation iiber Ziehen mit Zuriicklegen in Reihenfolge.
Seien n = 4, k = 4 (mit Zuriicklegen ohne Reihenfolge).
P((1,1,1,1)) = &, aber P((1,2,3,4)) = 4.
Denn: Im Modell mit Reihenfolge ist (€24, P(€2;), P) ein Laplace-Raum.

11
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1.2  Grundformeln der Kombinatorik

Ubersicht k-mal ziehen mit ohne
aus n Kugeln | Zuriicklegen | Zuriicklegen
Permutation mit (2.4) (2.5) unterscheidbare
Reihenfolge Laplace-Raum, | Laplace-Raum, Murmeln
l=nt | [0 = ()
Kombination ohne (2.7) kein (2.6) ununterscheidbare
Reihenfolge Laplace-Raum, | Laplace-Raum, Murmeln
[Qal = ("7 | 1= ()
mit Mehrfach- ohne Mehr- k Murmeln
belegung fachbelegung verteilt auf n
Urnen
Dazu:

(2.11) Interpretation iiber das Verteilen von Murmeln:
Anzahl der Moglichkeiten, & Murmeln auf n Plitze zu verteilen.
Murmeln unterscheidbar: i-te Murmel in Zelle w;, 1 <i <k, w; € {1,...,n}
Nummer der Ziehung entspricht Nummer der Murmel.
Nummer der Kugel entspricht Nummer der Zelle.
— Fall £2; bei Mehrfachbelegung u.s.w.

(2.12) Beispiel:

(i) Geburtstagsproblem:
Gesucht: Wahrscheinlichkeit, mit der von k zufillig ausgewédhlten Personen
mindestens 2 an demselben Tag eines Jahres Geburtstag haben =: p,.
Modell: Jahr mit 365 Tagen, Geburten gleichwahrscheinlich an allen Tagen des
Jahres.
< ; mit n = 365 und n* Elementen (Ziehen von k Daten mit Zuriicklegen).
Ereignis Ej: kein Geburtstag ist doppelt.
(Bekannt: P(A)+ P(AC) = 1), das heiit, P(E;) = @t = 85 — ¢, — (1-py)
Speziell: pig ~ 0,12, pa3 ~ 0,51, psg = 0, 97.

(i)

Hashing (Thematische Datenstrukturen):
Problem:

« Teilmengen eines Ganzen mit Hilfe geeigneter (Hash-) Tafeln abspeichern.
x Zugriff auf derartige Teilmengen.
Vorgehen: Zufilliges Ablegen von k Dateien in einem Feld der Linge n (> k).

moglich: Mehrfachbelegung — Kollision.
Sei A, 1 die Bezeichnung fiir: Eine Kollision findet statt.

= P(AD,) = =TI (- 0.

i=1
(2.13) Beispiel Lotto:
k = 6 Kugeln aus n = 49 ohne Zuriicklegen:

mit Reihenfolge — — £ },,Freiheit“ der Modellwahl,

ohne Reihenfolge — 3
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Aber: Fragestellung ,,3. gezogene Kugel ist die 49“ lésst sich nur in €2y behaupten.
Sei py := P(k Richtige).

Pe = @ = m

Zu py in Qg3; ,giinstiges” Ereignis Ay.

Sei ' = {w}, ...,w;} die Menge der geratenen Zahlen.

Ay ={w € Qg; {wr, ...,wi } N{w, ..., wi} = 4}

Dazu: Lege 4 Kugeln von o’ fest (die ,richtigen Kugeln*, (2) als Anzahl der Moglich-
keiten) und dann 2 Kugeln von {1,...,49}\w’ (dies sind (%))

— alle Kombinationen sind méglich = (2) . (423) ist die Anzahl der giinstigen M6glich-

keiten.
4 2

= Ps = () = ..

6

(2.14) Beispiel:
(2.13) ist Spezialfall der hypergeometrischen Verteilung.
Urne mit S schwarzen und W weiflen Kugeln, n = S+ W; ziehe k(< n) Kugeln ohne
Zuriicklegen. Dann ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Stichprobe genau s schwarze
und k£ — s weifle Kugeln enthélt:

i) - ) - D)

s < k.

(Argumentation wie in (2.13))
Die durch h bestimmte Zéhldichte (R(0) + h(1) 4+ ... + h(k) = 1) definiert die hyper-
geometrische Verteilung.

Anwendung: Qualitédtskontrolle

Warenstichprobe bei Gut-Schlecht-Priifung

Lieferung von n Teilen (intakt oder defekt) mit S defekten Teilen und n — S intakten
Teilen.

Kontrolle: Stichprobe vom Umfang & (< n) ohne Zuriicklegen.

Damit: Wahrscheinlichkeit fiir s defekte Teile in der Stichprobe: h(s; k,n,S).

Anwendung: Fische zéihlen.
Frage: Anzahl der Fische in einem Teich.
Fange S Fische.

e — markiere diese und setze wieder ein.
e — warten (d.h. ,mischen*).
e — fange k Fische, darunter seien s bereits markierte.

(— in Biologie: capture-recapture-Verfahren)
Intuitiv: Verhéltnis % ~ 7, d.h., ,Schétzer” fir n: k - %
Im Rahmen der Mathematischen Statistik:

13
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h(s;k,n,S) ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Fangen von s markierten Fischen.

Prinzip der Maximum-Likelihood-Schéitzung:

Wihle n so, dass bei Ergebnis s die Wahrscheinlichkeit h(s; k,n, S) fiir diese Realisation
maximal wird.
Ergebnis: n =k - %

Beispiel: S = 1000, £ = 1000, s = 100 = n = 1000 - % = 10000.

Fragen in der Statistik:

n: ,Schiatzung® in welchem Sinn?

Eigenschaften der Schéitzung?

Besser: Intervall angeben, so dass ,,wahrer® Wert mit vorgegebener Vertrauenswahrschein-
lichkeit in diesem Intervall — Konfidenzintervall; u.s.w.

(2.15) Beispiel: Anwendung wie (2.14), aber mit Zuriicklegen, mit Reihenfolge.
Anzahl der méglichen Stichproben: n*.
Gesucht: Anzahl der Stichproben, die s defekte Teile enthalten.
Dazu: S° Moglichkeiten, s defekte Teile aus S auszuwéhlen.

(n — S)k=* Moglichkeiten, k — s intakte Teile aus n — S auszuwihlen.
k-s

| <K

Hier: Ziehen mit Zuriicklegen und mit Reihenfolge.

Daher: Anzahl der Moglichkeiten, s defekte Teile auf k Pliatze zu verteilen (IS“)
Damit: Wahrscheinlichkeit fiir s defekte Teile (s € {0, ..., k}):

=3 (st~ () () 0-2) (o

wobei p := £ (Schlechtanteil).

Die durch b bestimmte Z#hldichte (als Funktion von s) definiert die sogenannte
Binomialverteilung:

kurz: b(s; k, p) oder b(k,p).

(,,Probe“: Z’;:O (lz) ) ps ' <1 B p)k_s (Binomi;summe) (p + (1 N p))k - 1)

Intuitiv: n gro — kaum Unterschied zwischen Ziehen mit und ohne Zuriicklegen.
Dazu:

(2.16) Lemma: Sei (S,),cN mit lim,_.o. 22 = p € (0,1).

Dann gilt: lim,, . h(s; k,n,S,) = b(s; k, p).
Beweis: siche Ubung.

Siehe oben: Eine Produktion enthalte den Anteil p defekter Teile. Dann ist die Wahr-
scheinlichkeit fiir s defekte Teile in einer Stichprobe vom Umfang & (mit Zuriickle-

gen) b(s; k,p) = (%) - p*- (1 —p)h—=.

Was passiert bei £ — oo und p — 07
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(2.17) Lemma: Gegeben sei Folge von Binomialverteilungen b(s; k, px), k € N mit k- p, =

A>0VEk eN. ‘
Dann gilt: limy_., b(s; k, pr) = %e”‘ fiir s € INy.
Beweis:

. [k ) s e k! A\ ° A\ P
,}Eﬁo(s)‘pk (=) —;}E&m‘(z) ‘<1‘g)

N ke (k=1 (ks 1) A\ ” NN
= = ) Ute) T
. (k—1) k—s+1 IR el

NS k /.“..\ k >

~~ ~~
—1 —1

Offensichtlich definiert p(s) := 27 - e~ eine Z#hldichte auf = No.
Sei A > 0 beliebig:

Zp(s) = 6_/\2§ =1.
s=0 s=0

e\

(2.18) Bezeichnung: Die Wahrscheinlichkeitsverteilung auf Ny definiert durch die Zahl-
dichte p(s) = 27 - e, 5 € Ny, A > 0 heiit Poissonverteilung mit Parameter \; kurz:

73'

po(s; \) bzw. po(A).
Bemerkung:

e (2.17) heifit auch Gesetz der seltenen Ereignisse (wegen py — 0, k — 00).
Beispiel: radioaktiver Zerfall, Haufigkeiten von Fehlern in Systemen, Anzahlen von

Telefonaten, ... — Bartbiewicz 1898

e (2.17) gilt auch unter der Voraussetzung k- py , A (> 0).

15
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1.3 Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsrdumen
Sei in diesem Abschnitt (2,2, P) ein allgemeiner Wahrscheinlichkeitsraum.
(3.1) Lemma: Es gelten fiir A, B € A:

i) P(AUB) = P(A) + P(B), falls AN B = 0.
ii) P(B\A) = P(B) — P(A), falls A C B (Subtraktivitéit von P).

111

) P(A%) =1- P(A)

iv) AC B= P(A) < P(B) (Monotonie von P)
) P
) P

v

(AUB)=P(A)+ P(B)—- P(ANB)
(UiZy Ai) <300 P(A), Ap, Ay, €U

Beweis:

V1

i) klar aus o-Additivitat.
ii) B\A = Bn A° ‘
Esist: P(B) = P(BNQ) = P(BN(AUA®)) = P((BN A)U (BN A%)D P(4)+
A

N J/
-~

disjunkt

P(B N A%).

iii) aus ii) mit B = €.

iv) P(A) = P(B) — P(B\A) < P(B).

v) Wegen Additivitat gilt:
P(A°NB)+ P(ANB) = P(B)
P(ANBY) + P(ANB) = P(A)
Nunist AUB = (AN BY) U (AN B)U(A° N B)

[ S

disjunkt
= P(AUB) = P(AmBC)JrPEAmB)JrP(ACﬂB) = P(A) - P(ANB) +
P(ANB)+ P(B)— P(ANB) =P(A)+ P(B) — P(AN B).

vi) Trick: Ereignis diskunkt aufspalten und dann Additivitdt nutzen.
Bsist: (7 Ay = A1U (A9 NA) U(A N A NA) UL U(NZ 4,9N4,) =
AU U?:2((ﬂ?:1 Ajc) NA) ‘
= P(UL, Ai) = P(A) + Y0y PUNEZL AS) N A)
o P(AD) + X0, P(4) = X0, P(4).

16
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(3.2)

(3.4)

Definition: (Limites (Grenzwerte) von Ereignisfolgen)
Sei (A,) e € U, A sei o-Algebra iiber Q # 0.

(Ay)n heiBBt monoton wachsend, falls A, C A, ;1 Vn € N.
(A,)» heift monoton fallend, falls A, O A, .1 Vn € N.
(kurz: (A,)n T bzw. (A, |-

Fiir monoton wachsende, bzw. fallende Ereignisfolgen heifit jeweils

1mM:U&
n—oo it}
bzw.

n—oo

lim A, = ﬁ A,
n=1

der Limes von (A,),cN-
Fiir eine beliebige Ereignisfolge (A,,), heiflen

limsup A,, = lim(G Ag) = ﬁ D A

n—oo e k=n n=1k=n
——

!

der limes superior und
o0 [o.¢] oo
liminf A,, = lim =

k=n n=1k=n
——

T

der limes inferior von (A,),cN-

Bemerkung: Es ist mit (4,), C A:

limsup,,_,. A, € A, liminf, . A, € A (siehe (1.8) und (1.9)) und
limsup,,_,., A, = {w € Q;w liegt in unendlich vielen der A,,’s} heifit: unendlich viele

der A; treten ein.

liminf, .. A, = {w € Q;w liegt in allen A,,’s bis auf endlich viele} heiit: alle bis

auf endlich viele der A; treten ein (fast alle A;’s treten ein).
Beweis: siehe Ubung.

Lemma: (Q,%, P) WR, (4,), € A. Dann gelten:

i) P(U2, A4y) = P(lim, o A,,) = lim, o P(A,), falls (A,), T (Stetigkeit von

P von unten).

i) P(N,—, An) = P(lim, o0 A,) = lim,, oo P(A,), falls (A,), | (Stetigkeit von

P von oben).

iii) P(limsup,_,. A,) = lim,_.o P(U,,, Ak)
P(liminf, . A,) = lim,_.o P, Ak)

17
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Einf. in d. Stochastik f. Inf. 1.3 Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsriumen

iv) P(Ule A,) < fo;l P(A,) (Sub-o-Additivitét).
Beweis:

1) Seien Bl = Al, Bn+1 = An—i—l\A’VM n € NIN.

A,
/s |
A,

= (B,), paarweise diskunkt und
Uff:l B, =B U Uzozz(An N Anflc) C Uff’:l Ay
CAn
und w e |J2 A, = Fiw € A
umdw ¢ Aj,j<i=>we B =>welJ: B,
Also: U2, A, = U~ Bn.
Damit:
P(UpZ, An) ZOOP(UZL B,) "2 37 | P(B,) .
= P(A) +> 7, P(B,) = P(A) +limy,o > 1wy P(By)
= P(A)) +limy, o> ey P(Bpg1) = limy, o P(A).
————
P(Ant1)—P(An)
P(Am+1)—P(A1)

ii) Mit de Morgan aus i):

M A= U 4O (A9 T

= P02, An) = 1= P(UZ, A9 21 = limyy oo P(A) = limy, oo P(Ar)
iii) P(limsup,_,. A,) = P(lim, e Upe,, Ak) = lim,—.oo P(Uje,, Ak)

P(liminf, .o A,) = Plimy, oo (re,, Ak) = limy, oo P(Nre,, Ak)

iv) analog zu (3.1) vi) mit Verwendung der o-Additivitét (in (3.1) fiir endlich viele
Ereignisse).

(3.5) Lemma: (Siebformel von Sylvester Poincaré)

Fiir Ereignisse (A,,),cn in einem WR (Q, 2, P) gilt:

n

P({JA) =D P(A) - ) P(A,NA,)
k=1 k=1 1<i1<i2<n

+ ) P(A, NA,NA)

1<i1<i2<i3<n

18
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Fo.. A+ (=D m Ay).

Speziell: n=2: P(Al U AQ) = P(Al) + P(AQ) - P(Al N AQ)

Struktur von (3.5) aus der Kombinatorik bekannt: Einschluss-Ausschluss-Prinzip.
(3.5) kann zur Losung kombinatorischer Aufgaben verwendet werden.

(3.6) Beispiel: Sei Q,, = {m; 7 : {1,...,n} — {1,...,n} bijektiv}, das heift, €2, ist die
Menge aller Permutationen aus n Dingen.
= ((2.5), k =n) || = (n), =nl.
Seien A = {m € Q,; 7(i) # i, 1 <i < n} die Menge der fixpunktfreien Permutatio-
nen und P die Laplaceverteilung auf €2,,.
Weiterhin: A; := {7 € Q,; 7(i) =i}, 1 <i <n (Fixpunkt an Stelle 7).
= (UL, 4)°
= P(A)=1-P(UZ, 4)
(3;5) 1 - Z?:l P(AZ) + Zl§i1<i2§n P(Ail A Aiz) F...t (_1)n+1 ’ P(ﬂZ:1 Ak)
Nun ist:
|A;| = (n — 1)! (eine Stelle fest, alle anderen permutiert)
i <o |A; N Al = (n—2)! (zwei Stellen fest, alle anderen permutiert)
usw., das heiﬁt, A, N NA = —k)L i < ... <ig
= P(A) =1~ iu Sop (=D)L 21§i1<...<ik§n(n —k)!
=1->7 ( Lt (n;!k)! ' (Z)
= Zk 0( ) kll
Weiterhin: B, ,,, = {7 € €,; 7 hat genau m Fixpunkte}
= {7 € Q,; 7(i;) = 1j, 1§j<m iy # 4 fir j # 1, w(i) # 4 Vi # i}
e P(Bum) = - S 1+, (A= Byg)
(denn: genau m Fixpunkte — (m) Moglichkeiten der Auswahl von m Fixpunkten;
unter den iibrigen n — m Stellen keine Fixpunkte (s.0.);

T, — 1
~— . k=0 )
n!=|Qn |

~
s.0.: bestimmte Anzahl

Bemerkung: Interpretation iiber Sortierprobleme.

Gegeben Feld der Lange n.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass mindestens & < n Elemente des Feldes schon an
der richtigen Stelle stehen, wenn die Elemente beziiglich eines ordinalen Merkmals
sortiert werden sollen.

Voraussetzung: Laplaceraum: Jede der n! moglichen Anordnungen hat Wahrschein-
lichkeit %

— Wahrscheinlichkeit, dass mindestens ein Element an der richtigen Stelle: 1 —
P(A).

— Wahrscheinlichkeit, dass in einem Feld der Lange n bereits k£ Elemente richtig
sortiert sind: P(B,, ;).
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— A;: Menge aller Eingabefolgen mit der richtigen Sortierung des i-ten Elements.

(3.7) Bemerkung: Es gilt:

D = E D S L S e Vet
k=0 k=0 k=0
- 1 1
= ). (“DF-=I<
k=n—m-+1 BT (n—m+1)
da alternierende Reihe.
Unterscheidung:
— n>8undm>5—>ggé
— n28undm§4—>m§é
= Ist n > 8 und m beliebig, dann ist
-1 1 1 1
[P(Bun) = —| < —  ————— < 0,01

m!'" " m! (n—m+1)! _5'

(3.8) Beispiel: n Personen geben Hut an Gaderobe ab, Riickgabe zuféllig:
Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass niemand den eigenen Hut erhélt.

— P(Bo) = P(A) =Y} _,(-1)F- i, ~ 6— ~ 0,37
mit einem Fehler von < 0, 01; unabhanglg von 7n.
Folgerung aus Sylvester-Poincaré.

(3.9) Korollar (Bonferroni-Ungleichungen)
Seien Ay,..., A, € Ain WR (2,2, P). Dann gilt:

immy > P (%m%<PO ZP@
k=1 k=1 k=1

1<ii<i2<n

Weitere Bonferroni-Ungleichungen entstehen durch Abbruch der Siebformel nach
Termen gerader oder ungerader Ordnung.
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1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

Idee: Verarbeitung von Vorinformation, bzw. Zusatzinformation.

Fiir A € A ist P(A) Wahrscheinlichkeit des Eintretens; jetzt bekannt / gefordert:
B € A tritt ein.

— Einfluss auf P(A)?

(4.1) Beispiel:

i) Wiirfel: Frage: Wahrscheinlichkeit fiir die 2 unter der Bedingung, dass eine
gerade Zahl auftritt.
S P({2}[{2,4,6}) = |
also: WR wird eingeschrankt.

ii) Ziehen von Kugeln ohne Zuriicklegen.
Urne mit 2 weiflen und 3 schwarzen Kugeln Ziehen von 2 Kugeln.
P(2. Kugel schwarz | 1. Kugel ist weif}) = 2 < allgemein?
Hier Laplace-Experiment: |2 =5 -4
weile Kugeln: Nr. 1,2
schwarze Kugeln: Nr. 3,4,5
Ereignis A: 2. Kugel ist schwarz.
Ereignis B: 1. Kugel ist weif3.
ANB=1{(1,3),(1,4),(1,5),(2,3),(2,4),(2,5)},|]AN B| = 6.
B ={(1,2),(1,3), (1,4), (1,5), (2,1),(2,3), (2.4), (2,5)},| B = 8.
P(ANB) =&, P(B) = &.
P(A|B) =

B P(ANB) _ =

(4.2) Beispiel: relative Haufigkeiten
Befragung von 100 Personen.

(]

==

o4

P(B)

[
o

weiblich méannlich
10 20 30
.o 7
Praferenz zu Produkt A oder B 50 2 70
60 40 100
weiblich méannlich

. .. . A 0,1 0,2 0,3
Tabelle der relativen Haufigkeiten: B 0.5 0.2 0.7
0,6 0,4 1,0

relative Haufigkeit fiir B in der Gruppe der Frauen:

rel. Haufigkeit fiir B und Frau __ 0,5 _ 5
rel. Haufigkeit fiir Frau 06 " 6"

(4.3) Definition: Sei (2,2, P) ein WR.
Fiir jedes B € A mit P(B) > 0 wird durch P(A|B) = Z522, A e«
eine Wahrscheinlichkeitsverteilung P(:|B) auf A definiert, die sogenannte bedingte

Verteilung unter (der Hypothese) B.
P(A|B) heifit elementar bedingte Wahrscheinlichkeit von A und B.
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(4.5)

(4.6)

Bemerkung: (Q, %, P(-|B)) ist ein WR,

weil P(A|B) = P(AN B|B), (B,{AN B; A€ A}, P(:|B)) auch ein WRist,
Spur—U‘—TAIgebra

der sogenannte induzierte oder eingeschrinkte WR.

Zur Wohldefiniertheit: P(:|B) ist WV, denn:

i) P(A|B) >0,
.. _ P(@NB) _
ii) P(QB) = E- = b
. . P(A;N B)
P(UANB) _ P(UANB)) _ Y P(A,NB) _ i
111) (Uz 1 A |B) P(B) - P(B) - P(B) - Z W?
————
P(A;|B)
wobei (4;); paarweise disjunkt.
Lemma: A, B, A1, Ay, ... €A
P(A)>0,P(B) > 0,P(U/—' A;) > 0
Dann:
. A
i) P(AB) = P(B|A) - 55}
i) P(Mizy Ai) = P(A1) - P(As|Ay) - P(Ag] Ay N Ag) .- P(AG| (V) As)
Beweis:
. P(A) _ P(BnA) P(A) _
1) P(B|A) "P(B) — “P@A) PB (A|B)
i) P(A1) - P(Aa]Ar) - ... - P(A| N5, Ad)
_ P(A ) . P(A1NA2) (AlﬂAzﬂAs) PO, A
— 1 P(Al) P(A1ﬂA2) P(m?:_ll Az)
Beispiel: Wahrscheinlichkeit, dass die drei Spieler je genau ein As haben.

A;: Spieler ¢ erhélt genau ein As.

= P(Al N A2 N A3) = P(Al) . P(AQ’Al) : P(A3|A1 N AQ)

Modell:

10 Karten an Spieler 1, dann

10 Karten an Spieler 2, dann

10 Karten an Spieler 3, dann

2 Karten in den Skat (0.B.d.A. aus Symmetriegriinden).
4 28

Pty = G

(— hypergeometrische Verteilung).

)
Pl ar) = U

P(A3|A1 N Ag) = % — Lf)SUIlg.

Lemma: (Formel der lokalen Wahrscheinlichkeit)
Gegeben: A € A, (B,), C A, B,, paarweise disjunkt und A C |J,_, B,

22
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Einf. in d. Stochastik f. Inf. 1.4 Bedingte Wahrscheinlichkeit

(haufig: |J B, = 2, das heifit, disjunkte Zerlegung von )
Dann gilt:

P(A)=> P(A|B,)- P(B,).

Ist P(By) = 0, so ist zunéchst P(A|Bg) nicht definiert, setze dann: P(By)-P(A|By) =
0.
Beweis:

Wegen AC " B, ist A=~ ,(ANB,)

disjunkt

P(A), yaq. 2on=1 P(AN By) =307, P(A|By) - P(B)
(4.7) Beispiel:

i) Serienartikel wird parallel auf drei Fertigungsanlagen produziert — gemeinsa-
mes Transportband.
Megenanteile der drei Anlagen werden (etwa durch unregellméflige Ausfallzei-
ten) als Wahrscheinlichkeit angesetzt:
P(Al) = O, 3, P(AQ) = 0,2, P(Ag) = 0,5 mit
A;: ,, Artikel wurde durch Anlage ¢ hergestellt®

Weiterhin: ‘ ‘

. e . . o1 2 3
Wahrscheinlichkeit fiir fehlerhaften Artikel bei Anlage: 0.05 ‘ 0.03 ‘ 0.09
Gesucht:

Wahrscheinlichkeit, dass ein zufillig gepriiftes Stiick fehlerhaft ist?
Dazu: B: , Stiick ist fehlerhaft*
Voraussetzung:
P(B|A;) = 0,05, P(B|A2) = 0,03, P(B|A3) = 0,09
= P(B)*9 Y% | P(B|A;) - P(A;) = 0,066.
ii) Eine unter 1000000 Miinzen hat Zahl auf beiden Seiten; alle Anderen sind , fair®
— Symbol / Zahl: jede Seite fillt mit Wahrscheinlichkeit %
Eine zufillig ausgewéhlte Miinze wird 20 mal geworfen. Ergebnis: 20 mal Zahl.
Frage:
Wahrscheinlichkeit, dass Miinze trotzdem fair.
Dazu:
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(4.8)

A: faire Miinze wird gezogen.

B: unfaire Miinze wird gezogen (= AY).

P(A) =151 = 11075, P(B) =107

290 ,, B8 féllt 20 mal Zahl.®

P(z9) = P(z90]A) -P(A) 4+ P(290|B) - P(B) (lokale Wahrscheinlichkeit)
—_——

1
320
:442—?0 +(1-10"% +10°° i
W0 P(A]290) = P20 A) - s = 0,4881.

20)

Satz: (Bayes’sche Formel)
Seien A, (B,), C U, B,, paarweise disjunkt, A C |J. 2, B, und P(A4) > 0.
Dann gilt:

_ __PBYP@AIBY
P(Bi|A) = s Biampimy Tk €N

Beweis:

P(By|A) = P(Alik(zf)t’(Bk)
= Beh. mit (4.6), ,Formel der lokalen Wahrscheinlichkeit'
Bayes’sche Formel:

Hier wird von ,,Wirkung* auf ,, Ursache* Bj zuriickgeschlossen.

Beispiel:
Arzt stellt Symptom A fest, dass von verschiedenen Krankheiten By, ..., B,, herriihren

kann.

(4.9)

relative Haufigkeit einer Krankheit bekannt — P(B;)

Wenn Krankheit By, vorliegt, dann relative Haufigkeit fiir das Auftreten von Sym-
ptom A bekannt — P(A|By).

Gesucht:

Wenn Symptom A auftritt, wie grof ist dann die Wahrscheinlichkeit fiir Krankheit
By?

Bemerkung:

P(By,) heiflen a priori.

P(Bg|A) heifien a posteriori.

Beispiel:

i) Fortsetzung von (4.7)(i)
Gesucht:
Wahrscheinlichkeit, dass ein gepriiftes und ein einwandfreies Stiick auf Anlage
3 hergesellt wurde.
P(A3) - P(BY|A;)

P(A3]BY) = —3 = 0,49
Zizl P(Ai) ) P(BC|Az‘)

_ P(B°NA;))  P(A)—P(BNA)
PEOA) = =Fay — T Py
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ii) medizinisches Diagnoseverfahren fiir Krankheit

% in 90 Prozent der Fille wird ein Kranker als , krank® erkannt (Verfahren
liefert richtigerweise positiven Befunde)

% in 5 Prozent der Fille wird ein Gesunder als krank eingestuft (d.h., posi-
tiver, aber falscher Befund)

Modell:

1 % der Bevolkerung leidet an der Krankheit. Bestimme Wahrscheinlichkeit,
dass eine zufillig ausgewiihlte Testperson gesund ist, falls Diagnose positiven
Befund liefert.

Losung:

G': Person gesund.

B: Verfahren liefert positiven Befund.

Voraussetzung:

P(B|GY) =0,9, P(B|G) = 0,05, P(G)0,01.

= P(B) = P(B|GY) - P(G°) + P(B|G) - P(G)

=0,9-0,0140,05-0,99 = 0,0585.

Also:

P(G|B) = ZES = 0,846

(Aber: P(B|G®) = 0,9, P(B|G) = 0,01 (0,001)

= P(G|B) = 0,52 (0, 10))

(4.10) Beispiel: (Gestorter Nachrichtenkanal)
Gesendet:
0 oder 1 iiber n Stationen
So— S1 — ... — S,
Voraussetzung:
Wahrscheinlichkeit fiir korrekte Ubermittlung von S; nach S; 1,
i=1,2,....,p€e(0,1).
Gesucht:
Wahrscheinlichkeit p,,, dass S,, die von Sy gesendete Nachricht erhélt.
Modell:
Q, = {(wo, .r,wp-1);w; € {0,1},0 < j<n-—1}
(w;: Nachricht von S; an S;y1)
Sei B, = {w € Qpn;wo = w1, 1 <m < n} (S, erhilt korrekte Nachricht)
Mit p,, :== P(E;,), 1 <m < n, ist:
Voraussetzung:
pr=1
pn=P(E,) = P(E,.1NE,) + (Er?—l NEy,)
P(En’En—l) ’ P(En—l) +P(En’ES—1) ’ P(Eg—l)
P Pn—1 1-p 1-pm—1
=@2p—1) poa+1—p ,n>2
= (Induktion) p, = % + % ~(2p—1)"!
= lim,_.oo pr, = % (I2p—1] < 1)
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p\n | 10 100
09 057 05
0,99 | 0,92 0,57
0,999 | 0,99 0,91
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1.5 Stochastische Unabhingigkeit

Heuristisch:
Zwei Ereignisse A und B sind unabhéngig, falls P(A) nicht von der Kenntnis des Eintre-
tens oder Nicht-Eintretens von B abhingt, d.h., P(A|B) = P(A), bzw. P(B|A) = P(B).

Beispiel:

Urne mit 2 weiflen und 3 schwarzen Kugeln

— Ziehen von 2 Kugeln mit Zuriicklegen

Q={(i,j);1<i,j<5}[Q = 5°

weifle Kugeln Nr. 1,2

schwarze Kugeln Nr. 3,4, 5

A: 2. Kugel schwarz® — A = {(i,7) € ;5 € {3,4,5}} mit |A| =5-3.
B: 1. Kugel wei“ «— B = {(i,j) € Q;i € {1,2}} mit |B| =2-5.

S P(A)=1 =3 p(p)=10_2

P(ANB) =&

P(A|B) = % =} = P(4)
5
Klar, denn wegen Zuriicklegen beeinflussen sich die Ziehungen nicht.
Weiterhin:
P(A) = P(A|B) = 2422 (1)

P(ANnB)=P(A)-P(B) (II)
Definition tiber (I): P(B) > 0 als Voraussetzung
Definition iiber (II): keine Voraussetzung

(5.1) Definition:
Gegeben WR (Q, A, P). A, B € A heiflen stochastisch unabhéngig, falls P(AN B) =
P(A)- P(B).

(5.2) Lemma:

i) Mit A, B sind auch A, B¢ und A, BY stochastisch unabhingig.
ii) Ist P(B) > 0, so gilt:
A, B stochastisch unabhéngig < P(A|B) = P(A).

iii) Ist A eine Nullmenge, d.h., P(A) = 0, so sind A, B stochastisch unabhéngig
VB e .

Beweis:

i) Voraussetzung:
A, B stochastisch unabhéngig.
P(ANBY) = P(A)— P(ANB) = P(A)— P(A)-P(B) = P(A)-(1-P(B)) =
P(A) - P(B%)
P(A°NBY) = P((AUB)®) =1-P(AUB) = 1—(P(A)+P(B)—P(ANB)) =
1= (P(4)  P(B) — P(4)- P(B)) = (1- P(A)) - (1 — P(B))

ii) siehe oben
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iii) P(A)=0= P(ANB) < P(A)=0= P(ANB) =0

(5.3) Bemerkung:
Unabhéngigkeit abhéngig von WV.
Sei O ={1,2,3}, A= {1}, B={1,2}
P = g1, Q: Laplaceverteilung
i51(1403)—51( )—1—51( ) - e1(B),
aber QAN B) =1 £2 = 1.2 2Q(4) - Q(B)

Nun allgemeinere Definition fiir 2 und mehr Ereignisse.

(5.4) Definition:
Familie (A;);c; C A, heifit paarweise stochastisch unabhéngig, falls

(5.5) Beispiel:
Werfen von zwei unverfilschten Wiirfeln, d.h.,
Laplaceverteilung iiber Q = {(4,7);4,7 € {1,...,6}}.
A;= Wiirfel ¢ zeigt gerade Zahl, i = 1,2
= P(A1NAy) = P(A)) - P(Ay) = i, d.h., Ay, Ay sind stoch. unabhéngig.
Weiterhin A3= Summe der Augenzahl ist gerade
= P(A3|A1) = P(Ag) und P(Ag’Ag) = P(Ag), d.h., {Al,AQ,Ag} paarweise un-
abhéngig.
Aber P(AlmAgmAg) 7é P(Al)P<A2)P(A3), denn P(AlmAQHAg) = P(AlmAz) = %
P(Ay) - P(Az) - P(As) = %-

Stéarkerer Begriff der stochastischen Unabhéngigkeit notig.

(5.6) Definition:
Eine Familie (A;);cr heifit stochastisch unabhéngig (auch vollsténdig stochastisch
unabhéngig), falls fiir jede endliche Auswahl von Ereignissen gilt:

P((A) =[] PA) VI #0,J C1,J < .
jeJ jeJ

Bemerkung:

i) (A;); stoch. unabhéngig = (A;); paarweise stoch. unabhéngig. Umkehrung gilt
nicht, siche Beispiel (5.5).

ii) Jede Teilfamilie einer stoch. unabhéngigen Familie ist stoch. unabhéngig.

iii) Beachte: (5.6) liefert System von Gleichungen:
z.B. A, B, C stoch. unabhéngig, falls
P(ANnB)=P(A)- P(B)

P(ANC) = P(A)- P(C)
P(BNC)=P(B)-P(C) und
P(ANnBNC) = P(A)- P(B)-P(C).
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(5.7) Satz:

i) Seien (A;);cr eine Familie stoch. unabhéngiger Ereignisse, k ¢ I und P(Ay) €
{0,1}.
= (A;)icrugry stoch. unabhéngig.

ii) (A;)ics stoch. unabhingig und B; € {A;, A 0,Q} Vi € I = (By)ics stoch.
unabhéngig.

iii) Sei I ={1,...,n},n € N fest gewihlt.
(A;)ier stoch. unabhéngig

(5.8) Beispiel:
Experiment liefert mit Wahrscheinlichkeit p ein Ereignis A, mit ¢ = 1 — p Ereignis
AC.
Experiment wird n-mal ,,unabhéngig® ausgefithrt — Modell Q = {(wy,...,w,);w; €
{0, 1 }1<i<n}
Z=AC =A
Interpretiert man experimentelle Unabhingigkeit als stochastische Unabhéngigkeit:

= jedes w mit k Komponenten gleich Eins Wahrscheinlichkeit p(w) = p*-(1—p)"~*.

Wegen 32,eqp(w) = i (i) 9" - (1 —p)" ™ =1
ist (€2, p) ein endlicher WR. Dieses Modell heifit Bernoulli-Modell.

(5.9) Bemerkung:
Sei die Familie (A;);c(1,... n} stoch. unabhéngig oder kurz Ay, ..., A,, stoch. unabhéngig,

.....

n n

P49 =1- P4 1 T Peag) =1 =TT - Pea)

i=1 i=1

(5.10) Beispiel:
Das Ziegen-Problem (aus der Show , Let’s make a deal).
Situation:

— 3 Tiiren, dahinter 1 Auto, 2 Ziegen
— Kandidat wahlt

— Eingriff des Quizmasters
Er 6ffnet eine der beiden nicht gewéhlten Tiiren, hinter der eine Ziege steht
und erlaubt dem Kandidaten, seine Entscheidung zu dndern.

Frage: Anderung der Entscheidung oder nicht?
Konkret (0.B.d.A. wegen Symmetrie):

Kandidat wahlt Tiir 1, Quizmaster 6ffnet Tiir 3.
Soll Kandidat bei Tiir 1 bleiben oder Tiir 2 wéhlen?
Dazu (ohne spezifizierten WR):
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A;= Auto hinter Tir 4, Vor.: P(4;) = %

K;= Kandidat wahlt Tir 4, Vor.: P(K;) = =

A;, K; unabhéngig, 1 <14,j < 3.

Q;= Quizmaster 6ffnet Tiir ¢ (nicht unabhéngig von A;, Kj).

Rechnung:

P(A1[F1 N Qs) = Pipptg@eh = HEant - P(A N Ky (%)

Es ist: P(KlﬂQg) :P(KlﬂngAl)—FP(KlngﬂAg)—l— (KlngﬂAg)

—0

(.

= P(Q3]Ai N K)) - P(A; N K)) + P(Qs] A 1K) - P(Ay N )

1

w\H<

~
1 1 weg. unabh.

zusatzl Vor. —3 3
1 1
+} 9 6
—2.1_1
= (*) =t3=3

Aber: P(A2|K1 NQs)™82,

D.h., die Anderung der Entscheidung verdoppelt die Gewinnwahrscheinlichkeit!

(5.11) Bemerkung:
Relation ,;stoch. unabhéngig® ist nicht transitiv, d.h., aus Ay, A; und Ay, Az stoch.
unabhéngig folgt nicht notwendigerweise, dass A;, A3 stoch. unabhéngig.
— WR (Q,A, P) mit Q = {(0,0), (0,1),(1,0),(1,1)}, P: Laplace-Verteilung.
A= {(070)7 (O 1)} Ay = {(Oa 1)7 (170)}7 Az = {(170)7 (1’ 1)}
= P(A;) =5,1=1,2, 3und
P(Ar 1 Ay) = P((0,1)) = 7= P(A1) - P(Ay)
P<A2 N Ag) ((1 )) = % = (AQ) (Ag), aber
P(4, 1 Ag) = P(B) =04 & = P(4y) - P(Ay).

Folgen von stoch. unabhéngigen Ereignissen spielen eine zentrale Rolle in der Stochastik.

1
27

e Simulation
e Miinzwurf, Frage: Wann fallt zum ersten Mal Zahl?

e diskrete Vert. mit P({0}) >0
Frage: Wann ist Summe der Ereignisse zum ersten Mal grofler als S7

o Irrfahrt: Werte jeweils +1 oder —1.

S b

S t-———————————————————_——————

Fragen: Wann iiberschreitet Summenpfad erstmals die Grenze S, 7
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(5.12) Wiederholung:
Bestimmung von Wahrscheinlichkeiten fiir limsup A, liminf A, (A,), C A Folge
von Ereignissen

limsup A4,, = ﬁ [j Ayg, linliann = D ﬁ Ap.

o0 n=1k=n n=1k=n

(5.13) Bemerkung:
Sei (An)ne]N cu.
(Ap)n heiBt konvergent < limsup,, . A, = liminf, . A,.
Es gilt stets: liminf, .. A, C limsup,,_, . 4., denn:
Sei w € UpZ; Niey Ak = Ino s w € o2, Ak
= w e A, VE > ng
swelg, AaVn>1=we N2, U, Ak
Weiterhin

(limsup A,,) ﬂ U Ap)© = U ﬂ A = hrrimf A%,

n—oe n=1k=n n=1k=n

(5.14) Lemma (von Borch-Cantelli):
Seien (2,2, P) ein WR und (A4,,),cy C A.
Dann gilt:
i) > 2, P(A,) < oo = P(limsup,_ . A,) =0.
ii) Ist zusétzlich (A,), stoch. unabhingig:
> P(A,) =00 = P(limsup,_, A,) =1.
Beweis:
i) Wegen (", Uie,, Ax C Uie,, A Vn € N
ist P(limsup,, o, An) < P(Ups, Ak) <D ope, P(Ag), 0.
ii) Bsist P(limsup,_ . 4,)*°1 — P(liminf, .., A9)**1 —lim, .., P(N;2, AY)
] i, [T2,, (1= P(AR) "5 71— limy, oo exp{ = 3232, P(AR)}
= 1, daraus folgt Beh. -
(5.15) Bemerkung:

i) Analog gilt (mit de Morgan)
x Y 2 P(AY) < 0o = P(liminf, o 4,) = 1.
* (A,), stoch. unabhingig > °>° | P(AY) = co = P(liminf, .. A4,) = 0.

ii) Fiir stoch. unabhéngige Ereignisse (A;); gilt stets
P(limsup,,_,. A,), P(liminf, . A,) € {0,1}.

iii) Sei (A,), C A, falls eine unabhéngige Teilfolge (A nk)k von (A,), existiert mit
Y re i P(A,,) = oo, dann folgt P(limsup,, . A,) =
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1.5 Stochastische Unabhéingigkeit

(5.16) Beispiel:

(5.17)

i)

ii)

i)

ii)

Unendliche Folge von Urnen, je eine Kugel wird gezogen; Urne n enthélt eine
weifle und n — 1 schwarze Kugeln,

A, = gezogene Kugel aus der n-ten Urne ist weif3

= P(A,) = % (Zichung unabhingig)

= >~ ,P(A,) =00 = P(limsup, , A, =1

Das heif3t, mit Wahrscheinlichkeit 1 werden unendlich viele weifle Kugeln ge-
zogen.

Wie i), aber n-te Urne enthiilt n? — 1 schwarze Kugeln

= > > P(A,) < 0o = P(limsup,_,. A,) = 0.

Das heifit, mit Wahrscheinlichkeit 1 werden nur endlich viele weifle Kugeln
gezogen.

Beachte: Die Anzahl kann nicht so gewahlt werden,

dass P(limsup,,_, . A,) € (0,1).

Unabhéngiges Werfen eines Wiirfels.

Gesucht: Wahrscheinlichkeit, unendlich oft die 6 zu wiirfeln.
A= 6 im n-ten Wurf, d.h., P(4,) = Vn €N

(An), unabhéngig, > P(A,) = co = P(limsup,_,. A4,) =1
Beachte: iiberabzdhlbares Modell.

zum Beispiel Miinzwurf Q = {(w,),ew; wn € {0,1},n € N}
— Dualdarstellung der reellen Zahlen in (0, 1).

Gesuchte Wahrscheinlichkeit, unendlich oft 2 Sechsen hintereinander zu werfen.

By ns1= 6 im n-ten Wurf und im (n + 1)-ten Wurf, nicht unabhéngig mit n.
P(B, 1) = %, aber (Bay, 2n41)n unabhéngige Familie.

= (5.15) iii) P(limsup,,_,» Bnnt1) = 1.

(5.18) Bemerkung (Produktexperimente):

(5.19)

Idee: Modelle (€;,U;, P;) bekannt, 1 < i < n.

zum Beispiel: Ziehen mit Zuriicklegen aus der Urne, oder Wiirfeln.

Ziel: Modell fiir Experiment, das aus unabhéngiger Hintereinanderausfithrung der
Teilexperimente besteht, zum Beispiel n-maliges Ziehen, n-maliger Wiirfelwurf.

= Q= {(w,..,wn)jw; € 2,1 <i<n}= H?Zl Q;

(€2; nicht notwendig identisch)= x_, ;.

Definition:

Fiir diskrete WR (Q;,%;, P;), 1 <i < n, heifit (Q, A, P) mit
Q=1 % ={w=(w1,..c,wn);w; € 2,1 <i<n}

und P definiert durch P(w) =[]\, Pi(w;)

(P =X, F)

(U ist Potenzmenge zu ()

Produkt der WR (Q;,%;, P;), 1 <i <mn,

Bezeichnung (2, %, P) = Q. (2, ;, P,).
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(5.20) Beispiel:
Binomialverteilung, n-fache Wiederholung eines Experiments mit den Ausgéingen 0
oder 1.
Q={0,1}", P(w) = p*- (1 —p)"*, falls k die Anzahl der Einsen in w = (wy, ..., wy,)
und P;(1),1 <i<n.
Bezeichnung: p Erfolgswahrscheinlichkeit.
w; = 1 Erfolg im i-ten Teilexperiment n.
Bernoulli-Experimente mit Erfolgswahrscheinlichkeit p.
Ep ={we QY "  w; = k}= gesamter Erfolg; k < n.
P(B)™ () -pF - (L=p)"
Die durch P(Ey) (E;’s sind disjunkt) definierte WV auf {0, 1,...,n} heifit Binomi-
alverteilung.
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2 Zufallsvariablen auf diskreten W’raumen

2.6 Zufallsvariablen

Zufallsvorgéinge werden beschrieben durch WR (Q, A, P).
Dabei héufig:

w € § selbst nicht von Interesse, sondern Funktion X von w.
zum Beispiel:

w: n-facher Miinzwurf — X (w): Anzahl ,Zahl“

w: Telefongesprich —  X(w): Dauer

w: Aktienmarkt —  X(w): Kurs einer Aktie
Frage: Ist Grundraum vollstdndig beschreibbar?

Nicht alle Einflussvariablen beschreibbar?

Also: neue Form der Modellierung — Zufallsvariablen.

(6.1) Beispiel:

i)

ii)

Fortsetzung von (5.20): n-facher unabhéngiger Miinzwurf Q = {0, 1}"
P(w) = p*- (1 —p)"* falls k Einsen in w.
Betrachte Abbildung X: { @ - INOn
w Y wi
= Pwe B X(w)=k}) =) p 1-p)"*0<k<n,
Wegen > -p_o (1) - "+ (1 = p)"™* =1 definiert P'(k) := (}) -p*- (1 —p)"~* eine
WV auf € ={0,1,...,n}, i.e. (s.0.) Binomialverteilung b(w, p).
Fortsetzung von (1.7), Problem von de Méré.
Q = {(w1,ws,ws);w; € {1,...,6},7i = 1,2, 3} und Laplaceverteilung auf €2, oder
Q={1,..,6}°.
Schon gesehen: P(Y" =11) = 2& > 22 = P(3° = 12).
Allgemeiner:
Gesucht ist ¢, := ({w €V witwytwy =7} fir 3 <r <18 klar 3.1, ¢, = 1,
dh., g1 =3, @1s = 575
(weiterhin zum Beispiel: ¢10 = ¢11, g9 = q12, g8 = q13 = %16, )

Betrachte: X: { 2 - R :
(Wi, wa,w3) = w4 w4 ws
Dann wird durch X eine WV PX auf Q' = {3, ..., 18} erzeugt,
wobei PX(r) = g,.
(Klar: hier keine Laplaceverteilung.)
Beachte:

x Abbildung X : 2 — R, R nicht abzéhlbar, aber {2 abzahlbar = Bild von
) unter X ist abzéhlbar.
x Moglich wy # ws, aber X(w;) = X(wy) = 2.
Dann PX(z) = P({w € ; X(w) = z}).
Struktur in den Beispielen:
Gegeben diskreter WR, Abb. X : 2 — R.
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Problem: Ist PX(k) := P({w € &; X(w) = k}); k € X(9).

Oder allgemeiner ist PX(B) := P({w € Q, X(w) € B}) = P(X"'(B)),
B € P(X(R)) ein diskreter WR {iber X(Q) (# 0, abzihlbar)?

Dazu Urbildfunktion betrachten.

Q ( 'l’
T

(=

'
-
-

T® T
O‘_, O

5

(6.2) Definition:
Sei T': 2 — Q' eine Abbildung.

o L P - PO
Die Abbildung 77" : A = THA) ={weT(w)e A}

heifit die zu T' gehorige Urbildfunktion.
(6.3) Eigenschaften der in (6.2) definierten Urbildfunktion. Seien A’ B’ A, € P ().

) 70 = 0.7 <0
f) T ANB) = TN ANT ()
speziell: T‘l(B’C) (T-Y(B"))“
iii) Tﬁl(ﬂie[ A;) = ﬂie] ™ (Az)
iv) T_l(UieI Ai) =Uier T1(A)
speziell fir disjunkte B
(Symbol Y fiir disj. Vereinigung)
71(2 Bj) = >, T7H(B)).
icl
Uier B
v) ACB =T Y A)cT (B
vi) Ist S : Q' — Q" beliebige Abbildung, dann gilt (So 7)™t =T"10 571

(6.4) Lemma:
Sei (2, A, P) ein diskreter WR und X : 2 — R eine Abbildung.
Dann ist PX : P(R) — [0,1] mit P¥(A) = P(X1(4)) = P{w € & X (w) € A})
eine diskrete WV iiber (einer Teilmenge von) R, bzw. iiber X (£2).
Beweis:
PX ist definiert iiber Urbildfunktion; damit (siehe (6.3)):
PX(A) > 0 VA €R,
PX(R) = P(X'(R)) = P{w € &; X(w) € R}) = P(Q) = 1.
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(6.5)

(6.6)

(6.8)

(6.9)

zur o-Additivitét:
Sei (B;);cy eine Folge disjunkter Teilmengen von R. Dann gilt:

PY(Q_B) = P(XTN(}_B)) = PQ_XT'(By) = 3 P(XT!(Bi) = 3 P¥(By).

Fiir nicht-abzéhlbare 2 ist Einschrankung an Abbildung X erforderlich, um eine
Aussage wie in (6.4) zu treffen.

Definition:

Eine Abbildung X : Q — Q' von einem Messraum (2, o) in einen anderen Messraum
(€2, ') heiBt messbar, falls fiir alle A’ € A’ gilt: X ~1(A') € A.

Bemerkung:

Die Elemente einer o-Algebra heifien auch messbare Mengen. Dann (6.5) heifit X
messbar, falls die Urbilder messbarer Mengen wieder messbar sind.

Definition:

Eine messbare Funktion im Sinne von (6.5) von einem WR in einen anderen heifit
Zufallsvariable (ZV), bzw. Zufallsvektor, falls ' = R™ (auch Zufallsgrofe).

Der Betriff der ZV’en ist zur Modellierung einer der Wesentlichen in der Wahr-
scheinlichkeitstheorie.

Diese Abbildung beinhaltet das jeweils interessierende Merkmal der jeweiligen Tei-
laspekte eines eventuell komplexen Modells (vergleiche Einleitung).

Falls Teilapsekt eines Zufallsexperiments durch ZV beschreibar, betrachte nur noch
diese ZV und deren Verteilung ohne Riickgriff auf die explizite Gestalt des zugrun-
deliegenden WR's.

Bemerkung:

i) Ist A = P(Q) wie beim diskreten WR, so ist jede Abbildung X : Q —

messbar.

i) Kurzschreibweise:
{re A} =X A) ={we QX (w) e A}
dann auch kurz: P(z € A).

iii) Die Komposition messbarer Funktionen ist messbar.

Definition:
Das Wahrscheinlichkeitsmafl PX, definiert durch PX¥(A) = P(X"!(A)), A C R,
heifit Verteilung von X unter P.

Bezeichnung;:
X hat Verteilung PX, X ist verteilt wie PX, X ~ PX X ~ P.

(Beispiel) (binary search):

Q2 =1{0,1,...,2" — 1} mit Laplaceverteilung.

(geordnetes Feld der Lange 2™ — 1 plus zusétzliche Moglichkeiten)

w > 1, w € Q: mogliche Platznummer des Schliisselelements (ist zu suchen).
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w = 0: gesuchtes Element ist nicht im Feld vorhanden.
© o o o o o o o o o o hier fiir n = 3, also 23 — 1 Schritte.

¥
Start
Aj= Schliisselelement wird in genau einem Schritt gefunden.

= {2"7'} (Element in der Mitte des Feldes)

As= Schliisselelement wird in genau zwei Schritten gefunden.
= {22 3.27?}

Ap= Schliisselelement wird in genau k Schritten gefunden.
={(2j-D2"F1<j<2" 1<k <n

Damit:

| Al =28 und P(Ay) =25, 1<k <n.

Von der Laplaceverteilung iiber 0,1, ..., 2" — 1,

das heit, P(Element nicht im Feld)= 5 (als implizite Vor.).
Weiter:

Bj,= Suche nach hochstens & < n Schritten beendet.

By = Zle A;, also

i 1 e~ 26—1
P(Bk):ZP(Ai):Q—n-ZQZ‘ ==
=1

=1

(ungiinstigster Fall: B,; P(< n Schritte) = P(B,_;) = £-2 < L.
Bis hier alte Beschreibung.
Nun:

Sei ZV X definiert durch X (w) = {

k we Ak,
n we AyUA,[A = {0}].
X zahlt die Schritte bis zum Abbruch des Verfahrens und ordnet jeder Platznummer
w, die in genau k € {1,...,n — 1} Schritten erreichbar ist, den Wert k zu.
X = n, falls Schliisselelement nicht in Liste (d.h., alles abgesucht), bzw. maximale
Schrittzahl ben6tigt wird.
kE we Ay,

X{w) = { n weAyU{A,}.
Verteilung PX ist diskret gnd bestimmt durch

gy [ P(Ay) =2
PX =k) = { P(A0 U A,) = P(Ag) + P(A,) = In +
Entsprechend (vgl. Beispiel):
P(X <k)= Y%, P(X = 1) = 251,

2n

I IA

1<k <n,
k=n

1
2

(Beispiel, Fortsetzung von (6.1)):

i) ZV X ist Binomialverteilung, falls
PX(k) = P(X =k) = () -p"- (1 =p)" ™"

ii) ZV X ist Poissonverteilung, falls fiir ein A > 0 gilt:

PX(k)y=P(X =k) =21 e, k € .
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iii) Seien 2 # 0, P diskrete WV iiber Q, A C Q.
Die Funktion 14 :  — R (statt 14 auch 1|,),
definiert durch /4(w) = { (1] Z ; ﬁ:
heilt Indikatorfunktion von A und ist ZV.
Dabei 14 ~ b(1,p) mit p = P(A), denn
P(I4=0)=P({w € U Ia(w) = 0}) = P(A9) =1 —p,
P(Ih = 1) = P({w € Q Ty(w) = 1}) = P(4) = p.
Weiterhin gilt:
Taup = max(ly, Ip),
Taop =14+ 1Ip, falls AN B =),
Ianp = min(la, Ip) = 14 - I,
Tne =1—1,
Zum Zusammenhang ZV’en Xj, ..., X,, und ZVektor (X1, ..., X,,):

— Aufbau eines Vektors durch verschiedene ZV’en.

— Zerlegung eines Vektors in Komponenten.

(6.10) (Beispiel, verallgemeinerte Bernoulli-Experimente):
Zufallsexperiment liefert eines von m > 2 moglichen Ergebnissen A;
(zum Beispiel Maschine fallt auf Grund von Defekt ¢ aus, 1 < i < n).
Voraussetzung:
Ay, oy A disjunkt, P(A;) = pj, 1 <j <m, 3% pj = 1.

Nun: n-malige Versuchswiederholung — Q = {1, ...,m}™.
Frage: P(|A1| = k1, ..o, |Am| = km, > oiy kj = n).

J=1

Verteilung des Defekts

Setze X; (ZV), zéhlt die Defekte A; bei m Versuchen, 1 < j < m.
Also P(X1 = ki, ooy Xon = ki)
= PXveXm (L(ky o k) })

= (:1) . (”;2’“1) S ;{(n*klfk;jkm—l) phL Ll
| . .
= k:1!~.T.L.:km! ’ H?il J2 kj € No, 1 <7 <m, Z;nzl kj =n.

Durch diesen Ausdruck ist eine endliche diskrete WV iiber
{(Xh ceey Xm) € ]Rm; Xj € IN(],j € {1, ey m}, Z;nzl Xj = Tl},
kurz iiber R™ erklart.

Bezeichnung:

(X1, ..., X;n) geniigt der Multinomial- / Polynomialverteilung mit den Paramtern n, py, ...

Bez.: M(n,p1, ..., Dm)-
Speziell: m = 2: M (n,p1,p2) = b(m,p1), da p1 + ps = 1.

(6.11) Definition:

y Pm-

Seien X1, ..., X,;, ZV’en. Die Verteilung von X = (Xj, ..., X,,) heifit die gemeinsame

Verteilung der ZV’en Xy, ..., X,,.
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(6.12)

(6.13)

Bezeichnung:

PX — P(X1 ..... Xm)‘

Die Verteilung von (X, ..., X;,),1 < iy < ... < i < m,l < m, heifit l-dimensionale
Randverteilung (Marginalverteilung) zu (iy, ..., 4;). Die Verteilung von X; heifit die
i-te Randverteilung (Marginalverteilung), 1 < i < m.

Bemerkung:

Die gemeinsame Verteilung ist durch die Angabe aller Wahrscheinlichkeiten

P(X; €Ay, ... X, € A,), A; € U; bestimmt.

Lemma:

PX sei eine diskrete WV iiber R".
Randverteilung von (Xj,, ..., X;, ) wird bestimmt durch

PXrsXin) (B) = P((Xy, . Xon) (B)) = P((Xi,, X) (B x B*™))
mit B € P(R™)

und B x R" ™ := {(X1, ..., X;n) € R"; (X, ..., Xi,,) € B}

zum Beispiel n = 2:

PX1(B) = PX1%2(B x R)

Also P& Xim)(B) = PX(B x R*™™).

19

(Beispiel:) (Fortsetzung von Beispiel (6.10))
Bestimmung der ersten Randverteilung; sei B = {k}.

ko km =2
NP SSENE TH
L i ol 0 T, | 1
k2 km i=2 Jj=2
=1,(Multinormalverteilung r;;c (n—k)~( 1321 ) ( lp_”;l ))

- (Z) P (1= p)

(6.14) Bemerkung und Beispiel:

Die eindimensionale Randverteilung legen die gemeinsame Verteilung nicht eindeu-
tig fest.

Seien X,Y ZV’en auf WR (2, A, P) mit

X(Q)=Y(Q)={0,1}2

[(0,0),(0,1),(1,0),(1,1) Werte fiir X, Y]
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X, Y:Q—RLX = (X1, X),Y = (Y, Y2) mit
PX(071):PX(17 ):%
PX(0,0) = PX(1,1) =0
PY(0,0) = PY(1,1) = 3
PY(0,1) = PY(1,0) = 0.
Xo\X |0 1 2\Yi |0 1
0 |0 3 0 |5 0
1 |10 1 0 3

= PX und PY sind verschiedene 2-dimensionale Verteilungen,
aber PXt = PY1 und PX2 = P2,

PG = Py <) = PG+ PG = {1 20
PG =P = P G0+ PG = f T TS

PX2 = PY2 analog.

Nun unabhéngig von ZV’en.

(6.15) Definition:
Eine Familie von ZV’en X; : (Q,%, P) — (9, U;, PX),i € I heiBt stochastisch
unabhdnging (oder die ZV’en X;,i € I heilen stochastisch unabhéngig), falls die
Mengensysteme X; '(2;) unabhingig sind, d.h., jedes Repriisentantensystem B; €
X;1(Ay),i € I, bildet eine unabhingige Familie von Ereignissen.
(6.16) Die ZV’en X;,i € I sind stochastisch unabhingig
<~ P(ml:]{Xz S Az}) = HZ:]P(Xl < AZ) VJ C [, |J‘ < oo und VAZ € 2(1,Z e J.
(6.17) Satz:

Sind die ZV’en X; : Q — ;,i € I stochastisch unabhéngig und sind die Abbildun-
gen f; : Q; — ) messbar, so sind die ZV’en f; o X;,i € I stochastisch unabhéngig.
Weiterhin:

Seien [; C I fiir j € J disjunkte Teilmengen und g; : X;er;€2; — (2} messbar.

= g;0(X;,i € 1;),j € J, stochastisch unabhéngig (messbare Funktionen von ZV’en
mit disjunkten Indexmengen).

(Beispiel:)

X1, X2, X3 unabhéngig =

X5, (X1, X3) unabhéngig

X3, (X1 — X3) unabhingig
(6.18) Lemma:

Sei (2, A, P) ein diskreter WR. Dann gilt:
X;,1 € I, stoch. unabh.

& P(X;=u;,j€J) =[] P(X; =) Va; € X;(Q), Vj € J, V] C I,|J| < 0.

jeJ
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(6.19) Bemerkung:
Es gilt mit (6.18):

Xy, ..., X, stoch. unabhanglg

& PXeaXo e A) =] P(X; € A) HPX ) VA, €U,

PX(xP,A) = PX({w = (w1, swa);wi € A) = Y HPX wp) 50 HPX

wiwi€A; i=1

(6.20) Bemerkung:
Es gilt:
Die ZV’en X und Y sind stoch. unabhéngig unter P.
= ZV’en f(X) und g(Y) sind stoch. unabh. Vf, g : R* — R}, f, g messbar.
Jetzt: Verteilung der Summe zweier unabh. ZV’en.

(6.21) Satz:
X, Y seien stoch. unabh. ZV’en auf Z mit den Zihldichten f, bzw. g.
(dh., P(X =n) = f(n), P(Y =m) = g(m))
Dann hat X 4+ Y die Zédhldichte h gegeben durch

=Y fG)glk—4) =D flk—j)gli) k€ z=P(X +Y =k).
je’. jcl
Bezeichnung:
h ist Faltung der Dichten f und g: h = f * g.
Beweis:

= P(X+Y =k) Y PX+Y=kY=j)=) PX+j=kY =)

je jel.

lokale W’

B P(X =k—j)-P(Y =j).
stoch. unabh. Z j) ( —~— ‘72
€L ey )

(6.22) (Beispiel:)

(i) Seien X,Y unabhingige b(1, p)-vert. ZV’en,
dh, P(X=0))=1—p, P(X=1)=np.

P(X =0)-P(Y =0) k=0
= P(X+Y =k ={ P(X=0)-P(Y=1)+P(X=1)-P(Y =0) k=1
P(X=1)-P(Y =1) k=2
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(1-p)3? k=0
=¢ 2p(1=p) k=1 =()p*1-p)** ke{0,1,2}
P k=2

i.e. Binomialverteilung b(2, p) per Induktion.
Seien X7, ..., X,, stoch. unabhéngig b(1 — p)-vert. ZV’en
= > X; besitzt eine b(n, p)-Verteilung.

(ii) Seien X,Y unabh. X ~,, (A), Y ~po (1), A, > 0 (siehe (2.18)).

PX+Y=k=Y P(X=k-jPY =j)=Y N .e—A.ﬂ;.e—u

j€]N0 j=0

() K o
¢ o Z (f) ARy

Jj=0

[ J/

(\tpa)*

dh, X +Y ~p0 (A4 p).

Bisher zur Beschreibung des Zufalls
Zahldichte p: Y 7 p(w) =1

WV P:A—[0,1], P(A) => caPw), AU

Weiteres Hilfsmittel:

(6.23) Definition:
Seien (A, A, P) ein WR und X eine ZV mit WV P¥X.

R' — R'

. . X .

Die Funktion F* : { ¢ = P¥((—o00,))

heiBt die zu PX gehorige Verteilungsfunktion von X.
(Wenn Zusammenhang klar: F' Verteilungsfunktion von X,

X verteilt nach F,..., X ~ F).
(6.24) Bemerkung:
(i) Sei PX die Z#hldichte von PX, dann ist

FX(z) = PX((—o0,2]) =) PX(w)= > P¥w).XeR.

w<lx w<x
wEsuppPX

(ii) Fiir P*((—oo,z]) schreibt man (siche (6.7)):
PX((—00,2]) = P(X~1((—00,1]))
= P{w e O X(w) € (—o0,2]}) = P(X < x),
d.h., FX(z) ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass die ZV X Werte < z an-
nimmt.

(6.25) Lemma:
Sei X die zu P¥ gehorige Verteilungsfunktion. Dann gilt:
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a) (i) % ist monoton wachsend.
(ii) FX ist rechtsseitig stetig.
(iii) limy oo FX(z) = 1, lim, .o, F¥(z) = 0.

b) P¥ ist durch F'X eindeutig bestimmt.
Beweis (nur a)):

(i) Seien z1 < w9 beliebig. Wegen (—o0, 1] C (—00, 3]
ist F¥(z1) = PX((—o0,21]) < P*((—00, z2]) = F* ().

(ii) Sei (xy,),eN eine Folge mit x, | x, n — oo und (z,,), mon. fallend.
Mit A,, := (=00, z,), n € N gilt dann:
A, DA, neNund ()2, A, = (—o0,z] = A.

=
lim FX(x,) = lim PX(A,) = PX(A) = F¥(2).
Stetigkeit von oben e () e (An) (4) (z)

(iii) Sei (xp), e monoton wachsend z,, — 0o, n — 0.
Dann: A, TR fiir 4, := (—00, x,].

= lim F*(z,) = lim PX(4,) = P*[R) =

n—oo n—oo

Zweiter Grenzwert analog.
(6.26) Bemerkung:

(i) FX ist durch P¥ ebenfalls eindeutig bestimmt, denn:
FX Verteilungsfunktion zu P’ mit Zahldichte p'.
= p'(z) = FX(x) — FX(2—) = p(x) Vz € R.
(ii) Es gilt p*(z) = FX(X) — FX(2—) (siehe oben),
d.h., FX stetig in * € R < p*(z) = 0 (sonst Sprung)
(pX(x) = 0 = FX linksseitig stetig; FX rechtsseitig stetig
= F¥ stetig.)
Weiter:
J hischstens abzihlbar viele Punkte x € R mit p* (z) > 0 (sonst > p(w) = 00).
= 3 hochstens abzihlbar viele Unstetigkeitsstellen von FX.

(iii) zu (6.25)(b): WV {iber R ist eindeutig bestimmt durch:
PX((—o0,x]),x € R.
(iv) Sei {x1, 29, ...}, T; < 7441, i € N eine Abzihlung des Trigers von PX. Dann:
PX((=00,3111)) = PX (=00, )+ PX((w0,3141))

-~

~
FX(z;) =0, da nicht in Tréger

d.h., F¥ ist eine ,, Treppenfunktion®:
Spriinge an den Tragerpunkten, konstant sonst.
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(6.27)

(6.28)

(6.29)

(Beispiel:)
Verteilungsfunktion der b(5, )-Verteilung.

0 x <0,
FX()=q 325 () 0<e<s,
1 T > 5.
1 2 3
Definition:

Sei X = (X1, ..., X,,) ein Zufallsvektor mit der WV PX.

Die durch FX(x) := PX((—o00,21] X ... X (=00, 2,]), (z1,...,2,) € R"
definierte Funktion heifit (multivariante) Verteilungsfunktion.

(n=1: siehe (6.23))

Bemerkung:

Sind X, X5 stochastisch unabhéngig, so gilt:

FOOX2) () m0) = FX () - FX2(1y), (21, 20) € R2.

Beweis direkt aus Definition mit A; = (—o0, ;]

Insbesondere:

Bei stochastisch unabhéngigen ZV’en ist die gemeinsame Verteilungsfunktion ein-
deutig durch die Verteilungsfunktion der eindimensionalen Randwerte bestimmt.
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2.7 Erwartungswerte

2.7 FErwartungswerte

(Beispiel:)

Wiirfelspiel:

Ergebnis i € {1,...,6} = Auszahlung i Euro.
Durchschnittlich zu erwartende Auszahlung:
T 144 2+4..4+5-6=3,5.

Bezeichnung;:

3,5 ist der Erwartungswert der ZV

X { {1,....,6} — IE‘L,
i =,
wobei P* Laplace-Verteilung iiber {1,...,6}.

(7.1) Definition:
Sei (©,P(§2), P) ein diskreter WR.

(i) Sei X(©2) C RY oder X(Q2) CR™.
EX = B(X) == ¥ 0 X(@)P({})
heifit Erwartungswert von X (unter P).
(ii) Sei X eine reelle ZV mit

E(max(X,0)) < oo oder F(min(X,0)) > —oo.

Dann heift EX =% o X(w)P({w})

der Erwartungswert von X (unter P).

(7.2) Bemerkung:

(i) Fiir nichtnegative ZV ist Erwartungswert immer wohldefiniert, FX = oo er-

laubt.

(ii) Fur ZV mit postitiven und negativen Werten muss Wohldefinition der Reihe

>, X(w)P({w}) gewéhrleistet werden.

Werden nur endliche Erwartungswerte betrachtet, kann absolute Konvergenz

(X ou | X (w)|P(w) < 00) gefordert werden.

(— Anderung der Summationsreihenfolge erlaubt!)

(iii) Im Folgenden wird stets die Wahrscheinlichkeit der auftretenden Erwartungs-

werte vorausgesetzt.

(iv) EX hingt nur von der Verteilung von X ab:
Sei xq, Zg, ... eine Abzdhlung von X (£2), dann

EX=> > X(w) P{w}) = Zx - P(X

i=1 {wiX (w)=2;)

D.h., EX kann ebenso iiber >~ z; PX(x;) erklirt werden:
EX =% g PX(2), (PX(z) =0, falls z ¢ supp(P)).
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(v) Erwartungswerte (als mogliche Kenngrofien) dienen dem Vergleich von Vertei-
lungen (an Hand einige Kenngroen).

(7.3) (Beispiele:)
(i) Sei X ~ b(n,p):

BX =Y ke PY() = Yok (1) -
k=1

k=0
n(771)

k=1
n—1 n— 1
n-p'Z( . )pk-(l—l)("l)’“—n-p.
k=0 ,
=1, denn b?g—l,p)—Vert.
(i) Sei X ~po (N).
EX=> k-p (k):Zk-F e~
k=0 k=1
> Akfl
=X-e . =\
‘ E:w—n!
- k=1 /
1

(iii) Fortsetzung von (6.9) ,binary search*
ZV X z#hlt Schritte bis zum Abbruch des Verfahrens X (€2) € {1,...,n}.
Dort gesehen:

i=1 =1
- . n n+1
=y 27"y —=..=n-1

d.h., die erwartete Schrittzahl bis zum Abbruch des Algorithmus ist - fiir grofe
n - praktisch nur um Einen besser als im worst case.
(— average case Analyse)
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(iv) ZV X mit Verteilung P*
Tréiger: N; P~ (n) =const- 25
(Zzo:l = %2, also const = - )
= EX =3 n-const- 5 = oo.
(v) ZV X mit Verteilung P¥.
Trager: {;,1 € N;a; = (—1)" }
und PX (1) = &, (2, 4 = 1).

219

Dann: _

E(max(X,0)) = Y%, £ 4 = o0,

E(min(X,0)) = = ¥, 3 - i = —o0,

d.h., Erwartungswert von X unter P existiert nicht.
Aber:

Yoy wiPY (x5) = 322, (-1)' § = —n(2)

héngt von der Summationsreihenfolge ab (nicht absolut konvergent).
(vi) Sei X = I4. Dann

Ely =) Ia(w)-Plw)=> Pw)=

weN w€eA

Fiir ZV’en mit Werten in Ny gibt es andere Berechnungsmoglichkeiten fiir den Erwar-
tungswert. Dazu zunéchst:

(7.4) Lemma:
(an)ney Folge aus RT, b, := 77
Dann gilt: Y2 b, => 7 n-ay.
Beweis:

Clj.

LFall: > n-a, < o0

Zn n = ZZ "da abs. konv. Zzan Zlbj'
i

n=1 j=1 7j=1 n=j

b;

2.Fall: > n-a, =00
Also VN > 0 dky € IN mit Z,’z:ln-an > N Vk > k.
Fiir solche k gilt:

k k n k k koo 0o
D SUTTES SUA B 3) YIS 9) I 1)
n=1 n=1 7j=1

=1 n=j =1 n=j J=1

bj

dh, Y% b, > NYN > 0= Y2 b, = cc.
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(7.5) Korollar:
Seien (€2, P(2), P) ein diskreter WR und X : Q — IN.
Dann gilt:

EX = Zn PX(n ZPX n, o) :iP(XZn)
n=1

Zusatz: P(X >n)=P(X>n—-1)=1-PX>n—-1)=1-F¥(n-1),
d.h., Verteilungsfunktion als Ausgangspunkt zur Ereigniswertbildung.

Beweis:
direkt aus (7.4) mit a,, := P*(n),n € N und b, = PX([n, c0)).

(7.6) Beispiel:
Miinzwurf: Kopf mit Wahrscheinlichkeit p € (0, 1), n-fache, unabh. Wdh.
ZV X beschreibt Wartezeit bis zum ersten Auftreten von Kopf.
Dann:
Wahrscheinlichkeit, dass Kopf zum ersten Mal im n-ten Versuch auftritt:
PX(n)=p-(1-p)"", nen.
Bezeichnung:
geometrische Verteilung

EX:iP(XZn ii :iip(l—

n=1

=p> (1

Mg
—
S

T
(]
—

|

i

|

=
Il
i
3
I
—

Nun betrachten wir Ereigniswerte bei Abbildungen von ZV’en.

(7.7) Satz:
Seien (2, P(2), P) ein diskreter WR, X : Q — RF ein Zufallsvektor und f : RF — R
eine messbare Abbildung. Ferner ex. der Ereigniswert der ZV f o X. Dann:

E(foX)= Z( foX)(w)- P(w) (hier Kenntnis des Grundraums erforderlich)

weN

S_o ZfoOX Z F(t) = Epx(f)) (hier nicht)

teR”

= 3w = S aPa (7 (@) = 3 e PY(S = X))

Beweis:

zeR zeR zeR
> v ), P@=3 3. fOPT®) =3 @)
zeR  te{f=X} zeR te{f=X} teRF

Nun zu Eigenschaften von Ereigniswerten.
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(7.8) Lemma:
Seien X,Y ZV’en mit endlichen Ereigniswerten, a € R.

() Bo) =

(i) E(aX ) X (Skalaritét)

(i) E(JX + Y]) < E|X|+ E|Y]| (A-Ungleichung)
) E(
)

S I R

(iv) E(X +Y)=EX + EY

(v) X <Y = EX < EY (Ordnungserhaltung)
speziel: Y > 0= FEY >0, EX < E|X|

(vi) E|X|=0& P(X #0)=0
Beweis:

(i) Fa=) cqa-Plw)=a-) oPw =a-1=a
(i) E(aX) =3 cqaX(w) -Plw)=a-) qX(Ww) Plw)=a-EX
(i) EIX +Y] =3 o |X(w)+Y(w)|P(w)

< 2wea(X (W) + Y (w)) P(w)

= 2wen [ X (W)[PW) + 3 eq Y (W) P(w)

=E(X)+ E(Y)
(iv)
(v)
(vi) BIX[ =052 o [XWI[PW) =0

50 Ve, also— et

& X (w)|P(w) =0 VYw e Q

& X(w) - Plw —OVwGQ

< P(X #0) =

<<

(7.9) Lemma:

Seien (X;)ier ZV'en mit endlich vielen Ereigniswerten. Dann:
(i) E(supse; Xi) = sup;e; EX;
(11) E(infiel Xz) S il’lfiej EXz

Beweis:

(i) Fiir festes ig € I:
E(sup; X;) =Y (sup; Xi(w))P(w) > > Xiy(w) - P(w) = EX,.
Da iy beliebig, gilt Bezeichung auch fiir sup.

(ii) Analog oder mit sup; X; = inf;(—X;).

P(X=Fk)=p-(1-p) ' keN pe(01).
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(7.10)

(7.11)

(7.12)

(7.13)

Satz (Multiplikationssatz):

X, Y unabhingig und F|X| < oo, E|Y| < 0.
Dann F(X -Y) <oound E(X -Y)=FEX-EY.
Beweis:

Seien {x;,7 € N} der Triger von X und

{yi,i € N} der Tréger von Y.

EX-EY = (Z IiPX(xi)) : (Z yiPY(yﬁ) abs.;onv. ZZ%%PX(%)-PY(%)

enabh, 2o 2% v P i) (i) Y 2P (2)=E(X-Y)

i=1 j=1 R
(%) Satz (7.7) mit f: R*> = R, f(z,y) = z - y angewendet auf Vektor (X,Y).

Satz / Definition:
Seien X,Y ZV’en und c € R, k € IN:

(i) E(X=c)%), (f(z) = (X —c)*in (7.7)), heifit k-tes Moment von X um c (unter
P) (nichtzentrales Moment, falls ¢ = 0 (zentrales) Moment).

(i) E((X — EX)?), (c=EX, k=2 1in (i)), heiit Varianz (Streuung) von X;
Bez.: Var X.

(iii) E(X — EX)(Y — EY)) heifit Kovarianz von X und Y
Bez.: Cov(X,Y).

Jetzt zu Ungleichungen fiir Erwartungswerte (Momente).

Satz: (Jensen’sche Ungleichung)
Seien X eine ZV, f: R — R eine konvexe Funktion, so dass E(f o X) und EX ex.
Dann gilt:

E(f o X) = f(EX).

Beweis:
siehe Literatur

Korollar:
Seien X, Y reellwertige ZV.

() 0 < |X[< Y], B]Y]| < o0
= FEX, F|X| < oo (folgt direkt aus (7.8)).
(i) EX* < oo fir ein k € N = EX' < 00 VI < k.

(iii) EX? < 0o = E((X +a)?) < oo Va € R (inbesondere Var X < 00).
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(7.14) Korollar (Ungleichung von Lyapunoff):
X reellw. ZV, E(|X|") < oo fiir ein r € (0, 00).
Dann ex. auch E(]X|*) V0 < s < r und es gilt:
(BUXI)} > (B(X])*.
Beweis:
| X]* <|X|"+ 1= Ex. von E(|X[%).
Rest mit (7.12): f(z) = |X|* und | X%, also:
E(X]") = E((X]7):) = (B(X])-.

(7.15) Lemma (Eigenschaften der Varianz):
Sei Var X < oo.

(i) Var (aX +0b) = a* Var X Va,b € R.
(i) Var X = EX? — (EX)2.

(iil) Var X =0 & P(X # EX) = 0.

(iv)
Beweis:

(i) V;

Var X = min,.g E((X — a)?).

ar(X) =3 (@i — p)? P (), (M = EX)
Zoi P PY (i) = 2p s 4P Hai) +
EX? _2(EX) + (EX) = EX? — (EX)
(aX +b) = E[(aX +b— E(aX +))?
[(aX +b—aEX —b)?]
(a*(X — EX)?)
2B(X = EX))
- Var X.
(i) Var X =0 Y, (z; — pw)*PX(z;) =0
& x; — p =0 Vi mit PX(x;) #0.
(iv) E((X —a)®) = BE(X = p+p—a)?)
B(X — p)? +2(p — a) B(X — p) +(n — a)?
———’ —_——

(i)

||<

ar
E
E
a
a?

Var X 0
=Var X + (u—a)? > Var X
mit ,=“ & pu = a,

d.h., EX minimiert die mittlere quadratische Abweichung von X zu a.
(7.16) (Beispiele:)

(i) X ~b(n,p) = Var X =n-p(l —p).

(i) X ~po (A) = Var X = A= EX,
siehe Ubung.

(7.17) Bezeichnung:
Eine ZV X mit £X = 0 und Var X = 1 heifit standardisiert.
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Weiterhin:
Sei ZV' Y gegeben mit EY = p (< o0) und 0 <Var Y =: o2
Dann:
X = X=EY Y-t orfiillt EX = 0 und VarX = 1.
(VarY)2 a

Dieser Vorgang heifit Standardisierung.
Vorteil: Tabellierung.

(7.18) Satz:
Seien X, Y ZV’en mit VarX, VarY < oco. Dann gilt:
Var(X +Y) =Var(X)+Var(Y) + 2Cov(X,Y),
(wobei Cov(X,Y)=E(X - EX)(Y —EY))=EX-Y)—-EX)E(Y),
dann Cov(X,Y)=E(X - Y — XEY —YEX + EXEY)
= FE(XY)—-EXEY — EYEX + EXEY).
Beweis:
(Wegen | X - Y| < # ist E(X-Y)<oo= E(X+Y)?ex.)
Var(X +Y)=E(X +Y — EX — EY)?)
— BI(X = EX)+ (Y — EY))?
=Var(X)+Var(Y) + 2Cov(X,Y).
Bemerkung:
Varianzoperator nicht linear.
— Korrekturterm Cov(X,Y).
Maf fiir den linearen Zusammenhang von X und Y.

(7.19) Korollar:
X1, ..., X, reellen ZV’en mit EX? < oo fiiri =1, ..., n.
Dann (vollstandige Induktion)

Var <i XZ-> = iVar(Xi) + Qi i Cov(X;,Y;).
i=1 i=1 i=1 j=i+1

(7.20) (Cauchy-Schwarz-Ungleichung:)
ZV'en X,Y mit EX? EY? < co. Dann:

(BE(X-Y))?> < EX* EY?

wobei ,=“ < Ja € R mit P(aX = Y) = 1 mit Wahrscheinlichkeit 1 Vielfache
voneinander.

Beweis:

0<E(X+aY)?=EX?+2aE(XY)+ a*EY? =: h(a) hat Minimum in

a* = —Egég), falls EY? > 0

2 2
= h(a*) = EX? — 2EETDE | BUDE > o,
Falls EY2=0= P(Y =0)=1= E(X-Y) = 0.
Dabei ,—=* < E(X +aY)2 =0« P(X +aY =0) = 1.

(7.21) Eigenschaften der Kovarianz:
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i) Cov(X,Y)=E(X-Y)—EX-EY.
ii) Cov(X, X) =Var(X).
iii) Cov(X,Y) =Cov(Y, X).
(iv) Cov(aX +0,Y) =a Cov(X,Y).
(v) (Cov(X,Y))? <Var(X)-Var(Y).
i)

(vi) X,Y unabh. = Cov(X,Y) =0.

(ii) aus Definition.

1)
)
(iii) aus Definition.
(iv) aus Definition.
)

(v) mit Cauchy-Schwarz
Cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY)) < (Var(X)-Var(Y))z.
(vi) Cov(X,Y) = E(XY) - EX - EY =0,
denn Multiplikationsansatz: E(XY) = EX - EY.
(7.22) Bemerkung:

(i) Die Kovarianz ist eine symmetrische Bilinearform.

(ii) aus (7.21) (iv) folgt:

X,Y unabh. = Var(X +Y) =Var X+Var Y.
(iii) X,Y heifilen unkorreliert, falls Cov(X,Y) = 0.
(iv) Korr(X,Y) = — X)) 11 1]

) ) (Var(X)-Var(Y ))?
heifit Korrelationskoeffizient.

Graphisch:
(2 ={1,...,n} Laplace-Verteilung.
(X(w),Y(w)) als Punkte der Ebene.

Korr{ X, Y) nahe bei 1 Korr{ X, Y') nahe bai —1 Korr( X, Y) nalw hei 0
Y ¥ Y
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Anwendung zu (ii):
Xi, ..., X, stoch. unabhéngig, id. verteilt

1
= Var (— E X;)
n-
=1
arithm. Mittel aus Stichprobe vom Umfang n

1 & 1
= ﬁ ZV&I’(XZ) = 5 . Var(Xl).
i=1

(7.23) Bemerkung:
Aus Unkorreliertheit folgt i.a. nicht die Unabhéngigkeit.
Seien Q = {1,2,3}, P(w) = 3, w € Q.
X,Y ZVen mit X(1) =1, X(2) =0, X3)=-1,Y(1)=Y(3)=1,Y(2) =0.
= gemeinsame WV.
PEVI(((L1}) = P({1}) = }
PEN({(0,0)}) = P({2}) = L
PEN({(~1,1)}) = P({3}) =
mit Randverteilung:
PX=-1)=P(X=0=P(X=1)=1
PY=0)=3 PY=1)=2
und
PYY({—1}) = PAY{(-1,1)}) = 3
PYY({0}) = P({2}) = 3
PXY({1}) = P({1}) = 3
= EX =3(-140+1)=0,EY =0-:+1-2=2
E(X-Y)=3(-1+0+1)=0,dh,
E(X -Y)=EX - FEY, dies bedeutet X,Y sind unkorreliert, aber nicht stoch. un-
abhéngig.
PX=1Y=1)=3#1-2=P(X=1)P(Y =1).

-3 3

1
3

94



Einf. in d. Stochastik f. Inf. 2.8 Das schwache Gesetz grofier Zahlen

2.8 Das schwache Gesetz grofler Zahlen

X1, ..., X, stoch. unabhéngig, identisch verteilt.

so. BE(AY ! X)) =150 EX; =" =y

(Bez.: EX; = u, Var X; = 0?)

Var(% > i1 Xi) = # Var(3o, X;) = # > i Var X; = %2 =%
— siehe Statistik.

Ziel:
arithmetisches Mittel von unabhéngigen Zufallsvariablen mit demselben Ereigniswert u
konvergiert gegen pu.

Zum Konvergenzbegrift:

punktweise Konvergenz:

fulx) =c— 2, 2,cER, N EN

= lim, o fu(z) = ¢ Yz € R.

Sei nun (X,,), Folge von ZV’en mit
P(X,=c¢)=1-%, P(X,=2¢)=3,n€eN, c#0,
hier keine punktweise Konvergenz, sondern
P(|Xn,—c|>e)=P(X,=2c) =5 - 0V0 <e <.
Bezeichnung:

X, konvergiert stoch. gegen c.

(8.1) Definition:

(i) Folge (X,,)n von ZV'en tiber (2,2, P) heifit stoch. konvergent gegen 0, falls

lim P(|X,| >¢)=0 Ve > 0.
Bezeichnung;:
P-lim,, ., X,, = 0. [Bindestrich, nicht Minus]

(i) (X, ), heifit stoch. konvergent gegen ¢ € R, bzw. gegen ZV X,
falls P-lim,, (X, — ¢) =0, bzw. P-lim,, (X, — X) = 0.
Bezeichnung;:

P-lim,, .., X,, = ¢, bzw. P-lim, ., X,, = X oder
X, e, bow. X, P X,

(8.2) Satz:
X, "X wd X, Y = PX=Y)=1
Beweis:
Sei € > 0 beliebig.
(X -Y|>e} € {| X\~ X|> 5} U{I X\~ Y| > 5}
X -X,+X,-Y|
(X (w)=Y(w)| >e = | X=X, +|X,, Y| >e = | X-X,| > 5 oder | X,, Y| > 5})
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PUIX =Y| >} < PUIX, = X| > SH+PUIX. - Y] > 2))

VvV TV
—0 fiir n—oo —0 fiir n—oo

= P{|X-Y|>¢})=0Ve>0hat A:={X =Y},
AC =2 {IX = Y| > 1}, P(A%) = P(UZ, ) <
Yo PUX =Y} > 2} =0

P(A9) =0= P(A) =1.

(8.3) Satz:

i) X,"X, v, PV, g: R xR stetig.
= 9(Xa, Ya) Dg(XY).

(i) X, — X (punktweise Konvergenz, d.h., X (w) = lim,, o X, (w) Yw € Q.
= X, " X.

Fiir den Nachweis der stochastischen Konvergenz sind Ungleichungen fiir Wahr-
scheinlichkeiten niitzlich.
Beweis:

g( X)) = > g(xNP¥(X

zeR
= > g(XNPXX)+ ) g(X)PY(X
|X|>e |X|<e
= > g(X))P¥(X (6) Y PY(X
| X|>e | X |>e

P(|X[=¢)

(8.5) Bemerkung:
Spezialfiille von (8.4).

(i) g(t) ==tk k>0,t>0.
P(X|>¢) < 250
Abschétzung gegen absoluten Moment der Ordnung k.
(ii) g(t) = t* Anwendung auf Y := X — FX
P(|X — EX| > ¢) < ¥2X Tschebyscheff-Ungleichung
(iii) gi(x) =€, t>0,2>0
P(X[>¢) = Eetlx‘
(iv) Beweis von (8.4) ohne Riickgriff auf diskrete WR.

sei V() = { g1 BRI = e
=Y < g(X]) = E(g(|X])) = EY = g(e) P(|X] = ¢).
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(8.6) Satz (eine Version vom schwachen Gesetz grofier Zahlen):
Seien (X;),cv paarweise unkorrelierte ZV’en
mit £X; = p Vi € N und Var(X;) < u < oo Vi € IN.
Dann gilt:
PILY L, X —pl >e) < 745 — 0, dh,
P-lim,, % S X =
D.h., das arithmetische Mittel von Einzelversuchen (— beschrieben durch X7, Xs, ...)
konvergiert stoch. gegen den (unbekannten) Erwartungswert D.
Beweis:
mit Tschebyscheff
BE(; Y Xi) =3 3 EXi =,
Var(% > i1 Xi) = # > iy Var X;

. 1
PR Xi—plze) < — > Var Xi <l
=1

£2

Beispiel:

Arithmetisches Mittel der Schéitzung fiir den EW

— héufiges Wiirfeln: X; = {1 : falls 6 fallt, 0 : sonst}.
Aussage:

relative Haufigkeit fiir das Wiirfeln einer 6 konvergiert stoch.
gegen den Erwartungswert %.

(8.7) (Beispiel:)
diskreter WR (Q,%, P), A€ Q, P(Q) =p
0 < p < 1 n-fache unabhéngige Wdh. des Zufallsexp.
— Produktraum.
»,A;=A tritt beim i-ten Versuch auf“
Seien X; = I4,, 1 < i < n, stoch. unabhéngige, ident. Verteilung.
= FEX; = P(A4;) =p, Var X; = p(1 — p) (b(1,p)—Verteilung).
= P-lim,,_ % Yo, Xi=p.
D.h., falls p unbekannt, dann ist das arithmetische Mittel % >~ X ein ,grober Schétzer®
fiir diesen Parameter (= 37" | X; ist die rel. Haufigkeit von A bei n Versuchen).

(8.8) (Beispiel:)
evtl. gefalschte Miinzte
— Qualitatskontrolle, Stichprobe vom Umfang n.
Wie oft werfen (wieviele Bauteile iiberpriifen), damit p = Wahrscheinlichkeit fiir
Zahl mit einer Sicherheitswahrscheinlichkeit von > 0,95 auf 0,01 genau berechnet
werden kann?
Mit (8.7) X; = I Zahl im i-ten Versuch, EX = p, p unbekannt.
= (Xi);ev ZV’en unabhingig, id. verteilt ~ b(1, p)
= P10, X —p| 2 0,01) < 20 < i
f(z)=2(1 —x), x = (0,1), Max. fiir f7
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1 _ 20-10000 _
=N 2 [501%008 = 4 = 50000.

grobe Abschétzung, d.h., n sehr grof — ex. bessere.

Ich werde nach diesem 8. Kap. eine Pause einlegen, da ich in drei Wochen eine Schein-
klausur zu schreiben habe und noch an meinem Proseminar arbeiten muss.

Ich habe aber vor, dann spéter (natiirlich noch vor der Klausur), das Skript zu Ende zu
fithren, sofern dies erforderlich ist. Der Professor deutete an, dass samtliche Inhalte der
Vorlesung im Internet verfiighar sein werden.
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