Musterlosung 1. Ubung

14. Mai 2003

Aufgabe 1
a)

Q:{(wl,...,wm)‘wie{l,...,n}V1§i§m} n,m €N
w; = j < i-ter Druckauftrag wird von Drucker j bearbeitet.

€ =n™
A:{(wl,...,wm)GQ‘wlzl}
also: |A| = n™!
A nm b1
PA = — = = —
(4) |2 nm n
b)

B:{(wl,...,wm)eﬂ’wi;«éIViE{l,...7m}}
1B = (n— 1)

—-1)m "
P(B)u<1—>

nm n

c) Sein=m
C:{(wl,...,wn)eﬂ’3i,j€{17...,n}miti7éj,wi:wjundwi;«ékak;ﬁi,j}
T LT £ TS L N
ICl=n-(n—-1) <2> (n—2)! =nl 9 5" (n—1)-n!

n(n —1)n!

o=

P(C) =

nn



Aufgabe 2

Ohne Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfolge werden n = 7 Kugeln aus
N =70 Kugeln gezogen.

Q=0 ={(w,...,wr) €707 |w; #w; Vi#j1<ij<T7}
700 70!

927__
it (7T0—7)! ~ 63!

a) A=Eswird 7777777 gezogen.

7!
P(A) = — ~83-1071°

~1,4-1077

a) C = Es wird 335 2 3 2 4 gezogen.
7-6-7-7-5-6-7

P(0) = T ~72-1078
63!
Aufgabe 3
a)
|[P(A) — P(B)| = |[P(ANQ) — P(BN Q)|

(

= |P(AN (B UB))— P(BN (A° U A))|

= |P((ANBY)U(ANB)) — P(BNA®)U (BN A))|

= |P(ANB) + P(ANB) — P(BN A°) — P(BN A)|
(

=|P(ANBY) — P(Bn AY)| < P(ANB®) + P(A° N B)
la—b|<|a|+]|b]

b) Losungsweg mit der Bonferroni Ungleichung:

P (ﬂ Ai> =1-P (U A?) mit Bonferroni folgt
i=1 i=1

1= 30 PUAS) = 1- 301 - P(A)

i=1 i=1

Z —(n—-1)

i=1



Aufgabe 4

a) Zeige: P(A®) =1 — P(A)
((2), (1), (429) beziehen sich auf Def. 2.10)

12 p) = P(AUA%) © p(4) + P(AC)
& P(AY) =1-P(A)

d) Zeige: P(B) — P(A) = P(B\ A) fir AC B

P(B) = P(AUB\4) @ pa) + P(B\ A)

b) Zeige: P(AUB) = P(A) + P(B) — P(AN B)
P(AUB) = P(AUB\ A) = P(A) + P(B\ A)
— P(A) + P(B\ (AN B)) Y P(4) + P(B) - P(AN B)

c) Zeige: P(A) < P(B) fir AC B

P(B\4)Q p(B) — P(4) >0
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Aufgabe 5

a) A; < Drucker i (1 <i < n) bekommt keinen Auftrag
(n—1™

(n—k)"
nm
fiir 7;, mit 1 < j <k,1 <7; < n,i; paarweise verschieden

P(Ay, NAy,N...NA;) =

b) A NAS N...NAS <« Jeder Drucker erhiilt mindestens einen Auftrag
PASNASN..NAS)=1-P (A UAU...UA,)
n n 7
j+1 _
P(A1UAU...U (U ) SlebformelZ )7 > P<ﬂ A”>

1 1<ip<...<i;<n I=

S A

S
~——
:

P(ASNnASN..nAS) =1~ i(q)kﬂ (Z) (n=k)™ _ i(fl)k (Z) (n—k)™

c) B < k Drucker bekommen keinen Auftrag
= n — k Drucker bekommen mindestens einen Auftrag
Es gibt ( ) Moglichkeiten k& Drucker zu wéhlen, die keinen Auftrag erhalten.

(1) (Z) (17 (155 ™ ) (=

n’m

_ <Z> ’t:(l)j <n ; k> (k)"

<



Aufgabe 6
a)

Z . Ziel erreicht
A, B,C : Daten iiber Provider A, B, C' gesendet

P(Z|A) =095  P(A)=0.45
P(Z|B)=0.90 P(B)=0.30
P(Z|C)=0.92  P(C) =025

P(Z)=P(Z|A)P(A) + P(Z|B)P(B) + P(Z|C)P(C)
=0.95-0.454+0.9-0.340.92-0.25 = 0.9275

P(z°|B)P(B) _ (1 P(Z|B))P(B)

P(B|Z°) = PO B2 ~ 0.414
b)
P(A|Z) =04, P(Z|A) = z gesucht.
pigia) ~ PAIZ)P(Z) _ P(AZ) (P(Z|A)P(A) + P(Z|B)P(B) + P(Z|C)P(C))
A= ="py T P(4)
~0.4(0.45z + 0.5)
T 0.45
& (045 —0.4-0.45)2 = 0.5-0.4
& z~0.74
Aufgabe 7
a)
P(ANBNC)=P(ANBNC)P(C)+P(ANnBNC)P(CY)
= P(ANBNC)P(C)+ P(AN B|C)P(C)P(CY)
=P(ANBNC)P(C)+ P(AnB|C®)P(C)P(CY)
=P(ANBNC)P(C)+ P(ANBNCY)P(C)
= P(ANB)P(C)
= P(A)P(B)P(C)

b) Nein, A, B, C sind nicht notwending stoch. unabhéingig:
Sei A=C,0< P(C) <1, B=0. Dann ist

P(ANB|C) =0= P(ANB|CY)

P(ANB)=0= P(A)P(B)

aber P(ANC) = P(C) # P(C)*> = P(A)P(C)



Aufgabe 8

Zeige zunéchst b):

Sei Q = {w = (z1,22,23,...) | x; € {0,1},i € N} und

m = (my, ma,...,my) eine beliebige Sequenz der Lénge [ € N.

A, = {w e ‘ Tpyic1 =m; V1 <i< l} sei das Ergeinis, das die Sequenz m
ab dem n-ten Wurf f#llt.

Die Folge {A,,.; }nen ist eine stochastische unabhiingige Teilfolge von {A,, }nen.

Borel-Cantelli n—00

= Z P(A,) =0 = P (Hmsup An‘l) =1
n=1

Somit tritt m unendlich oft in der Teilfolge auf und somit auch in der Folge

{An}neN-
= m tritt mit Wahrscheinlichkeit 1 iiberhaupt in der Folge auf.

a) A(y sei das Ereignis, dass die Sequenz (m) € 9 auftritt. Die Menge alle
Sequenzen 91 ist abzéhlbar.

nach b) gilt P(A¢)) = 1.

A = Nneom Aem) sie das Ereignis, dass alle Sequenzen auftreten.

c
P(A)=1—P(A°)=1-P (ﬂ A(m)> 1P<U A(Cm)>

meM meM

>1- Y P(A(Cm))zl

meM
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Aufgabe 9

A; sei das Ereignis, dass Router ¢ intakt ist mit P(A;) = p;.
I sei das Ereignis, dass ein Verbindung moglich ist.
Aus
P(I) =P(I|A1) P(Ay) + P(I|AT)P(AY)
folgt mit
P(IlAl) = P(A3UA4) = 1—P((A3UA4)C) = 1—P(A§QA§) = 1—(1—p3)-(1—p4)

und

P(I|AY) =P((A2 N A3) U (A3 N Ag)) = P(Ay N A3) + P(As N A3) — P(As N A3 N Ay)
=p2p3 + P2pa — P2p3P4

das Ergebnis

P(I) = p1p3+p1pa—+pap3+p2ps — p1pap3 — P1P3Ps— P2P3Ps — P1P2Pa+P1P2P3P4

Aufgabe 10
|
. k n—k __ k o n—k
JLH;O< >pn (U =pa)™ " = i o e (=P
1 . npp\ npn\" -
=g (5F) (-5) 5o
—1 —1-A
— Ak

Bekannt ist, dass fiir f,(z) = (1 — %)n, x>0, gt fr(x) — e = f(z).

Aus fpo(z) — f(x) und z, — =z folgt jedoch im Allgemeinen nicht,



dass auch fp(z,) — f(z) gilt. Die Vermutung, dass lim, . (1 — %)n =
limy,— o0 frn(An) L e A, fiir A\, = np, — A gilt, ist somit zu zeigen:

VneN: f,(r)ist monoton fallend in x

f = lim f, ist stetig

A — A

n—oo

& Ve>0dng, sodassVn>ng: A—e< A, <A+e¢
. monoton fn()\ + 5) S fn()\n) S fn()\ - 5)
= fOA+e) < lim fr(An) < f(A—¢)
< i <
foter om0 fO) < lim fo(An) < F(A)
= fO) = lim f,(\,)

Somit gilt die Vermutung und auch die Aussage.

Aufgabe 11

a) X beschreibe die Anzahl der Sendungen eines Pakets und hat den Triiger
T =N.

Sei Z ~ Geo(p) mit Triager T/ = Ny, so gilt X =1+ Z.

Fiir die Zéahldichte von X gilt

fx(k)=PX(k)=P(X =k)=p(1-p)* ' VEkeN.

Die Ubertragung des Pakets wird:

1) nicht wiederholt: Z=0 = X =1 = P(X =1) =p,

2) 2 mal wiederholt: Z =2 = X =3 = P(X =3) =p(1—p)>.

Mit Wahrscheinlichkeit 0.99 sollen héchstens drei erneute Ubertragungen notig
sein. Gesuch wird ein p, so dass P(X < 4) = 0.99

- : 1= -p)
0.99=> p(l—p)* ' =p) (1-p)=p =1-(1-p)"
k=1 i=0 1-(1-p)
= p=1-v0.01 ~0.68

b) Triiger von Y: T ={1,2,...,10}

P(Y = k) = P(X =k) Vke{l,2,...,9}
T Yoo P(X =) , falls k = 10

8

P(Y:lO):iP(X:i):l XQ:P(X:i)zl—ZP(Z:j)

i=10 - 1 =0
—1-(1-(1-p°)=01-p)°

_pa=-pkt VEke{l,2,...,9
Jr (k) = {(1 —p)° , falls k = 10



c) X sei die Anzahl der Pakete, die mehrfach versendet werden miissen.

X ~ Bin(n,p’) mit n = 1000, p’ =1 —p=10"%

n ist groB, p’ klein = Gesetz seltener Ereignisse ist anwendbar, d.h. X ist
ndherungsweise Poisson-Verteilt mit Parameter A = 1000 - 10~* = 0.1. Sei
Y ~ Poi(0.1).

P(mehr als 3 Pakete mehrfach iibertragen) =P(X > 3)=1— P(X < 3)

~1—-P(Y <3)
3
0.1%
_ —-0.1 ~ 10-5
71726 T ~ 3.85- 10
k=0

Aufgabe 12

a) f(k) muss normiert sein:

L e , " /1 1
D J) = lim > ey JLH;OCZQ?)

k
keN k=1 k=1
n 1 n 1 n 1 n+1 1
= Jlim, (CZz > m) = Jim, (CZz > z)
k=1 k=1 k=1 k=2

c |
= lim (c— ):cil
n—o00 n+1

= ¢ =1 erfiillt die Normierungsbedingung.

f(k) >0 fur alle k € N.

Somit ist durch f(k) fiir ¢ = 1 eine Z&hldichte gegeben.
b) Sei d > 0:

1. F(z) ist monoton & 0<cz? <1Vz€[0,d) & cd*><lundc>0
& 0<c< 5

2. limg ., oo =0, lim; oo =1
3. F muss rechtseitig stetig sein: {iberpriife x = 0 und = = d:

zzO:li%F(z):O:F(O)

x:d:ligle(m):l:F(d)

= F(z) ist Verteilungfunktion fiir d > 0, ¢ € [0, 75].
Fiir d = 0 ist F'(x) = ljg oc)(2) Verteilungsfunktion V ¢ € R



Fir

0, x <0,
F(z) = {ca? 0<z<d,
1, d<uz?

gilt lim, 4 F(x) = 1éF(d) =c-d* nur fir c= & und d > 0.

¢) F(z) = a arctan(x — ) +b ist monoton steigend und stetig, also insbesondere
rechtsseitig stetig.

. T ! _m
IEI?OOF(I)—U,—Q +b=0 & b= 5@
2 2 1
lim F(z):aEerél S a=—(1-b)=——-a & a=—
T=>00 2 ™ ™ 7T

F(z) ist Verteilungfunktion fiir a = L, b= % und ¢ € R.
d)

1+1
lim F(z) = lim 02+ 7 :g
Tr— 00 Tr—00 I_z

é1 = c=2

Aber fiir c=21ist z. B. F(1) >1 = F(z) ist keine Verteilungfunktion



Musterlosung 4. Ubung

30. Mai 2003

Aufgabe 13

X ~ Exp(A) mit A =0.01
F@) = A1 (g,00)
F(z) = P(X <a) = (1-e )1

a)

1
e
2.)  P(25 < X <300) = P(X < 300) — P(X < 25) = P(X <300) — P(X < 25)

= F(300) — F(25) =1 — e300 — 1 ¢ 2%

1.) P(X >100)=1-P(X <100) =1 — Fx(100) = ¢~ 190* =

_1 —
=e 4 —e 3

3) P(X<150)=1—¢"

wleo

b) Gesucht ist ein z, so dass P(X <z)=p=0,5

p=P(X <z)=Fx(z)=1—e
= l-p=e™®
= In(l-p) =-Xz

In(1 —
e _M = —100 In(1 — p) = 69,315



p=Pus < X <uz) =P(X <uz) — P(X <ul)=F(uz) — F(uy)
: p — e*)\ul _ e*AuQ
= ef)\ug — 67)\7“ —p
= —Adug=1In (eiMl —p)

1 —>\U1
= UQZ_XIH(G —p)

. 1 oy .

Suche min (_X In (e —p) —ul) =: 52172 f(uy)

0<uy

1 T
———e M -1 = -1>0
e~ —p z=e A1 T — P

fl(ur) =

Wenn die letzte Ungleichung gilt, dann ist f(x) monoton steigend. Damit ist
u1 = 0 die Lésung.
Zeige nun die letzte Ungleichung:

Beh:z —p<0= e <p, aber p=P(u; <z <wup) <e M = 4
= ax—p>0

Zeige nun: >1
r—=p
& rTZ>2rT—p
< 02>2-p
Somit ist f(u1) monoton steigend in uy. Mit uz(u; = 0) = —51In (e — p)

—+1In(1 — p) folgt das gesuchte Intervall

(0, %111(1 p)] .



Aufgabe 14
Es gelte P(X >z +y|X >2)=P(X >y) =

P¥((y,00)) = PX((z + y, 00)|(z,00))
PX((z +y,00) N (2,00))
PX((z,00))
_ PX(@+p,0)
PX((x,00))

= P¥((x +y,00)) = P¥((2,00)) - P*((y,0))
P¥((z,00)) =1 — P¥((—00,2]) =1 — Fx(z) =: Fx(x)
= Fx(z+y)=Fx(z) -Fx(y) Vazy€R, Fy stetig

Hirjeis Fx(x) =e* o € RAnnahme: o >0 = Fy streng monoton steigend
= Fx streng monoton fallend
a=0= Fx(z)=1 = Fx(x)=0Vz
= a <0, setze A\ := —«
= Fx(z)=1—¢ = X ~Exp()\)
Somit folgt, dass eine Zufallsvariable X mit gedéchnisloser, stetiger Verteilungs-
funktion exponential Verteilt ist

Aufgabe 15

Die Zufallsvariable L beschreibe die Lebensdauer eins Chips. L = 0 bedeutet,
der Chip ist von Anfang an defekt.
D sei das Ereignis, dass ein Chip, von Anfang an defekt ist.

P(D)=0.05 = P(D%) =095

L(z) sei fir £ > 0 das Ereignis, dass die Lebensdauer kleiner oder gleich z
ist. Nach Aufgabenstellung hat ein nicht defekter Chip eine exponential mit
Parameter A = 0.001 verteilte Lebensdauer, also ist

P(L(z)|D°) = P(L < 2|D°) =1 — e

fir x > 0.
Der Satz von der totalen Wkt. liefert fiir x > 0

P(L < z) = P(L(z)) = P(L(2)|D)P(D)+P(L(z)|D)P(D) = 0.05+(1 — e~**) 0.95
Somit ergibt sich die Verteilungsfunktion

0 z<0
F(z) =<0.05 x=0
0.05+0.95(1—e™) >0

Die Verteilung ist somit weder diskret (es gibt keinen abzéhlbaren Tréiger) noch
absolut stetig (nicht stetig in 0).



Aufgabe 16

a) X ~Bin(n,p) = fx(k) = (Z)pk(l —p)F

n

= gpk F=3 (Z)p’“ (1—p) "2

k=0
= <Z> (p2)*(1 =p)" ™ = (pz +1-p)"
k=0

b) X ~ T'(a, \)
Berechne die Laplace-Transformierte:

/000 e f(x)dx

T oA Aa7 s

sx e T dp — a (+5):cd
/6 —F(Q)ZC e X F(a) X e i
0 0

L(s)

Substituiere: + )
A A o
= dy = ————— a-le=y g
F( o ()\+S) )\Jrs Y (A—i—s)al"(a)/o yooe
| S ——
I'(a)

B (AL)Q
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Aufgabe 17

Damit durch f,,,(7,y) die Dichte eines Zufallsvektors beschrieben wird, muss
f normiert sein:

1 xr
/ / fea (@) dyda?—/ / cxydydx—/ [§cmy2] dx
0
—/ —23 dr = {cxﬂl—f
) 8T o 8

= ¢ = 8. Da auch f, ) (z,y) > 0V 2,y € R2, ist durch f die Dichte eines
Zufallsvektors gegeben.

Bestimme die Randdichten:

:[ faw) (@) dy0<y<m/0 8y Lo,y (z) dy = 4a® Lo 1)(x)

/ few (@, y) d ;/ 8ay No,1y(y) do = (dy — 4y”) Ljo.11(y)
Y
(M):Aus 0<y<zund 0<z<lfolgt:y<z<1

Verteilungsfunktionen der Randverteilungen:

" . 0 x<0
:/ fu(t) dt:/ A Lyt dt=<at 0<a<1
—o00 0

1 x>1
y 0 Y=

Fy) = [ (1= %)t dt = {202~y 0y <
o 1 y>1



Verteilungsfunktion von (x,y):

z y min{l,z} pmin{u,y}
Flop(z,y) = / / S,y (0, v) dvdu = / / Suv dvdu
—o0 J —o0 0 0

0 r<0Vy<o0
1 z>1 ANy>1
=< gzt 0<z<1Ay>x
202 —yt z>1A0<y<1
? 0<zx<1ANO0Ly<=z

Seialso0 <z <1, 0<y<uz:

Yy u T y
Floy(z,y) :/ / 8uv dvdu+/ / Suv dvdu =
0 0 y 0

Yy T
:/ a3 du+/ duy? du = y* + 2y (2 — %)
0 Y
— 2222 — 4t

Sind X und Y stoch. unabh.?
4 4 4
L2V (3 2 (1) (2 (2) )=k (1) .5, (2
3'3 3 3 9 3 3 3
= X und Y sind nicht s.u..

Aufgabe 18

N ~ Poi(\) mit A\ =5
I ~N(=2,4)= P(I < z) = ¢(=£2)
N, I seien s.u.

a) Gesucht:
P(N <10,1<1,8) = P(N <10)P(I <1,8)
9 .
A 1,842
_ = Z . L
- % (55)
1=0
#(1.9)

Q

0,968 - 0,971 ~ 0,940



b) Gesucht:

3
P(N<3,N-I<1) = > P(N=kk-I1<1)

_ P<Nk,[§%)+P(NO)

= P(N=0)+P(N=1)-PI<1)+P(N=2)-P(I<1/2)
+P(N =3)-P(I<1/3)

~ 0,0067+0,0337-0,9332 40,0842 - 0,8944 + 0, 1404 - 0, 8770
0,237

Aufgabe 19

X sie Ankunftszeit von A : X ~ R[21;22]
Y sie Ankunftszeit von B : Y ~ R[20.5;22.5]
X,Y seien s.u.

1
f(z,y)(xay) = fz(w)fy(y) = 511[21;22} (30)]1[20.5;22.5] (v)
Die beiden Treffen sich, wenn Y < X + % AN X<Y+ %
S X-3<Y<X+1

1

1 1
P (X —3 <Y <X+ Z) = // 51[21;22] ()N [20.5:22.5) (v) dx dy

z—5<y<z+y

22 potioq 1 22 1 1
—dydx = - - — - = d
/21 / y W 2/21 (”4 (”” 2)) !
1 (3

3
S Ydr = 2
2/214m 8



Aufgabe 20

Zeige: Xl,,Xn s.u. = P(Xl :tl,...,Xn :tn) = H?:l ]D()(Z :tz)
Zeige dazu

Jj—1 n
P(Xy=t1,....X; =t;,X;11 <tj1,... Xn < tn) = [[ P =) [[ P(X: < 1),
i=1 i=j

fur j =1,...,n. Flir j = n ergibt sich die Beauptung.
Der Beweis erfolgt per Induktion (ObdA sei der Tréger T' = N).

TA: j =1, gilt nach Definition der stochastischen Unabhéngigkeit.
IS:j—j+1
P(Xy=t1,..., X; =tj, Xjy1 <tjs1,..., Xp < tp)
=P(X; =t1,..., X1 =t;1,X; <15, Xj1 <tjyr,..., X, < tn)
—P(Xy=t1,..., Xjo1=tji1, X;<tj—1 ,Xjy1 <tjy1,..., X, <tn)
N

& Xj<t; da T=No

j—1 n
YT Pxi=t) P(x; <t;) [[ P(Xi<t)
i=1 i=j+1
j—1 n
~JIPxi=t) P(x;<t;—1) ] P(Xi<t)
i=1 i=j+1
j—1 n
=[[Pxi=t) [] Pxi<t) (P(Xj <t;) - P(X; <t; — 1))
i=1 i=j+1 P (—1,)
J n
=[[r&xi=t) [[ Pxi<t)
i=1 i=j+1
= Beh.
Zeige noch die Gegenrichtung:
P(X) <ti,...,X, <t,) = > P(X1=s81,..., X, = s,)
si €Ty s < t;
1=1,...,n
= [[Pxi=s)= H > P(Xi=s:)
si<t; i1=1 =1 s5;<t;
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Aufgabe 21
X1 ~ Exp(\)

Xy ~ Exp(A2)
X7 und X5 seien s.u.

a) fix, xo) (@1, 2) = fx, (#1) fx,(22) = MAge M7 722221y (1) T o0y (22)

b)
i) Gesucht ist P(X; + X2 < 1) (Losung ohne Faltungsformel):
Sei Al 7é )\2
Fx,+x, (Z) = // )\1)\2€_>\111_>\2Z2]1[0700)(.1‘1) ]1[0700)(,%2) dxq dxs

0<z1+x2<2

z  rz—T2
:/ / )\1)\2€_>\1I1_>\2z2d1‘1 dCL‘Q
0 JO
= / AgeA2%2 (1 — e_’\l(z_“)) dzxs
0
— / (}\26—/\2Z2 _ AQG(/\l_)\Z)IQ_)\lZ) d.’L'Q
0

— 1 _ efAQZ _ )\ )\2)\ (e(Alf)\Q)Z _ 1) e*)\lz
1 — A2

1 ()\167/\22 — )\267/\12)

AL — A2
Fiir \; = A2 = A gilt nach VL: Fy, 1 x,(2) =1 —e™** — Xze™**
()\1€_>‘2 — )\2€_>‘1) , A 75 Ao
A= A2

—1-

1
1 - AL — Ao

= FX1+X2(1) = {1 M /\167)\1

)

ii) Gesucht ist P(max{X;, X2} <1)
P(max{X1,X2} <z)=P(X; <2z,X5<2z2) = P(X;<2)P(X2<2)

s.u.
= Fx, (z) Fx, (z) = (1 _ e—/\lz) (1 _ e—/\zz)
—1—e M e A2 + 67(/\1+/\2)z



Also: P(max{X1,Xs} <1)=1—eM —e 2 fe M2
ili) Gesucht ist P(min{X;, Xo} < 1)
Pmin{X;, X} <z)=1- Pmin{X1,Xo} >2)=1—P(X;1 > 2,X2 > 2)
=1—-P(X1>2z2) P(X2 > 2)

S.u.
=1—(1—Fx,(2)1 —Fx,(2) =1—e 2?7?22
— 1 _ 67(A1+A2)Z

Also: P(min{ X1, Xp} <1)=1—e 722

Aufgabe 22

{T, }nen sei die Folge der gemessenen Temperaturen, T; ~ N(400,9).
S =min{n €N | T, € (—o0,395] U (405,0) }

ist die Erste Eintrittszeit, des iiber-/unterschreitens der vorgegebenen Tempe-
raturspanne.

P(T; € (—00,395] N (405, 00)) = P(T; < 395) + P(T; > 405)

395 — 400 405 — 400
= P(T; §395)+1P(Ti§405)<1><T> +1<I><T)

-5 5 5
—d(—]+1-®(=)=2-2d(=)~0.
(5)+1-0(5) 220 (5) moom

Es gilt P(S =k) = (1 —p)*p, mit p = P(T; € (—oc, 395] U (405, c0))

10
= P(S>10)=1-P(S<10)=1-Y (1-p)*'p=(1-p)'" =~ 0364
k=1



Aufgabe 23
a)
X ~R(0,1) = fx(t) =1

T(z) =

2
e, ze€(0,1
or (0,1)

Y = T(X) ist nicht standardnormalverteilt, da T'( (0,1) ) = <

3
)
m\.
N
51§
N———

T ist injektiv und stetig differenzierbar auf (0,1), T~ '(y) = {/—log (

T 2
d (x):—\/jxe_zz#o V>0
dx T

= Transformationssatz anwendbar:

fx (T7(y))
fy(y) = Lp0,1))(¥)
det (%)’T*l(y)} o
px (1o (var ) )
= 1 11 (y)
2 2 (\/ﬁﬂ’\/ﬂ)
™ re r=— log(m y)

1
= 1 1 1
2y\/—10g(\/2ﬂ' y) (MEﬁ)(y)

b) X = (X1, X2) sei gleichverteilt auf @Q = (0,1)? mit Dichte
fx(z1,22) = Lg(x1, 22)

T(x1,22) = (\/ —2Inz sin(27xa), v/ —21nxy Cos(27r:1:2))
det <8Ti ) 7\;%2 27/ —21Inw; cos(2mxa)

0z % —2my/—21Inz; sin(27xs)
2 2 2

= ~—sin?(2mxs) + — cos?(2mxs) = = Va1 €(0,1)
X1 X1 X1

T ist injektiv und stetig differenzierbar.
Berechne nun 7 !:

y12 = —21Inz; sin’®(27xs) (1)

Yo = —2Inx; c082(27m:2) (2)
(1) +(2) Y12 4+ y2? = —2In g sin?(27z2) — 21Inzy cos?(2mas) = —2Ina;
= 1 = e~ 3 (1 +y2?)



22 = g(y1, y2) wird hier nicht benotigt.
Die Anwendung des Transformationssatzes liefert:

fx (Tﬁl(yl,yz))

JyWi,y2) = Lrg) (Y1, y2)
det (%)
*i (z1,22)=T~1(y1,y2)
1

= Ig2(y1, y2)
P
T |y e 3 W12 Hu2?)
1 1 2 2

- —3(y17+y27)
27r6

_ 1 e_%ylz. 1 6_5922
Vo Vo

Dies ist das Produkt der Dichten zweier s.u. N(0, 1)-verteilter Zufallsvariablen.

Aufgabe 24

a) Sei M = {(z1,z2) € R? } 1%+ 32 <1}
Die gemeinsame Dichte von (X1, X») ist somit f(x, x,)(z1,72) = %]11\/[($1,SC2)
Nach der Faltungsformel gilt fiir die Dichte von Y = X7 + Xo:

) =2 [ Aty - a

Lp(t,y —t) # 0 nur fiir
+y—-1?r<1
s Pyt -2ay+tt <1

1
& t2—ty+§(y2—1)§0

y ., Jyv 1 y  Jyr 1
t< 3 — -1 t>2 4] (2 -1 o<y <D
Gotso T W=l A t2g TR A —V2<y<V2
= frly)=— — Ldt 1 5.05(0) = =5~ T vsug )

b)
X ~Exp(A), Y ~R(0,1), X,Y s.u.
Nach der Faltungsformel gilt:

fXer(Z) = /_ fX (t) fy(z — t) dt = /_ )\ 6_/\t ]1[0700) (t)]l[O,l] (2: — t) dt

= Ne M dt Tig ooy (2) = —e M 110.00)(2)
/max{O,z—l} [0,00) ’max{O,zfl} [0,00)

0, z2<0
=<1 —e M, 0<z<1
e~ Mz—1) e_’\z, z>1
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Aufgabe 25

N(s) : Anzahl der Programme, die bis zur Zeit t+s abgearbeitet sein kénnen
N(s)=max{neN : Y X, <s}mit X; ~Exp(2),i.1.d.,ieN.
N(s) ist PP(2).

N(s) ~ Poi(2s) mit s =6 (6 Stunden).

Gesucht ist ein n € N; so dass

0.95 < P(N(G e 12 Z 12z 12 Z 19t

n—1 121
—12
= e -io 7 < 0.05

Suche nun das gréfite n, das diese Bedingung erfiillt:
° 120
— . —12 i
n=7: ey -~ =0.0458 < 0.05
i=0

7 .
12¢
n=8 : e 12 § — = 0.0895 > 0.05
7.
1=0

Also diirfen maximal n = 7 Jobs vorhanden sein, damit diese mit Wkt. 0.95
nach 6 Stunden abgearbeitet sind.

Aufgabe 26

Die Zwischenankunftszeiten Z; sind Erl(2, \)-verteilt. Definiere Zufallsvariablen

= Z;=Xo+ X291, 1€N



N(t) £ Anzahl der ankommenden Jobs.

N(t)max{nGNo | iZZ- §t}

=1

= max {n € Np | Z(Xzi + X3i—1) < t}

i=1
2n
= max n€N0|ZXj§t
j=1
Definiere M (t) = max {m €N [ Y7L, X; < t} ~ Poi(At).

Es gilt N(t) = {%@J Gesucht:

Pt 1= 1 (|0 i) < p (M0 ) p (MO )

)\t)% 3 ()\t)2k+1
— P(M(t) = 2k) + POM(t) = 2k + 1) = e At
(M(t)=2k)+P(M(t)=2k+1)=c¢ oh! +e 2k 1)
Fir\=t=1:
e k=0:P(N(t)=0)=e¢'(1 +1)=2c"1%0.736
o k=2: P(N(t)=2)=e¢ (57 + 135) = 193¢ ' ~0.018
o k=4:P(N(t)=4)=e (g +3)~1.01-107°
Aufgabe 27
X ~ Poi(\),A >0
Y ~ Bin(1,p),0 <p<1
X und Y s.u.
Verteilung von X +Y (Nutze Lemma 5.11) :
k A)‘k N )\k—l
k>0: P(X+Y=k=> fx(i) fr(k—1i) =e o (l-p)+e” N
=0 #£0 fiir i=k und i=k—1
)\k
k=0 : P(X+Y:0):P(X:O)P(Y:O):e—kgufp):e—kufp)

Verteilung von X —Y :

P(X—Y:k:):P(U{sz:—&—i}ﬁ{Yzi})
=0
PX=kY=0+PX=k+1,Y=1)

k>-—1:
=P X=kKkPY=0+PX=k+1)PY =1)
B )\k B )\kJrl
=e ’\E(l—P)‘i‘@ A P



Aufgabe 28

X ~ Ezp(N\), Y ~ R(0,1)
X,Ysu,z2=%

fz(z) = /th(zt)fy(t)dt:/t)\e_’\tht
0 0
1
= A / t e Mtat
~ ——
0 u v’/

1 1 1
- A|l-= —Az o —Az
R0 T et }
1
- - - 1 - —Az
Az2 ( +)\z) ¢
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Aufgabe 29
a)

i) Die Konstanten a und b kénnen iiber die folgenden beiden Bedingungen be-

stimmt werden:

f(x) ist Dichte = / flx)de =1

E(X)=0,1= /xf(x)dx
Somit ergibt sich:
o'} 1 1
4 a5 b
x- flz)de = xa + baxdr = |2 + —x
2 57,
—00 -1

o} 1 1
/f(a:)da: = /a+bx3dm= [ax—i—%x‘l}
—1
—00 -1

— 2 =1

f(z) >0 Vaz= f(z) =41 + $2? ist Dichte

IN
8
IN

ii) Fx(x) = 0V 2 < =1 und Fx(z) = 1V z > 1. Fir -1



gilt:

Fx(z) = /(%—i—its)ﬂ[l”dt—/——%zﬁdt
0o -1
= Ft+it4r Sl Lt L
2 16 L 2 2 16 16
Ll 17
16 2 16

iii)

P(—0,5< X <0,5) = P(X <0,5) — P(X <—0,5) =

D=

b) E(X)=1 , f(x)=0 Vz>1
X einpunkt-verteilt in 1 ; Widerspruch zu abs.-stetiger ZV

alternativ: b= 2 = f(z) <0 Vx<—</g

Aufgabe 30

X,Y ~R(0,1), s.u.
a) Z =max{X,Y}

Fz(2)=P(Z<2)=P(X<2Y<z)=P(X <2)PY <2z)
0, z2<0
=P(X<z)?=<{22 0<z<1
1, 1<z

b) f2(2) = fmax{x,v}(2) = 22 I 11(2)

E(Z)Z/OO z2fz(2) dz:/()1222 dz:%

Aufgabe 31
a)
Berechne erwarteten Inhalt F(L; - Lo) mit L1 ~ R(0,¢) und Ly = ¢ — L.
B(Li-La) =E(Li- (= L) = [ &= 0)fu, (@) da)
Y, 1 22 23 L 02
_ N N A |
/O(Ex x%)=dx €(€2 3)0 5




Berechne den erwarteten Umfang:

E(2L1 4 2Ly) = E(2- (L1 + £ — Ly)) = B(20) = 2¢
b)
A ~R(0,1) und B ergibt sich aus A, da gilt A2+ B? =12, alsoist B = /1 — A2.
Fiir die Fliache des Dreiecks gilt F' = éB = 14V1— A% Also

1 <1
E(F)=F (§A 1- A2) = / 32V 1 — 221 1) (x)dz

1 S|
= —z\1—22de = ——v/u du
0 2 u=1l—=x 1 4
12 5" 1
= — . —u?2 — —
13,76

Fiir den Umfang git U=1+A+B =1+ A+ V1 — A2

1
E(U):E(1+A+\/17A2):1+/ (24 VI=22) d
1 arcsin(1)
—1+2+/\/1—m2dm = 1+= +/ \/1—sm ) cos(u
= a

sin(u) rcsin(0)
1 T,
=14+-+4 cos®(u) du
2 Jo
Es gilt
ER 3 1 (% .,
/ sin®(x) dox = / cos?(x) dx = 5/ (sin®(z)4-cos?(x))dx =
0 0 0

Somit ergibt sich E(U) = 3 + Z.

N |
v
~

/ dr =
0

Aufgabe 32
X ~ Exp(M\),Y ~ R(0,1) ,A>0
X,Ysu., zé
7 711 1
E(Z) = /zfz(z)dz/z{)\2 ;( +)\) Az g
—o0 0
T 1.,
= /E_( -‘r)\—) e dz
0
= /Ooe_’\zdz+/ooi(1e_’\z)dz
Az
0 0
1 171 1 1 [1—e!
= 4+ Z(1—e* > _ - il
)\+>\/z( e M)dr 2 —3 + +>\/ P
0 1

= FE(Z) existiert nicht
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Aufgabe 33

a) X ~ Poi()) mit Zahldichte fy (k) = e~ A3} und A > 0.
= )\
=> k fx(k Z ke oo
k=0
:e_’\ii :)\e_’\z)\—k =de et =\
— (k—1)! prlll

Var(X) = E(X?) - B(X)?
%) = isz fx (k) = Ae*Ai mk :
k=0

00 d )\k d )\k
Y dx _ /\_ -
= A Z IR = RS ]

:Ae*A%(/\e ) =Xe M (M +Aet) = A+ N

= Var(X)=A+A2 -2 =)
b)

X ~ Bin = Geo(p) * ... * Geo(p)

Yi~Geo(p) i=1,...,n, su, X=>Y
e[Sy ) oS B - _n(1-p)
—E(ZS@)—Z?E(YJ— EM)=——

Var(X) = Var (Z Y) = i\/ar (Y;) = n'Var (Y7)

Bezeichnung: Y =Y;




Var(Y) = B(Y?) — (E(Y))?

EY)=EY(Y -1)+Y)=EY (Y -1)+EY) =
2 = k 1 9 2 — k
=pg® Y (k- o > —dt+
k=2 k=2
e e ad 2 0
dg*1—q p dg(1—q)* p
1-p? 1- 1-p? 1-
S Var(Y) o 2p)+ p_( QP): 7
p p p p
I—p
= Var(X)=n e
c) X ~T'(a,\)
Berechne die Laplace-Transformierte:
L(s) = / e f(x)dx
0

&
_ /efsx F(a) :Eafl 67/\93 dr =
0

Substituiere: (A + s)x

F>(\ 0 <)\+s)

[e3

I'(a)

/xai
0

dy:

€

)\OL

k=0
q S q
2 k
=P Y d
P =" T p
2 1-p)?  1-
(J_2+g:2( 2p) Llop
p p P

1 _—(A+s)z dr

a—1 _—y
Yy e Vdy

| S ——
I(a)

A+ 8)T(«




d)

€0 = [ e

1 t

= o> [In(1+2%)]_,
t

= lim xfy(x)de =0
¢

t—oo |

o x
ber (XD /0 0129 dx = 00

Der Erwartungswert existiert nicht.

4

Die Varianz existiert ebenfalls nicht.

4

Aufgabe 34
Zeige B(X -Y) = E(X) - E(Y):

EX-Y)=EX(X?+2)=E(X*+X-2)=EX®) +E(Z-X)
s, E(X*)+ E(X) E(Z)
=0

1t 1
E(XS):§/ x3dm:§x4

Also E(X - Y)=0=E(X) - E(Y). Somit sind X und Y unkorreliert.

Aber
P(X ¢ [-VO1,V0I].Y <0.1) =0 P(X ¢ [-VOL,VO1]) P(Y <0.1),

—_———
>0

>0
da P(X?+ 7 <0.1) > P(X? <0.05,Z < 0.05) = P(X? <0.05) - P(Z <0.05) >0

Aufgabe 35

Die Zufallsvariable X sei die Gespriichsdauer in Minuten, X ~ Exp(A). ¢ ist der
Minutenpreis.

fir X <1
K=T(X)={" o= >0
c-X fir X >1
Also ist P(K < ¢) =0. Fiir t > c gilt
K t t
FK(t)P(th)P<—§—>P<X§—)1e%t
C & &



Cc t

Die Verteilung ist weder absolut-stetig, noch diskret.
Berechne den Erwartungswert mit:

0 oo [eS)
E(K):/ Fre(t) dt+/0 (1— Fx(t)) dt:/o (1— Fx(t)) dt

— 00

Berechne nun Var(K) = E(K?) — (E(K))?.
Fiir 2 > 0 ist P(K? < 2) = P(K < /2). Es folgt

0 fir /z2<c=z<c?

Fra(2)=P(K?<2)=P(K < =
K2 (2) (K= <2) (K < vz) {16%\/2 fir V2 > c= 2> c?

2
c z

E(K?) = ¢? +/

C

202—1—2([—36621;}6 —l—/c eixgdx)

2 2 A1 2 2
=2 +2—e 42 [——e‘cm] 202+2—e_’\+2—26_’\
. A A

2
’

9] [e'S)
_2 rx=+/2=>dz=2xdx _2
e~ V32 Vil c2+/ 2 x e <Vdr
. \U/./W—/

v



A A2 A
2 2 2
_ 2 -2 C -x_ 2 Co-x_ ¢ a2
=c +2X€ +2Fe —c —2Xe 2
ox o
= F(Qe —e )
Aufgabe 36

Zeige zunichst, dass aus X, 41 = 2X,, — 1V n € Ny folgt X1 = 28X, +1 —
2k v keN:
Beweis durch vollstdndige Induktion:

k=1: X =2X,—1
kE—k+1: Xpppo1 =2X0 —1=2F1X, 41— 2k

Somit ergibt sich:

Cov(Xpyk, Xn) =E ((Xn+k — E(Xp48)) (X5 — E(Xn)))
=E((2*X, +1-2" —E(@2"X, + 1 - 2"))(X,, — E(X,.)))
=E ((2"X, — 2" E(X,,))(X,, — E(X,)))

— 2" E (X, — E(X,))?)
=2"E((2"Xo +1-2" —E(2"Xo + 1 —2"))?)
— o2tk g ((Xo — E(Xp))?) = 22k Var(X,) = 22:2+k



Musterlosung 10. Ubung

24. Juli 2003

Aufgabe 37

G, sei der Gewinn, wenn die Miinze anfinglich n-mal geworfen wurde:

K
Gn = § ZXZ - in;
=1

wobei die X; ~ Bin(1,p). i, sei der Einsatz, K ~ Bin(n,p).

EG,) = zn:E(Gn|K =k)-P(K = k)
k=

Sei Z ~ Bin(n,p) = E(Z) = np
E(Z?) Var(Z) + E(Z)?
= np(l—p) +n’p’



= Einsatz: i,

Aufgabe 38

A sei das Ereignis, dass ein Dreick auftreten kann. Dieses ist nur moglich, falls
Ui < U+ Usund Uy < Uy 4+ Us und Us < Uy + Us. Bei gegebenem U; = u;
gibt es also ein Dreieck, falls

1 ~ n _ n n e .

2P (Z "‘/’Q(k)p’“(l )"+ Zk(k)p’“(l —p) ’“) — i
k=1 k=1

1

FP(E(Z%) + E(2)) — in

1 .

3P (np(1 = p) +n°p* + np) — in

1 1

§n2p3 o 5np3 Jrnp2 —i, 2 0

1 1

5”2]?3 - 571]?3 + np? fiir faires Spiel.

P(Uy < Uz +Us, Uy < Uy + U3, Us < Uy + Us | Uy = uy)
:P(U2+U3>U1,U2*U3<U1,U3*U2<U1 | U1:u1)

Die gemeinsame Verteilung von (U, Us) unter Uy = uy € (0,1), mit Dichte
f(ws,Us) U, (U2, uslur) = L 1)2(uz, ug), ist eine Gleichverteilung auf (0, 1)

Usj




Somit entspricht die gesuchte Wahrscheinlichkeit der Grofle der markierten
Fléche:

P(U2+U3>U1,U2*U3<U1,U3*U2<U1 | Ulzul)
1 1

3
=1- 51&12 — 25(1 — U1)2 = 2’LL1 — 51&12

Also ist

1
P(A) :/ P(Ug +U3 > ’ul,Ug — U3 < ul,U3 — U2 < ui | U1 = ul)fUl(ul) du1
0

_ /01 (2u1 - guf) duy = [“12 - %uls]: - %
Aufgabe 39
a)

X, ist unter X = y rechteckverteilt auf (—y,y):
1
fX1|X2 (m | y) = ?yﬂ(fy,y)(m)

Ferner gilt fx,(y) = 2yl,1)(y). Wegen

fXﬂXQ(ZE | y) — M}%@(f,y)

folgt
f(Xl,Xz)(:rvy) = fX1|X2 (1' | y) ! fX2(y)
1
= ?yﬂ(fy,y)(x) ) 2?JH(O,l)(y) = H(fy,y)(m)ﬂ(o,l)(y)

Die gemeinsame Dichte von (X7, X2) ist eine Gleichverteilung auf der Fléiche,
die durch 0 < y < 1 und —y < = < y beschrieben wird.

y
X>-y X<y

1 y<1

y>0




b)
Die gesuchte Wahrscheinlichkeit das Integral {iber die gemeinsame Dichte im
Bereich X% + X5% < 1.

P(X;2 4+ X2 <1) = // T —y) (@)1 (v)dady
z2+4+9y2<1
y

X>=y X<y

xX2+y<1

y>0

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich aus dem Verhéltnis zwischen dem
Teil des Trigers, der die Bedingung erfiillt (dunkelgrau), und dem gesamten
Triger (hellgrau). Die dunkelgraue Fliche ist ein Viertel des Einheitskreises,
also m/4 groB. Die Fliche des hellgrauen Dreiecks ist Eins. Es folgt:

P(X?+X3<1)= % - Z ~0.785

Aufgabe 40

few (@) = 62y(2 — x — y)Lo,1)2(2,y)
Gesucht:

f(ac y) (.T, y)
Japy(zly) = =——=—~—
Iy fy(y)
mit
o) 1
fy(y) = 62y(2 — x — y)lo,1)2 (2, y)do = / (12zy — 62%y — 6ay°)dal o 1)(y) =
—00 0

y(4— 33/)11(0,1)(3/)



Fiir 0 < y < 1 ist somit

62y(2 — 2 —y)Lo,2(r,y) 62—z —1y)
fel(xly) = ’ = Lo,1)(x
) = 0 ) 15y vl
< 6x(2—z—y) L6222 — 2 —y)
E(X]Y =y) = =7 dp = | 227279
Gy =y = [ POy e = [
_/112m2—6x3—6m2ydx_2.5—2y_5—4y
—Jo 4 — 3y  4-3y 8—6y
Aufgabe 41
Es gilt:
N~Geo(p)=P(N=k =p(1—-p)"" Vk €N,
l—e ™ | >0
XiNEXp()\)éP(Xin)—{O 2 <0
und
Z =max{Xy,...,Xn}
1. Fall: z > 0:
P(Z<z|N=k) = Pmax{Xy,...,Xy}|IN=k)
= PXi<uz,...,Xp<z)
k
Hiz P(X; <)
=1
= (1 e_’\z)k
=P(Z<z) = Y P(Z<xz|[N=k)P(N=k)
k=1
- Zaank _
= Y- pa-pt
k=1
= g k1
= py (1-e™) (1-p)"
k=0
— Az — — Az k
= p(l=e?) D ((1-e)(1-p)
k=0
p(lfe’/\m)
1—-(1—e?*)(1-p)
_ p_pe—kz
(L—p)e ™ +p
2. Fall: x <0:

P(Z<z|[N=k)=0VkeN
und somit P (Z < z) = 0.

dx
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Aufgabe 42

Es gilt Z ="' X..
Aus der linearitit des Erwartungswertes folgt E(Z) = Z?:_ll E(X;) = (n-1)a.
Da die X; stochastisch unabhéingig sind gilt Var(Z) = Z?;ll Var(X;) = (n—1)b.

P(Z > 2E(2)) - P(Z — E(Z) > E(Z))
P(Z - E(Z) > E(Z)) + P(E(Z) — Z > E(Z))

=P(Z<0)=0
= P(|Z - E(Z)| > E(Z)) = P(|Z = E(Z)| > (n = 1)a)
Var(Z)
< _ree)
Tscheb-Ungl. (1 — 1)%a?
_ b
B a?(n—1)
Abschétzung ist “sinnvoll” fiir:
b
> 2n—=1)>b
~a?(n—1) < a(n )2

Aus der Markoff-Ungleichung ergibt sich die Schranke

P(Z > 2E(2)) = P(|12] > 2E(2)) < gg(ZZ'; - if(zz)) _ %

Somit ist die erste Abschitzung scharfer fiir
b

> 2ln—1)>2
T 2N a®(n ) > 2b

1
2
Aufgabe 43

In der Aufgabenstellung steht fehlerhafter Weise, dass das Konvergenzverhalten
von 3" (X; — E[X;]) untersucht werden soll. Da X1 jedoch nicht definiert
wurde wird im Folgenden

%zn:(xi CEX)), n>2



betrachtet. Das Konvergenzverhalten bleibt auch gleich, wenn ﬁ statt % als
Faktor vor der Summe verwendet wird.

E(X,)=0 = E(X,)?*=0
Var(X7) = E(X7) - (E(X,))2 = n?

n

Sei S, = %Z(Xi —E(X;)) = %ix

i=2 i=2
1 n n
lim P(|S,| >¢) = limP<— X; >€> 1imP<ZXZ- >n€>
n—oo n— o0 n i—2 n—oo o
lim Var X;
Tschebyscheff n—00 (n5)2 <; )
I ZVa T B o
= 1m I = 11m
$.u. n—00 n2 2 n—oo n2e? i=2 log(i)
1 1
< lim ——(n—1)——< i =0

oo n2e2
Also gilt: S,, — 0 P-stoch.

Aber:

1
ZP | X;| > 4) Z TTog () =00 (Integralkrlterlum /:c o =1InIn x)

Mit Borel-Cantelli folgt somit, dass mit Wahrscheinlichkeit eins fiir undendliche
viele i > 2 gilt: | X;| > .
Mit

Si Si—a

1 1

|Xi| = |Sl — Si_1| Z’L =

folgt somit, dass % nicht gegen ein S konvergiert, d.h. die Folge konvergiert
nicht P-fast sicher.

Aufgabe 44

a)
X; ~Bin(l,p) ,X;=1 i-ter Rechner ist defekt

E[Xi;]=p , Var(X;) =p(1l —p)
X = ZXi = Angzahl der defekten Rechner

=1




n Sxow
. d _ i=1 — np
P<ZX : ) i Vnp(1—p) : Vnp(1 —p)
—_———

XN(0,1)

()
np(l —p)

%

n = 10000 , p = 0,01

98 — 0,01 - 10000
P(X<98) = @ ’ ~ ®(—0,20) = 1— (0,20
(X < 98) <\/10000~0,01~0,99> (=0.20) (0,20)
~ 1 — 0,579 = 0,421
P(X>110) = 1 — P(X<109) ~ 1 — ®0,90) ~ 1 — 0,816 = 0,184
b)

Es soll gelten :

0,5 < P(X <d) ~ & =tz
np(1—p)

Da ®(x) > 0.5 < z > 0 folgt

d — d
< 2" S np<d & p< —

np(1 — p) n
Fiir n = 1000 und d = 300 ergibt sich somit p < 0,03

Aufgabe 45

X; ~Exp(p), p>0

D; ~T(a,\), o> 2y

Die X; und D; sind alle gemeinsam stochastisch unabhéngig.
I =30, XD,

Nach dem ZGWS gilt

S (XD —E(X;D;")) L E(1,,) % N(0,1)

nVar(X;D; ") nVar(X;D; ")

Somit ist also b, = E(,,) und a,, = y/n Var(X;D; "), mit

E(I,) = nE(X;)E(D; ") = n=\"———*



o] )\a
E(D; ) = / g le Ay
D)= ) @

:)‘_/ zOT e AT gy
I'(a) Jo

Aepyme poe
= —_— T e da!
subst.: z/=Az F(CY) 0

T'la—y)

und

73 ZWF(OL727) 7i 271—‘(0‘77)2
2 T 2t T

_ o 9o Lla=7)*
2 [T T T



Musterlosung 12. Ubung

1. August 2003

Aufgabe 46

X1,...,X, 1id. ~R(0,0)
Likelyhood-Funktion:

= L(0]21,...,xn) = f(21,...,20[0) = H@ﬂ[o,e] (@) = o2 I 0. ()
=1 =1

Suche argmaxg L (0| z1, ..., xy):
1. Fall: Sei 0 < max{x;|1 <i<n}.

= 3Jie{l,...,n} mit z; >0

= Ljo,0 (2:) =0
= L(O|x1,...,2y) =0
2. Fall: Sei # > max{z; |1 <i<n}. Dann gilt fir allei =1,...,n:
T, (2i) = 1
1
iL(9|fI;1,7l'n) = 9_71

L (0| X1,...,X,) ist monoton fallend in 6, fiir § > max {x; |1 <¢ <n} und hat
sonst den Wert 0.
Somit ist = max {z; |1 <i < n} ein ML-Schitzer fiir 6.

Bestimmung von a:

Berechne dazu zunéchst die Verteilung von Z = max{X1,..., X, }:
P(max{X;[1<i<n}<z) = P(X;<uz,...,X,<2x)
= Hin (‘r)
i=1
0 V<0
:Fmax{X”lSign} (l‘) = (%)n VOSQ? §9
1 Vo>1



Em = Elmax{X;[1<i<n}]

0 00
= */ Frax{x;j1<i<nydz + / (1 - Fmax{Xi\lgign}) dx
0

— 00

AGGIE
- 9_(7;1) :C;:l

0

0

0

= 9—
n+1
n

0
n+1

Folglich ist
n+1

n

Aufgabe 47

X1,..., X, stid mit Dichte f(z).

n

fl@y,.an|X) = Hin (z5) = HQ)\xief)‘z?
i=1

i=1

— on\" (H L) e AT wl
i=1
Likelihood-Funktion: L(A|z1,...,zn) = f(z1,... 2y |A)
Fallsx; #0Vi=1,...,n gilt:

argm)a\me(Mxl, cey ) = argmgxlogL(Mrl, ceeyTp)

n

log L(\|z1, ..., 2,) = nlog(2) + nlog(A) + Z log(z;) — )\Z 7
i=1 i=1
Bestimme das Maximum durch ableiten nach A :

0 n " |
alOgL(/\le,,l'n) = X 7;$$ ;

: n
= A= =5
Zi:l :C’LQ
0? n .
2 log L(A|x1,...,2,) = 3 < 0 = Fkt. ist konvex = Maximum bei A
. n
= A= —7—— ist ML-Schétzer fiir A
Z?:l :C’L2



Aufgabe 48

X ~N(0,0%)
Die a-priori-Verteilung fiir 6 sei N(y, 7%).

(6 — )2
= Jol®) = e () fetelt) = e (<

_ Ixje(z]0) fe(0)
es gilt:
1 (r—0)2\ 1 (6 - p)?
fxie(xl6)fe(0) = oV2r P ( (9;02 ) > o P ( (27_2“) >
1 < 72(2? — 202 + 0?) + o%(6? 20u+u2)>
= exp | —
2noT 27202
1 < (12 + 02)0% — (2722 + 202 p) + 2272 + [L2O'2))
= exp | —
2noT 27202

2
2 2
(97 -,—27_—’_—0-2:r7 #H) +9(93777Na04)

= CXp | — 252
T O
2woT 257
2
T2 0_2
1 (9 T P52t T Pk g(x, T, 1, &)

= ImoT exXp | — 9 7252 exp 9 7252
T2+G'2 7-‘2+0-2

Der letzte Faktor ist nicht von 6 abhéngig und kann somit in (x) herausgekiirtzt werden.

/fX|@(m|9)f@(9)d9 normiert fox (6|z), somit gilt

9 7_2 0_2 2
1 ( ~ 2t T Tz+—a2ﬂ)
foix(Olz) = ——=exp | -

252
9 7202 2 TZfUQ
72402

Die Verteilung von © unter X = x ist somit eine

2 2 2 2
T o 20
N T — , -Verteilun,

(7'2+U2 72+02M 72+02> &

7_2 0_2

7—2+0-2 7-2_*_0-2

Somit gilt, Bayes-Schiitzer E(©) =

Aufgabe 49
a) Xi,...,X, stid ~ Exp(}\).
PY<z) = 1-PY >2)=1—-Pmin{Xy,...,X,} >x)
1—P(X1>CL‘,...,Xn>.I‘)\=//1—P(X1>CL‘)-...-P(Xn>.1‘)
= 1—(1—P(X1gx))-...-(ls.i-P(Xngx)):1—(1—P(X1§x))”
_ 1767)\719:



l-a = P(E(X)eb Y, ) =P(E[X|]

1 1

= P> |=P(Y < —

rzo)=r(v<g)
= /M) n)\ef/\m”dx*[ e Anm}n
0 0

= 1—6_%
= In(a)=-3 <= b= ln?a)

b) n=10, t=1.183, a=0.1

— untere Grenze: —

1.183 ~ 4.34.

in(a)

Aufgabe 50

a) Nutze fiir Gegenbeispiele eine Laplace-Verteilung iiber
0=1{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} = || =10 und wihle
A '=1{1,2,3,4,5,6,7} CQ = P(A’) = 0.7 sowie
B'=1{1,2,3,10} = P(B')=04.

i.

ii.

1.
2.
3.
4.

Falsch: B ¢ A’

Falsch: AU B’ ={1,2,3,4,5,6,7,10} # Q
Falsch: A’ N B’ ={1,2,3} # 0

Richtig:

1> P(AUB) = P(A)+ P(B)— P(ANB) =1.1— P(AN B)

Somit ist P(ANB) > 0.1 = ANB #0.

. Richtig:

C
= P40 0

2. Falsch, da 1) richtig.

Falsch: P(A9|A) =0+#1=1— P(A|A®)

Richtig: P(AC|A) =0 =1-1=1- 2@ _1_ P4 _y_p

P(A)

P(A)

(A]4)



b) Skitze fir C C A:

Nutze fiir Gegenbeispiele eine Laplace-Verteilung iiber
0=1{1,2,3} = |Q] =3 und wihle
A ={1,2} CQ = P(A’) > 0 sowie
B'={3} = P(B)>0.
C'={1} = CcCA.
i.
1. Falsch: P(A'|B) = 24080 — 0 2 P(B')
2. Falsch: P(A|B) = 2552 > P(AN B))
3. Richtig: siehe 2)

4. Richtig:
P(A|B)P(B) = %P(E) — P(ANB) =
P(BNA)

= TA)P(A) = P(B|A)P(A)

ii.
1. Falsch: P(A") =2 ¢ L P(C")
2. Falsch: P(ANC) oo P(C) # P(A)

3. Richtig: siehe 2)
4. Falsch: A® c C¢



Prof. Dr. R. Mathar RWTH Aachen, SS 2000
Jaakob Kind Ausgabe: 21.06.2000

Musterlosung zur 1. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1

a) Wahrscheinlichkeitsraum zur Modellierung: (Q, 2, P) mit @ = {1,... ,6}3, 2 =
PB(2), und P definiert durch P({w} = g5 = 515 fiir alle w € Q.
Es gilt

6
Aijj ={w = (w1, w2, w3) € V| w; =w;} = U{w€Q|w,~:wj =k}
k=1
Es folgt

6

P(Ai) =) P{w € Q| w; = w; = k})
k=1

6 6

1
ZZP({w€Q|wi:k7wj:k}):Z(j'@:6
! k=1
b) Fiir i # j und k # [ mit 4,5, k,1 € {1,2,3} gilt Ay N Ay = {w € Q| w; =
wj,we = wi}. Wegen [{i,j} N {k,1}| = 1 folgt Aij N A ={we€Q|w =ws =
w3}, also

Weiter gllt Ao N A3 N Axg = {UJ e N | W = wp = w3} = A5 N Asz, also
P(A1p N A3N Agz) = % # (%)3 = P(A12)P(A13) P(As3).

Aufgabe 2

Es seien K?, K{*, K9, K¥ die Ereignisse, daft im ersten bzw. zweiten Wurf ein , Kopf*
oben bzw. unten liegt. M; (1 = 1,...,5) bezeichne das Ereignis, dat Miinze i gewahlt
wurde.

5

. 2 1 12 3
a) P(K{) =Y P(K{|M;)P(M;) =1 SO CHsE=c
i=1
P(K*N K¢ > P(K*NK?|M)P(M;) 1-2+40-2
b) P(Kfle): (PI(I?O) 1)221:1 ( 1031| z) ( z)_ 5';' 5
fi 3 3
25 2 ° ]
53 3
u o 5 ~u o . )
c) P(KY| K?) = P(I;?I?ffl) _ Yim P(ES ﬂfl | M;) P(M;)
5
_L3+0d+dd 55 s
a 3 10 36
d) P(K’U|K’OHKO)_P(K’ngmeg)_ P(Kngg)
LT U P(EYNKS) YL, P(KPNKS | My)P(M;)
P(MiUM;) 2 10 4

1-2+0-2+1.2 5 5 5
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Aufgabe 3

Die Anzahl der Fluggiste, die am Check-in der Fluggesellschaft A erscheinen, ist
Bin(10,9/10)-verteilt, die Anzahl der Fluggiste, die am Check-in der Gesellschaft
B erscheinen, ist Bin(20,9/10)-verteilt. Es sei X die Anzahl der Fluggiste, die bei
Gesellschaft A erscheinen, und Y die Anzahl der Fluggiste, die bei Gesellschaft
B erscheinen. Die Uberbuchungswahrscheinlichkeit von Gesellschaft A ist folglich
P(X > 9), und die Uberbuchungswahrscheinlichkleit von Gesellschaft B ist P(Y >

18).
Nun gilt:
10 9\10 /1\° 9\ 10
= = = -— - = A ~ 4
poc >0y =ror== () (2)" (5)'= (5)" ~osu
und

P(Y > 18) = Py =19)+ P(Y =20) = (3¢) (57 Ex (1%)

9 19 1 9 20
=20(—=) —+(=) ~0,392
0(10) 0" (10) 0,39

Also ist Gesellschaft B mit hoherer Wahrscheinlichkeit {iberbucht.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Miinzen, die beim ersten Wurf , Kopf“ zeigen, und Y die
Anzahl der Miinzen, die beim zweiten Wurf Kopf* zeigen. Dann gilt mit dem Satz
von der totalen Wahrscheinlichkeit

:X":P(Y:MX:Z)P(X:I).

X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = [ Bin(l, p)-verteilt.
Folglich gilt

Ii kIl — kl':;: Z:lk))"( k)!pkH(l -t = (Z) i (Z:];)pk“(l -t
QR (it - (EC o
<Z>p "t ni‘f (n i k)pll"“ = (Z)pz'“(l —p)" A+

Folglich ist Y Bin(n,p?)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man
wirft alle n Miinzen zweimal und z#hlt nur die, die zweimal ,Kopf“ zeigen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir zweimal ,,JKopf“ ist aber gerade p?.
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Aufgabe 5
X ~ Exp(A), Y ~ Exp(u), X,Y stochastisch unabhéngig.

eFall 1: A =4 Ade) +Y ~T(2,)\) =Erl(2,\). Also wird durch

Fxay (2) = N2e*1 (0,0 (2)

eine Dichte von X + Y definiert.

oFall 2: X # p: Fiir 2 < 0 gilt P(X +Y < 2) =0, also fx1y(z) = 0. Sei nun
z>0:

fx4v(z) = /_OO Ix(t)fy(z—t)ydt = /Oz e MpuerE"t gy

=2t

= /\,ue*’”/ el Ntgy = Ape H?
0

0

_ M s (wne 1) = M as e
_M_)\e"(e” 1)—'u_)\(e e”).

Fiir z € R ergibt sich also

Fraw(e) = 225 (€7 = €70 L. (2).



Prof. Dr. R. Mathar RWTH Aachen, SS 2000
Michael Schmeink, Ute Kohlhaas Ausgabe: 03.07.2000

Musterlosung zur 2. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1
Wir integrieren zunéchst f,, , iiber R und iiberpriifen, ob diese Integration 1 ergibt.
) o [e’e] 1 o o 1
o(x)dr = — -~ dr=Z= S .
/_Ooflh() H/_OOU2+(I7PJ)2 H/—m02[1+(10“)2]
= e, = — 50 dy
po ) T (52 T o L Ty
mit der Substitution y := T
g
= —/ —— dy=— [arctan(y)} == [E _ (ff)}
pJ oo 1442 ™ oo TL2 2
1
= —a=1.
T

Somit gilt [*_ fuo(x) dz = 1. Aukerdem ist f,,(z) > 0 Vo € R. Durch f, o,
o, v € R ist also stets eine Dichte gegeben.

Aufgabe 2
Die auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable, die das Intervall [0,1] in zwei Teile
zerlegt, werde mit U bezeichnet.

a) Die Linge des linken Teilstiicks ist dann gerade gegeben durch den Wert der
Zufallsvariablen U. Mit

u, 0<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des linken Teilstiicks durch

1
Elg(U)] = / u-1du=0.5.
0
b) Die Lange des kiirzeren Teilstiicks ergibt sich zu min(U, 1 — U). Mit

min(u, 1 —u), 0<u<1,
mm{ ( )

0, sonst
1
u, O<u< 3
=ql-u, $<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des kiirzeren Teilstiicks durch

1 1
2 1 1 1 1
E[g(U)]/O u~1du+/%(1u)~ldu§+(1§§+§)0.25.

Aufgabe 3

Der Wiirfel wird unabhiingig so oft geworfen, bis alle sechs Ziffern gefallen sind.
Die Anzahl der dazu benétigten Wiirfe ist durch die Zufallsvariable N gegeben. Die
Folge der Wiirfe, bzw. der Ausgange, beschreiben wir durch eine Folge stochastisch
unabhéngiger Zufallsvariablen Xi,... , Xy. Den Zeitpunkt des ersten Auftretens
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der i-ten bisher nicht gewiirfelten Zahl bezeichnen wir mit T3, i € {1,...,6}. T;
wird gemessen in der Anzahl der bisher durchgefiihrten Wiirfe. Damit gilt

T, o= 1
T, = inf{neN|Xn¢{XTl,XT2,...,XTH}},ie{Q,...,ﬁ},
und es ist

N =T

Gesucht ist der Erwartungswert und die Varianz von N, also E[Ts], Var[Tg|. Setze
nun

N1 = 1

N; = T;,-T; 1, 16{2, ,6}

Damit erhdlt man fiir T; die Darstellung

T, = Nj. (1)

N; — 1 ist die Wartezeit von der (i — 1)-ten bis zur i-ten Ziffer und ist geometrisch
verteilt mit Parameter p; = %. Die N; sind stochastisch unabhéngig.

Fiir den Erwartungwert von Tg ergibt sich somit

E[Ts] = E[N;] wegen (1)

6
1 —m;

Di =1 Di

Il
. - .
i Mm I M@ I Mm
= — =

6 6 3
c=1+_-+-+2+346
—1 5 2

—_

4.7.

Fiir die Varianz von T erhalt man analog
6
Var[Ts] = ZVar[Ni], da die N; stoch. unabh.
i=1
6

ol -T2 6 6(T )
B Z 2 *Z (7T —1)2 *Z (7T —1)?

pi

Aufgabe 4

Wir setzen g(z) := 2* f (). Es folgt g(—z) = (—z)*f(—2) = —2* f(2) = —g(x) und
e} 0 00 0 e}
E(X)= / g(z)dxr = / g(x)dx +/O g(x)dxr = f/ g(—x)dx +/0 g(x)dz

— 00 — 00 —0o0
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Aufgabe 5

Cov(aX +b,cY +d) = E[(aX +b)(cY +d)] — E(aX + b)E(cY +d)
= F(acXY + adX +bcY +bd) — (aE(X) + b)(cE(Y) + d)
=acE(XY)+ adE(X)+bcE(Y)+bd — acE(X)E(Y) — adE(X) — bcE(Y) — bd
= ac(E(XY) - E(X)E(Y)) = acCov(X,Y).

Aufgabe 6
Da zwei stochastisch unabhingige Zufallsvariablen immer unkorreliert sind, ist nur
zu zeigen, daft aus der Unkorreliertheit die stochastische Unabhéngigkeit folgt.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf X und Y beide den Trager {0, 1} haben. Da X
und Y unkorreliert sind, folgt

0=Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)=P(X =1,Y =1) - P(X = 1)P(Y = 1),
also
P(X=1,Y=1)=P(X =1)P(Y =1).

Folglich sind die Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} stochastisch unabhangig. Mit
Lemma 2.17 folgt:

eDie Ereignisse {X = 1}¢ und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1}¢ sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig.

Mit Lemma 4.10 folgt, daft X und Y stochastisch unabhéngig sind.

Im allgemeinen Fall sei {z1,22} der Triger von X und {y1,y2} der Tréger von
Y. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte x1 # x2 und y; # y2, da eine
Zufallsvariable X mit nur einem Trégerpunkt = stochastisch unabhingig von jeder
Zufallsvariablen Y ist. (Es sei B € B:

PX=z,YeB)=P(YeB)=P(X=x)P(Y € A)
und
P(X=2'YeA)=P0)=0=P(X =2")P(Y € A)

fiir alle 2/ # x.)

: — 1 e _—Z — 1 . Y1 : :
Wir setzen a := e b:.= T O G und d := s Die Zufallsvariablen

X' :=aX +bund Y’ := Y + d haben beide den Trager {0, 1}, denn:

€T €T
X(w):gjléX/(w):m—lm 7902—13:1 =0

und

T T
X(w)=1z2= X'(w) = $2*2$1 — z2j$1 =1.

(Y’ wird analog behandelt.)
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Sind X und Y unkorreliert, so folgt also
0= Cov(X,Y) = Cov(aX + b,cY 4+ d) = Cov(X',Y").

Also sind X’ un d Y’ unkorreliert und nach der Voriiberlegung auch stochastisch
unabhingig. Da die Zufallsvariablen X und Y mefbare Funktionen von X’ und
Y sind (X = (w2 —21)X' + 21, Y = (y2 — y1)Y’ + 31), sind sie nach Satz 4.16
stochastisch unabhingig.

Aufgabe 7
Es sei X gleichverteilt auf {—1,0,1}. Dann folgt

E(X)= (—1+0+1)% =0
und (beachte X3 = X)
Cov(X,X?) = E(X?) - E(X)E(X?) = E(X) - E(X)E(X?*) =0-0E(X? =0,

also sind X und X2 unkorreliert.
Es gilt aber

P(X?=1,X=0)=P(0) =0 #

[SCIR N
W =

X und X? sind also nicht stochastisch unabhingig.
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Aufgabe 1
P(A|B) = P(If(;)B) = P(;l(z)i)(I;()A) - HBM)%
P(A) > 0= P](D?/'ﬁ) - P]gz(%g)l)
P(A|B) > P(A) Pz(f(lf) >
% >1 = P(B|A) > P(B)
Aufgabe 2

Definiere die Ereignisse

H = Heilwirkung,
N = Nebenwirkung,

F' = falsche Dosierung.

Gegeben sind P(F) = 0.01, P(H|F®) = 0.8, P(N|F®) = 0.3, P(H|F) = 0.3
und P(N|F) = 0.8. Gesucht wird
P(H N N)

P(N)
wobei nach Aufgabenstellung P(H|F) und P(N|F), bzw. P(H|F®) und
P(N|F®) stochastisch unabhéngig sind, also P(H N N|F) = P(H|F) - P(N|F)
und P(HN N|FC) = P(H|FY) - P(N|F®) gilt. (Daraus folgt i. a. nicht, dass
auch P(H) und P(N) stochastisch unabhéngig sind.)

P(N) = P(N|F)P(F) + P(N|FE)P(F) = 0.8 - 0.01 4 0.3-0.99 = 0.305

P(H|N) =

P(HNN) = P(HNN|F)P(F)+ P(HNN|F°)P(F®)
= P(H|F)P(N|F)P(F)+ P(H|F°)P(N|F°)P(F°)
0.3-0.8-0.01+0.8-0.3-0.99 = 0.24



0.24

Aufgabe 3

Der Gewinn im i-ten Wurf betrigt > mit Wahrscheinlichkeit p. Mit X; ~
Bin(1, p) gilt fiir den Gesamtgewinn G,, in n Wiirfen

Gn = iﬁxi —1I,,
=1

wobei I,, den Einsatz fiir ein Spiel der Lange n angibt. Damit das Spiel fair ist,
muss E[G,] = 0 gelten.

E[G, = E ZiQXiIn]
=1
= ) PEX] -1,
=1
=1
=1
nn+1)2n+1
— )6( ) I

Somit muss gelten

_ nn+1)2n+1)

=D 6 —in

nn+1)2n+1)
6 )

=1I,=p

damit das Spiel fair ist.

Aufgabe 4

Es sei X die Anzahl der Miinzen, die beim ersten Wurf ,,Kopf“ zeigen, und Y’
die Anzahl der Miinzen, die beim zweiten Wurf ,Kopf“ zeigen. Dann gilt mit
dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und P(Y =k | X =1) = 0 fir
I<k

P(Y:k:):iP(Y:k:|X:l)P(X:l):iP(Y:k|X:Z)P(X:l).
=0 =k



X ist Bin(n, p)-verteilt, und Y ist unter der Bedingung X = [ Bin(l, p)-verteilt.

Folglich gilt

P(Y =k) = g <,i>p’“(1 p'* <l>pl(1 —p)"
- ; kil — kl)':;:((z_zk))"(n - k)!pk+l(1 o= (Z) ; (Z_ I;
ST (= ()T (7 o

Folglich ist Y Bin(n, p?)-verteilt. Intuitiv kann man sich das so vorstellen: Man
wirft alle n Miinzen zweimal und z#hlt nur die, die zweimal ,, Kopf“ zeigen. Die
Wahrscheinlichkeit fiir zweimal ,, Kopf® ist aber gerade p2.

Aufgabe 5
X:= (Sla S27 S3)t
Die S, Sa, S5 sind s.u. jeweils Exp(\)-verteilt

= fx(@1, 02, 13) = M Motratm)

Definiere T': (R3,£3) — (R3,L3),

1 (0,00)3 (71, T2, 73)

Y = T((x1)$2)$3)t) - (.'1:1 + T2, T2 + r3,x3 + xl)t
1 1 0 T
= T((:L‘l,SCQ,SCg)t) =10 1 1 T
1 0 1 I3
=:A

det(A) =2#0 = 3 A T ist injektiv

Invertieren von A liefert

(1 11
At=211 1 -1
-1 1 1
oT;
= |det ( ) = |det A] =2
Ox; 1<4,5<3

Mit T (y1,y2,93) = 51 — Y2 + ¥3, 41 + %2

auf R? und stetig diffbar.

—y3,—Yy1 + Y2 + y3) und dem



Transformationssatz, dessen Voraussetzungen erfiillt sind, ergibt sich

fx (T~ (y1, 92, y3)
fxWi,y2,y3) = ( ) L7((0,00)3) (Y1, Y2, Y3)

oT;

)1sm‘§3

T-1(y1,92,Y3)

1 _ _

= §fx (A7MY) 10,0003 (T~ (Y1, y2, y3))
A 3 n- o)+

= e 2llm y2+y3)+(y1+y2—y3)+(—y1+y2+ys)) |
2

1 1 1
L(0,00)3 (5(?/1 — Y2 +y3), 5(91 +y2 — y3), 5(*2/1 +y2 + y3)>
)\3
—€
2

Zu beachten ist hier die Transformation der Indikatorfunktion. Aufgrund der
Grenzen (0, 00) des Indikators und der linearitit der Funktionen im Indikator
kann dort der Faktor % herausfallen.

_2
20t o oa (Y1 — Yo + s, Y1 + Y2 — s, —Y1 + Y2 + Us)-



Musterlosungen zur Zusatziibung

13. Juni 2002

Aufgabe 6

Ix5: (@1]22) = gy mpi1) (71)
Mit
f(Xl,XQ) (3317 $2>

fX2 ($2)

ergibt sich eine gemeinsame Dichte f(x, x,)(z1,22) fiir 22 # 0

Ixix, (w1|72) = fiir zo >0

fxx0) (@1, 2) = fxy1x, (T1]22) fx0 (22) = Loy zps1) (1) L0,1) (72)-

Somit erhalt man

P(X1+X2<2) = / /f(xl,Xz)(zl,sz)dlfl dzo
0<z14+x2<2

2 2—xo
/ / W2y, z011) (21) L (0,1) (22)d21 dao
o Jo

1 2—xo
= / / ]1(352,12+1)(:L'1>d131 dl’g.
0 0

Aufgrund der Indikatorfunktion 1, ,,41)(21) und der Integralgrenze liefert die
Integration iiber x; einen Beitrag fiir

To<zT1<To+1l und 0< 1 <2—29.
Daraus folgt fiir xo <%

To < a1 <o+ 1
undfﬁraz2>%

To <1 < 2— 2.

Also gilt

1 pzatl 1 p2—xo
P(Xl + XQ S 2) = / / dl‘l dJEQ +/ / dIl dl‘g
0 T2 % T2

1
_ /zdx1+/ (2 — 2a2) ds
0 1

2



X2

15

05

0 05 1 15 2 25 x1

Abbildung 1: Skize des Integrationsbereichs in Aufgabe 6.

Auf dieses Ergebnis kommt man sehr schnell, wenn man sich an Hand einer
Skize klar macht, welche Fliche durch z1 + 2o < 2, 79 < 1 < 2 + 1 und
0 < 22 < 1 beschrieben wird (siehe Abbildung 1). Da die gemeinsame Dichte nur
durch eine Konstante und die Indikatorfunktion gegeben ist, ist P(X; + Xo <
2) gleich dem Inhalt der durch die Ungleichungen eingeschlossen Fliiche, also
P(X1+Xy<2)=3%-1-1+3-%-1.

Aufgabe 7

Pmax{X,Y} <z) = PX<z,Y<z)=PX<z)PY <x)
— (1 o efAI)(l o 67)\1) — 1 o 267)\:6 + 672)\1
= Fmam{X,Y} (ZL') fir x > 0, sonst Fmaw{X,Y}(x) =0

Damit ergibt sich der Erwartungswert

0 00
E[maX{X7 Y}} = - / Fmaz{X,Y} (:L') dr + /0 (1 - Fmaw{X,Y} (I)) dz
i 2 1 3
_ 2—/\1_ —2>\zd:_____
/O ¢ ¢ TTX T o

Mit

max{F[X], E[Y]} = E[X] =

& > =

folgt Elmax{X,Y}] > max{E[X], E[Y]}.



Aufgabe 8

X1,...,X, sind s.u.
— S o PR
=  L\z1,...2n) = f(z1,...20|A) —H 5¢

= logL(\|z1,...z,) = Z (log(A) —log(2) — Alz;|)

1 n
= n~§72|zi|::0 da Z|xz|7é0, P-fs

=1 i=1

= A=

log L ist stetig in A und limy_,glog L = limy)_, o log L = —o0.
n
> it il

ist also ML-Schétzer fir A.

=\ =



Musterlésung zur Zusatziibung

5. August 2003

Aufgabe 1

a) Esgilt P(ANB) >0und C C A\ B. Fiir A, B und C ergibt sich somit:

Q

Ceo ~

Nutze fiir Gegenbeispiele eine Laplace-Verteilung iiber

N=1{1,2,3,4} = |Q] =4 und wihle

A =1{1,2,3} CQ,

B'={3,4} C Q und

C'={1} C A\ DB.

Fiir die Aussagen gilt somit:
1. ist falsch: P(A'NB’) = = P(A).

2. ist falsch: P(A'NB’) = = P(A") — P(C").

3. ist richtig: P(A) — P(C) >0, da

P(A) = P(A\ B)+ P(ANB) > P(C) + P(AN B) > P(C).

4. ist richtig: P(A\ C') = P(A) — P(C), da insbesondere C' C A gilt.



Weiterhin gilt:

1.

2.

3.

4.

ist falsch: P(A'|C") = BANCY) _ o= BBOC) _ popricr).
P(C) P(C)

ist richtig: P(A|C) = nggg?) = % =1,da C C A.

ist richtig: P(A|AN B) = Pg&ﬁ;?) = igﬁggg =1= P(A|C) (siehe 2).

ist falsch: P(B'|A') = 00 = § # § = P = P(AB).

b) Fiir die Aussagen gilt:

4.

. ist falsch: (siehe Aussage 2).

ist richtig: Bin(nq, p) * Bin(nsg, p) = Bin(ni + na, p).

ist falsch: P(Y — X < 0) > 0, die Binomialverteilung hat aber einen
positiven Trager.

ist falsch: (siehe Aussage 2, mit p = q).

Weiterhin gilt:

1.
2.
3.
4.

ist falsch: Fiir ny =2,p= 3 gilt E(X)=1# 1 = P(X =1).
ist falsch: Fiir n; = 1,p=0gilt E(X)=0%#1=P(X =0).
ist falsch: P(X =nq) =p™ # p™ = P(Y =na), da n1 < na.
ist falsch: Fiir ny = 1,no =2,p= 2 gilt P(X =0) =1 £ 1 = P(Y =0).

Aufgabe 2

a) Fiir die Aussagen gilt:

ist falsch: X, Y ~ R(0, 1) seien absolut-stetige Zufallsvariablen. Die Dich-
ten fx(z) = fy(z) = 1(o,1)(x) sind nicht stetig.

ist richtig: vgl. Def. 3.13.
ist richtig: X + Y ist absolut-stetige (vgl. La. 5.4).

ist falsch: vgl. z.B. Beispiel 5.5.

Weiterhin gilt:

1.

2.

ist richtig: BE(X) = [%_a f(2) de = [;" = f(z) dz >0, da f(z) >0 Va.
ist falsch: Fiir X ~ N(0,1) ist F(X)=02> 0 und fx(z) >0 Vx € R.
ist falsch: X,Y ~ N(0, 1) sind zwar identisch verteilt, aber nicht gleich.

ist richtig.



b) Fiir die Aussagen gilt:

1. ist falsch: Wihle X =Y ~ Exp (%) X und Y sind nicht s.u., aber E(X) =
E(Y) =2 und Var(X) = Var(Y) = 4.

2. ist richtig: E(X +Y) = E(X) + E(Y) = 2+ 2 = 4 (Linearitéit des Erinne-
rungswerts).

3. ist falsch: Sei X =Y, dann ist Var(X +Y) = Var(2X) = 4 Var(X) = 16 #
8 = Var(X) + Var(Y).

4. ist richtig: |Cov(X,Y)|] < y/Var(X)- Var(Y) = 4 (Cauchy-Schwarz-
Ungleichung, La. 6.9).

Weiterhin gilt:
1. ist falsch: Wahle X ~ Exp (3) = E(X) =2, Var(X) =4.

2. ist richtig: Annahme: X ~ Bin(n,p) = E(X) = np uns Var(X) =
np(1 —p)

= 4=Var(X)=EX)1-p)=21-p) = p=-1
Also kann X nicht Bin(n, p)-verteilt sein.
3. ist falsch: Wihle X ~ N(2,4) = B(X) = 2, Var(X) = 4.
4. ist richtig: Fiir X ~ Poi()) gilt E(X) = Var(X), aber 2 # 4.

Aufgabe 3

Zur Losung der Aufgabe definieren wir die folgenden Ereignisse:
e K: Das Buch enthélt keinen Druckfehler
e F: Das Buch enthilt genau einen Druckfehler
e 7: Das Buch enthilt mindestens zwei Druckfehler
e V;: Das Buch stammt vom Verlag V;, ¢+ =1,2,3

Es gilt dann:

P(Vi) = £ P(V2) = P(V) = 3
P(K | V4) = 0.48 P(K | V3) = 0.7 P(K | V3) = 0.75
P(E| Vi) =04 P(E|V3) =0.15 P(E | V5) =0.15
P(Z | V1) =0.12 P(Z | Va) = 0.15 P(Z|Vs) =01

a) Mit dem Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit folgt:

3
1 1 1
P(K) =Y P(K|V;)-P(V;) =048 g 107 5 +0.75 2 =068

i=1



b) Mit der Bayes-Formel ergibt sich:

P(1oNE) P(E|V2)-P(V2)
P(V2 | E) = =
: P(E) XL, P(E|V)-P(Vi)
_ 0.15- 3 _ 9 <030
S 04-i+015-34015-F 237
Aufgabe 4

a) Cov(X+Z)Y +Z)=Var(Z)
Diese Aussage ist richtig, wie die folgende Umformung zeigt:
CoviX+ZY+2)=E(X+2)- Y +2)-EX+2)-EY +2)
=BX-Y+X-Z+Z-Y +27%
- (BE(X)+E(2)) - (E(Y) + E(2))
=E(X Y)+EX-2)+E(Z Y)+E(Z?
—E(X)-E(Y) - E(X)-E(2) - E(Z) - E(Y) - E(2)?
=E(X) E(Y)+E(X)-E(2)+E(Z) -E(Y)+E(Z?)
—EB(X)-E(Y) - E(X)-E(2) - E(Z) - E(Y) - E(2)?
=E(Z%) - E(Z)? = Var(2)

Dabei wird benutzt, dass bei stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen der
Erwartungswert des Produktes gleich dem Produkt der Erwartungswerte ist.

b) Cov(X,Y) = Var(Z)
Diese Aussage ist falsch. Es gilt

Cov(X,Y)=E(X -Y) - E(X)-E(Y) =E(X)-E(Y) - E(X)-E(Y) =0,

da X und Y nach Voraussetzung stochastisch unabhéngig sind. Mit der Voraus-
setzung Var(Z) > 0 folgt Cov(X,Y) # Var(Z).

c) Cov(X-Z)Y -Z)=EX)- -E(Y)- Var(2)
Diese Aussage ist richtig:

Cov(X-Z)Y-Z)=E(X-Y -Z*)-E(X -2)-E(Y-2Z2)
(X)-E(Y) - B(Z%) — E(X) - E(Y) - E(2)?
(X)-E(Y) - (E(Z*) - E(2)?)

(X)-E(Y) - Var(2)

I
0 0 4d

d) Var(X 4+ Z) = Var(Y — Z) = Var(X) = Var(Y)

Diese Aussage ist richtig. Es gilt
Var(X + Z) = Var(X) + Var(Z) = Var(Y) 4+ Var(Z) = Var(Y — 2)
= Var(X) = Var(Y)



e) (Var(X))? = (Var(Y))? = Var(X + Z) = Var(Y — 2)

Diese Aussage ist richtig. Wegen Var(X), Var(Y) > 0 folgt aus (Var(X))? =
(Var(Y))?2, dass auch Var(X) = Var(Y) gilt. Mit der vorausgesetzten stochasti-
schen Unabhéngigkeit aller Zufallsvariablen folgt:

Var(X + Z) = Var(X) + Var(Z) = Var(Y) 4+ Var(Z) = Var(Y — 2)

Aufgabe 5
3
P(X,=0)=P(Z=0)+P(Z=1)="°
( )= P( )+ P( ) 411 inNBmO&)
P(X1=1)=P(Z=2)+P(Z=3)=
5
P(Xa=0)=P(Z=0)+P(Z=2) =<
( )= P( )+ P( ) 2 :>X2NBin(1%)
P(Xy=1)=P(Z=1)+P(Z=3)=¢
3
E(Xy) =~ V(Xi)= 16
E(X) =2 V( 2):(13—2

1 3
Cov(X1,X0) =E(X1 X)) —EX1)E(X2)=P(X1=1,Xo=1) — 13
1 3 1
8 32 32
Aufgabe 6
X.,Y ,Z~R(0,1) su.
a) PR2X+2Y>4Z2)=P(X+Y >22)
Berechne die Verteilung von X + Y
00 min{z,1}
fX+Y(Z) = / H(O,l)(t) ]1(011)(2 — t)dt = / 1 dt ]1(012) (Z)
—o0 max{z—1,0}
z , 0<2z2<1
= { 2—z , 1<2<2
0 , sonst



Sei z€(0,1) :

P(X+Y >2Z|Z = z2)
=1-P(X+Y >27|Z = z)

2z 2z
=1 _/ fxav(t)dt =1 O/fXJrY(t) dt

2z 22
1— [tdt = 1-[§?]7 = 1-22° , 0
0
1 2z 1 1,2122 2
1—5—{(2—t)dt:§—[2t—§t]1 = 227 —4z+2

Nach (7.1) (Skript S. 77) gilt
P(X'€ A,Z € B) = /BPX‘Y:?!(A)dPY(y).

Da Z absolut-stetig ist, also eine Dichte hat, gilt insbesondere
P(X'e A)= /OO P(X'"€ AlZ =z) fz(2) d=. ()

— 00

Dies ist ein Analogon zum Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit.
Somit gilt hier:

P2X +2Y >47) = P(X+Y >22)

oo

- /P(X+Y>QZ\Z:z)fz(Z)dZ

— 00

oo

= / P(X+Y >2z| Z=2)jyy(z) dz

1
= /P(X+Y>2z)dz
0

1
= /(1—22: dz+/22 —4z+2)dz
0
_ 1.2 112,2 AP S |
2 3\2 3 3\2 2 2

b) Korrketur der Aufgabenstellung:

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass das Rechteck achsenparallel in das
Quadrat gelegt werden kann.

Die folgenden Abbildung zeigt, wie das Rechteck in dem Quadrat lieg:

N[=



z

Es ist somit moglich das Rechteck parallel in das Quadrat zu legen, wenn X < Z
und Y < Z, also max{X,Y} < Z.

Pmax{X,Y}<Z) = P(X<Z,Y<Z)
= /P(X<Z,Y<Z|Z:z)fz(z)dz

— 00

o0

= / P(X <z,Y <z|Z=2)1pqy(z) dz

1
= /P(X<Z7Y<z)dz

P(X <2)P(Y < 2)dz

O\H O\H o

Aufgabe 7

X1 ~Exp(A), A>0= fx,(x1) = de™ ™ 1L0,00) (1)
Xy ~ N0, 55) = fx(22) = \/%edm

T(xz1,22) = (221 + 22, 1 — T2)
T (y1,y2) = (31 +42) , 3(y1 — 22))

_ 1 1
T(T ' y,y2) = T <§(y1,y2), g(yl - 2y2)> = (y1,92) (1)
T'_1 (T(l‘l, ZL'Q)) = T_1(21‘1 + o, T1 — 1‘2) = (:L‘l, 1'2) (2)
Mit (1), (2) 7! ist die Inverse , T ist bijektiv auf R? .
w(gm) =1 4] =




2Xzq2 2
foxixay (21, 32) = Ae™[3R e s = A\/g e At

M = (0,00) x (—00,00)
Alle Voraussetzungen fiir den Transformationssatz sind auf M erfiillt .

f(Yl,YQ)(ylayQ)
_ foxix) (T w1, y2)) Loon (1, y2)
det (),
=121 (X0 X)) =T-1(Y1,Y2)

_ Ixixs (31 +v2), 3(y1 — 242))

3 L (T (1, 92))
A A 41 1 1,2 2 1,2 1 1
s\Voe Ayt syt sy =5uve 5820 1o ) (Cooim0) <§(y1 +y2), 3(y1 — 212)
A

A
. \/;e—/\(%y1+§yz+%y12—%ylyz-i-%yf) ]1(0700)(y1+y2)

Aufgabe 8

Die Likelihood-Funktion ist:

L(ala) = f(ela) = (2 = Z) L)

Suche nun ein a, welches L(a|z) fiir festes  maximiert.
Fiir a < z gilt L(alz) = 0.
Fiir a > z gilt:

%(GL’E)_ 2+E$:O
2 4 .
3 = 37 & a=2z
a
d*L 4 12 1
— (2 - =
da2( x|x) 2] (2:1:)4x e <0Vz>0

— a = 2z ist ML-Schéitzer fir a.

Der Schétzer ist nicht erwartungstreu, da

E(d):E(2X):2/ x<2%z>dx2{lx21x3} :2a7éa.
0 a a a 0

)
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