e Siebformel von Poincare-Sylvester:

n

P(QAk):Z(_l)M > P(ﬁAi~')

k=1 1<i1<...<ip<n

:i:P(Ak) — Y PANA) (—1)"+1P( ﬂ Ak)

1<i1<iz<n k=1

e Bonferroni-Ungleichung:

anP(Ak)— > P(A,NA,) < P(OAk) < Y P4y

1<i1<iz<n k=1 k=1
e TFalls B, n € N, eine Partition von 2 bildet, gilt
a) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: P(A) = Z P(A|B,) - P(B,)

P(A‘Bn) ) P(Bn)
> o521 P(A|B;) - P(B))

b) Bayes-Formel: P(B,|A) = , falls P(A) > 0.

oo o0 o0 oo
e Limes superior und inferior: h{]n :Olclp A, = ﬂ U A, hnni 1£f A, = U ﬂ A,
: k=1n=k k=1n=k
¢ Borel-Cantelli-Lemma:

ZP(An) <oo = P(limsupA,) =0.
n=1

n—o0

n—oo

ZP(A,Z) =00 = P(lim sup An) =1, vorausgesetzt{A, }nen ist s.u.
n=1

Summe, Produkt und Quotient von stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X; und Xo:
e TFaltung: fyx,1x,(y) :/ fxi(t) - fx.(y—t)dt, y € R, falls fx,, fx, Dichten.

o fan® = [ 1 (0 Ot o) md Ly = [0 T

falls fiir beide Dichten fx,(z), fx,(z) = 0 fiir alle z < 0 gilt.

k
o frirx(k) = fx,(i) fx,(k—1), k € Ny, fiir Zahldichten fy,, fx, auf No.
i=0

e S:=min{n € N| X, € B} heiit erste Eintrittszeit in B.
Falls X; i.i.d., gilt S — 1 ~ Geo(p) mit p = P(X; € B).
e Poisson-Prozess: X; ~ Exp(}), i.id., A >0

N(t) = max{n eNy | S X < t} = Hn eN|Y X < tH ~ Poi(At), t >0
i=1 i=1

Erwartungswert: (Die Existenz aller nachfolgenden Erwartungswerte sei vorausgesetzt. )
e F(g9(X))= ir](avl)f(av,)7 falls X diskret mit Z&hldichte f auf {1, 2o,...}.
e E(g(X))= g(z) f(x) dz, falls X absolut-stetig mit Dichte f.
o F(X)=-— /jJ F(z)dz + /000(1 — F(z)) dx, wobei F die Verteilungsfunktion von X.

Eigenschaften des Erwartungswertes:

e Linearitit: FE(aX +0Y)=aE(X)+bE(Y)Va,beR
e Monotonie: X <Y = E(X) < E(Y)
o X=I, = EX)=E()=PA)

e Markoff-Ungleichung: P(|X| > ¢) < E(XD
¢

e X.Ysu = EX.Y)=EX) EY)

Ve>0

Transformationssatz fiir Dichten: X = (Xi,..., X,,) mit Dichte fx. M C R" offen mit f(z) =0V z €
MC€. T mefbare Abbildung, T'= T|);. Unter geeigneten Voraussetzungen (s. Vorl.) gilt

fY(?/l»-»~7yn) = e
| det ((%) ) ) |
%3 /1<, j<n 1 T2 (y1,0.yn)
or! _
= |d0t ( ) ‘fX (T (Z/] 7yn)) HT(M)(y1~,~~~,yn)
<i,j<n

Momente:

e k-tes Moment: E (X k) ,  k-tes zentrales Moment: FE ((X — FEX )k)
e Varianz (k =2): Var(X)=E ((X — EX)?)

e Kovarianz: Cov(X,Y) = E((X — EX)(Y — EY))

Cov(X,Y)

e Korrelation: Corr(X,Y) = —(—m—————
Var(X),/Var(Y)

Eigenschaften:
e Cov(X,)Y)=FEX Y)-EX)EY), Var(X)=F (Xz) — (EX)?

o Var(aX +b) =a*Var(X) Va,beR

e Var (zn: Xi) = Xn: Var(X;) +2- ) Cov(X;, X))

i<j

e Cauchy-Schwarz-Ungleichung: | Cov(X,Y)| < y/Var(X) - Var(Y)




Erzeugende Funktionen: X sei diskrete ZV mit Tréger T' = {¢¢, t1, ...} und Zdhldichte fx.

o Gx(2) =) fx(ty)2" =D P(X =t,)7, || <1
k=0 k=0
Eigenschaften:
1
o P(X=ty)=1 G (0)

o Gxiv(2) =Gx(2) Gy (2), |2| <1
o BE(X)=G(1), B(X-(X-1) (X -k+1)=GM()

k-tes faktorielles Moment

Laplace-Transformierte: X sei absolut-stetige ZV mit Dichte fx(z) = 0 fiir alle x < 0.

. Lx(s):/oooe’”fx(,r)dz, s>0

Eigenschaften:

y—oo 277

1 c+iy
o fx(z)= lim —/ eLx(s)ds VceR

o Ly.y(s)=Lx(s) ‘Ey(S).’ s>0
e E(X)=-L'0), FE (X’“) = (=1)*L®)(0)

Bedingte Verteilungen: X,Y ZV mit gemeinsamer (Zéhl-)Dichte fox,yy(z,y)

_ fxxn (@)

fxy (@ly) = =545, falls fy(y) >0

X, Y diskret mit Triger Tix.y) X,Y absolut-stetig
POCEAN =) = 3 furlel) Fxve) = [ forClna:
Ix(@) = Lgfxy(frly)fy(y) fs@) = [ favtaliro)dy
B0l =y) = szyg(I)fxw(Ily) PO =9) = [ ala) sy (als) de
Elg(x)) - gE(mX)w—y)fY(y) Bl(0) = [ EGXN =) ) dy

Eine Folge von ZV’en {X,, }nen heifit ...
e P-fast sicher konvergent gegen X, X,, — X P-f.s., wenn
P({w| lim X,,(w) = X(w)}) burs p ( lim X, = X) =1
n—oo n—oo

e P-stochastisch konvergent gegen X, X,, — X P-stoch., wenn

n—o0

lim P(|X, — X[ >¢)=0 Ve>0

o verteilungskonvergent gegen X, X, < X, X, 2. x , wenn

lim F,(v) = F(x) fiir alle Stetigkeitspunkte 2z von F'.

Tschebyscheff-Ungleichung: X ZV mit Var(X) < oco.

< Var(X)

= 52

Ve>0

P(IX - E(X)|>¢)

Starkes Gesetz grofier Zahlen (SGGZ):
{ X, }nen Folge von ZV, X,, paarweise unkorreliert, Var(X,,) < M < oo Vn € N. Dann gilt

1 ¢ R
- g (X;— EX;) — 0 P-fast sicher.
n

=1

Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS): {X, },en Folge von ZV, X, iid, p = E(X,), 0% = Var(X,) > 0.
Dann gilt

1 - as
SR ) ENO.D) i oo

Maximum-Likelihood-Schétzer: f(z1,..., 2, | 9), ¥ € O, seien (Zihl-)Dichten.
L | x1,...,2z0) = f(z1,..., 2, | ¥) heiflt Likelihood-Funktion. J(z1, ..., x,) heiit Maximum-Likelihood-
Schitzer, falls

L(&(xl,...,xn) | xl,...,xn) :supL(ﬂ|ac1,...,xn) YV Ty, .., Ty
VO

Bayes-Schitzer: J(z) sei eine ZV mit (Zahl-)Dichte f(d|z) = f}(f(c;;’) = %, wobei 7(d) eine

(Z#hl-) Dichte der a-priori Verteilung und f(x | ¥) eine (Zdhl-) Dichte der beobachteten ZV X ist.

f(U|z) heiBt a-posteriori Verteilung. E(9(x)) heifit Bayes-Schétzer von 9.

MSE: H = H(X;,...,X,) sei ein Schitzer fiir g(J) € R. Der mittlere quadratische Fehler (MSE) erfiillt
Ey(H = g(9))" = Ey(H — EgH)? + (EgH — g(9))? = Vary(H) + (Biasy(H))?

Erwartungstreue: H heiit erwartungstreu fiir g(99), wenn Ey(H) = g(¥) fiir alle 9 € ©.

[L(X1,...,X,), U(X1, ..., X,)] heift Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir g(¥) € R, falls

P,g<g(19) € [L(Xl,...,X,L)7U(X1,...,Xn)}) >l-a Video.




Kombinatorische Grundformeln

Viele Abzédhlprobleme kénnen auf kombinatorische Formeln zuriickgefithrt werden, die sich am Beispiel eines
Urnenmodells veranschaulichen lassen.

In einer Urne seien N Kugeln, die wir uns von 1 bis N durchnumeriert denken. Nacheinander werden aus der
Urne n Kugeln gezogen. Beim Ziehen einer solchen Stichprobe vom Umfang n gibt es zwei Vorgehensweisen:

e Stichprobe mit Zuriicklegen (Stichprobe mit Wiederholung)
Nach jeder einzelnen Ziehung wird die gezogene Kugel in die Urne zuriickgelegt. Kugeln konnen also in
den n Ziehungen mehrfach gezogen werden.

e Stichprobe ohne Zuriicklegen (Stichprobe ohne Wiederholung)
Jede gezogene Kugel wird nach der Ziehung beiseite gelegt und nicht in die Urne zuriickgegeben. Eine
beliebige Kugel kann bei einer solchen Stichprobe also hochstens einmal auftreten.

Bei der Betrachtung des Ziehungsergebnisses gibt es wiederum zwei Vorgehensweisen:

e Stichprobe in Reihenfolge (geordnete Stichprobe, Permutation)
Das Ergebnis wird durch ein n-Tupel (w1,ws,...,w,) beschrieben, in dem w; die Nummer der bei der
i-ten Ziehung gezogenen Kugel angibt, 1 < ¢ < n. Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, ist
also von Bedeutung.

e Stichprobe ohne Reihenfolge (ungeordnete Stichprobe, Kombination)
Interessiert nur, welche Kugeln gezogen werden und — falls mit Zuriicklegen gezogen wird — wie oft eine Ku-
gel gezogen wurde, so sind alle Stichproben dquivalent, die durch eine Permutation der Stichprobenelemen-
te auseinander hervorgehenq. Wir beschreiben die Stichprobe deshalb durch ein n-Tupel (w1, w2, ... ,wy),
dessen Eintriage der Gréfle nach geordnet sind, w1 < ws < ... < w,. In welcher Ziehung eine Kugel gezogen
wurde, ist hier nicht von Bedeutung.

Es ergeben sich also vier unterschiedliche Stichprobenrdume, deren Méchtigkeiten wir in folgender Tabelle an-
geben wollen: (Zusétzlich wollen wir eine alternative Interpretation angeben)

Stichproben
vom Umfang n mit Zuriicklegen ohne Zuriicklegen
aus A:={1,...N}
szA":{(wl,...,wnH QH:{(wl,...,wn)eA"|
in wie{l,...,N}firl <i<n} | w #wj;firi#j1<4ij<n} | unterscheidbare
Reihenfolge Murmeln
€27 = N™ 1| = oy
QIV:{(wl,...,wn)eA"| Q[]]:{(wl,...,wn)eAn|
ohne w; Swg <+ <wyt w1 <wg <+ <wp} | ununterscheid-
Reihenfolge bare Murmeln
Qv = (") Q| = (7))
Verteilung von
mit Mehrfach- ohne Mehrfach- n Murmeln auf NV
besetzung besetzung Zellen

Ulrich Krengel,

Einfiihrung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik,
S. 7-10, 1

Vieweg Verlag, Braunschweig/Wiesbaden, 1991

Quelle:
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Verteilungsfunktion der Standard—Normalverteilung N(0,1)

N(0,1)-Dichtefkt.

D) = —— | et2dl; Du)=1— D(—u)
(u) Vim (
- $w)
Ablesebeispicl: 4 (0,76) = 0,776373
173 ¥

u 0,00 0,01 — 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 _ 0,00 u

0,0 0,500000 0,503989 0,507978 0,611900 0,615953 0,519939 0,623922 0,527903 0,531881 0,535856 . 0,0
0,1 ,530828 ,543795 ,547758 ,6517117 ,655070 ,550618 ,663659 ,567495 571424 ,575345 0,1
0,2 ,579200 ,583166 ,587004 ,600054 /694835 ,508706 ,002568 ,600420 ,610261 ,614002 0,2
0,3 ,617911 ,621720 ,625610 ,620300 ,633072° - ,836831 ,640576 *| ,644300 ,648027 ,651732, 0,3
0,4 ,655422 ,659097 ,6621757 ,666402 ,670031 ,873645 ,677242 ,680822 ,684 386 ,687933- 0,4
0,5 ,691462 ,6949074 ,698468 ,701044 705401 ,708840 ,712260. ,715061 ,710043 722405 0,5
0,6 125747 ,720069 ,732371 ,135663 ,738014 ,742154 145373 ,148571 ,751748 ,154903 0,6
0,7 ,758036 ,761148 ,764238 ,767305 ,770360 ,7733173 ,776373 ,179350 ,782305 ,785230; - 0,7
0,8 ,788145 ,791030 ,793892 ,796731 ,790646 ,802337 ,805105 ,807850 ,810670 ,813267 0,8
0,9 ,815940 ,818589 ,821214 ,823814 ,826301 ,828044 ,831472 ,833077 ,836457 ,838013 0,9
1,0 ,841345 ,843752 ,846136 ,848405 ,850830 ,853141 856428 .,857690 ,850929 .mS:u. " 1,0
1,1 ,864334 ,866500 ,868643 ,870762 ,872867 ,8749028 ,876076 ,879000 ,881000 ,882077 1,1
1,2 ,884930 ,886801 ,888768 ,800651 ,802612 ,804360 ,896165 ,807058 ,890727 ,001475 1,2
1,3 ,003200 ,004902 ,000582° ,008241 ,000877 011402 ,013085 ,014657 ,016207 ,017736 1,3
1,4 ,019243 ,920730 ,022196 ,023041 ,025006 ,926471 ,027855 ,020219 ,930563 ,031888 1,4
1,5 ,933193 ,034478 ,035745 ,036092 ,038220 ,030429 ,040620 ,041792 ,042047 ,044083 1,5
1,6 ,045201 ,946301 -,047384 ,048449 ,049497 ,060629 ,051643 ,052540 ,053621 ,054 486 1,6
1,7 ,055435 ,0563067 ,057284 ,058185 ,059070 ,060941 ,060796 ,001030 ,062462 ,063273 1,7
1,8 ,064070 ,004852 ,005620 ,066376 ,067118 ,867843 ,068657 ,000258 ,060046 ,070621 1,8
1,9 ,071283 ,0719033 ,072671 ,073197 ,073810 ,074412 ,076002 ,076581 ,076148 ,976705 1,9
2,0 ,977250 ,077784 ,078308 ,078822 ,079325 ,070818 ,080301 ,080774 ,081237 ,081 601 2,0
2,1 ,082136 ,082571 ,082097 ,083414 ,083823 ,084222 ,084614 ,084997 ,085371 - ,085738 2,1
2,2 ,086097 ,086447 ,086791 ,087126 ,087455 ,087776 ,088089 ,088306 ,088696 . ,088989 2,2
2,3 ,989276 ,089556 ,080830 ,800087 ,000358 ,090613 +,090863 ,001106 ,991344 ,001576 2,3
2,4 ,991802 ,092024 ,092240 ,002461 ,002650 ,002857 ,993053 ,003244 ,093431 ,003613 2,4
2,5 ,003790 ,093963 ,994132 ,004207 ,004457 094614 ,004766 ,0049016 ,095060 ,005201 2,5
2,6 ,095339 ,095473 ,995604 ,005731 ,006855 ,895976 ,090093 ,006207 ,096319 ,996427 2,6
2,7 ,900533 ,096636 ,006736 ,006833 ,006928 ,007020 ,007110 ,007107 ,007282 ,007365 2,7
2,8 ,007445 ,907523 ,097699 ,007673 ,007744 ,097814 ,007882 ,007048 ,008012 ,008074 2,8
29 0,998134 0,098193 0,998250 0,968305 0,098359 0,998411 0,008462 0,098611 ’| 0,998559 0,998 605 2,9

u 3,0 3,5 4,0 4,6 6,0 6,0 1,0 8,0 9,0 10,0 u
W) |1 —1,350.10-3|1 —2,326-10-*|1 — 3,167 - 10-* | 1 — 3,308 . 10~¢ |1 — 2,807 - 10~ |— 0,800 - 10~*°|1 — 1,280.10-% 1 —6,221.10-2¢{1 —1,120.10~**|1 — 7,620 10" | @ (u)

o (n) 50% 60% 0% 90% 956% 97,6% 00% 00,6% 00,75% | 99,9% 99,05% & (u)
v | 0 | 028 1 0524 0,842 1,282 1,045 1,000 | 2326 | 2,670 2.807 3,000 3,201 u




Prof. Dr. R. Mathar

Ausgewihlte diskrete und absolut-stetige Verteilungen

RWTH Aachen, SS 2003

Zahldichte erzeugende Funktion | E(X) | Var(X)
E(ZX), 0<z<1
Binomialverteilung
Bin(n,p), n€IN, 0<p<1 [())pF(1—-p)" % k=0,1,....n (zp+1-—p)" np |np(l—p)
. . k— 2z 1 1—
geometrische Verteilung (1—p)*lp, ke N 17(’1’7710)2 5 pzp
k p 1-p 1-p
Geo(p), 0<p<1 (1 —p)*p, ke Ny e - 3
negative Binomialverteilung .,
= k4r—1y, r r(l-p) r(1—-p)
Bm(r,p), TGH\L O<p<1 ( r—1 )p (lfp)k, kEIN() (%) Tp p—2p
Poissonverteilung
"
Poi(\), A >0 e 3, ke Ny e~ M1=2) A A
Dichte Laplace-Transform. | E(X) | Var(X)
E(e—sX)
Rechteckverteilung )
R(a,b), a<be IR ﬁ, a<xz<b 67:&:‘;81), selR GTH’ (bfg)
Exponentialverteilung
Exp(A), A >0 Ae ™ x>0 )\j\rs, s>0 % %
I'-Verteilung F’};x“_le_/\m, x>0,
T(a, A), a,A>0 mit T'(e) = [;° 2 e *dx (/\_/\FS) , §>0 % oV
a = n: Erlangvert., Erl(n, A) Beachte: I'(n) = (n — 1)!
Normalverteilung
N(p,0?), p € R,02 >0 - 127re’(f”’“)2/(2"2), re€lR e~sHts’?/2 g c R ) o?
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