
• Siebformel von Poincare-Sylvester:

P
( n⋃

k=1

Ak

)
=

n∑

k=1

(−1)k+1
∑

1≤i1<...<ik≤n

P
( k⋂

j=1

Aij

)

=

n∑

k=1

P (Ak) −
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩ Ai2) + − · · · + (−1)n+1P
( n⋂

k=1

Ak

)

• Bonferroni-Ungleichung:
n∑

k=1

P (Ak) −
∑

1≤i1<i2≤n

P (Ai1 ∩ Ai2) ≤ P
( n⋃

k=1

Ak

)
≤

n∑

k=1

P (Ak).

• Falls Bn, n ∈ N, eine Partition von Ω bildet, gilt

a) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit: P (A) =

∞∑

n=1

P (A|Bn) · P (Bn)

b) Bayes-Formel: P (Bn|A) =
P (A|Bn) · P (Bn)∑∞
j=1 P (A|Bj) · P (Bj)

, falls P (A) > 0.

• Limes superior und inferior: lim sup
n→∞

An =
∞⋂

k=1

∞⋃

n=k

An, lim inf
n→∞

An =
∞⋃

k=1

∞⋂

n=k

An

• Borel-Cantelli-Lemma:
∞∑

n=1

P (An) < ∞ =⇒ P
(
lim sup

n→∞
An

)
= 0.

∞∑

n=1

P (An) = ∞ =⇒ P
(
lim sup

n→∞
An

)
= 1, vorausgesetzt{An}n∈N ist s.u.

• S := min{n ∈ N | Xn ∈ B} heißt erste Eintrittszeit in B.

Falls Xi i.i.d., gilt S − 1 ∼ Geo(p) mit p = P (X1 ∈ B).

• Poisson-Prozess: Xi ∼ Exp(λ), i.i.d., λ > 0

N(t) = max
{

n ∈ N0 |
n∑

i=1

Xi ≤ t
}

=
∣∣∣
{
n ∈ N |

n∑

i=1

Xi ≤ t
}∣∣∣ ∼ Poi(λt), t ≥ 0

Transformationssatz für Dichten: X = (X1, . . . , Xn) mit Dichte fX . M ⊆ R
n offen mit f(x) = 0 ∀ x ∈

MC . T meßbare Abbildung, T̃ = T |M . Unter geeigneten Voraussetzungen (s. Vorl.) gilt

fY (y1, . . . , yn) =
fX

(
T̃−1(y1, . . . , yn)

)
· I

T̃ (M)(y1, . . . , yn)

∣∣ det

((
∂T̃i

∂xj

)
1≤i,j≤n

∣∣∣
T̃−1(y1,...,yn)

) ∣∣

=
∣∣ det




(

∂T̃−1
i

∂yj

)

1≤i,j≤n



∣∣ fX

(
T̃−1(y1 . . . , yn)

)
· I

T̃ (M)(y1, . . . , yn).

Summe, Produkt und Quotient von stochastisch unabhängigen Zufallsvariablen X1 und X2:

• Faltung: fX1+X2(y) =

∫ ∞

−∞

fX1(t) · fX2(y − t) dt, y ∈ R, falls fX1 , fX2 Dichten.

• fX1·X2(y) =

∫ ∞

0

1

t
fX1

(y

t

)
fX2(t) dt · I(0,∞)(y) und fX1

X2

(y) =

∫ ∞

0

tfX1(yt)fX2(t) dt · I(0,∞)(y),

falls für beide Dichten fX1(x), fX2(x) = 0 für alle x ≤ 0 gilt.

• fX1+X2(k) =
k∑

i=0

fX1(i) · fX2(k − i), k ∈ N0, für Zähldichten fX1 , fX2 auf N0.

Erwartungswert: (Die Existenz aller nachfolgenden Erwartungswerte sei vorausgesetzt.)

• E(g(X)) =

∞∑

i=1

g(xi)f(xi), falls X diskret mit Zähldichte f auf {x1, x2, . . .}.

• E(g(X)) =

∫ ∞

−∞

g(x)f(x) dx, falls X absolut-stetig mit Dichte f .

• E(X) = −
∫ 0

−∞

F (x) dx +

∫ ∞

0

(1 − F (x)) dx, wobei F die Verteilungsfunktion von X.

Eigenschaften des Erwartungswertes:

• Linearität: E(aX + bY ) = aE(X) + bE(Y ) ∀ a, b ∈ R

• Monotonie: X ≤ Y ⇒ E(X) ≤ E(Y )

• X = IA ⇒ E(X) = E (IA) = P (A)

• Markoff-Ungleichung: P (|X| > c) ≤ E(|X|)
c

∀ c > 0

• X, Y s.u. ⇒ E(X · Y ) = E(X) · E(Y )

Momente:

• k-tes Moment: E
(
Xk
)
, k-tes zentrales Moment: E

(
(X − EX)k

)

• Varianz (k = 2): Var(X) = E
(
(X − EX)2

)

• Kovarianz: Cov(X, Y ) = E((X − EX)(Y − EY ))

• Korrelation: Corr(X, Y ) =
Cov(X, Y )√

Var(X)
√

Var(Y )

Eigenschaften:

• Cov(X, Y ) = E(X · Y ) − E(X)E(Y ), Var(X) = E
(
X2
)
− (EX)2

• Var(aX + b) = a2 Var(X) ∀ a, b ∈ R

• Var

(
n∑

i=1

Xi

)
=

n∑

i=1

Var(Xi) + 2 ·
∑

i<j

Cov(Xi, Xj)

• Cauchy-Schwarz-Ungleichung: |Cov(X, Y )| ≤
√

Var(X) · Var(Y )



Erzeugende Funktionen: X sei diskrete ZV mit Träger T = {t0, t1, . . .} und Zähldichte fX .

• GX(z) =
∞∑

k=0

fX(tk)z
k =

∞∑

k=0

P (X = tk)z
k, |z| < 1

Eigenschaften:

• P (X = tk) =
1

k!
G

(k)
X (0)

• GX+Y (z) = GX(z) · GY (z), |z| ≤ 1

• E(X) = G′(1), E(X · (X − 1) · · · (X − k + 1))︸ ︷︷ ︸
k-tes faktorielles Moment

= G(k)(1)

Laplace-Transformierte: X sei absolut-stetige ZV mit Dichte fX(x) = 0 für alle x ≤ 0.

• LX(s) =

∫ ∞

0

e−sxfX(x) dx, s ≥ 0

Eigenschaften:

• fX(x) = lim
y→∞

1

2πi

∫ c+iy

c−iy

esxLX(s) ds ∀ c ∈ R

• LX+Y (s) = LX(s) · LY (s), s ≥ 0

• E(X) = −L′(0), E
(
Xk
)

= (−1)kL(k)(0)

Bedingte Verteilungen: X, Y ZV mit gemeinsamer (Zähl-)Dichte f(X,Y )(x, y)

fX|Y (x|y) =
f(X,Y )(x,y)

fY (y)
, falls fY (y) > 0

X, Y diskret mit Träger T(X,Y ) X, Y absolut-stetig

P (X ∈ A|Y = y) =
∑

x∈TX

fX|Y (x|y) FX|Y =y(x) =

∫ x

−∞

fX|Y (z|y) dz

fX(x) =
∑

y∈TY

fX|Y (x|y)fY (y) fX(x) =

∫ ∞

−∞

fX|Y (x|y)fY (y) dy

E(g(X)|Y = y) =
∑

x∈TX

g(x)fX|Y (x|y) E(g(X)|Y = y) =

∫ ∞

−∞

g(x)fX|Y (x|y) dx

E(g(X)) =
∑

y∈TY

E
(
g(X)|Y = y

)
fY (y) E(g(X)) =

∫ ∞

−∞

E
(
g(X)|Y = y

)
fY (y) dy

Eine Folge von ZV’en {Xn}n∈N heißt . . .

• P-fast sicher konvergent gegen X, Xn −→
n→∞

X P-f.s., wenn

P
({

ω
∣∣ lim

n→∞
Xn(ω) = X(ω)

}) kurz
= P

(
lim

n→∞
Xn = X

)
= 1

• P-stochastisch konvergent gegen X, Xn −→
n→∞

X P-stoch., wenn

lim
n→∞

P (|Xn − X| > ε) = 0 ∀ε > 0

• verteilungskonvergent gegen X, Xn
as∼ X, Xn

D−→ X, wenn

lim
n→∞

Fn(x) = F (x) für alle Stetigkeitspunkte x von F .

Tschebyscheff-Ungleichung: X ZV mit Var(X) < ∞.

P
(
|X − E(X)| > ε

)
≤ Var(X)

ε2
∀ ε > 0

Starkes Gesetz großer Zahlen (SGGZ):
{Xn}n∈N Folge von ZV, Xn paarweise unkorreliert, Var(Xn) ≤ M < ∞ ∀n ∈ N. Dann gilt

1

n

n∑

i=1

(Xi − EXi)
n→∞−→ 0 P-fast sicher.

Zentraler Grenzwertsatz (ZGWS): {Xn}n∈N Folge von ZV, Xn i.i.d, µ = E(Xn), σ2 = Var(Xn) > 0.
Dann gilt

1

σ
√

n

n∑

i=1

(Xi − µ)
as∼ N(0, 1) für n → ∞.

Maximum-Likelihood-Schätzer: f(x1, . . . , xn | ϑ), ϑ ∈ Θ, seien (Zähl-)Dichten.
L(ϑ | x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn | ϑ) heißt Likelihood-Funktion. ϑ̂(x1, . . . , xn) heißt Maximum-Likelihood-
Schätzer, falls

L
(
ϑ̂(x1, . . . , xn) | x1, . . . , xn

)
= sup

ϑ∈Θ
L
(
ϑ|x1, . . . , xn

)
∀ x1, . . . , xn.

Bayes-Schätzer: ϑ̂(x) sei eine ZV mit (Zähl-)Dichte f(ϑ|x) = f(x,ϑ)
f(x)

= f(x|ϑ)π(ϑ)∫
f(x|ϑ)π(ϑ)dϑ

, wobei π(ϑ) eine

(Zähl-) Dichte der a-priori Verteilung und f(x | ϑ) eine (Zähl-) Dichte der beobachteten ZV X ist.

f(ϑ|x) heißt a-posteriori Verteilung. E(ϑ̂(x)) heißt Bayes-Schätzer von ϑ.

MSE: H = H(X1, . . . , Xn) sei ein Schätzer für g(ϑ) ∈ R. Der mittlere quadratische Fehler (MSE) erfüllt

Eϑ

(
H − g(ϑ)

)2
= Eϑ(H − EϑH)2 + (EϑH − g(ϑ))2 = Varϑ(H) + (Biasϑ(H))2

Erwartungstreue: H heißt erwartungstreu für g(ϑ), wenn Eϑ(H) = g(ϑ) für alle ϑ ∈ Θ.

Konfidenzintervalle: X1, . . . , Xn seien ZV mit gemeinsamer Verteilung P
(X1,...,Xn)
ϑ , ϑ ∈ Θ.[

L(X1, . . . , Xn), U(X1, . . . , Xn)
]

heißt Konfidenzintervall zum Niveau 1 − α für g(ϑ) ∈ R, falls

Pϑ

(
g(ϑ) ∈

[
L(X1, . . . , Xn), U(X1, . . . , Xn)

])
≥ 1 − α ∀ ϑ ∈ Θ.



Kombinatorische Grundformeln

Viele Abzählprobleme können auf kombinatorische Formeln zurückgeführt werden, die sich am Beispiel eines
Urnenmodells veranschaulichen lassen.

In einer Urne seien N Kugeln, die wir uns von 1 bis N durchnumeriert denken. Nacheinander werden aus der
Urne n Kugeln gezogen. Beim Ziehen einer solchen Stichprobe vom Umfang n gibt es zwei Vorgehensweisen:

• Stichprobe mit Zurücklegen (Stichprobe mit Wiederholung)
Nach jeder einzelnen Ziehung wird die gezogene Kugel in die Urne zurückgelegt. Kugeln können also in
den n Ziehungen mehrfach gezogen werden.

• Stichprobe ohne Zurücklegen (Stichprobe ohne Wiederholung)
Jede gezogene Kugel wird nach der Ziehung beiseite gelegt und nicht in die Urne zurückgegeben. Eine
beliebige Kugel kann bei einer solchen Stichprobe also höchstens einmal auftreten.

Bei der Betrachtung des Ziehungsergebnisses gibt es wiederum zwei Vorgehensweisen:

• Stichprobe in Reihenfolge (geordnete Stichprobe, Permutation)
Das Ergebnis wird durch ein n-Tupel (ω1, ω2, . . . , ωn) beschrieben, in dem ωi die Nummer der bei der
i-ten Ziehung gezogenen Kugel angibt, 1 ≤ i ≤ n. Die Reihenfolge, in der die Kugeln gezogen werden, ist
also von Bedeutung.

• Stichprobe ohne Reihenfolge (ungeordnete Stichprobe, Kombination)
Interessiert nur, welche Kugeln gezogen werden und – falls mit Zurücklegen gezogen wird – wie oft eine Ku-
gel gezogen wurde, so sind alle Stichproben äquivalent, die durch eine Permutation der Stichprobenelemen-
te auseinander hervorgehenq. Wir beschreiben die Stichprobe deshalb durch ein n-Tupel (ω1, ω2, . . . , ωn),
dessen Einträge der Größe nach geordnet sind, ω1 ≤ ω2 ≤ . . . ≤ ωn. In welcher Ziehung eine Kugel gezogen
wurde, ist hier nicht von Bedeutung.

Es ergeben sich also vier unterschiedliche Stichprobenräume, deren Mächtigkeiten wir in folgender Tabelle an-
geben wollen: (Zusätzlich wollen wir eine alternative Interpretation angeben)

Stichproben
vom Umfang n mit Zurücklegen ohne Zurücklegen
aus A := {1, . . .N}

ΩI = An = {(ω1, . . . , ωn) | ΩII = {(ω1, . . . , ωn) ∈ An |
in ωi ∈ {1, . . . , N} für 1 ≤ i ≤ n} ωi 6= ωj für i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n} unterscheidbare
Reihenfolge Murmeln

|ΩI | = Nn |ΩII | = N !
(N−n)!

ΩIV = {(ω1, . . . , ωn) ∈ An | ΩIII = {(ω1, . . . , ωn) ∈ An |
ohne ω1 ≤ ω2 ≤ · · · ≤ ωn} ω1 < ω2 < · · · < ωn} ununterscheid-
Reihenfolge bare Murmeln

|ΩIV | =
(

n+N−1
n

)

|ΩIII | =
(

N

n

)

Verteilung von
mit Mehrfach- ohne Mehrfach- n Murmeln auf N

besetzung besetzung Zellen

Quelle:

Ulrich Krengel,
Einführung in die Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik,
S. 7–10,
Vieweg Verlag, Braunschweig/Wiesbaden, 1991
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Ausgewählte diskrete und absolut-stetige Verteilungen

Zähldichte erzeugende Funktion E(X) Var(X)

E
(

zX
)

, 0 ≤ z ≤ 1

Binomialverteilung

Bin(n, p), n ∈ IN, 0 ≤ p ≤ 1
(

n
k

)

pk(1 − p)n−k, k = 0, 1, . . . , n (zp + 1− p)n np np(1 − p)

geometrische Verteilung (1 − p)k−1p, k ∈ IN pz
1−(1−p)z

1
p

1−p
p2

Geo(p), 0 < p < 1 (1 − p)kp, k ∈ IN0
p

1−z(1−p)
1−p

p
1−p
p2

negative Binomialverteilung

Bin(r, p), r ∈ IN, 0 < p < 1
(

k+r−1
r−1

)

pr(1 − p)k, k ∈ IN0

(

p
1−z(1−p)

)r
r(1−p)

p
r(1−p)

p2

Poissonverteilung

Poi(λ), λ > 0 e−λ λk

k! , k ∈ IN0 e−λ(1−z) λ λ

Dichte Laplace-Transform. E(X) Var(X)

E
(

e−sX
)

Rechteckverteilung

R(a, b), a < b ∈ IR 1
b−a , a ≤ x ≤ b e−sa−e−sb

s(b−a) , s ∈ IR a+b
2

(b−a)2

12

Exponentialverteilung

Exp(λ), λ > 0 λe−λx, x ≥ 0 λ
λ+s , s ≥ 0 1

λ
1
λ2

Γ-Verteilung λα

Γ(α)x
α−1e−λx, x > 0,

Γ(α, λ), α, λ > 0 mit Γ(α) =
∫ ∞

0 xα−1e−xdx
(

λ
λ+s

)α

, s ≥ 0 α
λ

α
λ2

α = n: Erlangvert., Erl(n, λ) Beachte: Γ(n) = (n − 1)!

Normalverteilung

N(µ, σ2), µ ∈ IR, σ2 > 0 1
σ
√

2π
e−(x−µ)2/(2σ2), x ∈ IR e−sµ+s2σ2/2, s ∈ IR µ σ2
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