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Aufgabe 20

Zeige: X1, . . . , Xn s.u. ⇒ P (X1 = t1, . . . , Xn = tn) =
∏n

i=1 P (Xi = ti).
Zeige dazu

P (X1 = t1, . . . , Xj−1 = tj−1, Xj ≤ tj , . . . Xn ≤ tn) =

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti)

n∏

i=j

P (Xi ≤ ti),

für j = 1, . . . , n. Für j = n ergibt sich die Beauptung.
Der Beweis erfolgt per Induktion (ObdA sei der Träger T = N).

IA: j = 1, gilt nach Definition der stochastischen Unabhängigkeit.

IS: j → j + 1

P (X1 = t1, . . . , Xj = tj , Xj+1 ≤ tj+1, . . . , Xn ≤ tn)

=P (X1 = t1, . . . , Xj−1 = tj−1, Xj ≤ tj , Xj+1 ≤ tj+1, . . . , Xn ≤ tn)

− P (X1 = t1, . . . , Xj−1 = tj−1, Xj ≤ tj − 1
︸ ︷︷ ︸

⇔ Xj<tj da T=N0

, Xj+1 ≤ tj+1, . . . , Xn ≤ tn)

IV
=

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti) P (Xj ≤ tj)

n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)

−

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti) P (Xj ≤ tj − 1)

n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)

=

j−1
∏

i=1

P (Xi = ti)

n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)
(

P (Xj ≤ tj) − P (Xj ≤ tj − 1)
︸ ︷︷ ︸

=P (Xj=tj)

)

=

j
∏

i=1

P (Xi = ti)
n∏

i=j+1

P (Xi ≤ ti)

⇒ Beh.
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Zeige noch die Gegenrichtung:

P (X1 ≤ t1, . . . , Xn ≤ tn) =
∑

si ∈ Ti : si ≤ ti
i = 1, . . . , n

P (X1 = s1, . . . , Xn = sn)

=
Vor.

∑

si≤ti

n∏

i=1

P (Xi = si) =
n∏

i=1

∑

si≤ti

P (Xi = si)

=

n∏

i=1

P (Xi ≤ ti) ⇒ s.u.
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N ∼ Poi(λ), T ∼ Exp(µ)

a) gesucht: P (N < 4, T ≤ 50)
s.u.
= P (N < 4) P (T ≤ 50)

=

(

e−λ

3∑

i=0

λi

i!

)

(
1 − e−50µ

)

≈ 0.104

b) gesucht: P (N ≤ 12, NT ≤ 300) =

12∑

k=0

P (N = k, k · T ≤ 300)

= P (N = 0) +
12∑

k=1

P

(

N = k, T ≤
300

k

)

= P (N = 0) +
12∑

k=1

P (N = k)P

(

T ≤
300

k

)

= e−λ + e−λ

12∑

k=1

λk

k!

(

1 − e−
300µ

k

)

≈ 0.497
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