Prof. Dr. R. Mathar RWTH Aachen, SS 2002
Daniel Catrein Abgabe: 18.07.02
bis 15:45 Uhr

11. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 37

Die Passagiere eines Flugzeuges sind mit gleicher Wahrscheinlichkeit mé&nnlich
oder weiblich. Es kann angenommen werden, dass Méanner im Mittel 80 kg
mit einer Varianz von 49 kg? und Frauen im Mittel 65kg mit einer Varianz
von 36 kg? wiegen.

Berechnen Sie approximativ mit Hilfe des Zentralen Grenzwertsatzes die
Wahrscheinlichkeit, dass die Gesamtzuladung von 7500 kg eines 100-sitzigen
Passagierflugzeuges bei voller Beladung iiberschritten wird.

Aufgabe 38 (k)

Die Zufallsvariablen X1,..., X,, seien stochastisch unabhéngig, jeweils mit
der Dichte ,
2Nz e M , falls z >0
flx) =
0 , sonst,

verteilt, wobei A > 0 ein Parameter ist.
Bestimmen Sie einen Maximum-Likelihood-Schétzer fiir .

Aufgabe 39

Sei X ~ N(0,0?), wobei 02 > 0 gegeben und fest ist. Die a-priori-Verteilung
fiir @ sei N(p,72) mit p € R,72 > 0. Bestimmen Sie einen Bayes-Schétzer 6
zu dieser a-priori-Verteilung.

Aufgabe 40

X1, Xy seien stochastisch unabhéngige, jeweils Exp())-verteilte Zufallsvaria-
blen. Bestimmen Sie fiir A ein Konfidenzintervall zum Niveau 1 — a = 0,9
der Form

b
0,—2 |
[ X1+XJ
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Teillssung 2. Ubungsblatt

Aufgabe 6

P <ﬂ AZ-) =1-P (U A?) mit Bonferroni
‘ i=1

S1- 30 P(AS) = 1- 30 - P(A)
=1 i=1

=> P(4)—(n—1)
i=1
Aufgabe 7

a) siehe Skript
b) Nein, Gegenbeispiel: I ={1,2}, @ = {1,2,3}

2 :{@7 {1}7 {27 3}’ {17 2, 3}}
Ao :{®7 {2}7 {17 3}7 {17 2, 3}}
A UA ={0, {1},{2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

20 und s sind o-Algebren, 2; Uy ist jedoch keine, da {1,3} N{2,3}
nicht enthalten ist.
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Teillssung 3. Ubungsblatt

Aufgabe 10
A; sei das Ereignis, dass Router i intakt ist mit P(A;) = p;.

I sei das Ereignis, dass ein Verbindung moglich ist.
Aus
P(I) =P(I|A) P(A1) + P(I|AT) P(AT)
folgt mit
P(I|A1) = P(A3UAy) = 1-P((A3UA4)") = 1-P(A§NAS) = 1—(1—ps)-(1-pa)
und

P(I’Alc) :P((A2 N Ag) U (A2 N A4)) = P(A2 N ag) + P(A2 N Ag) — P(A2 NAszN A4)
=Pp2p3 + P2P4 — P2P3P4

das Ergebnis

P(I) = p1p3+p1pa~+paps+paps—Dpi1p2ap3 —D1P3p4—D2D3Pa— P1P2Da+P1P2D3D4
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Aufgabe 12
. n ko1 n—k _ 1 n! ki1 n—k
i () (g = i et )
1. Npn —k npn,\" k_ln_
=g () (-5) 5o
—_———— =
—1 —1-A

Bekannt ist, dass fiir f,,(z) = (1 — %)n, x>0, gt fo(x) — e = f(z).
Aus fn(z) — f(z) und x, — x folgt jedoch im Allgemeinen nicht,
dass auch f(z,) — f(z) gilt. Die Vermutung, dass lim, . (1 — M)n =

n

limy,— o0 fr(An) L e, fir A, = npn e A gilt, ist somit zu zeigen:
VneN: f,(z)ist monoton fallend in x
f:= nlingo fn ist stetig, A\, e A
Ve>0dng, sodassVn>ng: A—e< A, <A+e¢
RS fOW) S O -2)

= e < Tim fu(An) < f(A—¢)
reteineng dN < Im fa(An) < F(A)
= fQ) = lim fn(An)

Somit gilt die Vermutung und auch die Aussage.

Aufgabe 13

a) X beschreibe die Anzahl der Sendungen eines Pakets und hat den Triiger
T =N.



Sei Z ~ Geo(p) mit Triager T’ = Ny, so gilt X =1+ Z.
Fiir die Zéhldichte von X gilt

fx(k)=PX(k)=P(X =k)=p1-p)*' VkeN

Die Ubertragung des Pakets wird:

1) nicht wiederholt: Z =0 = X =1 = P(X =1) =p,

2) 2 mal wiederholt: Z =2 = X =3 = P(X =3) =p(1—p)>.

Mit Wahrscheinlichkeit 0.99 sollen héchstens drei erneute Ubertragungen notig
sein. Gesuch wird ein p, so dass P(X < 4) =0.99

k=1 i=0 1-(1-p)
= p=1-+0.01
b) Triger von Y: T ={1,2,...,10}
. Px =k VEke{l,2,...,9}
P(Yk){z‘;jwp(xzi) , falls k = 10
00 8
PY=10)=) P(X=i)=1-» P(X=i)=1-)Y P(Z=j)
i=10 =1 j=0

=1-(1-(1-p")=01-p)°

p(1—p»t  Vke{1,2,...,9
fy (k) = ( 3 ¢ J

(1-p) , falls k =10
¢) In der Aufgabenstellung trat leider ein Formulierungsfehler auf. Die gestellte
Aufgabe ist leider nicht approximativ losbar. Die korrekte Aufgabenstellung
lautet:
Aufgabenstellung: Eine Datei, die iibertragen werden soll, besteht aus 1000
Paketen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit miissen mehr als drei Pakete mehrfach
iibertragen werden, falls p = 1 — 104 ist?

X sei die Anzahl der Pakete, die mehrfach versendet werden miissen. X ~
Bin(n,p’) mit n = 1000, p’ =1 —p = 10"%

n ist groB, p’ klein = Gesetz seltener Ereignisse ist anwendbar, d.h. X ist
néherungsweise Poisson-Verteilt mit Parameter A = 1000-10~% = 0.1.

= P(mehr als 3 Pakete mehrfach iibertragen) = P(X > 3) =1 — P(X < 3)
mit X ~ Poi(0.1).

3
0.1%
P(X>3)=1-P(X<3)=1- 26*0-17 ~3.85-107°
k=0 ’

Fiir das in der fehlerhaften Aufgabenstellung angegebene p kann die Aufgabe
gelost werden durch summieren iiber die Binomialverteilung.



Aufgabe 14
a)

Fx(z) = P(X <) €[0,1]

()z<y: Fx(e)=P(X <2)=PX((—0na]) 2 P¥((~00,y))

=P(X <y) =Fx(y)
= Fx monoton wachsend
(#4) lim Fx(z) = hm P(X <z)= lim PX((—o0,z])

Tnzm lim PX((—oo n]) = lim pX (U )

ba-21le) - px <U(oo,n]> =P¥R)=1

neN
lim Fx(x) = lim P(X<z)= lim P¥((—o0, )
=" lim P¥((—=o0,—n]) = lim pPX (ﬂ(—oo, —z])
i=1
La. 2.11 e) pX <ﬂ (—o0, n]) _ PX(@) =0
neN
(#41) @y, | 2o fiir n — o0
Fx(zo) = P((c0,zo]) = P¥ (ﬂ (—Oo,mn]>
neN

lim PX <ﬂ(oo,o:z]> = lim P¥ ((—o0,z,])
i=1

lim PX((—oco,z]) = lim P(X < z) = lim Fx(z)

xlag xlxo )

b)

Fx(z) = P(X <) = P¥((~00,2]) = P"((~00,2]) = P(Y < z) = Fy(2)
Aufgabe 15

X ~ Exp(A) mit A =0.01

f(@) =A™ 1 (g )
F(z)=P(X <2)=(1—e )10



1
1.) P(X >100)=1-P(X <100) =1 — Fx(100) = ¢~ 190* = =
(&

2.) P(25 < X <300) = P(X <300) — P(X < 25) = P(X <300) — P(X < 25)
F(300) — F(25) =1 — e300 _ 1 4 ¢725*

_1 —
€ 4763

e

3) P(X<150)=1—¢"
b) Gesucht ist ein z, so dass P(X <z)=p=0,5
p=P(X <z)=Fx(z)=1—¢e"
= l-p=e
= In(l-p)=-X

In(1 —
> = fy = 100 In(1 — p) ~ 69, 315
c)
p=Pus < X <uz) =P(X <uz) — P(X <ul)=F(uz) — F(uy)
7)\71,1 _ 7Au2

=
= ef)\ug _ 67)\7“ —p
= —Auz=In (eiMl —p)

>\’LL1

1
UQZ_XIH(G_ —p)

. 1 7)\71,1 — 3
Suche iuin (_X In (e -p) —Ul) = orn fu)

u2

1 T !
———e M -1 = —1>0
e~ —p zi=e~ M1 T — P

fl(ur) =

Wenn die letzte Ungleichung gilt, dann ist f(x) monoton steigend. Damit ist
u; = 0 die Losung.
Zeige nun die letzte Ungleichung:
Beh:z—p<0=e M <p, aber p=Plu; <z <up) <e ™ = 4
= ax—p>0

>1

r—p
& rTrZ2rT—p
< 02>2-p

Zeige nun:

Somit ist f(u1) monoton steigend in ui. Mit uz(uy = 0) = —51In (e’ —p) =
—+1In(1 — p) folgt das gesuchte Intervall

(0, %111(1 p)] .
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Aufgabe 16
Es gelte P(X >z +y|X >2)=P(X >y) =

PX((y,00) = P*((z +y, 00)|(z,0))

_ PX((249.50) N (2,0))

= P ((x +y,00)) = P*((x,00)) - P*((y, 0))
PX((z,00)) =1 — P¥((—00,z]) =1 — Fx(z) =: Fx(z)
= Fx(z+y)=Fx(x) -Fx(y) Vaz,y€R, Fx stetig

= Fx(r) =e*, a € RAnnahme: a >0 = Fx streng monoton steigend

Hinweis

= Fx streng monoton fallend

a=0= Fx(z)=1 = Fx(x)=0Vz
= a <0, setze A := —a
= Fx(z)=1-¢ = X ~Exp(\)

Somit folgt, dass eine Zufallsvariable X mit gedéchnisloser, stetiger Verteilungs-

funktion exponential Verteilt ist.



Aufgabe 17

a) Normiere h(x):

1 :/ h(x)dz :/ cx® e dy = E/ e M da!
—o0 0 x = e @ Jo
dz' = az®! dx
_c I ¢
T A 0 T

= c=X-a>0
= h(z) >=0 Vuz
= h(x) ist eine Dichte, die Zugehérige Verteilungsfunktion ist:

= Fo) = (1= ") 100 ()

b) Normiere g(x):
0

o0 5
1:/ g(z)dz:/ Cﬂfdl“+/ ezdz:7£+e571
) -1 0 2

= c=2"-4>0= gz)<0 V -1<z<0
= g(z) ist keine Dichte

Aufgabe 18

Sei ®(x) die Verteilungsfunktion einer N (0, 1) verteilten Zufallsvariablen. Zeige
die Symmertrieregel ®(—z) =1 — ®(z):

1 _I 2 1 e 2
P(—z)=— e 2dl =——= e zdt = —
(==) V2 /_Oo V2T J g t E— \/2#/35
t' = —dt
—1+L/Ooe_§dt’— —1+—/ —ﬁdt——/ e~ dt!
B V2T J, V2T V2T
1 * ¢
=1-—= e 2dt! =1-®(z
el ()

Sei X ~ N(u,0?), es gilt Fx(z) = ® (5#), da

1 T ew? 1 [ e -
P = g [ s e [ T Fa=e (53F)

Gegeben: o = 10000, p = 1000
a)

11550 — 10000
() = B(1.55) ~ 0.
( 000 ) (1.55) ~ 0.939

r=7000: P(X<z)=®(-3)=1-®(3)~135-10"°

x=11550: P(X <z)=



b)
P(X >10000 N X >9500) P(X > 10000)

P(X > 9500) ~ P(X > 9500)
1— P(X <10000)  1—®(0)
1—P(X <9500) 1—®(-0.5)
1-05
~ ~ 0.723
0.691
P(X >11500) 1—®(1.5) 1-0.933
P(X > 11500/X > 11000) = = ~
(x> x> ) P(X >11000) 1—®(1) ~ 1-0.841

P(X > 10000|X > 9500) =

~ 0.159

¢) Gesucht x, so dass P(X <u)=0.7

= u ~ 0.525

=~ 0525=2_H

= x =0.525 0 + p = 10525

Aufgabe 19

a) X ~ Bin(n,p) = fx(k)= (Z)Pk(l —p)"F

o0

= (Z) (p2)* 1 —p)" * =(pz+1-p)"
k=0

b) P({i}) = p; > 0V i € N, zeige noch die Normierungsbedingung:

> - 1 /1 1
D noo £ (k1 1) ninéolg<k; k+1>

1
= lim (1——):1
n—o0 n+1

Durch P({i}) ist somit eine Zihldichte gegeben. Die zugehdorige erzeugenden
Funktion ist:

G(Z):Zkak:Z(k_—k+l) k
k=0 k=1
L N (N In(1 — 2)
-y - ) =—m@-— 1
;kz z(l;k: Z) n(l—2)+ z +
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Aufgabe 20

Zeige: Xl,,Xn s.u. = P(Xl :tl,...,Xn :tn) = H?:l ]D()(Z :tz)
Zeige dazu

Jj—1 n
P(Xy=t,....X; 1 =t; 1, X; <tj,... Xp < tn) = [[ P(Xs =) [[P(X: <),
i=1 i=j

fur j =1,...,n. Flir j = n ergibt sich die Beauptung.
Der Beweis erfolgt per Induktion (ObdA sei der Tréger T' = N).

IA: j =1, gilt nach Definition der stochastischen Unabhéngigkeit.
IS:j—j+1
P(Xy=t1,...,Xj=t;, X101 < tjy1,..., Xpn < tn)
=P(X1=t1,....Xj_1=t;_1,X; < t;, Xj1 < tjpr,..., X < tn)
—PXi=t1,...,. X1 =tj—1, X;<t;j—1 Xjp1 <tjp1,...., X, <tp)
————
& X,<t; da T=N,
j—1 n

T Pxi=t) P(x; <t;) [[ P(Xi<t)
i=1 i=j+1
j—1 n
~[IPxi=t) P(x; <t;—1) ] P(Xi<t)
i=1 i=j+1
j—1 n
=[[Pxi=t) [] Pxi<t) (P(Xj <t)— P(X; <tj— 1))
i=1 i=j+1 P (X—ty)
=[[r&xi=t) [[ P(xi<t)
=1 1=7+1
= Beh



Zeige noch die Gegenrichtung:

P(X) <t,..., X, <tp)= > P(X) =s1,...
si €Ty s < t;
i1=1,...,n
= HP(XZ s) =[] D P(Xi=s)
s;<t; 1=1 =1 5;<t;

Aufgabe 21
N ~Poi()), T ~ Exp(u)

a) gesucht: P(N <4, T <50)°= P(N < 4) P(T < 50)

| >

— <eA :O ,) (1 — e

~

~ 0.104

12
b) gesucht: P(N <12, NT <300) = » P(N =k, k-T < 300)
k=0

:P(N:O)—&—iP(

k=1

k

k=1
~ 0.497

P(N=0)+» P(N=Fk)P <T < @)
k=1

12 A 300
—A —/\§ — =k
=€ +€ g(l—e k )




Teillsung 7. Ubung

27. Juni 2002

Aufgabe 24

{T}} nen sei die Folge der gemessenen Temperaturen, T; ~ N (400, 9).
S=min{n €N | T, € (—o0,395] U (405, 0)}

ist die Erste Eintrittszeit, des iiber-/unterschreitens der vorgegebenen Tempe-
raturspanne.

P(T; € (—00,395] N (405, 00)) = P(T; < 395) + P(T; > 405)

395 — 400 405 — 400
:P(Tig395)+1—P(Ti§405)=<1>(T) H_‘I)(f)

-5 ) )
=0 | — 1-¢(-]=2-2¢ (=) =0.09
Es gilt P(S =k) = (1 —p)*1p mit p = P(T; € (—o0,395] N (405, o))

10
= P(S>10)=1-P(S<10)=1-Y (1-p)p=(1-p)'°~0425

=1



Aufgabe 25 a)

X ~Rec(0,1) = fo(t) =11t
1

T(m)zﬁe*IZ, z € (0,1)

1 1
Y = T(X) ist nicht standardnormalverteilt, da 7'( (0,1) ) = ( —) # (—00,00)

5
3
m\.
'
3

T ist injektiv und stetig differenzierbar auf (0,1), T~'(y) = /—log (\/ 27 y)

dT 2 2
(z) \/jxex #0 V>0
dx T

= Transformationssatz anwendbar:

fx (T~ (y)
fr(y) = ( ) Lr0,1)) ()
’det (fli_T)|T71(
S )
fx ( —log (\/27r y))
= ]1( 1 ;) (y)
Vor < Van
_./2 T 6_9;2
g \/—log(\/ﬂ y)
1
= ﬂ( 1 #) (y)
2y\/710g(\/ﬂy) Vam el V2w
Aufgabe 26
X ~ Exp(A), Y ~ Rec(0,1), X,Y s.u.
Faltungsformel:
fx+y = / fx(t) fy(Z — t) dt = / )\ eiAt ]I[O,oo)(t)]l[O,l] (Z — t) dt
= Ae M dt T ooy (2) = —e 7 L10.00)(2)
/max{O,z—l} [0,00) ‘maX{O,zfl} [0,00)
0, z<0
= 1—67“, 0<z<1

e~ Mz=1) _ e_’\z, z>1
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Aufgabe 32
b)

X ~ Bin = Geo(p) * ... * Geo(p)

Y, ~Geo(p) i=1,...

Var(X) = Var (i E) = i =nVar (Y1)

Bezeichnung: Y =Y;
Var(Y) = E(Y?) - (E(Y))”

E(Y?) = E(Y(Y — 1)+ Y) = EY(Y — 1))+ E(Y) = 3 k(k — 1)g"p + 2
k=0 p
_QOokk_lk2__2 Q_ 2d_200kg
=pg® Y k(k—1)g pqz pi oy d"+
— T =" p
& ¢ q d2q—q g .9, q_,(0-p?* 1-p
2 2
=14 = + = =pq— —=25+-=2 —
d?1—q p dg(1-q)* p > p p? p
(1-p? 1-p (1-p3* 1-p
=  Var(Y)=2 + -
@) p? p p? p?
1i
= Var(X)=n 2p




c) X ~T(a, A)
Berechne die Laplace-Transformierte:

L(s) = / e % f(x) dx

0
ToA 2T e

— st YL« T e — a (+5):cd
/e F(a)z e T F(a)/x e T

0

Substituiere: + )
A% °° A% i

= dy = ————— a-le=v g
I'(a) /o ()\+S) )\Jrs Y (A—i—s)al"(a)/o yooe

—_———
(o)

s=0
ala+1)
- —a\(—a—1) a+2>‘ = 5
( (/\ + s=0 A
2 o
= Var(X) =E(X?) — (E(X)) Z
d)
! x
E(X) = —d
@ = [ e
t
= {ln 1+ )}
—t
t
= tlim xfp(x)de =0
Abe E(X|) 2/00 T 4
roo: = ———dr =
o m(1+a?)

= Der Erwartungswert existiert nicht.
= Die Varianz existiert ebenfalls nicht.



Aufgabe 33

a) X,Y absolut-stetig: siehe Skript.
X,Y diskret, mit Trager Tx, Ty :

E(aX 4+0Y) = Z Z (azx + by)P
r€Tx yeTy

X=uzY=y)

=a Z rP(X=z2,Y=y)+b Z

x€Tx ,yeTy z€Tx ,yeTy
=a Y aP(X=z)+b> yPY =

x€Tx yeTy
= aE(X) + bE(Y)

b)X<Y = Y-X>0

Y, W-n)PX=zY=y) >

= EY -X)= 7 GTX/YGTY
= E(X) — =
mit a)

—z)fxyy(r,y) > 0

E(Y) > E(X).

yP(X =z,Y =y)
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Aufgabe 39

X ~N(©,0?)
© ~ N(u,7?) sei die a-priori-Verteilung

= fo(0) = — eXp(M), frio(]0) = — exp(_(m_®)2)

TV 27 272 oV 2T 202
fz10(2]©) fo(O)
= fo(Olz) =
0l O1) = T 0 (110)fo(6)d0
es gilt:
1 —(z —©)? 1 —(© — p)?
fz10(2]©) fo(©) = EGXP ( 557 ) s P ( 53
1 72(2? — 202 4+ ©2%) + 0%(0? — 20p + p?)
= exp | —
2noT 21202
1 (12 + 02)0?% — 02722 + 202 1) + 2272 + p20?)
= exp | —
2noT 27202
2 2 2
1 (@—#m—#ﬂ) +g(z, 7, 1, @)
= exp | — 252
2ot 2772_“_702

Der Term g(x, T, pt, ) ist nicht von © abhingig.

/fm‘@(x|®)f@(®)d® normiert fg|,(©[x), somit gilt

(o i)
2 2 2 2
fole(Blz) = —=—=—==exp | - T

252

9_ 120

27 22 22 72402
T2+0

Die Verteilung von © unter X = x ist somit eine

-2 o2 2,2
N T — , -Verteilun
<72+02 72 +02M 2 1 o2 g

7_2 0.2

7'2+O'2 T2+O'2

Somit gilt, Bayes-Schitzer E(©) =
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