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Musterlosung zur 2. Zusatziibung zur Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1
Wir integrieren zunéchst f,, , iiber R und iiberpriifen, ob diese Integration 1 ergibt.
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o(x)dr = — -~ dr=Z= S .
/_Ooflh() H/_OOU2+(I7PJ)2 H/—m02[1+(10“)2]
= e, = — 50 dy
po ) T (52 T o L Ty
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Somit gilt [*_ fuo(x) dz = 1. Aukerdem ist f,,(z) > 0 Vo € R. Durch f, o,
o, v € R ist also stets eine Dichte gegeben.

Aufgabe 2
Die auf (0,1) gleichverteilte Zufallsvariable, die das Intervall [0,1] in zwei Teile
zerlegt, werde mit U bezeichnet.

a) Die Linge des linken Teilstiicks ist dann gerade gegeben durch den Wert der
Zufallsvariablen U. Mit

u, 0<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des linken Teilstiicks durch

1
Elg(U)] = / u-1du=0.5.
0
b) Die Lange des kiirzeren Teilstiicks ergibt sich zu min(U, 1 — U). Mit

min(u, 1 —u), 0<u<1,
mm{ ( )

0, sonst
1
u, O<u< 3
=ql-u, $<u<l,
0, sonst

erhdlt man den Erwartungswert der Lange des kiirzeren Teilstiicks durch

1 1
2 1 1 1 1
E[g(U)]/O u~1du+/%(1u)~ldu§+(1§§+§)0.25.

Aufgabe 3

Der Wiirfel wird unabhiingig so oft geworfen, bis alle sechs Ziffern gefallen sind.
Die Anzahl der dazu benétigten Wiirfe ist durch die Zufallsvariable N gegeben. Die
Folge der Wiirfe, bzw. der Ausgange, beschreiben wir durch eine Folge stochastisch
unabhéngiger Zufallsvariablen Xi,... , Xy. Den Zeitpunkt des ersten Auftretens
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der i-ten bisher nicht gewiirfelten Zahl bezeichnen wir mit T3, i € {1,...,6}. T;
wird gemessen in der Anzahl der bisher durchgefiihrten Wiirfe. Damit gilt

T, o= 1
T, = inf{neN|Xn¢{XTl,XT2,...,XTH}},ie{Q,...,ﬁ},
und es ist

N =T

Gesucht ist der Erwartungswert und die Varianz von N, also E[Ts], Var[Tg|. Setze
nun

N1 = 1

N; = T;,-T; 1, 16{2, ,6}

Damit erhdlt man fiir T; die Darstellung

T, = Nj. (1)

N; — 1 ist die Wartezeit von der (i — 1)-ten bis zur i-ten Ziffer und ist geometrisch
verteilt mit Parameter p; = %. Die N; sind stochastisch unabhéngig.

Fiir den Erwartungwert von Tg ergibt sich somit

E[Ts] = E[N;] wegen (1)
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4.7.

Fiir die Varianz von T erhalt man analog
6
Var[Ts] = ZVar[Ni], da die N; stoch. unabh.
i=1
6

ol -T2 6 6(T )
B Z 2 *Z (7T —1)2 *Z (7T —1)?

pi

Aufgabe 4

Wir setzen g(z) := 2* f (). Es folgt g(—z) = (—z)*f(—2) = —2* f(2) = —g(x) und
e} 0 00 0 e}
E(X)= / g(z)dxr = / g(x)dx +/O g(x)dxr = f/ g(—x)dx +/0 g(x)dz

— 00 — 00 —0o0
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Aufgabe 5

Cov(aX +b,cY +d) = E[(aX +b)(cY +d)] — E(aX + b)E(cY +d)
= F(acXY + adX +bcY +bd) — (aE(X) + b)(cE(Y) + d)
=acE(XY)+ adE(X)+bcE(Y)+bd — acE(X)E(Y) — adE(X) — bcE(Y) — bd
= ac(E(XY) - E(X)E(Y)) = acCov(X,Y).

Aufgabe 6
Da zwei stochastisch unabhingige Zufallsvariablen immer unkorreliert sind, ist nur
zu zeigen, daft aus der Unkorreliertheit die stochastische Unabhéngigkeit folgt.

Wir betrachten zuerst den Fall, daf X und Y beide den Trager {0, 1} haben. Da X
und Y unkorreliert sind, folgt

0=Cov(X,Y)=E(XY) - E(X)E(Y)=P(X =1,Y =1) - P(X = 1)P(Y = 1),
also
P(X=1,Y=1)=P(X =1)P(Y =1).

Folglich sind die Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} stochastisch unabhangig. Mit
Lemma 2.17 folgt:

eDie Ereignisse {X = 1}¢ und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1}¢ sind stochastisch unabhiingig,

eDie Ereignisse {X = 1} und {Y = 1} sind stochastisch unabhiingig.

Mit Lemma 4.10 folgt, daft X und Y stochastisch unabhéngig sind.

Im allgemeinen Fall sei {z1,22} der Triger von X und {y1,y2} der Tréger von
Y. Ohne Beschriankung der Allgemeinheit gelte x1 # x2 und y; # y2, da eine
Zufallsvariable X mit nur einem Trégerpunkt = stochastisch unabhingig von jeder
Zufallsvariablen Y ist. (Es sei B € B:

PX=z,YeB)=P(YeB)=P(X=x)P(Y € A)
und
P(X=2'YeA)=P0)=0=P(X =2")P(Y € A)

fiir alle 2/ # x.)

: — 1 e _—Z — 1 . Y1 : :
Wir setzen a := e b:.= T O G und d := s Die Zufallsvariablen

X' :=aX +bund Y’ := Y + d haben beide den Trager {0, 1}, denn:

€T €T
X(w):gjléX/(w):m—lm 7902—13:1 =0

und

T T
X(w)=1z2= X'(w) = $2*2$1 — z2j$1 =1.

(Y’ wird analog behandelt.)
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Sind X und Y unkorreliert, so folgt also
0= Cov(X,Y) = Cov(aX + b,cY 4+ d) = Cov(X',Y").

Also sind X’ un d Y’ unkorreliert und nach der Voriiberlegung auch stochastisch
unabhingig. Da die Zufallsvariablen X und Y mefbare Funktionen von X’ und
Y sind (X = (w2 —21)X' + 21, Y = (y2 — y1)Y’ + 31), sind sie nach Satz 4.16
stochastisch unabhingig.

Aufgabe 7
Es sei X gleichverteilt auf {—1,0,1}. Dann folgt

E(X)= (—1+0+1)% =0
und (beachte X3 = X)
Cov(X,X?) = E(X?) - E(X)E(X?) = E(X) - E(X)E(X?*) =0-0E(X? =0,

also sind X und X2 unkorreliert.
Es gilt aber

P(X?=1,X=0)=P(0) =0 #

[SCIR N
W =

X und X? sind also nicht stochastisch unabhingig.



