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1. Übung zur Einführung in die Stochastik für Informatiker

Aufgabe 1

Bei einem Kartenspiel mit 52 Karten werden an jeden der vier Spieler (A,
B, C und D) 13 Karten ausgegeben. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafür, dass

a) Spieler A alle Karten der Farbe Herz, B alle der Farbe Karo, C alle
der Farbe Pik und D alle der Farbe Kreuz bekommt,

b) Spieler A genau ein Ass bekommt,

c) Spieler A weniger als fünf schwarze Karten bekommt.

Aufgabe 2

In einem Netzwerk befinden sich n Drucker, die durchnummeriert sind von
1 bis n. m Druckaufträge mit den Nummern 1 bis m werden zufällig gemäß
einer diskreten Gleichverteilung an die Drucker verteilt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 den Auftrag mit
der Nummer 1?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 keinen Auftrag?

c) Es kommen nun m = n Druckaufträge an. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit bekommt genau ein Drucker keinen Auftrag?

Aufgabe 3 (k)

A,B ∈ A seien Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ). Zei-
gen Sie:

|P (A) − P (B)| ≤ P (A ∩ BC) + P (AC ∩ B).

Aufgabe 4

Es seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A,B ∈ A.
Zeigen Sie (s. Lemma 2.11 der Vorlesung)

a) P (AC) = 1 − P (A),

b) P (A ∪ B) = P (A) + P (B) − P (A ∩ B),

c) A ⊂ B ⇒ P (A) ≤ P (B),

d) A ⊂ B ⇒ P (B \ A) = P (B) − P (A).

e) {An} absteigend ⇒ P (limn→∞(An)) = limn→∞ P (An).
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Aufgabe 5

Betrachten Sie ein Netzwerk mit n Druckern und m Druckaufträgen, die
gemäß einer diskreten Gleichverteilung auf die Drucker zufällig verteilt wer-
den (siehe Aufgabe 2).

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten k ≤ n vorher festgelegte Drucker
keinen Auftrag?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhält jeder Drucker mindestens einen
Auftrag?
Hinweis: Nutzen Sie das Ergebnis aus a) und die Siebformel von Poin-
caré-Sylvester.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommen genau k ≤ n Drucker kei-
nen Auftrag?

Aufgabe 6 (k)

A1, A2, . . . , An ∈ A seien Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (Ω,A, P ).
Zeigen Sie die folgende Ungleichung:

P

(

n
⋂

i=1

Ai

)

≥
n
∑

i=1

P (Ai) − (n − 1)

Aufgabe 7

Ω und I seien nichtleere Mengen und {Ai}i∈I eine Familie von σ-Algebren
über Ω.

a) Zeigen Sie, dass A :=
⋂

i∈I
Ai ebenfalls eine σ-Algebra über Ω ist.

(s. Lemma 2.8 der Vorlesung)

b) Ist B :=
⋃

i∈I
Ai stets eine σ-Algebra?
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Aufgabe 8

Ein Chiphersteller hat drei Werke A, B und C, die jeweils 35%, 15% und
50% der Gesamtproduktion herstellen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein pro-
duzierter Chip nicht defekt ist, sei 0,75 bei Fabrik A, 0,95 bei Fabrik B und
0,85 bei Fabrik C. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein beliebiger Chip
defekt?
Ein Kunde erhält einen defekten Chip. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kam
dieser aus Fabrik C?

Aufgabe 9

Über eine Funkverbindung werden binäre Daten übertragen. Mit Wahr-
scheinlichkeit ε wird ein einzelnes Bit fehlerhaft übertragen, d.h. beim Sen-
den einer 0 wird eine 1 empfangen, bzw. beim Senden einer 1 wird eine 0
empfangen. Mit Wahrscheinlichkeit 1−ε ist die Übertragung fehlerfrei. Eine
1 werde mit Wahrscheinlichkeit p und eine 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 − p

gesendet.
a) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine 0 gesen-
det wurde, wenn eine 0 empfangen wird.
b) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit dafür, dass eine 1 gesen-
det wurde, wenn eine 0 empfangen wird.
c) Sei p = 0,5. Für welches ε ist die Wahrscheinlichkeit, eine 1 zu empfan-
gen, unabhängig von der Wahrscheinlichkeit, dass eine 1 gesendet wurde?
(Was bedeutet dieses für Übertragungen über die Funkverbindung?)

Aufgabe 10 (k)

Bei dem folgenden Netzwerk seien die Router R1, R2, R3, R4 unabhängig
voneinander mit Wahrscheinlichkeit pi intakt und mit Wahrscheinlichkeit
1 − pi defekt, 0 < pi < 1, 1 ≤ i ≤ 4. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass von A nach B eine intakte Verbindung hergestellt werden kann.
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Aufgabe 11

Eine faire Münze werde unendlich oft geworfen, wobei die Ergebnisse der
einzelnen Würfe gemeinsam stochastisch unabhängig seien.

a) Zeigen Sie, dass jede endliche Sequenz aus
”
Kopf“ und

”
Zahl“ mit

Wahrscheinlichkeit 1 in der Münzwurffolge auftritt.

b) Wie groß ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige endliche Se-
quenz sogar unendlich oft auftritt?
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Aufgabe 12

Es seien λ > 0 und {pn}n∈N ∈ (0, 1)N mit limn→∞ npn = λ. Zeigen Sie, dass
für alle k ∈ N0

lim
n→∞

(

n

k

)

pk

n(1 − pn)n−k = e−λ λk

k!

gilt.

Aufgabe 13

In einem paketorientierten Netzwerk kommt ein einzelnes Datenpaket mit
Wahrscheinlichkeit p fehlerfrei beim Empfänger an. Die Übertragung ver-
schiedener Pakete kann als stochastisch unabhängig angesehen werden. Wenn
in einem Paket ein Fehler auftritt, wird die Übertragung wiederholt, solange
bis das Paket fehlerfrei angekommen ist.
a) Die Zufallsvariable X beschreibe wie oft ein einzelnes Paket gesendet wer-
den muss, bis es ohne Fehler empfangen wird.Wie ist X verteilt? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist keine und mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau
2 Wiederholungen der Übertragung nötig? Wie groß muss p mindestens sein,
so dass mit Wahrscheinlichkeit 0.99 höchstens drei erneute Übertragungen
pro Paket nötig sind?
b) Um zu verhindern, dass ein einzelnes wiederholt übertragenes Paket das
ganze Netz blockiert, wird in einem anderen Netzwerk maximal 10 mal ver-
sucht, ein Paket zu übertragen. Wie sieht die Verteilung der Zufallsvaria-
blen Y in diesem System aus, die die Anzahl der Übertragungsversuche
beschreibt?
c) Eine Datei, die übertragen werden soll, besteht aus 1000 Paketen. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit müssen mehr als drei Pakete mehrfach übertragen
werden, falls p = 10−4 ist?
Hinweis: Beantworten Sie Teil c) approximativ.

Aufgabe 14

Es seien (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X,Y : (Ω,A) → (R,B1)
Zufallsvariablen. Zeigen Sie:

a) FX :

{

R → [0, 1]

x 7→ P (X ≤ x)
ist eine Verteilungsfunktion (siehe Satz 3.9),

b) P X = P Y ⇒ FX = FY (einfache Richtung von Satz 3.10).
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Aufgabe 15

Die Dauer eines Telefongesprächs (in Sekunden) sei exponentialverteilt mit
Parameter λ = 0, 01.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafür, dass ein Gespräch

1. mehr als 100 Sekunden,

2. zwischen 25 und 300 Sekunden bzw.

3. höchstens 150 Sekunden

dauert.

b) Bestimmen Sie den Median der Gesprächsdauer.

c) Bestimmen Sie ein Zeitintervall (u1, u2], 0 ≤ u1 < u2, kürzester Länge
u = u2−u1, so dass die Dauer eines Gesprächs mit Wahrscheinlichkeit
0,9 in diesem Intervall liegt.
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Aufgabe 16

Es sei (Ω,A, P ) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Verteilung einer Zufalls-
variablen X : (Ω,A) → (R,B1), mit X ≥ 0, heißt gedächtnislos, wenn

P (X > x + y|X > x) = P (X > y)

für alle x, y ≥ 0.
Bestimmen Sie alle gedächtnislosen Verteilungen mit stetiger Verteilungs-
funktion.
Hinweis: Die Funktionalgleichung f(x + y) = f(x)f(y), x, y ≥ 0, hat für
stetiges f außer der Nullfunktion nur Lösungen der Form eax, a ∈ R.

Aufgabe 17

Berechnen Sie, wenn möglich, einen Parameter c, so dass die folgenden Funk-
tionen eine Dichte beschreiben und geben Sie die zugehörige Verteilungs-
funktion an.
a)

h(x) = c xα−1 e−λxα

11[0,∞)(x) mit Parametern α, λ > 0

b)

g(x) :=







cx, für − 1 ≤ x < 0,
exp(x), für 0 ≤ x ≤ 5,
0, sonst.

Aufgabe 18

Bei einem Internetprovider wurde festgestellt, dass die Zeit bis zum Ausfall
eines stark belasteten Servers (in Stunden) modelliert werden kann durch
eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern µ = 10000 und σ =
1000.
a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit fällt ein Rechner innerhalb der ersten
11550 Stunden, mit welcher Wahrschenlichkeit schon innerhalb der ersten
7000 Stunden aus?
b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit läuft ein Rechner noch mindestens 500
Stunden, wenn er bereits 9500 bzw. 11000 Stunden in Betrieb ist?
c) Innerhalb welcher Zeit fällt der Server mit Wahrscheinlichkeit 0.7 aus?
Hinweis: Nutzen Sie die Verteilungstabelle auf der Rückseite dieses Blattes.
Zeigen Sie, dass für die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
die Symmetrieregel Φ(−x) = 1 − Φ(x) gilt.
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Aufgabe 19

a) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion der Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.

b) Zeigen Sie, dass durch

P ({i}) =
1

i(i + 1)
, i ∈ N,

eine Zähldichte gegeben ist, und bestimmen Sie die zugehörige erzeu-
gende Funktion G.

Bemerkung: Die zugehörige Wahrscheinlichkeitsverteilung heißt Yuleverteilung.
Hinweis: Für |z| ≤ 1 gilt

− ln(1 − z) =
∞∑

k=1

zk

k
.
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Aufgabe 20

X1, . . . , Xn seien diskrete Zufallsvariablen mit Trägern T1, . . . , Tn. Beweisen
Sie Lemma 4.10 der Vorlesung:
X1, . . . , Xn stochastisch unabhängig

⇔ P (X1 = t1, . . . , Xn = tn) =

n
∏

i=1

P (Xi = ti) ∀ ti ∈ Ti, 1 ≤ i ≤ n.

Aufgabe 21

Bei einem Rechnernetzwerk werden die Anzahl der aktiven Benutzer und die
mittlere Nutzungsdauer durch stochastisch unabhängige Zufallsvariablen N

und T beschrieben, wobei N poissonverteilt ist mit Parameter λ = 5 und T

exponentialverteilt mit Parameter µ = 0, 01.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als 4 Benutzer ak-
tiv sind und die mittlere Nutzungsdauer kürzer als 50 Zeiteinheiten
ist.

b) Im Netzwerk entstehen keine Wartezeiten, wenn N ≤ 12 und NT ≤ 300.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dies der Fall?

Aufgabe 22

Die Funktion f : R
2 → R sei definiert durch

f(x, y) =

{

cxy, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x

0, sonst
.

Wie muß c ∈ R gewählt werden, damit f die Dichte eines Zufallsvektors
(X,Y ) ist? Bestimmen Sie die zugehörige Verteilungsfunktion F(X,Y ) sowie
die Dichten und Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen X und Y . (Die
Verteilung von X bzw. Y heißt Randverteilung.) Sind X und Y stochastisch
unabhängig?

Aufgabe 23

Ein Programm besteht aus zwei Algorithmen mit Laufzeiten X1 ∼ Exp(λ1)
und X2 ∼ Exp(λ2), λ1, λ2 > 0. X1 und X2 können als stochastisch un-
abhängig angenommen werden.

a) Bestimmen Sie eine (gemeinsame) Dichte von (X1, X2).

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Laufzeit des Programms
kleiner oder gleich 1 ist, wenn
i) beide Algorithmen auf einem Prozessor nacheinander ausgeführt
werden,
ii) beide Algorithmen gleichzeitig auf zwei Prozessoren ausgeführt wer-
den und das Programm beendet ist, wenn beide Ergebnisse vorliegen,
iii) beide Algorithmen gleichzeitig auf zwei Prozessoren ausgeführt
werden und das Programm schon beendet wird, wenn nur ein Ergeb-
nis vorliegt.
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Aufgabe 24

Bei einem chemischen Prozeß wird am Ende jeden Tages die Temperatur
geprüft. Es kann davon ausgegangen werden, dass die Temperaturen [in ◦C]
durch stochastisch unabhängige, N(µ, σ2)-verteilte Zufallsvariable beschrie-
ben werden können, wobei µ = 400 und σ2 = 9 sind. Der Prozess muss
gestoppt werden, wenn die Temperatur zumm Tagesende 395◦C unter- oder
405◦C überschreitet.
Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess mindestens 10 Tage
hintereinander läuft.

Aufgabe 25

a) Ein Zufallszahlengenerator auf einem Computer liefert auf dem Inter-
vall (0, 1) gleichverteilte Zufallszahlen, X ∼ R(0, 1). Für eine Simu-
lation werden standardnormalverteilte Zufallszahlen benötigt, die aus
den gleichverteilten Zufallsvariablen berechnet werden sollen.

Ist eine Zufallszahl Y :=
√

1

2π
e−X

2

standardnormalverteilt?

Wie sieht die Dichtefunktion von Y aus?

b) Zeigen Sie, dass Sie aus zwei stochastisch unabhängigen gleichverteil-
ten Zufallszahlen X1, X2 ∼ R(0, 1) durch die Transformation

Y1 =
√

−2 lnX1 sin(2πX2)

Y2 =
√

−2 lnX1 cos(2πX2)

zwei standardnormalverteile, stochastisch unabhängige Zufallszahlen
Y1, Y2 ∼ N(0, 1) erhalten (Box/Muller Verfahren (1958)).

Aufgabe 26 (k)

Es seien X und Y stochastisch unabhängige Zufallsvariablen mit X ∼
Exp(λ) und Y ∼ R(0, 1). Bestimmen Sie eine Dichte der Verteilung von
X + Y .

Aufgabe 27 (k)

Die Zwischenankunftszeiten von Druckjobs in der Warteschlange eines Druckers
seien Erl(2, λ)-verteilt, λ > 0 (Erlang-verteilt mit Parametern 2 und λ). Be-
rechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bis zu einer fest vorgegebenen Zeit
t > 0 genau k Druckjobs angekommen sind. Welche Werte ergeben sich für
λ = 1, t = 1 und k ∈ {0, 2, 4}?
Hinweis: Beachten Sie, dass Erl(2, λ) = Exp(λ)∗Exp(λ), und benutzen Sie
Eigenschaften des Poissonprozesses.
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Aufgabe 28

X1 und X2 seien stochastisch unabhängige, diskrete Zufallsvariablen mit
Träger N0 und Zähldichte fX1

und fX2
. Zeigen Sie, dass X1+X2 die Zähldichte

fX1+X2
(k) =

k∑

i=0

fX1
(i)fX2

(k − i), k ∈ N0,

hat.

Aufgabe 29

Bestimmen Sie die Zähldichten der folgenden Verteilungen:

a) Bin(n1, p) ∗ Bin(n2, p), n1, n2 ∈ N, 0 ≤ p ≤ 1,

b) Poi(λ1) ∗ Poi(λ2), λ1, λ2 > 0,

c) Bin(n1, p) ∗ Bin(n2, p), n1, n2 ∈ N, 0 < p < 1.

Aufgabe 30

Die Laufzeit eines Algorithmus werde durch eine Exp(λ)-verteilte Zufalls-
variable X beschrieben. Der verfügbare Anteil an Rechenzeit des Prozessors,
auf dem der Algorithmus läuft, kann durch eine R(0, 1)-verteilte Zufalls-
variable Y modelliert werden, wobei X und Y stochastisch unabhängig sind.
Berechnen Sie die Verteilung der effektiven Laufzeit Z = X

Y
.

Existiert der Erwartungswert von Z? Berechnen Sie ihn gegebenenfalls.

Aufgabe 31 (k)

X und Y seien stochastisch unabhängige, jeweils R(0, 1)-verteilte Zufalls-
variablen.

a) Berechnen Sie die Verteilung von Z = max{X,Y }.

b) Berechnen Sie ferner E [max{X,Y }] und max{E[X],E[Y ]}. Stimmen
beide Terme überein?
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Aufgabe 32

Bestimmen Sie – falls existent – den Erwartungswert und die Varianz der
Zufallsvariablen X für

a) X ∼ Poi(λ),

b) X ∼ Bin(n, p),

c) X ∼ Γ(α, λ),

d) X cauchyverteilt, d.h. fX definiert durch

fX(x) =
1

π(1 + x2)
, x ∈ R,

ist eine Dichte der Verteilung von X.

Hinweis: Lösen Sie Teilaufgabe c) mit Hilfe der Laplace-Transformierten.

Aufgabe 33

Zeigen Sie für absolut-stetige und für diskrete Zufallsvariablen X,Y die fol-
genden Eigenschaften des Erwartungswertes (siehe Satz 6.6):

a) E[aX + bY ] = aE[X] + bE[Y ] ∀ a, b ∈ R

b) X ≤ Y ⇒ E[X] ≤ E[Y ].

Aufgabe 34

Bei einem Mobiltelefontarif wird die Gesprächsminute mit c Cent berech-
net. Die erste Minute wird immer voll berechnet, nach der ersten Minute
wird zeitgenau abgerechnet. Die Gesprächsdauer sei eine Exp(λ)-verteilte
Zufallsgröße. Die Zufallsvariable K bezeichne die Kosten eines Gesprächs.

a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von K und K 2.

b) Berechnen Sie E(K) und Var(K).

Aufgabe 35 (k)

Die Zufallsvariablen Xn, n ∈ N0, seien rekursiv definiert durch

Xn+1 = 2Xn − 1, n ∈ N0.

Ferner gelte X0 ∼ R(0, 1).
Berechnen Sie Cov(Xn+k, Xn), n, k ∈ N0.
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Aufgabe 36 (k)

Eine Münze, bei der Kopf mit Wahrscheinlichkeit p fällt, werde n-mal un-
abhängig geworfen. K bezeichne hierbei die Anzahl des Auftretens von Kopf.
In einer zweiten unabhängigen Serie der Länge K mit der selben Münze
erhält ein Spieler bei Auftreten von Kopf im i-ten Wurf einen Gewinn von i

DM, i = 1, . . . ,K. Welcher Einsatz macht das oben beschriebene Spiel fair?
Hinweis: Ein Spiel heißt fair, wenn der erwartete Gewinn null ist.

Aufgabe 37

Die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y sei gegeben durch

f(X,Y )(x, y) = 6xy(2− x− y)11(0,1)2 (x, y).

Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert von X bei gegebenem Y = y,
0 < y < 1.

Aufgabe 38

Die Anzahl von Schadensfällen pro Jahr bei einer Versicherung werde be-
schrieben durch eine diskrete Verteilung N mit Träger N0. Die stochastisch
unabhängigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X1, X2, . . . bezeichnen
die jeweilige Schadenshöhe, wobei die X1, X2, . . . auch von N unabhängig
sind.
Zeigen Sie, dass für den Erwartungswert und die Varianz der Gesamtscha-
denshöhe gilt:

E

[

N
∑

i=1

Xi

]

= E[N ]E[X1],

Var

(

N
∑

i=1

Xi

)

= E[N ] Var(X1) + (E[X1])
2 Var(N),

wobei gilt
∑0

i=1 zi := 0.
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