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Daniel Catrein Abgabe: 02.05.02
bis 15:45 Uhr

1. Ubung zur Einfithrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 1

Bei einem Kartenspiel mit 52 Karten werden an jeden der vier Spieler (A,
B, C und D) 13 Karten ausgegeben. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass

a) Spieler A alle Karten der Farbe Herz, B alle der Farbe Karo, C' alle
der Farbe Pik und D alle der Farbe Kreuz bekommt,

b) Spieler A genau ein Ass bekommt,

c) Spieler A weniger als fiinf schwarze Karten bekommt.

Aufgabe 2

In einem Netzwerk befinden sich n Drucker, die durchnummeriert sind von
1 bis n. m Druckauftrige mit den Nummern 1 bis m werden zuféllig gemifl
einer diskreten Gleichverteilung an die Drucker verteilt.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 den Auftrag mit
der Nummer 17

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 keinen Auftrag?

c) Es kommen nun m = n Druckauftrige an. Mit welcher Wahrschein-
lichkeit bekommt genau ein Drucker keinen Auftrag?

Aufgabe 3 (k)
A, B € 2 seien Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (Q,2(, P). Zei-

en Sie:
° |P(A) — P(B)| < P(An BY) + P(A° N B).

Aufgabe 4

Es seien (92,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € 2.
Zeigen Sie (s. Lemma 2.11 der Vorlesung)

a) P(A%) =1- P(A),

b) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(ANB),

c) AC B= P(A) < P(B),

d) Ac B= P(B\A)=P(B)— P(A).

e) {A,}absteigend = P(lim, 0 (4,)) = lim, o0 P(Ay).
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Aufgabe 5

Betrachten Sie ein Netzwerk mit n Druckern und m Druckauftrigen, die
gemif einer diskreten Gleichverteilung auf die Drucker zuféllig verteilt wer-
den (siche Aufgabe 2).

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhalten k& < n vorher festgelegte Drucker
keinen Auftrag?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit erhélt jeder Drucker mindestens einen
Auftrag?
Hinweis: Nutzen Sie das Ergebnis aus a) und die Siebformel von Poin-
caré-Sylvester.

c) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommen genau & < n Drucker kei-
nen Auftrag?

Aufgabe 6 (k)
A1, Ay, ..., A, € Aseien Ereignisse in einem Wahrscheinlichkeitsraum (2, A, P).
Zeigen Sie die folgende Ungleichung;:

Aufgabe 7

Q und I seien nichtleere Mengen und {2;};c; eine Familie von o-Algebren

iiber €.

a) Zeigen Sie, dass A := (1),c; 2; ebenfalls eine o-Algebra iiber €2 ist.
(s. Lemma 2.8 der Vorlesung)

b) Ist B := J,c; A; stets eine o-Algebra?
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Aufgabe 8

Ein Chiphersteller hat drei Werke A, B und C, die jeweils 35%, 15% und
50% der Gesamtproduktion herstellen. Die Wahrscheinlichkeit, dass ein pro-
duzierter Chip nicht defekt ist, sei 0,75 bei Fabrik A, 0,95 bei Fabrik B und
0,85 bei Fabrik C'. Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist ein beliebiger Chip
defekt?

Ein Kunde erhilt einen defekten Chip. Mit welcher Wahrscheinlichkeit kam
dieser aus Fabrik C?7

Aufgabe 9

Uber eine Funkverbindung werden binire Daten iibertragen. Mit Wahi-
scheinlichkeit € wird ein einzelnes Bit fehlerhaft iibertragen, d.h. beim Sen-
den einer 0 wird eine 1 empfangen, bzw. beim Senden einer 1 wird eine 0
empfangen. Mit Wahrscheinlichkeit 1— ¢ ist die Ubertragung fehlerfrei. Eine
1 werde mit Wahrscheinlichkeit p und eine 0 mit Wahrscheinlichkeit 1 — p
gesendet.

a) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine 0 gesen-
det wurde, wenn eine 0 empfangen wird.

b) Berechnen Sie die bedingte Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine 1 gesen-
det wurde, wenn eine 0 empfangen wird.

c) Sei p = 0,5. Fiir welches ¢ ist die Wahrscheinlichkeit, eine 1 zu empfan-
gen, unabhéingig von der Wahrscheinlichkeit, dass eine 1 gesendet wurde?
(Was bedeutet dieses fiir Ubertragungen iiber die Funkverbindung?)

Aufgabe 10 (k)

Bei dem folgenden Netzwerk seien die Router Ri, Rs, R3, R4 unabhéngig
voneinander mit Wahrscheinlichkeit p; intakt und mit Wahrscheinlichkeit
1 — p; defekt, 0 < p; < 1, 1 < ¢ < 4. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit,
dass von A nach B eine intakte Verbindung hergestellt werden kann.

Aufgabe 11

Eine faire Miinze werde unendlich oft geworfen, wobei die Ergebnisse der
einzelnen Wiirfe gemeinsam stochastisch unabhéngig seien.

a) Zeigen Sie, dass jede endliche Sequenz aus ,,Kopf“ und ,Zahl“ mit
Wahrscheinlichkeit 1 in der Miinzwurffolge auftritt.

b) Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass eine beliebige endliche Se-
quenz sogar unendlich oft auftritt?
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Aufgabe 12

Es seien A > 0 und {p, }nen € (0, )N mit lim,, oo np, = A. Zeigen Sie, dass
fiir alle k € Ng

n-00 k!

k
lim <n>p'£(1 —pp)"F = e
k
gilt.
Aufgabe 13

In einem paketorientierten Netzwerk kommt ein einzelnes Datenpaket mit
Wahrscheinlichkeit p fehlerfrei beim Empfinger an. Die Ubertragung ver-
schiedener Pakete kann als stochastisch unabhéngig angesehen werden. Wenn
in einem Paket ein Fehler auftritt, wird die Ubertragung wiederholt, solange
bis das Paket fehlerfrei angekommen ist.

a) Die Zufallsvariable X beschreibe wie oft ein einzelnes Paket gesendet wer-
den muss, bis es ohne Fehler empfangen wird.Wie ist X verteilt? Mit welcher
Wahrscheinlichkeit ist keine und mit welcher Wahrscheinlichkeit sind genau
2 Wiederholungen der Ubertragung nétig? Wie grofl muss p mindestens sein,
so dass mit Wahrscheinlichkeit 0.99 héchstens drei erneute Ubertragungen
pro Paket nétig sind?

b) Um zu verhindern, dass ein einzelnes wiederholt iibertragenes Paket das
ganze Netz blockiert, wird in einem anderen Netzwerk maximal 10 mal ver-
sucht, ein Paket zu iibertragen. Wie sieht die Verteilung der Zufallsvaria-
blen Y in diesem System aus, die die Anzahl der Ubertragungsversuche
beschreibt?

c) Eine Datei, die iibertragen werden soll, besteht aus 1000 Paketen. Mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit miissen mehr als drei Pakete mehrfach {ibertragen
werden, falls p = 1074 ist?

Hinweis: Beantworten Sie Teil ¢) approximativ.

Aufgabe 14
Es seien (€2, 2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X, Y : (©,2) — (R, B1)
Zufallsvariablen. Zeigen Sie:

R — [0,1] L . . .
a) Fx: ist eine Verteilungsfunktion (siche Satz 3.9),
x— P(X <x)

b) PX = PY = Fx = Fy (einfache Richtung von Satz 3.10).
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Aufgabe 15

Die Dauer eines Telefongespréchs (in Sekunden) sei exponentialverteilt mit
Parameter A = 0, 01.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ein Gesprich
1. mehr als 100 Sekunden,
2. zwischen 25 und 300 Sekunden bzw.
3. hochstens 150 Sekunden
dauert.
b) Bestimmen Sie den Median der Gespréchsdauer.

c) Bestimmen Sie ein Zeitintervall (uy, us], 0 < uj < ug, kiirzester Linge
U = ug —uq, so dass die Dauer eines Gespréchs mit Wahrscheinlichkeit
0,9 in diesem Intervall liegt.



—

Verteilungsfunktion der Standard—Normalverteilung N(0,1)

N(0,1)-Dichtefkt.

D) = —— | et2dl; Du)=1— D(—u)
(u) Vim (
- $w)
Ablesebeispicl: 4 (0,76) = 0,776373
173 ¥

u 0,00 0,01 — 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 _ 0,00 u

0,0 0,500000 0,503989 0,507978 0,611900 0,615953 0,519939 0,623922 0,527903 0,531881 0,535856 . 0,0
0,1 ,530828 ,543795 ,547758 ,6517117 ,655070 ,550618 ,663659 ,567495 571424 ,575345 0,1
0,2 ,579200 ,583166 ,587004 ,600054 /694835 ,508706 ,002568 ,600420 ,610261 ,614002 0,2
0,3 ,617911 ,621720 ,625610 ,620300 ,633072° - ,836831 ,640576 *| ,644300 ,648027 ,651732, 0,3
0,4 ,655422 ,659097 ,6621757 ,666402 ,670031 ,873645 ,677242 ,680822 ,684 386 ,687933- 0,4
0,5 ,691462 ,6949074 ,698468 ,701044 705401 ,708840 ,712260. ,715061 ,710043 722405 0,5
0,6 125747 ,720069 ,732371 ,135663 ,738014 ,742154 145373 ,148571 ,751748 ,154903 0,6
0,7 ,758036 ,761148 ,764238 ,767305 ,770360 ,7733173 ,776373 ,179350 ,782305 ,785230; - 0,7
0,8 ,788145 ,791030 ,793892 ,796731 ,790646 ,802337 ,805105 ,807850 ,810670 ,813267 0,8
0,9 ,815940 ,818589 ,821214 ,823814 ,826301 ,828044 ,831472 ,833077 ,836457 ,838013 0,9
1,0 ,841345 ,843752 ,846136 ,848405 ,850830 ,853141 856428 .,857690 ,850929 .mS:u. " 1,0
1,1 ,864334 ,866500 ,868643 ,870762 ,872867 ,8749028 ,876076 ,879000 ,881000 ,882077 1,1
1,2 ,884930 ,886801 ,888768 ,800651 ,802612 ,804360 ,896165 ,807058 ,890727 ,001475 1,2
1,3 ,003200 ,004902 ,000582° ,008241 ,000877 011402 ,013085 ,014657 ,016207 ,017736 1,3
1,4 ,019243 ,920730 ,022196 ,023041 ,025006 ,926471 ,027855 ,020219 ,930563 ,031888 1,4
1,5 ,933193 ,034478 ,035745 ,036092 ,038220 ,030429 ,040620 ,041792 ,042047 ,044083 1,5
1,6 ,045201 ,946301 -,047384 ,048449 ,049497 ,060629 ,051643 ,052540 ,053621 ,054 486 1,6
1,7 ,055435 ,0563067 ,057284 ,058185 ,059070 ,060941 ,060796 ,001030 ,062462 ,063273 1,7
1,8 ,064070 ,004852 ,005620 ,066376 ,067118 ,867843 ,068657 ,000258 ,060046 ,070621 1,8
1,9 ,071283 ,0719033 ,072671 ,073197 ,073810 ,074412 ,076002 ,076581 ,076148 ,976705 1,9
2,0 ,977250 ,077784 ,078308 ,078822 ,079325 ,070818 ,080301 ,080774 ,081237 ,081 601 2,0
2,1 ,082136 ,082571 ,082097 ,083414 ,083823 ,084222 ,084614 ,084997 ,085371 - ,085738 2,1
2,2 ,086097 ,086447 ,086791 ,087126 ,087455 ,087776 ,088089 ,088306 ,088696 . ,088989 2,2
2,3 ,989276 ,089556 ,080830 ,800087 ,000358 ,090613 +,090863 ,001106 ,991344 ,001576 2,3
2,4 ,991802 ,092024 ,092240 ,002461 ,002650 ,002857 ,993053 ,003244 ,093431 ,003613 2,4
2,5 ,003790 ,093963 ,994132 ,004207 ,004457 094614 ,004766 ,0049016 ,095060 ,005201 2,5
2,6 ,095339 ,095473 ,995604 ,005731 ,006855 ,895976 ,090093 ,006207 ,096319 ,996427 2,6
2,7 ,900533 ,096636 ,006736 ,006833 ,006928 ,007020 ,007110 ,007107 ,007282 ,007365 2,7
2,8 ,007445 ,907523 ,097699 ,007673 ,007744 ,097814 ,007882 ,007048 ,008012 ,008074 2,8
29 0,998134 0,098193 0,998250 0,968305 0,098359 0,998411 0,008462 0,098611 ’| 0,998559 0,998 605 2,9

u 3,0 3,5 4,0 4,6 6,0 6,0 1,0 8,0 9,0 10,0 u
W) |1 —1,350.10-3|1 —2,326-10-*|1 — 3,167 - 10-* | 1 — 3,308 . 10~¢ |1 — 2,807 - 10~ |— 0,800 - 10~*°|1 — 1,280.10-% 1 —6,221.10-2¢{1 —1,120.10~**|1 — 7,620 10" | @ (u)

o (n) 50% 60% 0% 90% 956% 97,6% 00% 00,6% 00,75% | 99,9% 99,05% & (u)
v | 0 | 028 1 0524 0,842 1,282 1,045 1,000 | 2326 | 2,670 2.807 3,000 3,201 u
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Aufgabe 16

Es sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Die Verteilung einer Zufalls-
variablen X : (Q,2) — (R,B!), mit X > 0, heiBt geddchtnislos, wenn

PX>z+ylX >z)=PX >vy)

fir alle z,y > 0.

Bestimmen Sie alle gedéichtnislosen Verteilungen mit stetiger Verteilungs-
funktion.

Hinweis: Die Funktionalgleichung f(z + y) = f(z)f(y),z,y > 0, hat fiir
stetiges f aufler der Nullfunktion nur Losungen der Form e**, a € R.

Aufgabe 17

Berechnen Sie, wenn moglich, einen Parameter ¢, so dass die folgenden Funk-
tionen eine Dichte beschreiben und geben Sie die zugehorige Verteilungs-
funktion an.

a)

h(z) =c¢ o1 eiAxa]l[Opo)(x) mit Parametern o, A\ > 0

b)
cr, fir —1<x<0,
g(xz) :=1q exp(x), fir 0<z<5,
0, sonst.
Aufgabe 18

Bei einem Internetprovider wurde festgestellt, dass die Zeit bis zum Ausfall
eines stark belasteten Servers (in Stunden) modelliert werden kann durch
eine normalverteilte Zufallsvariable mit Parametern p = 10000 und o =
1000.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit féllt ein Rechner innerhalb der ersten
11550 Stunden, mit welcher Wahrschenlichkeit schon innerhalb der ersten
7000 Stunden aus?

b) Mit welcher Wahrscheinlichkeit lduft ein Rechner noch mindestens 500
Stunden, wenn er bereits 9500 bzw. 11000 Stunden in Betrieb ist?

c¢) Innerhalb welcher Zeit fallt der Server mit Wahrscheinlichkeit 0.7 aus?
Hinweis: Nutzen Sie die Verteilungstabelle auf der Riickseite dieses Blattes.
Zeigen Sie, dass fiir die Verteilungsfunktion der Standardnormalverteilung
die Symmetrieregel ®(—z) =1 — ®(z) gilt.
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Aufgabe 19

a) Bestimmen Sie die erzeugende Funktion der Binomialverteilung mit
den Parametern n und p.

b) Zeigen Sie, dass durch

1

PO =5y

1 €N,

eine Zahldichte gegeben ist, und bestimmen Sie die zugehorige erzeu-
gende Funktion G.

Bemerkung: Die zugehorige Wahrscheinlichkeitsverteilung heifit Yuleverteilung.
Hinweis: Fiir 2] <1 gilt

2, 2k
—In(1 - 2) ;E
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Aufgabe 20

X1,..., X, seien diskrete Zufallsvariablen mit Tragern 17, ...,T,. Beweisen
Sie Lemma 4.10 der Vorlesung;:
X1,..., X, stochastisch unabhéngig

n
& P(Xi=t,.... Xp=t,) =[[P(Xs=t;) VteT, 1<i<n
i=1

Aufgabe 21

Bei einem Rechnernetzwerk werden die Anzahl der aktiven Benutzer und die
mittlere Nutzungsdauer durch stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen N
und T beschrieben, wobei N poissonverteilt ist mit Parameter A =5 und T
exponentialverteilt mit Parameter p = 0,01.

a) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass weniger als 4 Benutzer ak-
tiv sind und die mittlere Nutzungsdauer kiirzer als 50 Zeiteinheiten
ist.

b) Im Netzwerk entstehen keine Wartezeiten, wenn N < 12 und NT' < 300.
Mit welcher Wahrscheinlichkeit ist dies der Fall?

Aufgabe 22
Die Funktion f: R? — R sei definiert durch

cxy, 0<zx<1, 0<y<wxw

0, sonst

f(xvy) - {

Wie mufl ¢ € R gewéhlt werden, damit f die Dichte eines Zufallsvektors
(X,Y) ist? Bestimmen Sie die zugehorige Verteilungsfunktion F, (X,y) sowie
die Dichten und Verteilungsfunktionen der Zufallsvariablen X und Y. (Die
Verteilung von X bzw. Y heifit Randverteilung.) Sind X und Y stochastisch
unabhéngig?

Aufgabe 23

Ein Programm besteht aus zwei Algorithmen mit Laufzeiten X; ~ Exp(A;)
und Xy ~ Exp(A2), A, A2 > 0. X; und X5 konnen als stochastisch un-
abhéngig angenommen werden.

a) Bestimmen Sie eine (gemeinsame) Dichte von (X7, X»).

b) Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass die Laufzeit des Programms
kleiner oder gleich 1 ist, wenn
i) beide Algorithmen auf einem Prozessor nacheinander ausgefiihrt
werden,
ii) beide Algorithmen gleichzeitig auf zwei Prozessoren ausgefiihrt wer-
den und das Programm beendet ist, wenn beide Ergebnisse vorliegen,
iii) beide Algorithmen gleichzeitig auf zwei Prozessoren ausgefiihrt
werden und das Programm schon beendet wird, wenn nur ein Ergeb-
nis vorliegt.



Prof. Dr. R. Mathar RWTH Aachen, SS 2002
Daniel Catrein Abgabe: 20.06.02
bis 09:45 Uhr

7. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 24

Bei einem chemischen Prozel wird am Ende jeden Tages die Temperatur
gepriift. Es kann davon ausgegangen werden, dass die Temperaturen [in °C|
durch stochastisch unabhéngige, N (i, 0?)-verteilte Zufallsvariable beschrie-
ben werden kénnen, wobei p = 400 und 02 = 9 sind. Der Prozess muss
gestoppt werden, wenn die Temperatur zumm Tagesende 395°C unter- oder
405°C iiberschreitet.

Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass der Prozess mindestens 10 Tage
hintereinander lauft.

Aufgabe 25

a) Ein Zufallszahlengenerator auf einem Computer liefert auf dem Inter-
vall (0,1) gleichverteilte Zufallszahlen, X ~ R(0,1). Fiir eine Simu-
lation werden standardnormalverteilte Zufallszahlen bendétigt, die aus
den gleichverteilten Zufallsvariablen berechnet werden sollen.

Ist eine Zufallszahl YV := \/% e—X? standardnormalverteilt?

Wie sieht die Dichtefunktion von Y aus?

b) Zeigen Sie, dass Sie aus zwei stochastisch unabhéngigen gleichverteil-
ten Zufallszahlen X, Xo ~ R(0,1) durch die Transformation

Y1 =/ —21nX1 sin(27rX2)
Yo = v/ —21In X cos(2mX3)

zwei standardnormalverteile, stochastisch unabhéngige Zufallszahlen
Y1,Ys ~ N(0,1) erhalten (Box/Muller Verfahren (1958)).

Aufgabe 26 (k)

Es seien X und Y stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen mit X ~
Exp(A) und Y ~ R(0,1). Bestimmen Sie eine Dichte der Verteilung von
X+Y.

Aufgabe 27 (k)

Die Zwischenankunftszeiten von Druckjobs in der Warteschlange eines Druckers

seien Erl(2, \)-verteilt, A > 0 (Erlang-verteilt mit Parametern 2 und \). Be-
rechnen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass bis zu einer fest vorgegebenen Zeit
t > 0 genau k Druckjobs angekommen sind. Welche Werte ergeben sich fiir
A=1,t=1und k € {0,2,4}7

Hinweis: Beachten Sie, dass Erl(2, A) = Exp()) * Exp()\), und benutzen Sie
Eigenschaften des Poissonprozesses.
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Aufgabe 28

X7 und X5 seien stochastisch unabhéngige, diskrete Zufallsvariablen mit
Trager No und Zéhldichte fx, und fx,. Zeigen Sie, dass X;+ X5 die Z&hldichte

k
fX1+X2 (k) = Zle (Z)fX2(k7 - i)? k € Ny,
=0

hat.

Aufgabe 29

Bestimmen Sie die Zahldichten der folgenden Verteilungen:

a) Bin(ni,p) * Bin(ng,p), ni,ne € N, 0 <p <1,
b) Poi(A1) * Poi(A2), A1, A2 >0,
c) Bin(ny,p) * Bin(na,p), ni,ne €N, 0 <p < 1.

Aufgabe 30

Die Laufzeit eines Algorithmus werde durch eine Exp()\)-verteilte Zufalls-
variable X beschrieben. Der verfiighbare Anteil an Rechenzeit des Prozessors,
auf dem der Algorithmus lduft, kann durch eine R(0,1)-verteilte Zufalls-
variable Y modelliert werden, wobei X und Y stochastisch unabhéngig sind.
Berechnen Sie die Verteilung der effektiven Laufzeit Z = %

Existiert der Erwartungswert von Z?7 Berechnen Sie ihn gegebenenfalls.

Aufgabe 31 (k)

X und Y seien stochastisch unabhingige, jeweils R(0, 1)-verteilte Zufalls-
variablen.

a) Berechnen Sie die Verteilung von Z = max{X,Y}.

b) Berechnen Sie ferner E [max{X,Y}] und max{E[X], E[Y]}. Stimmen
beide Terme iiberein?
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Aufgabe 32

Bestimmen Sie — falls existent — den Erwartungswert und die Varianz der
Zufallsvariablen X fiir

a) X ~ Poi()\),

b) X ~ Bin(n,p),

c) X ~TD(a, ),

d) X cauchyverteilt, d.h. fx definiert durch

1

= _z€eR
7T(1—{—$2)7x ’

fx ()

ist eine Dichte der Verteilung von X.
Hinweis: Losen Sie Teilaufgabe c¢) mit Hilfe der Laplace-Transformierten.

Aufgabe 33

Zeigen Sie fiir absolut-stetige und fiir diskrete Zufallsvariablen X, Y die fol-
genden Eigenschaften des Erwartungswertes (siehe Satz 6.6):

a) ElaX +bY] = aE[X]+bE[Y] VabeR
b) X <Y = E[X]<E[Y].

Aufgabe 34

Bei einem Mobiltelefontarif wird die Gespréachsminute mit ¢ Cent berech-
net. Die erste Minute wird immer voll berechnet, nach der ersten Minute
wird zeitgenau abgerechnet. Die Gesprichsdauer sei eine Exp()\)-verteilte
Zufallsgrofle. Die Zufallsvariable K bezeichne die Kosten eines Gesprichs.

a) Bestimmen Sie die Verteilungsfunktion von K und K2.

b) Berechnen Sie E(K) und Var(K).

Aufgabe 35 (k)

Die Zufallsvariablen X,, n € Ny, seien rekursiv definiert durch

Xpnt1=2X,—1, n €N

Ferner gelte X ~ R(0,1).
Berechnen Sie Cov (X, 1, Xp), n, k € Np.
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10. Ubung zur Einfiihrung in die Stochastik fiir Informatiker

Aufgabe 36 (k)

Eine Miinze, bei der Kopf mit Wahrscheinlichkeit p fillt, werde n-mal un-
abhéingig geworfen. K bezeichne hierbei die Anzahl des Auftretens von Kopf.
In einer zweiten unabhéngigen Serie der Lidnge K mit der selben Miinze
erhélt ein Spieler bei Auftreten von Kopf im i-ten Wurf einen Gewinn von
DM, i=1,..., K. Welcher Einsatz macht das oben beschriebene Spiel fair?
Hinweis: Ein Spiel heifit fair, wenn der erwartete Gewinn null ist.

Aufgabe 37

Die gemeinsame Dichte der Zufallsvariablen X und Y sei gegeben durch

faxyy(@,y) = 62y(2 — 2 — y)Lg 12 (2, y).

Berechnen Sie den bedingten Erwartungswert von X bei gegebenem Y = y,
O<y<l

Aufgabe 38

Die Anzahl von Schadensfillen pro Jahr bei einer Versicherung werde be-
schrieben durch eine diskrete Verteilung N mit Tréger Ng. Die stochastisch
unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvariablen X, X5, ... bezeichnen
die jeweilige Schadenshoéhe, wobei die X1, Xs,... auch von N unabhéngig
sind.

Zeigen Sie, dass fiir den Erwartungswert und die Varianz der Gesamtscha-
denshohe gilt:

N

E ZXZ-] = E[N]E[Xi],

2;1

Var (ZXZ> = E[N]Var(X1) + (E[X1])? Var(N),

wobei gilt Z?:l z; = 0.
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