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Aufgabe 1

(a) A erhilt alle Herz, B alle Karo, C alle Pik, D alle Kreuz
Qrr = {(wr,w2, ..oywn) € A™ |w; #wj fur i # 5,1 <4,j <n}
mit A = {1,2,...,52}
Karten 1-13 Herz, 14-26 Karo, 27-39 Pik, 40-52 Kreuz
[201] = oy = 52
Arr = {(w1, w2y oyws2) € Qrr | wiyeepwiz < 13 < wigy ey woe < 26 <
Wty oy w39 < 39 < wyp, ..., ws2 < 52}
|Arr| = 13113113113! = (13!)*
= P(Ar) = U3 ~ 1,86 1072

(b) Spieler A bekommt genau ein Ass
Qi = {(wi,wa, ...,wiz) € AB | w) <ws < ... < wiz}
mit A ={1,2,...,52}, Asse haben die Nummern 1,2,3,4
[l = () = (73)
Arrr = {(wi, w2, ...,wi13) € Qrrr | w1 € {1,2,3,4},wa, ...,w13 ¢ {1,2,3,4}}
Al = () (15)

(c) Spieler A bekommt weniger als 5 schwarze Karten
Schwarze Karten S = {1,2,...,26} Q=
A = {(wr,wa, ., w13) € Qrrr | wi < 26,wi41 > 26}= genau i schwarze
Karten
|Ai| = (22'6) (1?36_1)
A=A)UAU...UA
Al = Aol + .. +[Ad] = 3o () (15%)

P = 2 o



Aufgabe 2

(a) Q@ ={(w1,...,wm |wi € {1,...,n}Vl <i<m} n,m € IN

w; = j = i-ter Druckauftrag wird von Drucker j bearbeitet
2] =

A={(w1,...,wn) € V| w1 =1}

Al = !

P(A) = |A‘ = nm71 =

1
19| nm n

) wie in a)

A={(w1,..,wm) € Q|w; #1Vi € {1,....,m}}

A= (n—1)"
P(A) = 5= = (1= )

Q) wie oben, n=m

A= {(wi,...,wn) € Q| Fi,j € {l,...,n} mit i # j, so dass w; = w;

und w; # wi, wi #Zwy Yk, L€ {1,...,n} mit i A k,j #k, k #1}

1A = n- (n—1)- ™. (n—2)!
wahle Drucker ohne job prycker mit 2 Jobs restl. jobs verteilen

2 Jobs, die zusammen liegen



Aufgabe 3

|P(A)—P(B)| = |P(ANQ)—P(BNQ)| = |P(AN(B°UB))—P(BN(A‘UA))|
|IP(ANB)U(ANB))—P(BNA°)U(BNA))|

|P(ANB®)+ P(ANB)—P(BNA®) — P(BNA)|

|

P(AN B) — P(A°N B)| = P(AN B°) + P(A°N B)
A~UnglJa—b|<lal + o

)
(
(
(

Aufgabe 4
(Q,2, P) Wkt.raum; A,B € 2

(a) z.z.: P(A°) =1— P(A)

1 = P(Q)=P(AUA° =
— —~—
De £2.10(4) De f2.10(ii)

(b) z.z.: P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
P(AUB)=P(AUB\A) = P(A)+ P(B\A)

= P(A) + P(B\(AN B)) = P(A) + P(B) — P(AN B)
d)

P(A) + P(A°)

(¢) z.z.: P(A) < P(B) fir AC B

P(B\A) = P(B) - P(4) >0
)
(d) zz.: P(B) — P(A) = P(B\A) fir AC B
P(B) = P(AU(B\A)) =  P(A)+P(B\A)
ACB Def2.10(i1)
(€) z.z.: P(limy o Ap) = limy 0o P(Ay) fiir {A,} absteigend
{A,)} absteigend = {A°} aufsteigend

PNy An) = 1=P(Upy A5) = 1=limyoo P(AS) = limy o P(Ay)
La2.11¢)



Aufgabe 5

(a)

A;= Drucker i(1 < ¢ < n) bekommt keinen Auftrag
P(4;) = "1™ (5. Aufgabe 2b)
P(A; N A]) = (2% i F ]

nm

P(AilﬂAiQO...ﬁAik):(ni )" ij,lﬁjgk,lgijgn,ij

paarweise versch.

Jeder Drucker erhélt mindestens einen Auftrag:
AfNASN..NAS = (UL, 4)°
P(ASNASN...NAS)=1—P(A;UAyU...UA,) mit

P(A1UARU...UA,) = P( [ Aj) — ?:1(_1)j+1 Zigilg...gijgnp
La.2.12a)Siebformel
n\ (n—1)™ ny\ (n—2)™ n—3)" n nnm n (n_k)m
= (1) S — () i () - () (=DM Q)
—_——
Teila)

= P(ASNASN..NAS) = 1—P(Ul_y Aj) = 1= Y0py (—1)k+ () o™
=1+ T (DR R = zw 1) ()

k Drucker bekommen keinen Auftrag

= n-k Drucker bekommen mindestens einen Auftrag

() Méglichkeiten k Drucker, die keinen Auftrag erhalten zu wéhlen

(DOt 17 (7" Yt (k)™
J J (n=Fk)

nm

P(k Drucker bekommen keinen Auftrag) =
—k  (n—ky (n—k—j)™
= () Syt (-1 () e




Aufgabe 6

POV A) = 1= PUL A 2 1=, P(A)

Bon ferroni—Ungl.

=1->7(1 - P(4)) = P(A) — (n—1)

Die Aufgabe kann auch per Induktion gezeigt werden.

Aufgabe 7

(a) Q,1#0,{A;};c; Familie von o -Algebren iiber
z.2. A = ;1 A; ist o-Algebra iiber Q

dazu:

(i) z.z.: Qe Nier W
Viel: Qe = Qe A=A

(ii) zz: A€ Mier Ui = A° € Nier A
AcUAs AcNicr
=>Vi:Ae;, = Vi: Af € U;
= AN Ui =2

(iii) zz: A, eA,ne N= U2, A, e
VEeIN: A, € A& Ay € ;e Ai Voraussetzung
=>Viel,keIN: A, €,
=Viel: UpenwAr €24
= Uken Ak € Nier 2 =2



(b) Ist B := ;1 2; stets eine o-Algebra?
Nein. Gegenbeispiel: I = {1,2},Q = {1, 2,3}
o, = {0, {1},{2,3},{1,2,3}}
Ay = {0,{2},{1,3},{1,2,3}}
A, UAe = {0,{1},{2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}
ist keine o-Algebra, da {1,3} N {2,3} ¢ A; UA,
o-Algebren enthalten alle Ereignisse, die durch Verkniipfung mit ”nicht”,

”und”, "oder” entstehen.

Aufgabe 8

D= defekter Chip
A B,C = Chip kommt aus Fabrik A B,C
P(A)=0,35P(B)=0,15; P(C)=10,5

P(D¢|A) = 0,75 = P(D|A) = 0,25

P(D¢|B) = 0,95 = P(D|B) = 0,05

P(D°|C) = 0,85 = P(D|C) =0,15

P(D) =  P(D|A)P(A)+ P(D|B)P(B)+ P(D|C)P(C)
tot. W'keit

=0,25-0,354+0,05-0,15+0,15-0,5=0,17
beliebiger Chip mit P(D) = 0, 17 defekt.

Mit welcher W’keit kommt ein defekter Chip aus Fabrik C?

- P(D|C)P(C) _ P(DIC)P(C) _ 0,15:0,5
P(C‘D) N’ ZX:ABCP(D‘X)P(X) - P(D) - o017 0,44
Bayes ’7




Aufgabe 9

S0= 0 gesendet

R0= 0 empfangen

S1 = 50°= lgesendet

R1 = R0°= 1 empfangen
P(S1)=p; P(S0)=1—-p

(a) P(R0|S0) = P(R1|S1) =1 —¢e = P(korrekt)
P(R1|S0) = P(RO|S1) = ¢

P(R0|S0)P(50 1—&)(1— 1—e)(1—
P(SO|R0) = P(RO|SO)P((SO‘)—i-}?(SROﬂS‘l)P(Sl) = (1(_8)2(_;;)12195 = f_ei)éspf;

P(R0|S1)P(S1
(b) P(Sl‘RO) = ( 1|3(R)0)( ! = l—e—fgsp—p

(c) Sei p=0,5. Fiir welches ¢ gilt P(R1|S1) = P(R1) bzw. P(R1)P(S1) =
P(R1N S1)
1 —e = P(R1|S1)P(S1) + P(R1|S0)P(S0) = (1 — )i + 5 =3
=ec=1

In diesem Fall lassen sich keine Daten {iber die Verbindung iibertragen.

Aufgabe 10

A; sei das Ereignis: Router intakt = P(A4;) = p;
I= Verbindung méglich

P(I) = P(I|A1)P(Ay) + P(I| ) P(4)
P(A3UAy) =1—P((A3U Ay)°) =1 — P(A5N A9)



P((A2 N A3)U (A2 N Ay)) = P(A2N Az) + P(Aa N Ay) — P(Aa N Az N Ay)

P(I) = [1-P(AS)P(A3)]P(A1)+[P(A2) P(A3)+P(A2) P(A4) —P(A2) P(A3) P(A4)| P(AS)
=[1— (1 —p3)(1 — pa)lp1 + [p2ps + p2psa — p2p3pa](1 — p1)

= P1P3 + P1P4 + P2P3 + P2p4 — P1P3P4 — P2P3P4 — P1P2P4 — P1P2P3 + P1P2P3P4

Aufgabe 11

Q={w=(r1,22,23,...) | z; € {0,1}}

bel. Sequenz m = (my, ma,...,m;),l € N

A,= Sequenz m fillt ab dem n-ten Wurf.

Ap={weQ|Vie N,i <l,wpyi—1 = m;} ist Wraum mit geeignetem 2

{A,}new (also A, und A, 1) sind nicht s.u., aber {A,}neN s.u.

P(An) = (3)!
1 P(A,) =0 P P(limsup,,_,,, A4,) =1

Borel—Cantelli
= b) Sequenz tritt mit W’keit 1 oco-oft auf = trifft mit der W’keit 1 iiber-

haupt in der Folge auf

a) Folgt aus b):

A(m)= Sequenz (m) tritt auf = P(A(,,)) =1

A= Alle Sequenzen treten auf: A = (,,cps A(m) mit M abzéhlbar
P(4) = 1= P(A9) = 1 = P((Near Agn))®) = 1 = PUnear A5,)
>1- Z P(A(,)) =1

mEMT’

=0
Alle treten auf = keine tritt nicht auf



Aufgabe 12

Lm0 (1) P (1 = )" ™% = limyy o0 rmtgph (1 — po)"
k—1
—_— 1=0 e ——r
—1 1A
—\k

Nochmal etwas verstiandlicher:

limy, oo pn = A n-pp = A mit lim, oo Ay = A Pn =

3 | o

k—1 n— Ak \Ep(n—1)...(nt+k—1 1 k+1
l:Ol nTl(n n) = n;l _ Ann(n n.%m;n—&- ) MNa-=)a-2)...(1- " )
1
— —1 —1

Bekannt: fp(z) = (1= 2)",2>0= fu(z) =3 e * = f(x)

. . . ! —
Vermutung: limy, eo(1 — “22)" = limy, 0o frn(An) = e
Ani=n-pp—A

Zeige die Vermutung: ¥n € IN : f,,(z) ist monoton fallend in x
f=1lim,_ .o fn stetig; \, 7 — o0 A
Ve > 0dn,, sodass gilt: Vn > ng: A —e < A\, < A+¢

= SO < ) < fulh—9)
fmonoton

= JOHe) Sl e fu(h) < F(A—e)
<f

TS F) S lime fa(n) < FN) = () = Tty oo fa(On)

~—
fstetig,e—0

= Vermutung gilt.

Aufgabe 13

(a) X = # der Sendungen eines Pakets
sei Z ~ Geo(p), Triager T" = INy

X hat Trager T'=IN



X=1+7 P(X =k)=p(1—p)t Vk € N
fx(k) = P¥(k) = P(X = k)
keine Wiederholung: Z=0=X=1=P(X =1)=p
2 Wiederholungen: Z =2 = X =3 = P(X = 3) = p(1 — p)?
Gesucht p, so dass P(X <4) =0,99
0,99 = Xt p(1—p) = pSio(1—p) =p = =1-(1-p)*
=p=1—+v0.01
Verteilung aus a) bei X=10 abgeschnitten
Trager: T = {1,2,3,...,10}
P(X =k) Vk e {1,2,...,9}
Y2 P(X =1i) k=10
P(Y =10) = X2 P(X =i) = 1 - 30, P(X =)
=S P(Z =) =1— (- (1—p)") = (1—p)’

p(1—p)F1 Vke{1,2,..9}
(1—p)? k=10

e

= fy(x) =

X = Anzahl der Pakete, die mehrfach versendet werden miissen

X ~ Bin(n,p) mit n = 1000,
p' =107% =1 — p (Fehler in der Aufgabenstellung)

n gross, p’ klein = Gesetz seltener Ereignisse anwenden
d.h. X ist ungeféihr Poissonverteilt mit Paramter A = 1000-10~% = 0, 1

= f(mehrals 3mehr fach ibertragen) = P(X > 3) =1— P(X <3)
mit X ~ Poi(0,1)

= P(X>3)=1-P(X<3)=%3 e 0. %% ~385.10¢

10



Aufgabe 14

)
Fx(z)=P(X <z)€l0,1]
La. 2.11, ¢)
()z<y: Fx(e)=P(X <2)=PX((—ooa]) < PX((=00,y)
=P(X <y)=Fx(y)
= F'x monoton wachsend
(44) Th_}n;o Fx(z) = Th_}rgo P(X<z)= zh—>Holo PX((—o0,])
st nler;oPX((—oo,n]) = nlLIIéOPX (U(—oo,i])
e (U (_oo,n]> = P¥R)=1
neN
IEIPM Fx(z) = TILII;O P(X<z)= zhﬁrr;o PX((—o00, 1))
m nangO PX((—00,—n]) = nh_}ngo pPX (n(—oo, —z])
ba-2dle) - px (m (—o0, —n]) = PX(0) =0
neN
(#91) xp | x0 fiir n — oo
Fx(zo) = P((00,zo]) = P¥ (ﬂ (—Oo’ﬂﬁn]>
neN
La. 211 ¢) nhlr;o PX (ﬁ(—oo,xﬂ) = nler;o PX ((—o0,z,])
i=1
= lim P¥((=o0,2]) = lim P(X < z) = lim Fx(x)
b)
Fx(z) = P(X < 2) = PX((~00,a]) = PY ((~00,2]) = P(Y <) = Fy(x)
Aufgabe 15

X ~ Exp(A) mit A =0.01

F(@) = Ae g o0
F(z)=P(X <z)=(1—e )10

11



1
1.) P(X >100)=1-P(X <100) =1 — Fx(100) = ¢ 100A = =
e

2.) P(25 < X <300) = P(X <300) — P(X < 25) = P(X <300) - P(X < 25)
F(300) — F(25) =1 — e 300A 1 4 =252

1
e 41 —e

3) P(X<150)=1—e"

-3

Nl

b) Gesucht ist ein z, so dass P(X <z) =p=0,5
p=P(X<x)=Fx(r)=1—e"
= 1l-p=e
= In(1-p)=-X\

In(1
= T=- a X ) = —100 In(1 — p) ~ 69, 315
c)
p=P(u; < X <uy)=P(X <ug) — P(X <wul)= F(uz) — F(u1)
:> p — e—/\ul e—)\uz
:> e—Auz _ e—/\ul _p
= —JAug=1In (e Auz —p)
1
= Uy = 7X In (67)\”1 — p)
. 1 —Aus R
Suche wuin <7X1n (e —p) ful) =: min flur)
U2
1 €T !
() = ———e M -1 = -1>0
f (ul) e—u1 _pe pme—Au1 T — P =

Wenn die letzte Ungleichung gilt, dann ist f(x) monoton steigend. Damit ist
u1 = 0 die Losung.
Zeige nun die letzte Ungleichung:

Beh.:z —p<0= e <p, aber p=P(uy <z <up) <e M = 4
= zz—p>0

Zeige nun: >1
r—=p

& r>T—Dp

< 0=>-p
Somit ist f(u1) monoton steigend in wi. Mit uz(u; = 0) = —%ln (eo —p) =
—+ In(1 — p) folgt das gesuchte Intervall

1 12
(0, Y In(1 — p)} .



Musterlsungen 5. Ubung

10. Juni 2002

Aufgabe 16
Es gelte P(X >z +y|X >2)=P(X >y) =

P ((y, 00) = P¥((z +y, 00)|(x, 00))
PX((2 +y,00) N (z,00))
PX((x,00))
_ P¥((z+y,00))
PX((x,00))

= P¥((z +y,00)) = P¥((z,00)) - P*((y,0))

PX((z,00)) =1 — P¥((—o0,z]) =1 — Fx(x) =: Fx(z)
= Fx(r+y)=Fx(z) Fx(y) Vaz,y€R, Fy stetig

= Fx(z) =€, a € RAnnahme: a >0

Hinweis

a=20

= a <0,

= Fx streng monoton steigend
= Fx streng monoton fallend
= Fx(z)=1 = Fx(x)=0Vx

setze A := —«

= Fx(z)=1-e* = X ~Exp(\)

Somit folgt, dass eine Zufallsvariable X mit gedéchnisloser, stetiger Verteilungs-

funktion exponential Verteilt ist.

13



Aufgabe 17

a) Normiere h(z):

1=/ h(x)d:c:/ ca® e M gy - E/ e dy!
- 0 z = z® @ Jo

I vl R
« A 0 Ao

= c=A-a>0
= h(z) >=0 Vuz
= h(zx) ist eine Dichte, die Zugehorige Verteilungsfunktion ist:

= F(z) = (1 - e—w) 10,00 ()
b) Normiere g(z):

1=/ g(x)dx=/ C$d$+/eIdx:—§+e5_1
e . ;

= c=2"-4 > 0= g)<0 V —1<2<0
= g(z) ist keine Dichte

Aufgabe 18

Sei ®(z) die Verteilungsfunktion einer N(0,1) verteilten Zufallsvariablen. Zeige
die Symmertrieregel ®(—z) =1 — ®(x):

1 - t2 1 - t2 1 > t/2
q)(_x): \/—2—71_/ 6_7dt:—\/—2—ﬂ-/ e 2dt " = . \/—2_71_/ e~z dt

dt' = —dt
1+ ! /OO T —1 1+ L /oo Tt 1 /OO 5 at!
= — e —1= — e - — e
V21 S V2 Ja V2T ) _so
1 z /2
=1- —— e"zdt! =1—®(x
5 ) (z)

Sei X ~ N(u,0%), es gilt Fx(z) = ® (*3%), da

1 T _e-w? 1 T2 T—
F(x) = e 202 dt:—/ e?dt':@)( )
@) \/QWU[W V2T J o o
Gegeben: o = 10000, p = 1000
a)

11550 — 10000
1600

x="7000: P(X <x)=®(-3)=1-®(3)~1.35-103

x=11550: P(X <z)=® < > = ®(1.55) ~ 0.939



b)

P(X > 10000 N X >9500) P(X > 10000)
P(X > 10000 X - -
(X > 10000[X > 9500) P(X > 9500) P(X > 9500)

11— P(X <10000)  1-—&(0)
1 - P(X <9500) 1—&(—0.5)
1-0.5
R ~ 0.72
0601 0T
P(X > 11500) 1—®(15) 1-—0.933
P(X > 11500/X > 11000) = _ ~
(X > HB001X > 11000) = 5 3—7500) = T o(1) ~ 1- 0841

~0.159

c) Gesucht z, so dass P(X <wu)=0.7

= u~ 0525
T —

= 0.525 =
= 2=0525 0+ p=10525

Aufgabe 19

a) X ~ Bin(n,p) = fx(k)= (Z)pk(l —p)F

zn: (Z)pk (1—p)F 2"

k=0 k=0

=3 <Z) (p2)* (1 =p)" =z +1-p)"
k=0

Q
O
I
(]2
hs]
=
N
-
I

o n

Durch P({i}) ist somit eine Z#hldichte gegeben. Die zugehérige erzeugenden
Funktion ist:

k=0 k=1
ok ok
z 1 z In(1 - z)
S N L )= —ma— 1
; e T kz:; - z) n(l—z)+ . +



Teillosung 6. Ubung

14. Juni 2002

Aufgabe 20

Zeige: X1,..., X, su. = P(Xi=t1,....X, =t,) =[[i_, P(X; = t;).
Zeige dazu

j—1 n
P(Xy=t1,... . Xjo1=t;1,X; <tj,.. Xp <t,) = [[ P(Xs =t;) [[ P(Xi <),
i=1 i=j

fir j=1,...,n. Fir j = n ergibt sich die Beauptung.
Der Beweis erfolgt per Induktion (ObdA sei der Triager T' = N).

TA: j =1, gilt nach Definition der stochastischen Unabhéngigkeit.
IS:j—7+4+1
PXi=t1,....X; =t;, Xj11 <tjs1,...,Xn < ty)
=P(X1=1t1,..., X1 =41, X; <t;, X1 <tjy1,...,Xn < ty)
—P(Xi=t1,.., Xj 1=t 1, X;<t;j—1 X1 <tji1, .., X, <tn)
—_—

& X;<t; da T=Np

[ Pxi=t) P(x; <ty) [] PXi<t)
i=1 i=j+1
j-1 "
~[IP&i=t) Px; <t;-1) ] P(Xi<ts)
i=1 i=j+1
Jj—1

—TT P(xi = t:) f[ P(X; < 1) (P(Xj <t)—P(X; <t; - 1))

i=1 = =P(X;=t;)
J n
=[[Pxi=t) [] Pxi<t)
=1 i=j7+1
= Beh

16



Zeige noch die Gegenrichtung:

P(X1<ty,...,X, <tn) = Z

s;i<t; i=1

oy

%

= > I[P = Y P(Xi=si)
< =1 5;<t;

n

HP X; < = s.u.
=1

Aufgabe 21

N ~ Poi(\), T ~ Exp(u)

a) gesucht: P(N <4, T <50) "= P(N < 4) P(T < 50)

oy

~ 0.104

12
b) gesucht: P(N <12, NT <300)=» P(N =k, k-T < 300)
k=0

12
:P(N:O)+ZP< =k T< @>
k=1

>

.

k

12
=0)+ > P(N=FkP <T< @>
k=1

k
12
\F 3004
_ A - -
=e " +t+e kZH<1—e k)
=1

~ 0.497

17



Aufgabe 22

cry 0<z<1, 0<y<zx
fla,y) =

0 sonst

YA

it

A

/ / foxv) (T, y) dyda:—/ / cxy dy dz

Lre c c
2 3 4
= — dxr = —r =|=x"| ==
/0 [Qxy }0 /0 2 dr = [8 }0 8
=c=28

f(X,Y)(x7y) >0 Va:,y € ]R2
Randdichten:

> x

fx(z) = / faxy (@, y)d \:// 8ayJjo1)(z) dy = 42T 1)(2)
0<y<z

1
fry) = [ N foxyy(@,y) de = /y 8zy dxJp 1) (y) = (4y — 4y*)T0,1)(»)

~—~

0<y<z
0<z<1 Jy<z<1

Verteilungsfunktionen:

0 =<0
Fx(z) = / fx(t)dt :/ Wty dt =1 «* 0<z<1
—0o0 —00
1 zz>1

18



0

Fy(y) = /_yoo fy(t)dt = /y (4t — 4Ty (t) dt = ¢ 242 — % 0

—0o0

Verteilungsfunktion der gemeinsamen Verteilung;:

Fxyvy(@y) = [2 o [P fix,y)(u,v) dvdu = [

0 x < 0odery<0
1 z>1lundy<1
=¢ 2t 0<z<lundy>=zx

2 —y' x>1,0<y<1

? 0<x<1,0<y<z

B N
L1
o sl

1

X

in{l.a} f{,"i"{“’y} Suv dv du

=2y 3 -yd

s

L
s

Abbildung 1: Fixy)(z,y)

F(X,y)fﬁrogxgl, 0<y<z

y [u z oy
F(X’Y)($7y):/0 /0 8uvdvdu—|—/ /0 Suvdvdu = [ 4u? du—l—f;4uy2 du =
y

3eck

19



Stochastisch unabhéngig? Gegenbeispiel:
F(3.3)=G)1"# G0 -3 =FxG)F(3)

= nicht s.u.

Aufgabe 23

X1 ~ Exp(Ar)
Xy ~ Exp(A2)
Xl,XQ S.u.

(8) fixi,x)(@1,m2) = fx; (1) - fxp(w2) = A - €7 M7 g - g7 A2

(b) (i) Gesucht: P(Y = X1 + X2 <1)
Fx 1x, (z) = ff A g - e~ AT A2 dxq dxg

0<z14+22<2
z—T2o

f )\1)\2 e —A121— A2 dxl d:L’Q
0

z
J
0
z
f /\QB—AQIQ[ —)\1 (Z—xg)]dx2 — fz)\26—/\2332_)\26(—)\2+A1)I2—)\12dl,2
0 0
1— e—)\gz )\1 )\2 (1 6( /\2+>\1)z)€—)\12 — 1—6_)\22—/\1/\_2)\2 (e—/\lze—)\gz)
=1- >\1i>\2 ()\16 A2z /\26_>‘2’Z — )\26_>‘12 + )\26_)‘2’2)

g (AeTh27 — dgem M%)

A = Ay = (Vorl. Bsp.4.14) Fx, 1 x,(2) =1 — e ™% — \jze™?2?

1— ﬁ()\le_h — )\26_>‘1) M 75 Ao

1—eM — Ne ™ A1 = A2

:1—

FX1+X2<1) -

(i) Y = maz{X1, X2}
Gesucht: P(Y <1)

20



PY<z)=P(X; <2z X3 < z)\:’/P(Xl < 2)P(X3 < 2)
S.Uu.

= Fx,(2)Fx, () = (1= e M) (1 — o)
SPY <1)=1-eM e fe Mt

(iii) Y = min{X1, X2}
Gesucht: P(Y <1)
P(Y < z) = l—P(Y > Z) =1-P(X1 > 2z, X9 > Z)\Z//l—
P(X; > 2)P(Xy>2)=1—(1 - P(X; <2))(1 - P(Xy < 2)) =
1_(1_(1_ef)qz))(l_(l_ef)\zz)) — 1—e M7z A2z — 1_67()\1+)\2)z
=Y ~ E.Ip()\l + )\2)
PY <1l)=1-e M

21



Teillosung 7. Ubung

22. Juli 2002

Aufgabe 24

{T» }nen sei die Folge der gemessenen Temperaturen, T; ~ N(400,9).
S=min{n €N | T, € (—o0,395] U (405,00) }

ist die Erste Eintrittszeit, des iiber-/unterschreitens der vorgegebenen Tempe-
raturspanne.

P(T; € (—00,395] N (405, 00)) = P(T; < 395) + P(T; > 405)

395 — 400 405 — 400
= P(T; < 395) + 1 — P(T; g405):q><f) +1—¢(T>

-5 5 5
=0 — 1-¢|1-)=2-2¢(-)=0.
Es gilt P(S =k) = (1 —p)*'p mit p = P(T; € (—o0,395] U (405, o))

10
= P(S>10)=1-P(S<10)=1-» (1-p)*'p=(1-p)°~0.364
k=1

22



Aufgabe 25 b)

X = (X1, X2) gleichverteilt auf @ = (0,1)? mit Dichte fx(Xi,Xs) =

(X1, Xa) & X1, X5 ~ R(0,1) iid.

T(X1,X2)=(v/—2In X7 sin(2rX2), v/—21In X; cos(27X3)) X1,X2 €Q
Tonxx, V2nXy sin(27w X9)2m

= %sin2(27rX2) + %COSQ(zﬂXQ) = i—’; # 0vVX; € (0,1)

T ist injektiv und stetig diffbar

Berechne 77! : Y = —21In X; sin?(27 X>5)

Y2 = —21In X cos? (27 X2)

Y2+YE=-2InX,

s X = e_%(Y12+Y22)

= X5 durch Einsetzen

Transformationssatz: fy (Y7,Y2) = %*1(24)) = JIp)(Y1, Yo)

|det(0Xj )‘T_l(y)l

L Ig2 (Y1, Y2)

= Tz JR
1 2 2
Xl bope)

2,2 2 2
Yy 1 Yy Y5

Aufgabe 26

Die Losung der Aufgabe wird vom Lehrstuhl bereitgestellt. Wichtig ist,
wie man die Integralsgrenzen herausfindet. Diese holt man aus den Indi-
katorfunktionen, die im Integral stehen. In diesem Beispiel J o) (t) und
3(071)(75 —t),also 0 <t <oound 0 < z—t < 1. Nach t auflgsen ergibt:
0 <t<ooundz>t>z—1. Fir die obere Grenze nehmen wir Min{z, co}.

Fiir die untere Grenze nehmen wir Maz{0,z — 1}.

23



Aufgabe 25 a)

X ~Rec(0,1) = fo(t) =1Lt
1

2
T(x)= e, xe€(0,1
1 1
Y = T(X) ist nicht standardnormalverteilt, da T'( (0,1) ) = , —
w0 (09)= (5 )
T ist injektiv und stetig differenzierbar auf (0,1), T~ '(y) = {/—log (\/ 27 y)

dT(w) :—\/§xew27é0 Va>0
dx T
= Transformationssatz anwendbar:
fx (T7'(y)
Frly) = —— EiT ) L (0,1))(y)
det (E)}T—l(y)’
fx < —log (\/27r y))
= ]1( 11 (y)
2 2 V27w e’ V2
— /2 xze
T \/— log(v/27 y)
1
= ]]-( 11 )(y)
2y1/—log(\/ﬁy) Vaw e’ Var
Aufgabe 26

X ~Exp(A), Y ~Rec(0,1), X,Y s.u.
Faltungsformel:

fxyvy = /Z Fx () fy(z—t) dt = /oo

—o0
z
/max{O,z—l}

A e M 110,009 (t)]l[OJ] (z—1t)dt

e M dt L o0y (2) = _e_At|:nax{O,Zfl} 119,00) (%)

0, z2<0

=<1 —e M, 0<z<1
e—)\(z—l) _ 6_)\2, 2>1
24

7é (_007 OO)



Aufgabe 27

Zwischenankunftszeiten Z; ~ Erl (2, \)

Erl(2,\) = Exp(\) x Ezp(\)  X; ~ Exp(\), iid.

Z; = X9+ X9;-1 1€NN

N(t) =# der ankommenden Jobs

N(t) = maz {n € N | ilz <t} = maz{n e IN| il(xm- 4 Xoig) < 1)

2n
=mar{ne N | Y X; <t}
j=1

N A

2
5

S

Definiere M (t) = max{m € IN | 377", X; <t}
Xj~Exp(N),Xjsu. = M(t)ist PP(X)
= M(t) ~ Poi (\t)

N(t) = M2

P(N(t) = k) = P(|M52] = k) = P(M2 = k) + P(MY=L = k)

2
2k 2k+1
= P(M(t) = 2k) + P(M(t) = 2k +1) = e - Q50 4 =2 B

k=0: P(Nt)=0)=e (1 +1)=2e"1~0,736

25



Aufgabe 28

X1, X9 diskret mit Trager INg, s.u.
fxi,x: (k) = P(X1 4+ X2 = k) = P(Uo{X1 =i} N {Xa2 = k —i})

=yr,
=3k

PXi=i,Xo=k—i)=YF P(X;=1i) P(Xo=k — 1)
OfX1(i)fX2(k - 7‘)

Aufgabe 29

(a)

Bin(ni,p) * Bin(ng,p)?
Zuniichst: Bin(ny, p) * Bin(1,p) =" Bin(ny + 1, p)
IX1+X5 (k) = Zf:O Ix, (’L) - Ix, (k - Z)

—_———

£0eic{kk—1}
=M@ —p)" A —p)+ (" )P A —p)"

=P (1= p)" M HHG) + (L)) =R =) ()
= ist Verteilung von einer Bin(n + 1, p) verteilten Zufallsvariablen
Bin(ny,p) = Bin(1,p) * Bin(1,p) * ... x Bin(1,p)

ni1—mal

= Bin(ni,p)*Bin(ng,p) = Bin(1,p) * ... x Bin(1,p) * Bin(1,p) * ... * Bin(1,p)

ni.mal na.mal

= Bin(n1 + n2,p)

X1 ~ POi()\l)
Xg ~ Poi(\2)

B L ki
fX1+X2< ) Z OfX1( )fX2< ) Z )\1 e /\2(1@2_2‘)!
_ )\1)\'“ : e—A1-A i\ k—i
A1z Zz OZI % li' : i (‘))‘1>‘§
_ (A1+A2)
= (A + Ag)k

binom.Formel

X1+ X9~ POZ()\l + )\2)

26



(¢) Xy ~ Bin(ni,p), Xo ~ Bin(nz,p)

Bin(ny,p) * Bin(nz, p) = Geo(p) * ... * Geo(p) * Geo(p) *

..* Geo(p)

ni—mal no—mal

= Bin(nl + ng,p)

Aufgabe 30

X ~ Exp()\)

Y ~R(0,1) X,Y s.u.
z-%

fz(2) = [~ tfx (2t) fy (£)dtT(0,00) (2)
s /\6_/\ZtJ(0,1)( )dtJ(O,oo)(Z) = fol\t,./)\ e Azt dtj(o,oo)(z)

,U/

= At e + [y e dt)3 g 00y (2)
= A=sze ™ + [ mre 030,00 (2)
= \[— %6_)‘2 + ﬁ - ﬁe_)‘z]j(om)(z)

|~

>

22 %(1 + ) _)\zj( )(Z)
E(Z) = |25 2f2(2)dz = [5° Z(Az2 _%(I‘Fi)e*/\z)dz
= Jo" 5z — L+ xp)eMdz

— _fOOO e—Ade+fOO 1— e

00 1 1—
:/ e_AZquL/ 7dz
0 0 Az

z

00 1 — g2
—d
/1 Az “
| S —

1 [P 1—e=22 1 [®1—e=A,; 1—e
Xfl z >Xf1 z dz= A

= EW existiert nicht

27
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Aufgabe 31

(a)

Z =max{X,Y} X,Y ~ R(0,1)
Fz(x) = P(Z <x)=P(max{X,Y} < x)
=PX<zY< a:)\:/P(X <z2)P(Y <z)=P*X <2)

S.u.

0 x<0
=< 22 0<z<1

1 z>1

:fol(l—:vQ)d:v: [x—%ﬂ:?’}(l):l—%:%
E(X) =} = B(Y)
= maz{E(X),EY)} =

E(
= E(max{X,Y}) # ma:v{E( ), E(Y)}

Aufgabe 32

(a)

X ~ Poi(X)
BE(X) = ¥Xgidre ™ = e A S ity = e £ 2y
=X ATX A = Aerer = A
Var(X) = B(X?) - (B(X))?

E(X?) = ZOOOZ e = TR, Ay

_ >\ -2 d oo )\i

=Ae M4 ()\Zfoo ?f) = e M4 ()\e ) = Ae (et + Aet) = A+ A2
Var(X) =X+ A2 =22 =)

28



Teillosung 9. Ubung

12. Juli 2002

Aufgabe 32
b)

X ~ Bin = Geo(p) * ... * Geo(p)

n

Y, ~Geo(p) i=1,...,n, s.u, X:ZYZ-
i=1

He = (ZH:YJ N ZH:E(YZ’) =nEM) = n-p) 4

Var(X) = Var (i Yi> = i\/ar (Y;) = nVar (Y1)

Bezeichnung: Y =Y,
Var(Y) = E(Y?) — (E(Y))”

EY?)=EY (Y -1)+Y)=EY (Y -1)+E(Y) = i E(k —1)¢"p + ]%

k=0
2 k—2 , 4 2 d” . q o d ko, 4
= k(k—1 i_ all R Sl ?
pg’ Y k(k—1)g +=p qu2q +o=p dqQZq 5
k=2 k=2 k=2
2 2 d 2q — 2 1—p)2 1-—
— q 4_,p0% q2 g:2fJ_2+g:2( 2p) Llop
di?1—q p dg(1—q)* p P P P
(1-p? 1-p (A-p?* 1-p
= Var(Y)=2 + — =
¥) p? P p? p?
1—p
= Var(X)=n e

29



c) X ~T(a, )
Berechne die Laplace-Transformierte:

L(s) = / e % f(z)dx

0

— —sz a—1 _—Az — a—1 _—(A+s)z
/e —I‘(a) T e dx ) /x e dx
0 0
Substituiere: (A + s)x
A A\ o

= dy = a—lo-y g
F( o <)\+s> )\—I—s Y ()\Jrs)aI‘(a)/O yoe Ty

| —
I(a)

/ A a—1 by [0}
BX) = -L(O)= _<a()\+8) <_m>>’s=ozx

’

A+ s

E(X?) = L%O)z(—a%)

s=0

— (anca—— 1 _olatl)
= ( AY( 1)()\+s)a+2>|80 \2

2 «
= Var(X) = E(X?) - (E(X))" = 3z
d)
¢ T
EX) = ——d
( ) Lt ’/T(]. +1’2) -z
1 Nk
= |In-(1+42%)
2 —t
t
= tlim 2fg(z)dx =0
— 00 —t
o T
Ab . E(|X]) =2 ——dz =
e o B(X)=2 [ —ide o
= Der Erwartungswert existiert nicht.
= Die Varianz existiert ebenfalls nicht.
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Aufgabe 33

a) X,Y absolut-stetig: siehe Skript.
X,Y diskret, mit Trager Tx, Ty :

E(aX +bY) = Z Z (az + by)P x,Y =

z€Tx yeTy

Y)

=a Z sP(X=z,Y=y)+b Z

z€Tx ,ycTy

ze€Tx,yeTy

=a Y zP(X=x)+b>Y yPY =

ze€Tx yeTy
= aB(X) +bE(Y)

D) X<Y = Y-X2>0

By -X)= X€eTx,YETY
/ / - f(XY (z,v)
_:t> ) E(X) — = EY)>EX).

31
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Aufgabe 34

X= Gesprichsdauer X ~ FExp(A) (in Minuten)

c X <1
Minutenpreis: ¢ K =T(X) = X>0
cX X>1

P(K<ec)=0
t>c PE<t)=PE<H=pPXx<hH=1-e"

-~

¢

Verteilung ist weder diskret noch absolut stetig

E(K) =~ [2 Fi(t)dt + [§°(1 = Fx(t)) dt = 0+ [°(1 — Fi(t)) dt
= focldt—kfcooef%dt:c%— [—%e” Sk =c+ e

Var(K) = E(K?) — E(K)?

P(K?<2)=P(K </2), 2>0

P(K?<2)=P(K < /z) = ! N Visemase
1—e cV? VZz>e=z2>c?

E(K?) =— [° Fx(z)dz+ [°(1 - Fra(2))dz = 2 + [F e eV2dz
e f?&g«;&fi@ = 2 4 2[—awlem 27X 4 [ Lo eTdy)

~——
r=+/2, dz=2xdx u v’

=428 o[- Gem e
=% 42 6_>\+2/\26
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Var(K) = B((K — E(K))?) = B(K?) — (B(K))?

=2+ 2%6_)‘ + N2 — (c+ ﬁe_)‘)2

2

— 2 = =X _ 2 A -\ _ A -2\ _ -2 —2X
=ct+25e M +25me N —cf =25 — He = (267 —e7 )

=k

Aufgabe 35

Xni1=2X,—-1 nelNg
Xo ~ R(0,1)
Cov(Xp4k,Xn) n,kelNg
Annahme: = X, =2FX, —2F 41
Beweis per vollst. Induktion:
Anfang fiir k=1: X,,y; =2X,, — 1/
Schritt von k nach k+1: X, 401 = 2X, 45 — 1 = 2FH1 X, 41 — 22k+1/
Cov(Xk Xn) = B((Xnx — B(Xn 1)) (X — E(X,))
= E((2FX, —2F +1 - E(2FX, — 28+ 1))(X,, — E(X,))))

Annahme

= E((szn - QkE(Xn))(Xn - E(Xn)))
=2*B((X, — E(X,))?)  (mit X,, =2"Xy—2"+1)

=28B((2"Xo — 2" +1 — E(2" X — 2" +1))?)
=28 B((2"(Xo — E(X0)))*) = 2" E((Xo — E(X0))?)
— 9k+2n VCL’f’(X()) — %2k+2n

N———

L .da Xo~R(0,1)
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Aufgabe 36

K ~ Bin(n,p)

G, sei der Gewinn, G, = fil 1X; — I
X; ~ Bin(1,p) Xi, K s.u.

E(Gn) = Xk=1 E(Gn|K = k)P(K = k)

= Yr E(CE X — L) - ()p" (1 —p)" "

= > =1 f:l i B(X;) —In)(Z)Pk(l —p)nF
——
P
=0 (pMED Ly (pF - p)nh

= Sha (5 + = L) (pr (=)
=1p> K <n>pk(1 —p)"F+Ipd k <n>pk(1 —p)" -1,y <n>p’“(1 —p)"F
k=1 k k=1 k k

E(K?) BE(K) 1
E(K?) = Var(K) + (E(K))? = np(1 — p) + n’p’

E(Gp) = ip(np(1 —p) +n’p* —np) — I, =' 0

= I, = %n2p3 — %np?’ + np2

Aufgabe 37

fxy)(m,y) =62y(2 — 2 —y)T(01)2(7, y)

Gesucht: fxy(zly) = mfiiw

Fr(y) = [ 62y(2 — 2 — )12z, y)dz = [ 62y(2 — 2 — y)dzT(o1)(y)
=y(4—3y)30,1)(y)

6:Uy(2_$_y)j (y) x(2—x—1Y) ~
fxy(zly) = y(4,3y<)0’1)2 =9 (f_gy D3 0192 (2, )
o] T(2—x—Y) ~ 22(2—z— ~
E(XY =y) = f_ooxiﬁ (42_3y y)J(0,1)2($7y) dx = 01 Sy 512_311 y)de(O,l)(y)

_ 11222 —623—622y 5~ _ 252y _ 54y
=Jo 13y dxJ0,1)(y) = 43y — 8 6y
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Aufgabe 38
N diskret, Trager Ty = INg; X1, Xo, ... iid. N, X; su.Vi € IN

(2) B, Xi) = Y020 E(SiL Xi|N = n)P(N = n)
= 2nco B(XZ XilN = n)P(N = n)

B XilN =n) = EQCL X)) = nE(X)
X;,N s.u. X iid
E(ZL Xi) = 308 nE(X1)P(N = n)

= E(X1) X5ZonP(N =n) = E(N)E(X1)

(b) Var(TX, X;) = E(ZX, X:)?) — (B(ZY, Xi))?
B((C Xi)?) = ool (XX, Xi)?IN = n)P(N = n)
Da Var(Z) = E(Z?) — E*(Z) & E(Z%) = Var(Z) + E*(2)
gilt mit Z =571 | X, :
B((Xi: Xi)?IN =n) = Var(XiL, Xi) + (BE(CL X))
n-Var(X1)+ (nE(X1))?

;:;’

B((Xit1 X0)?) = XnZo(n - Var(Xy) + (nE(X1))*) P(N = n)

=Va (Xl)ZooonP(N n) + (E(X1))? 52 n*P(N = n)

= Var(X1)E(N) + (E(X1))? - E(N?)

Var(Y, X;) = B(N)Var(X1) + E(N?)(B(X1))* — (B(ZE, Xi)?
= E(N)Var(X1) + E(N?)(E(X1))? — (E(N))*(E(X1))?

= BE(N)Var(X1) + BE(X1)*(E(N?) - (E(N))?)

= E(N)Var(Xy) + E(X1)?Var(N)
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Aufgabe 37*

X; iid. Gewicht der Ménner E(X;) = 80 Var(X;) =49
Y; iid. Gewicht der Frauen E(X;) = 65 Var(X;) = 36

Z; ~ Bin(1, %) iid. X;,Y;, Z; s.u.

G; Gewicht des i-ten Passagiers (mit p:% Mann/Frau)

G, =72X;+(1—-2)Y; (Z; ist entweder 1 oder 0)
E(G;) = E(ZiXi + (1 = Z))Y;) = E(Z:X;) + E(Y)) — E(Z:Y))

= E(Z)E(X;) + E(Yi) - B(Z)E(Y;) = 3 E(X;) + E(Yi) — 3E(Y)

{

S.u.

3 (B(Xi) + E(Y;)) = 72,5kg

E(G}) = E(G}|Z;=1) - P(Z; =1) + E(G}|Z; = 0) - P(Z; = 0)

= 3B(X?) + 5BE(Y?)

Var(Gy) = E(G}) — (B(G)))* = 3B(X?) + 3 E(Y?) — (3(B(X:) + B(Y;)))?
= 3 (B(X7)~(B(X))*)+1 E(Xi) +5 (E(Y?)—B(Y;)*)+ 1 B(Y:)*+5 (B(X;)—
E(Y;))

= L(Var(X;) + Var(¥i) + 3(BE(X;) — E(Y;))?) = 98, T5kg?

E(G;) =72,5kg  Var(G;) =98,75kg>  G;s.u.

100 (v ,
ZGWS: P19 Gy > 7500) = 1 — Pl BE))  mon-nriGy PG
190 Var(Gy) V(@)

Z~N(0,1)asymptotisch

=1-P(z< %):1—(1)(2,518)%1—0,99420,006

36



Aufgabe 38*

Xi,..,.X,sunelN X; iid.
2ze N Yr >0

flz) =

0 sonst
Bestimme max. Likelihood-Schétzer fiir A.
Gemeinsame Dichte: f(x1,...,zn|\) = [1im, 2Azie AT = 2n A" [T, zie 2=t 7
Likelihood-Funktion: L(A|z1,...,2,) = f(21, ..., Zn|A)
Bestimme arg maxzyL(\|x1, ..., Ty) I arg mawy log L(A|x1, ..., @p)
2 #0Vi
log L(A|@1, ..., 7n) = nlog2 +nlog A+ > loga; — AP, o2

Bestimme Max.:

%lOgL()\’.ZUl, 7$n) = % - E?:l .%'3 =! 0

A= #
2 1= 1
2 log L(Aa1, .oy 2n) = — 1% < 0

= lokales Maximum bei \
= Funktion ist konvex
= absolutes Maximum bei \

A= ﬁ ist der ML-Schitzer fiir \.
i=1"1
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Aufgabe 39

X ~ N(0,0?)
O ~ N(u,7?), sei die a-priori-Verteilung

= fo(®) = — exp(M), fx|@<x|@>=ajgexp(‘(“@)2)

er 272 202
fz10(2]0©) fo(©)
= =(O]x) =
Jois(O1) = 1 C018) fo(6)d0
es gilt:
1 —(z — ©)? 1 —(©—p)?
Fa(el@)fo(®) =~ e (TR} e (FG S0
1 72 (22 — 20z + ©?) + 02(02? — 20u + u?)
= exp | —
2noT 271202
1 (72 4+ 02)0% — 02722 + 20%u) + 2272 + p?o?)
= exp | —
2noT 27202
2 2 2
(9— L — Tz‘i—azﬂ) +g(z, 7, 1, @)
= Xp | — 2,2
2moT 9-T°g

T2+0'2

Der Term g(z, 7, 4, ) ist nicht von © abhéngig.

/f$|@(a:|@)f@(@)d@ normiert fo|,(0]x), somit gilt

6 T2 0_2 2
T g2t T sz i
202
2T2+0'2

foru(Olz) = ———exp | -

7252
2m s

Die Verteilung von © unter X = x ist somit eine

2 2 2,52
T o 20
N ( x 2) -Verteilung

- 7
2 +02" 2402V 1i4o
7_2 0.2

7-2_|_0-2 7—2+0-2

Somit gilt, Bayes-Schiitzer E(0Q) =
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Aufgabe 40

Gesucht wird Konfidenzintervall [0, ﬁ} = B fiir A zum Niveau 1-«

X1, X9 ~ Ezp(\) s.u.
PAeB)=1-a=0,9

POSA< g25) = PO A(X1+ X2) <b) = P(O< X1 + X < %)

~Erl(2,))
Sei Z ~ Erl(2,\)
PAeB)=PO0<Z2<y)=P(Z<%)
% 2 -z —)\:pg % -z
0,9 = ["A \x/e\i_/d:c:)\({—x-e K +/0 e dy)
L el Lo e

Sel(1+b)=a=0,1

= b~ 3,89 (numerisch oder grafisch 16sen)
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