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Aufgabe 1

Bei einem Kartenspiel mit 52 Karten werden an jeden der vier Spieler (A, B, C und D) 13 Karten
ausgegeben. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit, dass

1. Spieler A alle Karten der Farbe Herz, B alle der Farbe Karo, C alle der Farbe Pik und D
alle der Farbe Karo bekommt,
2. Spieler A genau ein Ass bekommt,

3. Spieler A weniger als funf schwarze Karten bekkommit.

Ldsung 1a: A erhalt alle Herz, B alle Karo, C alle Pik, D alle Kreuz

Wir betrachten eine Ereignismeng@g,, welche alle Mdglichkeiten enthalt, die 52 Spielkarten
anzuordnen.

Dies sind alle n-Tupel aus Zahlen zwischen 1 und 52, wobei die Reihenfolge beachtet wird, und
jede Karte maximal 1x vorkommen kann:

Qi = {(o,0p,....0n) € A" | o # wj furi # j,1<i,j<n}
mitA={1,2,...,52}

Nun teilen wir die Karten folgendermal3en auf:

e 1-13 Herz,
e 14-26 Karo,
o 27-39 Pik,

e 40-52 Kreuz

Die Machtigkeit der Ergebnismenge (Moglichkeiten, 52 Karten anzuordnen), ist 52!:

!
N = 52!

== =

Nun betrachten wir eine Ergebnismenge A, in der alle gewtinschten Ereignisse enthalen sind.
Wir betrachten wieder ein Feld aus 52 Karten, wobei nun

e Die Platze 1 bis 13 nur mit den Karten-113 bestiickt werden dirfen (innerhalb dieser 13
Platze in beliebiger Reihenfolge),



e Die Platze 14 bis 26 nur mit den Karten 126 bestiickt werden durfen (innerhalb dieser
13 Platze in beliebiger Reihenfolge), etc. :

Al = {(w,02,...,05) € Q) |
wy,...,3<13<
W14, ...,0pe < 26 <
w7, ...,39 < 39 <
wy, ..., Ws2 < 52}

Auf jedem dieser Felder aus 13 Platzen haben wir nun 13! Mdglichkeiten, die Karten anzuordnen.
(Die vier Felder selbst missen wir nicht mehr permutieren, da wir bereits vorher festgelegt haben,
dass Feld 1 das Herz-Feld ist, etc.)

|A| = 13113113113!= (131)*
(134
52!

= PA)) = ~1,86-10"%°

Ldsung 1b: Spieler A bekommt genau ein Ass

Wir betrachten hier nur Spieler A, daher umfasst unsere Ereignismenge alle moglichen Karten-
tupel, die Spieler A bekommen kann;

Qui = { (w1, 0, ...,013) € AP Wy < wp < ... < wy3}

mit A={1,2,...,52}, Asse haben die Nummern2 3,4.
Die Machtigkeit dieser Meng&)); | sind nun alle Mdglichkeiten, 13 Karten aus 52 auszuwéahlen:

aui-(3)- (9

Die Ergebnismenge umfasst nun alle Ereignisse, in denen auf dem ersten Platz eines der 4 Asse
liegt, und auf den restlichen Platzen andere Karten (aber kein Ass mehr). Wir brauchen nur die
ersten Position zu betrachten, da wir jede Auswahl an Karten sowieso nur einmal betrachten.
(Definition Binomialkoeffizient)

A = {(01,0,...,0m3) € Qi | w1 €{1,2,3,4},wp,...,13¢ {1,2,3,4}}

Wir missen nun 1 aus 4 Wahlen (das As) und 12 aus 48 wéhlen (die restlichen Karten):



al= (1) ()

Um die passende Wahrscheinlichkeit zu bekommen, missen wir diese “glnstigen ” Falle nun
noch durch die Anzahl Méglichkeiten teilen, 13 Karten aus 52 auszuwahlen:

P(An) = (111)5(2@ ~ 0,44
(23

LAosung 1c: Spieler A bekommt weniger als 5 schwarze Karten

UnserQist wie in b) (also die Moglichkeiten, 13 auszuwahlen).
Es seien die ersten 26 Karten schw&8z: {1,2,...,26}

Unsere Ereignismengg;seien nun alle Ergebnisse, in denen génau i schwarze Karten
bekommen, d.h. (da wir jede Auswahl nur 1x betrachten) die ersten i Karten nur aus den Karten
1— 26 stammen, die restlichen Karten aus dem Vorrat 82 genommen sind.

A = {(wg,00,...,am3) € Qi | 0y < 26,wi11 > 26}
Wir kbnnen alsa Karten aus den 26 schwarzen auswahlen, und dann nochmaldis den 26

roten:
26 26
wl=(7) a2

“Weniger als 5 Karten ” bedeutet nun 1, 2, 3 oder 4 Karten:

A = AQUALU...UAq
Al = |Aol+...+ A4

-3,

Die Wahrscheinlichkeit ist nun wir immer gunstige / Mégliche:

4 (26)( 26
_ 2i=0 ((%3 (13—|) ~0,1

P(A)



Aufgabe 2

Netzwerk mit n Druckern, m Druckauftrage werden zuféllig auf die Drucker verteilt.

1. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 den Auftrag mit der Nummer 17?
2. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 keinen Auftrag?

3. Es kommen n=m Druckauftrdge an. Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt genau ein
Drucker keinen Auftrag?

Losung Aufgabe 2.1

Der Auftrag 1 hat n Drucker zur Auswabhl. Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass Drucker 1 ihn
bekommt,

Formale Darstellung:
wy = ] = i-ter Druckauftrag wird von Drucker j bearbeitet.

Unsere Ereignismenge sind alle Tupel aus m Druckauftragen, welche jeweils durch die Nummer
ihres Druckers reprasentiert werden.

Q={(wg,....,0m | w € {1,..,n}V1<i<m} n,me N

Jeder der m Jobs kann die Druckerdbenutzen, daher ist

Q] =nT
Die interessante Ereignismenge sind nun alle Tupel aus Jobs, bei denen Job 1 auf Drucker 1
gedruckt wird:
A= {(0,...,0n) €Q | =1}

Der erste Job liegt also fest auf Drucker 1, die restlichen kdnnen wie bisher beliebig verteilt
werden:

Al =nm

Die Wahrscheinlichkeit ist nun wieder passende Mdglichkeiten durch alle Mdglichkeiten:

Al ™11
PA=Ta] = W T



Losung Aufgabe 2.2

Die Ergebnismeng® ist die gleiche wie in Aufgabe 2.1.

Unsere Ereignismengg umfasst nun alle Tupel aus Druckauftrdgen, wobei kein Auftrag die
Druckernummer 1 annemen darf:

A={(w1,....00m) € Q| wy #1Vi € {1,....m}}

Jeder Druckauftrag hat nun alse- 1 Mdglichkeiten, einen Drucker zu wahlen:

A= (n-1)"

Die Wahrscheinlichkeit ist nun wie immer gute Mdglichkeiten durch alle Moglichke iten:

Losung Aufgabe 2.3

Hier haben wir genau so viele Jobs wie Drucker. Ein Drucker soll keinen Job bekommen. dann
bekommt genau ein Drucker 2 Jobs und der Rest jeweils einen.

Q wie in a)

A= {(wy,...,00m) € Q| 3i,j € {1,...,n} miti # ], so dassy = wj undwy # W, W # W VK, | €
{1,..,n} miti #k, j Ak kK#]I

Es existieren also 2 Jobs, die den gleichen Drucker haben, und alle Jobs k und |, die zu den
gleichen Jobs i und j verschieden sind, haben unterschiedli che Drucker. Wir haben

n Mdglichkeiten, den Drucker ohne Job zu wahlen

n—1 Moglichkeiten, den Drucker mit 2 Jobs zu wéhlen

(3) Mdglichkeiten, die 2 zusammenliegenden Jobs auszuwahlen
(n—2)! Maoglichkeiten, die restlichen Jobs auf die Drucker zu verteilen

Al = n-(n—1)-(n—2)!- (g)

Al nt-(5)
Q  nn




Aufgabe 3
Zu zeigen:
IP(A) —P(B)| < P(ANB°) +P(A°NB)
IP(A)—P(B)| =

(1) = [P(ANQ) —P(BNQ)|
(2) = [P(AN(B°UB)) — P(BN (AUA))|
(3) = [P((ANB°)U(ANB)) —P((BNA")U(BNA))
(4) = |P(ANB®%) +P(ANB) —P(BNA®) —P(BNA)]
(5)  =|P(ANB°)—P(A°NB)] | A ~Ungl.Ja—b| < [a|+ bl
(6) < P(ANB®) +P(A°NB)

Zu den einzelnen Schritten:

.A=ANQ
. Q=AUAC =BUB®
. “Ausmultiplizieren”An (BUC) = (ANB)U (ANC)

1
2
3
4. Vereinigung disjunkter Mengen = Addition der Wahrscheinlichkeiten
5. P(ANB) fallt weg

6

. Dreiecksungleichung. Da alle Werte0 sind, kdnnen die Betragsstriche weggelassen wer-
den.

Aufgabe 4

(Q,2,P) Wkt.raum; A,Be 2

4.1

z.z..P(AUB) = P(A) +P(B) — P(ANB)

_ _ Cc _ C
1 = P(Q) =PAUA" = P(A) + P(A®)
Def2.10(i) De f2.10(ii)



4.2

z.z.:P(AUB) =P(A)+P(B) —P(ANB)

P(AUB) = P(AUB\A)
P(A) +P(B\A)
)

(
(
P(A)+P(B\(ANB)) |d)
P(A) +P(B) — P(ANB)

e

4.3

z.z..P(A) <P(B) f'urACB

P(B\A)_= P(B) —P(A) >0
d)

4.4

z.z..P(B) —P(A) =P(B\A) f'ur ACB

P(B) = P(AU(B\A) = P(A)+P(B\A

ACB De f2.10(ii)

4.5

2.2.:P(limpe An) = im0 P(Ay) f'ur {An} absteigend
{An} absteigend= {AS} aufsteigend

PN A0 = 1-P(U A = 1— lim P(AS) = lim P(A)
n=1

Nn—oo
n=1 a2 1le)



Aufgabe 5

5.1

Vorher haben wir fir jeden Job n Drucker auswahlen kénnen, also gétMEsglichkeiten. Jetzt
kdnnen wir fur jeden Job nur nogh — k)™Drucker auswahlen. Die Wahrscheinlichkeit betragt
also gunstige Falle durch mogliche Falle:

(n—Kk)™
nm

p:

Herleitung aus Aufgabe 2:
A= Genau Drucker Nii.(1 <i < n) bekommt keinen Auftrag

_1\m
P(A) = (n nml) (s.Aufgabe 2
n-2m . .
P(ANAj) = ( nm) | ]
(n—kM . . . :
P(ALNA,N...NA,) = o ij,1 < j <k 1<ij <n,ijpaarweiseversch.

Formale Darstellung:
Q: Tupel aus Druckernummern, wobei die Position den Job angibt.
A: Tupel aus Druckern, wobei die Drucker Nr. 1 lisicht vorkommen durfen.

Q = {(w,...,0m) € A"w £ wjVi#j} A={1,...n}
Q = n"

3

Wi, ...,wm) € Qwy ¢ {1,....k}}
n—k)™

>
Il
~ o~

A

5.2

Jeder Drucker erhalt mindestens einen Auftrag
= genau 0 Drucker erhalten keinen Auftrag

In Aufgabe 5.1 haben wir die Wahrscheinlichkeit berechnet, dasdestensk Drucker keinen
Auftrag bekommen. Daher kénnen wir nicht einfach 0 in Aufgabe a) einsetzen, sonst haben wir
die Wahrscheinlichkeit, dass mindestens 0 Drucker keinen Auftrag bekommen.



Wir betrachten daher die Schnittmenge aus den Komplementen der Falle, dass mindestens k
Drucker keinen Auftrag bekommen:

= Schnittmenge von “maximal n-k Drucker bekommen einen Auftrag”:

ASNASN...NAS = (UA;)C

P(AfNASN...NAY)
= P((A1UA2U...UArOC)
1-P(ALUAU...UA)

n
= 1—P(U Aj) |Siebformel

n i
= 1- Zl( J+l.<.l<z<.,<n Dfm))

(@)% Q) G () )

( (n—k)™
i kL n_m
) )

—

—~~
=

N~—r
Il
|_\

= 1-

=,

=1 ————

( ;
Teila
n) =k

=1 S 1)k
3 >(k

n
5 ()

zu (1): Wir haben z.B(g) Mdglichkeiten, 3 Drucker auszuwahlen, auf denen auf keinen Fall
etwas gedruckt wird. Von den anderen wissen wir nicht, ob auf ihnen gedruckt wird oder nicht.

5.2 Alternative (nicht Gberpruft)

Wir verteilen m Auftrage surjektiv auf n Drucker. Wir suchen also die Anzahl der n-Partitionen
eine m-Menge. Dies sind (siehe Vorlesung Diskrete Strukturen) die Stirling-Zahlen 2. Art:

S

P="m
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5.3

genau k Drucker bekommen keinen Auftrag
= n-k Drucker bekommen mindestens einen Auftrag

(¥) Moglichkeiten, k Drucker, die keinen Auftrag erhalten, zu wahlen
X =k Drucker bekommen keinen Auftrag

(@) (b) ©

~

m’?\ n—k /m—k\ (n—k—j)m
o0 = P (e (7 )

- E e

=

(a) Wahrscheinlichkeit, dass mindestens k (von n) Drucker ohne Auftrag sind
(b) Anzahl der Méglichkeiten, k Drucker aus n auszuwdahlen (also die, ohne Jobs)

(c) Wahrscheinlichkeit, dass von (n-k) Druckern jeder mindestens einen Auftrag erhalt. (fur die
restlichen Drucker)

5.2 Alternative (nicht Gberpruft)

Wir verteilen surjektiv m jobs auf (n-k) Drucker:

p(X) = —S‘m,'?m



Aufgabe 6

P(NA) = 1—P<i(n]1/sq>°
(deMorgan = 1—P(LnJA‘:)
5
(Bonferroni—-Ungl.) > 1—iiP(A,9)
- 1oy a-PA)
_ ép(m)—(n—l)

Diese Aufgabe kann auch per Induktion gezeigt werden.

11
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Aufgabe 7

7a

Q,1 # 0,{; }ic) Familie vono -Algebren "ubeiQ

zu zeigen® :=i¢ U ist o-Algebra "uberQ

(der Schnitt von beliebigen Algebren ist wieder eine Algebra.)
Nach Def. 2.6 §—Algebra) missen folgende 3 Punkte erfillt sein:

Qe: Die c—Algebra muss die Ergebnismen@eenthalten.

Ac A= A® € A: Wenn ein Ereignis in der Algebra ist, ist auch das Komplement des Ereignis-
ses in der Algebra.

An € A= Up_1An € A: Die Vereinigung beliebiger Ereignisse muss auch wieder in der Algebra
sein.

1. zeige Punkt 1.:
2Z. Qe ﬂQli

icl
Viel:Qeg
= Qe()%=2
i€l
Omega gibt es nur einmal. Und genau dieses Omega ist in jeder Algebra enthalten. Also
ist Omega auch im Schnitt aller Algebren enthalten. ged.

2. zeige Punkt 2.:
2Z.: Ac(NAi=AeA

il i€l
AcAsAc( Y
i€l
= Vi:AcU=Vi:Af e
= ACc ﬂQli =
i€l
In Worten:
Wenn A im Schnitt der Algebren ist, ist A in allen Algebren enthalten. Dann ist auch das
Komplement von A in allen Algebren enthalten. Damit ist A auch im Schnitt der Algebren
enthalten. ged.
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3. zZ:AneA=UpgAned
Alle Ereignissefy sind in unserer Schnittalgebra enthalten. Daher sind naturlich auch alle
Schnitt-Ereignisse in alle Algebren enthalten. Damit sind (nach Satz 2.6.iii) auch die Ver-
einigung beliebigeAx— Ereignisse in der Algebra enthalten.

z2Z.: AnedneN=JA e
n=1

vke Nce (A (Voraussetzung
il

Viel,keN:Ae

Viel: | JAe

keN

= JAeN2i=«

ken iel

4ou

7b.

Ist B := Ui Ui stets eines-Algebra?
(ist die Vereinigung beliebiger Algebren wieder emeAlgebra?)

o-Algebren enthalten alle Ereignisse, die durch Verknipfung mit "nicht”, "und”, "oder” entste-
hen.

Antwort: Nein. Gegenbeispiel:

Q={1,2,3}

A ={0,{1},{2,3},{1,2,3}}

A ={0,{2},{1,3},{1,2,3}}

A UA2 = {0,{1},{2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

ist keineo-Algebra, da{1,3} N{2,3} ¢ A; U, oder auch{1} U {2} ¢ A5 U,
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Aufgabe 8

D= defekter Chip
A,B,C = Chip kommt aus Fabrik A,B,C

P(A) = 0, 35;
PB) = 0,15
PC) = 05
P(D'/A) =  0,75= P(D|A)=0,25
P(D°'B) =  0,95= P(D|B)=0,05
P(D’/C) = 0,85=P(D|C)=0,15
P(D) P(D|A)P(A) 4+ P(D|B)P(B) + P(D|C)P(C)

—  0,25.0,35+0,05-0,15+0,15.0,5=0,17

beliebiger Chip mit
P(D) =0,17

defekt.
Mit welcher W’keit kommt ein defekter Chip aus Fabrik C?

Wir benutzen nur folgende Formel (in ihren Variationen):
P(CNnD)=P(C|D)-P(D)

P(CND) P(DNC) P(DC)-P(C) 0,15-0,5
PeP =50y =Py~ PDB) o017

~ 0,44



Aufgabe 9

0 = O0gesendet
RO = Oempfangen
Sl =90° = 1gesendet
R1=R0° = lempfangen
P(Sl) = p
P(R) = 1-p
P(ROID) = 1-¢
P(RYSl) = 1-¢
P(RL|0) = ¢
P(RO|S1) = ¢

€ = falsch empfangen

1 — ¢ = korrekt empfangen
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9.a

Wahrscheinlichkeit, dass eine 0 gesendet wurde wenn eine 0 empfangen wurde:

nach den Formeln
P(CND)=P(C|D)-P(D)

P(X) = P(X|A)-P(A)+ P(X|B) - P(B)
(gilt genau dann, wenn A,B eine Partition von X ist).

folgt:

_ P(RONSD) () P(RO|S0)P(SD) __(A-&)(d-p)
PISDIR0) = "b(ro) ~ P(ROISD)P(S0) + P(ROISLIP(SL) ~ (1—e)(1— p) + pe

(Beachte: Bei (*) wurde Zahler und Nenner getrennt umgeformt.

9.b

Wahrscheinlichkeit, dass eine 1 gesendet wurde, wenn eine 0 empfangen wurde:

B P(ROﬂ Sl) B P(R0|81)P(Sl) B Ep
PSIR) = "5me) ~ T PR A_eid_p)ipe

9.c

Sei p=0,5. Fir welchesgilt P(R1|S1) = P(R1|S0)?

P(RLSl) = P(R1|S0)
l-¢ =

NI~ ™

E =

In diesem Fall lassen sich keine Daten "uber die Verbindung "ubertragen, da man bei einer emp-
fangenen 1 keinerlei Kenntnis Uber das gesendete Zeichen hat.
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Aufgabe 10

Q= {(wy,...,0n) € {1,0}*}  w = 1 bedeutet, dass Router i intakt ist.

A ={weQlwy=1} (alle Konfigurationen, in denen Router i intakt ist)
P(A) =p

| = Verbindung moglich

Merke:N =und, U =oder

Beim “oder” mussen die Mengen disjunkt sein. Beim “und” missen sie stochastisch unabhangig
sien. Unsere Mengen sind stochastisch unabhéngig. Daher wenden wir mehrmals die De Morgan
- Formel an:

P(AUB) = 1— (P(AUB)®) = 1— P(A°NB°)

Also, los geht’s:

P(1) = P(I|A1)P(A1) + P(IA7)P(A])
P(1|A1) = P(AsUA)
P(I[Af) = P(A2N(AsUA4)) = p2-P(AsUA)
P(AsUA) = P((AsUA4)%)

1—
1—P(ASNAS)

= 1-P(A3)-P(A)
1—(1—-p3)-(1—pa)

Pl) = p1-(1-(1—p3)-(1—pg))+p2-(1—(1—p3)-(1—pa))-(1—p1)
= p1-(1—(1—p3—pa+p3psa))+p2-(1—(1—p3s— Pa+ p3pa)) - (1—p1)
= p1-(p3+pPa—pP3pa)) + P2- (P3+ Pa— Papa)) - (1—p1)

P1P3+ P1P4 — P1P3P4+ P2P3 + P2P4 — P2P3P1 — P1P2P3 — P1P2P4 + P1P2P3P4
Phew
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Aufgabe 11

Ldsungsidee:

Wir betrachten eine unendliche 0-1-Folge. Wir wollen nun beweisen, dass jede beliebige Folge
der Lange | unendlich oft auftritt.

Ereignis A = unsere Folge tritt unendlich oft auf.

Hierfuir betrachten wir Ereignis#g, (= unsere Folge tritt ab der Stelle n auf). Wir betrachten jetzt

nur die Wahrscheinlichkeiten der Ereignigse Ay, Ay, ... um Uberschneidungen der Ereignisse
auszuschliel3en (damit die Ereignisse stochastisch unabhéngig sind). Wenn diese Wahrschein-
lichkeit bereits 1 ist, ist es die Wahrscheinlichkeit von A erst recht.

Diese Wahrscheinlichkeit ist 1, da es die unendliche Summezlrv'm. (bindres Wort der Lange
[). Nach Borel-Cantelli ist die Wahrscheinlichkeit 1, wenn die Summe der Wahrscheinlichkeiten
gegeno lauft (limes superior).

Formale Darstellung:

Q={w=(x1,X2,%3,...) | X € {0,1}}
m= (my, mp,...,m)
beliebige Sequenz der Lange N
An= Sequenz m fallt ab dem n-ten Wurf.

An={weQ|VieN,i <l wnii1=m}

ist Wraum mit geeigneterl
{An}nen (alsoAn undAny 1) sind nicht s.u., abefAn,| }nen S.U.

1
P = (5)
iP(A,Q = ® = P(limsupAn) =1
n=1 BorelCantelli " >

= Die Sequenz tritt mit W’keit 2o oft auf (Aufgabenteil b)
= a) Folgt aus b): Die Sequenz trifft mit der W’keit 1 Gberhaupt in der Folge auf.

Aim) Sequenz (m) tritt auk> P(Ay)) = 1

A Alle Sequenzen treten auk= mem Aimy Mit M abzahlbar



Alle treten auf= keine tritt nicht auf

()

1— P(AC)
1-P(() Am)°)

meM
1- P( U A%m))
meM
1- 5 P(A%)
MEM N —

19
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Aufgabe 13

13.a

n = Anzahl der notwendigen Versuche fir eine erfolgreiche Ubertragung

P =

~ O
|

Y

I
~~ —~~
(IR
I
T T O

N

©

=X~Geo(n-1), X hat den Tragdr =N
Wkeit fur keine Wiederholung:

PP = p

W’keit fur genau 2 FehlUbertragungen:

Ps=(1-p)®p

Wie groR muss p mindestens sein, so dass mit Wahrscheinlichkeit 0,99 hochstens 4 Ubertragun-
gen des Paketes nétig sind?

Beachte hierbei die Formel:

iZOp' ~1-p

0,99 = PL+P+P3+P4
p+(1 pp+(1-p)?p+(1-p)3p

=p201p

_1-A-pt

= p —(1-p) =1-(1-p)
0,01 = (1 p)*
4,/0,01 = p

1—
1-4,/0,01 = p
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