Exercise 1. Bei einem Kartenspiel mit 52 Karten werden an jeden der vier Spieler
A, B, C und D 13 Karten ausgegeben. Bestimmen Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dafk :

(1) Spieler A alle Karten der Farbe Herz, B alle der Farbe Karo, C alle der
Farbe Pik und D alle der Farbe Kreuz bekommt.

(2) Spieler A genau ein Ass bekommt,

(3) Spieler A weniger als fiinf schwarze Karten bekommt.

Losung :
Identifiziere die Karten mit der Menge Mg = {1,...,52}

(1) Die Ergebunismenge 2 ist gegeben durch alle méglichen verschiedenen Ver-

teilungen der 52 Karten :

Q= {(w17w27"'7w52) | Wi 7é Wi fueri #j:wi € MK}
Ordne den verschiedenen Farben die folgende Teilmengen zu :
Herz Mo =1{1,...,13}
Karo My ={14,...,26}
Kreuz Mg ={27,...,39}
Pik Mgy = {40,...,52}
Es kann 0.B.d.A. davon ausgegangen werden, daf Spieler A die ersten
13 Karten erhilt, Spieler B die 13 folgenden, und so weiter.
Das Ereignis

& ={we Q{wi,...,wis} = Mo, {wis,...,w} = My, {war, ..., w30} = Mg, {wso,...,ws2} = Ma}

beschreibt also gerade, daf jeder Spieler die Karten einer Farbe erhélt.

Damit gilt

_ el _ @3y’

T 52!

(2) Diesmal betrachte nur die vorsortierten Kartenfolgen als Ergebnismenge,
die Spieler A erhalten kann :

P(®)

0y = {(wl,...,wlg) € Mll(3|w1 <wy < ...< wlg}

52
0| =
2] <13)

Die Menge der Asse sei nun Ma,s = {1,2,3,4}. Das Ereignis &, das be-
schreibt, daft Spieler A genau ein Ass bekommt, ist nun gegeben durch

6= {W € Q2|Wl € Mass, w2 ¢ MAss}

Fiir wo bis wys kann eine beliebige Karte mit Ausnahme eines Asses
gewihlt werden, es gilt also :

_ |MK\MASS| _ 48
|Q5|—|MASS|*< 12 =4x 12

%l (53)
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(3) Betrachte wiederum nur die vorsortierten Kartenfolgen als Ergebnismenge,
die Spieler A erhalten kann :

Q3 = {(wl, . ,wlg) S M}(3|w1 <we <...< o.)lg}
Sei die Menger der schwarzen Karten Mag = {1,...,26} . Das Ereignis

®,; das Spieler A genau i schwarze Karten bekommt wird beschrieben durch
®; = {w € V3|w; € Mag fuerl <j <i}

Man wahlt also ¢ Karten aus Mag und 13 — ¢ aus den roten Karten aus.

1= () (152,)

Sei & ,das Ereignis, daff weniger als fiinf schwarze Karten von A gezogen
werden, also

6=[H A4
i=0
4 4
26 26
a-Se-£()(2)
i=0 i=0
Die gesucht Wahrscheinlichkeit ist also
9]
P((®) = —
®) =1,

Exercise 2. In einem Netzwerk befinden sich n Drucker, die durchnummeriert sind
von 1 bis n . m Druckauftrige mit den Nummer 1 bis m werden zufillig gemaf einer
diskreten Gleichverteilung an die Drucker verteilt.
(1) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 den Auftrag mit der
Nummer 1?7
(2) Mit welcher Wahrscheinlichkeit bekommt Drucker 1 keinen Auftrag ?
(3) Es kommen nun m = n Druckauftrige an. Mit welcher Wahrscheinlichkeit
bekommt genau ein Drucker keinen Auftrag ?
Losung :
Ordne jedem Druckauftrag den Drucker zu, der ihn ausfithrt. Dann ist die Er-
gebnismenge

Q={(wi,- ,wm)|w; €{1,...,n}} ={1,...,n}"
Q] =n™

(1) Das Ereignis & , Drucker 1 bekommt den Auftrag 1 , ist also folgende
Teilmenge von 2 :

®Z{WGQ|W1:1}
©] = nm?

_@_nmfl
e e
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(2) Bekommt Drucker 1 keinen Auftrag, so gehen die Druckauftrige an die
verbliebenen n — 1 Drucker, also ist

6 ={wew; €{2,...,n}}
das Ereignis, dat Drucker 1 keinen Auftrag zugeteilt wird.
6] = (n—-1"

Pe)- 18l ( 1)

19] nm n
(3) Dan = m sind die Ereignisse “genau ein Drucker bekommt keinen Auftrag”
und & “genau ein Drucker bekommt zwei Auftrége” dquivalent.

® = {w € Qw; = wj fuereini # jundwy, # w; fuerk ¢ {i,j}}

Die Machtigkeit von & ergibt sich wie folgt : Es gibt n Moglichkeiten, den
Drucker auszuwéhlen, der keinen Auftrag erhélt, und n —1 Alternativen fiir
den Drucker, der zwei Auftrige erhélt. Dann miissen aus den n Auftrigen
2 gewdhlt werden, die dem gleichen Drucker zugewiesen werden sollen, und
es bleiben (n — 2)! Permutationen der iibrigen Auftrége, die noch an die
verbliebenen n — 2 Drucker verteilt werden miissen.

|Q5|=n*(n—1)*<Z>*(n_2)g:n!<g>

Als Ergebnis bleibt :

P(@) — % — "'(z)

n’ﬂ

Exercise 3. (Klausuraufgabe)A, B € A seien Ereignisse in einem Wahrscheinlich-
keitsraum (2,2, P) .Zeigen sie :

|P(A) — P(B)| < P(ANB) + P (AN B)

Losung :
|P(f|1P( ; ﬁﬁ )|?z>|
nao BNQ)| =
|P(An(BUBY)) - P (B m(AUAC)) =
|P((ANB)U(ANBY)) —P((BNnA)U (BNAY))|=
|P AmB)+P(AmBC) P (BN A) —P(BmAC)|:
(AmBC) P(Bn A 9 <

P(ANBY) + P (4)

Exercise 4. Es seien (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B € 21 .Zeigen
sie :

(1) P(A )_1—P(A)
(2) P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANDB)

(3) AcB= P(A) < P(B)

(4) AcCB=P(B\A)=P(B)—P(4)

(5) {An} absteigend = P (limy,_,o0 (4p)) = limp oo P (A4y)
Losung:



to¢e

P(AU B)
P((AnB)U(AnBY) U (BnAY))
P(ANB)+P(ANBY) + P (Bn A"Y)

(P(AmB)+P(AmBC)) (P(BNA®)+P(ANB)) - P(ANB)
P((ANB)U(ANB%))+P((BNAY)U(ANB)) —P(ANB)
P(A)+P(B)-P(ANB)

(3) AcB= P(A) <P(B)
Da A C B existiert ein C C Q,C # ) mit AUC = B und P (C) > 0.
Damit gilt :
P(B)=P(AUC)=P(A)+P(C)>P(A)
(4)ACB$P(B\A)_ (B) — P(A)
P(B\A)
P (BN A°)
(BCUA )
P(BYUA)
(P(BC)+P (4))
1—((1—P(B))+P(A))
P(B) - P(A)

(5) Siehe Skript.



