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Kapitel 1

Einflihrung

Betrachte ,,Zufallsexperimente“, z. B.
o Miinzwurf, Wiirfelwurf, Spiele, Roulette, Lotto
e Ankunft von Kunden an Schaltern, Pakete in Netzwerken
e Input fiir Algorithmen
e Signale, die von einer Quelle ausgesendet werden
e Positionierung von Mobilstationen in Zellnetzen

Diesen Beispielen gemeinsam ist, dafl die interessierenden Groflen nicht vor-
hergesagt werden konnen und zufallsabhéngig sind.

Definition 1.1 (Stochastik) Stochastik ist die mathematische Behandlung
von Zufallsphdanomenen (6 oroxos: das Vermutete)

Die Stochastik umfafit mehrere Teilgebiete, die sich in etwa so aufteilen
lassen

e Wahrscheinlichkeitstheorie

— theoretisch (stochastische Prozesse, Grenzwertsétze, stochastische
Differentialgleichungen)

— angewandt (stochastische Modellierung, z. B., Warteschlangen,

Zuverléssigkeitstheorie, stochastische Signalerkennung)

e Mathematische Statistik (mit vielen Teilgebieten)

Diese Vorlesung legt die Schwerpunkte auf angewandte Wahrscheinlichkeits-
theorie (stochastische Modellierung) mit Betonung der Anwendung in der
Informatik.



Ziel der Vorlesung:

Bereitstellung von Grundlagen als Basis fiir weiterfithrende Veranstaltungen
z.B. Warteschlangensysteme I + II, Informationstheorie I 4 II, Kryptologie,
stochastische Simulation, Zufallsgesteuerte Optimierungsverfahren

Historische Entwicklung:

Fermat (1601-1665)
Pascal (1623-1662)
Bernoulli (1654-1705)
Laplace (1749-1827)

Kolmogoroff  (1973)

Kombinatorischer Zugang, motiviert durch
Spielprobleme, relative Héufigkeiten als
Wahrscheinlichkeiten

axiomatische Entwicklung



Kapitel 2

o-Algebren und Wahrschein-
lichkeitsverteilungen

Mathematische Beschreibung von Zufallsexperimenten mit Mengen. Betrach-
te relevante Ergebnisse und fasse diese zu einer Menge zusammen. Man
nennt  (Omega) die Ergebnismenge (oft: N, Z,R,R™ {0,1}"). Ereignisse
A werden beschrieben durch Teilmengen von © (A C Q). Die Menge al-
ler Teilmengen der Ergebnismenge B(2) heilt Ereignismenge. Die Wahr-
scheinlichkeit von Ereignissen wird durch eine Funktion P : P(Q) — [0, 1]
beschrieben mit

1. P(Q) =1, P(§) =0 (%)
2. P(AY) =1— P(A) VAePB(Q)

3. P(AUB) = P(A) + P(B) YA,BecP(Q) mit ANB =10

4. P2, A) =30  P(A)) YA, € B, AinAj=0 Yi,j i#j (%)

Aus den Eigenschaften (k) lassen sich die anderen herleiten.
Sprechweisen:

o AL: A tritt nicht ein®, A € P(Q)
e AU B: ,A oder B treten ein“, A, B € PB(N)
e AN B: ,A und B treten ein®, A, B € P(Q)

Wie erhalt man nun Wahrscheinlichkeiten? Bei endlichen €2 durch Abzahlen.

Definition 2.1 (Laplacescher Wahrscheinlichkeitsbegriff) Sei 2 eine end-
liche Menge. |A| bezeichne die Mdichtigkeit von A C 2. Durch

P(A) = ‘é;’ AePB(Q)

3



wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 3(€2) mit den Eigenschaften (x)
definiert. P heiflt Laplace-Verteilung oder diskrete Gleichverteilung iiber 2.

Beispiel 2.2 (bindre Suche) Gegeben sei ein geordnetes Feld von 2" — 1
Elementen und ein mit diesen vergleichbares Schliisselelement .

Problemstellung: Ist y in einem derartigen Feld vorhanden, und an welcher
Stelle?

Zur Losung dieses Problems bietet sich beispielsweise ,,binary search® an.

Stochastisches Modell: Sei = {0,1,...,2" =1} und w € Q, w > 1. Definiere:
w = 1 falls das gesuchte Element y sich an der Stelle w befindet. w = 0, falls
y nicht im Feld vorkommt. Es lassen sich nun Ereignisse Aj bestimmen,
wobei k bedeutet, dal y im k-ten Schritt gefunden wird.

Ay = {2771}, Ay ={2"2 3.2"% ...
A, = {@j—-1)-20F =122 k=1,...,n}.

Es wird angenommen, daf} jede Platznummer und die 0 gleichwahrscheinlich
sind. Dann ist
9k—1
‘Ak’ = 2k71, P(Ag) = o 1<k<n

wobei P(Aj) die Wahrscheinlichkeit ist, y in genau k& Schritten zu finden.
Mit zusammangesetzten Ereignissen lassen sich auch andere Fragestellun-
gen modellieren. Sei beispielsweise By das Ereignis, dafl y in hochstens k
Schritten gefunden wird.

k
B, = UAj’ alle A; paarweise disjunkt
j=1
k k ;
2=t 1 2k —1
PBy) = P||JA4 | =D _PA)=>) o =2 - =
j=1 j=1 j=1

Beispiel 2.3 (Hashing) Gegeben sei ein Universum U und eine gewisse Teil-
menge M (M C U) davon, mit |M| = k. Diese k& Werte sollen in einem
Hashfeld a : array [0,...,n — 1] of type abgespeichert werden. Definiere da-
zu eine Hashfunktion h : U — {0, ...,n—1}. Ein x € M wird dann in a[h(z)]
abgespeichert, was zu einer Kollision fiithren kann, falls ein von x verschie-
denes y € M existiert mit h(z) = h(y) (Kollisionsaufldsung durch lineare
Listen).

Stochastisches Modell: Es wird ein rein zufilliges Ablegen von k& Daten in
einem Feld der Lidnge n angenommen. Sei S = {1,...,n} die Menge der
Speicherpliitze. Die Ergebnismenge Q mit |©2] = S* beinhaltet alle Arten,
k Daten abzulegen (k-n-Permutationen mit Wiederholung). Es interessiert
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die Menge Ay, aller Arten, k Daten ohne Kollisionen abzulegen. Die Wahr-
scheinlichkeit, daf es bei rein zufalligem Ablegen der k£ Daten in einem Feld
der Liange n zu keiner Kollision kommt ist

k—1 .
Pldy) = gl =l 2 i) T (1)
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Beispielsweise ergibt sich mit den Werten n = 365, k = 23 eine Wahrschein-
lichkeit von P(Ag,) < 0,499998. Das bedeutet z. B., daf es ,,eher unwahr-
scheinlich® ist, dafl in einer Klasse mit 23 Schiilern niemand am gleichen
Tag Geburtstag hat.

Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff reicht nicht aus. Das hat insbe-
sondere folgende Griinde:

e () ist oft unendlich oder sogar iiberabzihlbar unendlich.

e Viele experimentelle Studien sind nicht durch diskrete Gleichverteilung
beschreibbar.

Beispiel 2.4 (unendlicher Miinzwurf) Man werfe eine Miinze unendlich oft.
Als Ergebnisse werden hier Folgen von Nullen und Einsen betrachtet, wobei
die Nullen Zahl und die Einsen Kopf reprisentieren, also

O ={w=(x1,20,...) | z; € {0,1}} = {0,1}",

wobei {2 iiberabzéhlbar ist (Diagonalisierungsargument). Das Problem ist die
Beschreibung einer Gleichverteilung auf €. Als erster Ansatz bietet sich an,
jeder Folge die gleiche von Null verschiedene Wahrscheinlichkeit zuzuordnen,
also: P({w}) = P({w'}) Yw,w’ € Q. Von Null verschieden bedeutet dann:
P({w}) =0 > 0. Sei nun A = {wy,wy,....} C 2 abzihlbar unendlich. Dann
steht

P(A)=) P{w}) =) d=oc
i=1 i=1

im Widerspruch zu P(2) = 1. Also mufl P({w}) = 0 Yw € Q sein, was aber

nicht sehr hilfreich ist.

Beispiel 2.5 (Gleichverteilung iiber [0,1]) Anwendbar z.B. in einem Mo-
dell, in dem jeder Zeitpunkt zwischen 0 und 1 gleichwahrscheinlich ist. Die
Ergebnismenge ist also Q@ = [0,1]. Man definiere probehalber eine Wahr-
scheinlichkeitsfunktion P mit folgenden Eigenschaften:



o P(la,b)) =b—a V0<a<b<l1
e P ist o-additiv, d.h.: P (U, An) = > ooy P(An)

Eine Funktion mit diesen Eigenschaften existiert nicht. Im R? sogar auch
dann nicht, wenn man nur endliche Additivitdt verlangt.

Es gibt kein endlich additives drehinvariantes Maf auf (R3).
(Hausdorff 1914)

Fiir einen allgemeinen Wahrscheinlichkeitsbegriff (ohne Existenzprobleme)
also: Ereignismenge nicht PB(2), kleineres Mengensystem wiihlen, das noch
alle interessanten Ereignisse enthélt.

Definition 2.6 (o-Algebra) Sei  # () und A C PB(Q) ein System von Teil-
mengen von . 2A heifit o-Algebra (von Ereignissen) iiber €2, wenn

i) Qe
(i) AcA=> Al e
(iii)) A, €A, neN= 2, A, e

Das Paar (Q,2l) heifit Mefraum. Mit den deMorgan-Regeln folgt desweite-
ren:

[o¢] o C
Aped = Alecu= UAELte:><UAEL> e

n=1 n=1

= ﬁAnte Vn € N

n=1

o-Algebren enthalten alle Ereignisse, die durch die Verkniipfungen mit ,,nicht*,
yoder“, jund“ entstehen (auch abz#ihlbar unendlich). Dies ist wichtig fiir die
Festlegung von Wahrscheinlichkeitsverteilungen.

Beispiel 2.7 Beispiele und Gegenbeispiele fiir o-Algebren:
o P(Q) ist stets eine o-Algebra (feinste o-Algebra).
o {(,Q} ist o-Algebra (grobste o-Algebra).

©Sei @ = N, G = {2,4,6,...}, U = {1,3,5,...}. Dann ist % =
{0, G,U,N} eine o-Algebra.

e Sei 2 =R. Dann ist € = {(a,b] | a < b € R} keine o-Algebra, denn sei
a <b<c<d Dannist (a,b] € € und (c,d] € € aber (a,b] U (c,d] & e.
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Problem: Gibt es eine kleinste (im Sinne der Mengeninklusion) o-Algebra,
die € enthé&lt?

Lemma 2.8 Q # 0, ;, i € I seien o-Algebren iiber Q. Dann ist (,c;2;
ebenfalls eine o-Algebra.

Sei ¢ C P(Q2). Dann heifit A(e) = N.cyq ™A (die kleinste o-Algebra, die €
enthilt), die von ¢ erzeugte o-Algebra.

Definition 2.9 (Borelsche o-Algebra) Sei @ =R und € = {(a,b] : a <b €
R}. Dann heifit B! = () Borelsche o-Algebra. Auf o-Algebren koénnen
Wahrscheinlichkeitsverteilungen mit den Eigenschaften (x) definiert werden.

Definition 2.10 Sei Q # (), 2 eine o-Algebra iiber €. Eine Abbildung P :
2A — [0, 1] mit:

i) P(Q)=1
(i) P(UpZqiAn) =302, P(A,) VA, €, paarweise disjunkt

heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsmaf auf (2, 2).
(Q,2, P) heifit Wahrscheinlichkeitsraum.

Der Laplacesche Wahrscheinlichkeitsbegriff|ist ein Spezialfall einer o-Algebra,
denn: Wihle 20 = J(Q)

(i) P(A) = fg} erfiillt I, denn P(2) = g = 1.

°° _ U4 ZIAN = A
P(Qf”) YT ¢ ‘nz_:l\m

— ZP(An) Vij: AiNA;j=0
n=1

(Q, 2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Folge von Ereignissen { A, } en
heifit aufsteigend (absteigend), wenn A, C Apt1 (Apt1 € A4,) Vn € N
Uy An (N2 An) = limy .o Ay, heiBt Limes der Mengenfolge As,.

Lemma 2.11 (Eigenschaften von Wahrscheinlichkeitsverteilungen) Sei (Q2,2, P)
ein Wahrscheinlichkeitsraum und A, B, A,, € 2 n € N. Dann gilt:

a) P(A%) =1 — P(4)
b) P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
¢) AC B= P(A) < P(B)



d) AC B= P(B\A) = P(B) — P(A)
e) {4, } aufsteigend = P (limp, 00 (Ar)) = limy, oo P(A45)
{4,} absteigend = P (lim,,—.o0(Ay)) = lim,, .o P(4,).

Beweis zu Aussage e): Sei {4, } aufsteigend, d.h. A,, C A, +1 Vn € N. Setze
By = Ay, By = A\Ay, -+ ,Bpt1 = Apt1\Ay. Dann sind alle B,, paarweise
disjunkt und es gilt

3

e O
1 n=1
Setze Ag = ). Dann ist
9] [e'S) 9] k
P (U An> =P (U Bn> => P(B,) = Jim > P(AN\Ap1)
n=1 OOn:l

k
= lim Y [P(A,) - P(Ap_1)] = Jlim P(Ay) = P(lim Ay)
n=1

n—oo n—oo

3
I

{4, } absteigend = {AEL} aufsteigend. Es gilt:

p(An)=r-r(08) =1 pmr ()

n=1

~ lim <1 s (Aﬁ)) — lim P(A,)

n—oo n—~oo

Lemma 2.12 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und A4i,..., A4, €
2. Dann gelten:

a) Siebformel von Poincare-Sylvester (inclusion-exclusion formula)

P (CJ Ai) = iP(Ai) - Z P (A NAy)
=1 i=1

1<i1<2<n

+ Z P(A;,NA,NA;,) —+ (—1)n+1P <ﬁ Ai)

1<i1<12<i3<n i=1

b) Bonferroni-Ungleichung (Bonferroni inequality)
Y P(A)— > P(AyNAy) <P (U Ai) <Y P4y
=1 1<i1<i2<n =1 =1

Weitere obere bzw. untere Schranken ergeben sich durch Abbruch in
a) nach + oder - Zeichen.
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Beispiel 2.13 (Sortieren (Recontre-Problem)) Betrachte Felder der Linge
n von vergleichbaren, verschiedenen Elementen. Alle Anordnungen seien
gleichwahrscheinlich. Modelliere Situation wie folgt:

2 = {Permutationen von {1,...,n}}
A =P(Q)
P({w) = Wwe

Teil a: Bestimme die Wahrscheinlichkeit, daffl mindestens ein Element an der
richtigen Stelle ist (vorsortiert). Definiere dazu Ereignismengen A;, welche
jeweils alle Ereignisse beinhalten, bei denen Element j an der j-ten Stelle
ist, wie folgt:

Aj:{w:(wl,...,wn)€Q|wj :]}

Gesucht ist dann P(A, U...UA,) =P (U?Zl Aj>. Da die A; sicher nicht
paarweise disjunkt sind, erfolgt die Berechnung mit Hilfe der Siebformel: Sei
1<i <...<4<n,l<n.Dann ist

l

A, ={weQ|w;=ijj=1,...1}
j=1

die Menge aller Permutationen, bei denen die Elemente i1, ...,%; sich an der
richtigen Stelle befinden. Die Méchtigkeit dieser Menge ist

l

(A4, = (-1

J=1

weil man die gegebenen ! Elemente auf die richtigen Positionen verteilen
muf}, dann aber die verbliebenen (n —[) Elemente beliebig auf die restlichen
(n — 1) Positionen verteilen darf. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, da$ sich {

Elemente i1, ...,4; auf den richtigen Positionen befinden, ist deshalb
» h A (n-D'_ 1
i | = = , =1,...,n.
s = =

Auflerdem ist die Méchtigkeit der Menge aller [-elementigen Teilmengen von
n, also die Menge aller Moglichkeiten, zunédchst [ Elemente aus den vorhan-
denen n auszuwéhlen

‘{(117"'7”) ‘ 1§11<-..<Zl§n}‘: <l>
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Insgesamt ergibt sich fiir die Wahrscheinlichkeit, dafl mindestens ein Element
sich an der richtigen Position befindet

P4 = ) P(A4) =) _PANA)+-+ (-1)""P [ ()4
Jj=1 Jj=1 1<j j=1
n n 1 n 1
= Z_ 4 g (=)t
n <2> Mz Y (n) Bl
_ . 1 1 (_1)n+1
BT TR
1 1 1 (—1)nt+t
= 1_<1_1!+2!_3!_”'+n!

= 1-—e ! ~0,6321.

Erstaunlicherweise konvergiert die Wahrscheinlichkeit gegen einen festen
Wert. Das bedeutet, dafl die Wahrscheinlichkeit dafiir, ob mindestens ein
Element in einem Feld der Lénge n an der richtigen Position ist, fiir grofie
n fast unabhéngig von n ist.

Teil b: Eine Abschétzung dafiir, dal mindestens k£ Elemente vorsortiert sind
wire

P U (k]Ail = > P(léAil>

1<t <...<ip<n l=1 1<i<...<ip<n

- e

Teil ¢: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl genau k Elemente vorsortiert
sind. Nach Teil a betrdgt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dafl in einem Feld
der Liange n — k kein Element vorsortiert ist

R N o
2 T k)

Daher ist die Anzahl der Anordungen, bei denen kein Element vorsortiert

ist,
11 (—1)nk

Nun gibt es noch (Z) Moglichkeiten, ein Feld der Liange n in eines der Linge
k und eines der Lange n — k aufzuteilen. Somit ergibt sich fiir die Wahr-
scheinlichkeit, dafl k Elemente vorsortiert sind

(o (iges - 5
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Wie werden Wahrscheinlichkeiten bestimmt, wenn schon bekannt ist, dafl
das Ergebnis in einer bestimmten Teilmenge liegt?

Sei beispielsweise {2 eine Menge von Chips, die von zwei verschiedenen Fir-
men stammen und [2| = 5000. Von Firma A stammen |A| = 1000 Chips
und von Firma B |B| = 4000 Chips. Unter den 5000 Chips sind insgesamt
|D| = 300 defekt, von denen |AN D| = 100 von Firma A und |B N D| = 200
von Firma B stammen. Von Firma A sind also 10% aller Chips defekt und
von Firma B 5%. Es werde nun zufillig ein Chip gezogen (Laplace Modell).
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, daf§ der Chip defekt ist, falls er von Firma A
stammt ist

|DNA| 100

|D N Al ] P(DNA) 500 1
4| 4] P(A) 1w =1

Die Wahrscheinlichkeit, dafl ein Chip von Firma A stammt, falls er defekt
ist, ist

|AN D 'A\&m o0 1
D 300
D H 500 O

Definition 2.14 (bedingte Wahrscheinlichkeit) (2,2, P) sei ein Wahrschein-
lichkeitsraum und A, B € 2 sowie P(B) > 0.

P(ANB)

P(AB) = ———

heifit (elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypothese)
B. Durch

P(e|B): 2 —1[0,1| A P(A|B)

wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf 2 definiert, die (elementare) be-
dingte Verteilung unter B.

Satz 2.15 (Q,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum und B, € %A, n € N
eine Partition von Q, d.h. ;2| By, = Q und alle B,, paarweise disjunkt.

a) Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit

o0

VAe: P(A)=)_ P(ABy)- P(By)
n=1

Beweis :

oo

P(A) =P (@ AN Bn> => P(ANB,) = iP(Aan) - P(By,)
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b) Bayes-Formel
Falls P(A) > 0, so gilt Vn € N

P(By|A) = S P(4B,) - P(B,)
Beweits :
P(B,|A) = LBn0A) _ _ P(AIB.) - P(Bn)

P(A) X3, P(A|B;) - P(B;)
Wichtiger Spezialfall: Gelte
P(A|B) = P (A (BC) , falls P(B), P (BC) >0

Die Wahrscheinlichkeit fiir das Eintreten von A héngt also nicht vom Ein-
treten von B ab. Dann gilt

P(A) = P(AmB)+P(AmBU) — P(A|B) P(B)+P<A‘BB) P(BC)
= P(AIB)- (P(B)+ P (B%)) = P(4]B) = P(;l(;)fﬂ

& P(A)P(B) = P(AN B).

Diese Definition wird auf n Ereignisse A1,..., A, € 2, bzw. auf Folgen von
Ereignissen, erweitert.

Definition 2.16 (stochastische Unabhidngigkeit) (2,2, P) sei ein Wahrschein-
lichkeitsraum und Aq,..., A, € 2 seien Ereignisse. Dann heiflen A4, ...,
Ay, (gemeinsam) stochastisch unabhingig (s.u.), wenn sich die Wahrschein-
lichkeit eines beliebigen Durchschnitts bestimmen 148t als das Produkt der
Einzelwahrscheinlichkeiten:

P(A“ﬁﬂAlk):P(Azl)P(Alk) Vi<ig<---<ip<n Vk.

Eine Folge {4, }nen von Ereignissen heifit [stochastisch unabhéngig, wenn
Vn € N : Aj,---, A, lstochastisch unabhingig sind (wenn jede beliebige
Auswahl stochastisch unabhéingig ist).

Beachte: Aus paarweiser stochastischer Unabhéngigkeit folgt nicht die sto-
chastische Unabhéngigkeit.

Lemma 2.17 (Q,%, P) sei ein Wahrscheinlichkeitraum und Ay,..., A, € 2.
Dann gilt

Ay, Ay su. <= VB; € {Ai,AE}, i=1,....n: P (ﬂBZ) =[[P®B)
=1 =1

Ay, A, s, <= VB € {Ai,AE}, i=1,....n: By,..., By s.u.

Also: Die Komplementbildung erhélt die stochastische Unabhéingigkeit. Be-
weis siehe MaPf, S. 9, S. 16.
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Beispiel 2.18 Man betrachte ein Netzwerk wie es in Abb. 2.1 gegeben ist.
Dieses Netzwerk hat 5 neuralgische Stellen K7, ..., K5 die mit den Wahr-
scheinlichkeiten P(K7) = 0,9, P(K2) = 0,8, P(K3) = 0,9, P(K4) = 0,7,
P(K5) = 0,7 intakt sind. Das gesamte System ist intakt, wenn mindestens

— & ]
- -
K] %]

Abbildung 2.1: Netzwerk

ein Pfad intakt ist. Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit, dafl das System
intakt ist.

Modellbildung: Alle p;, i = 1,...,5 seien Wahrscheinlichkeiten fiir sto-
chastisch unabhéngige Ereignisse (Komponente i ist intakt). Dann sei die
Ergebnismenge

Q={(z1,...,25) | z; €{0,1}} (x; = 1 < Komponente i ist intakt)

und die untereinander stochastisch unabhéngigen Ereignisse A; dafiir, daf}
Komponente 7 intakt ist seien

Az:{(.%'z,,.’lj5) |£L‘Z:1}, P(Az):pz

Das Ereignis dafiir, dafl das gesamte System intakt ist, ist folglich

S = (AiNA)U (AN Ay) U (A2NAs) U (A3N Asp)
P(S) = P((A1QA4)U-~U(A3HA5))

S ist also die Vereinigung nicht disjunkter Mengen. Ein Moglichkeit, P(S)
auszurechnen, wére die Zuhilfenahme der Sylvester-Formel, was aber sehr
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aufwendig ist. Mit Satz 2.15.a folgt

P(S) = P(8]42) P(42) + P (S |4§) P (4§) una
P(S|Ay) = P(A;UA5)=1—P (AE mAg) —1-P (AE) P (AE)
= 1-(1=p)(1—ps)
P(s]af) = P(AinA)U(a3na5)=1-P( (A0 4y N (AN 4s) )

= 1—(1—pips)(1 — p3ps) und somit

(1= (1= pa)(1 = ps))p2+ (1 — (1 — pipa)(1 — psps)) - (1 — pa)
1= p2(1 = pa)(1 = ps) = (1 = p2) (1 = prpa) (1 = paps)

= 0,90062

P(S)

Das System ist also zu ca. 90% intakt. Mit Satz 2.15.b folgt desweiteren

P(S|42) - P(A42)  0,91-0,8

P4219) = P(S) ~ 70,90062

= 0,80833

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dal Komponente 2 intakt ist, falls das System
intakt ist.

Betrachte Limites von Mengenfolgen, die nicht notwendig auf- oder abstei-
gend sind.

Beispiel 2.19 (unendlicher Miinzwurf) Es werde eine Miinze unendlich oft
geworfen. Dann ist Q = {w = (x1,22,...) | ; € {0,1}}. Das Ereignis, da8§
im n-ten Wurf Kopf fallt, ist dann A,, = {w = (z1,22,...) | z, = 1}. Das
Ereignis A sei: Es fillt unendlich oft Kopf, es treten also unendlich viele A,
ein.

A = {w|w e A, fiir unendlich viele n}

— {w|Vk:E|n2k::wEAn}=ﬁ GAn
k=1n=k

Analoges gilt fiir Ereignis B: Fast alle (bis auf endlich viele) Wiirfe zeigen
Kopf, also fast alle (bis auf endlich viele) A,, treten ein

B={w|3kvn>k:weA}=|]J[)A4n
k=1n=~k
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Definition 2.20 (2,2, P) sei ein Wahrscheinlichkeitraum und A, € A, n €
N.

limsup A,, = ﬂ U Ay, heiit Limes superior der Mengenfolge { A, }

n—oo

k=1n=k
oo 0.)

liminf A,, = U ﬂ A,, heiit Limes inferior der Mengenfolge {A,,}
neee k=1n=k

Satz 2.21 (Borel-Cantelli-Lemma) (2,2, p) sei ein Wahrscheinlichkeitsraum
und {A,, },en eine Ereignisfolge mit A, € A, n € N. Dann gelten

a)

ZP ) < oo = P(limsup 4,,) = 0.

n—oo

Beweis: Wegen der Konvergenz der Reihe gilt

P (G An> < ZP ) =% 0
n==k
so dafl mit Lemma 2.11.e
P(limsup A,) (ﬂ UA > :klimP<[j An> =0
00 k=1n—k 7 \n=k

b) Ist { A, }nen stochastisch unabhéngig, so gilt

ZP(An) =o0=P <limsupAn) =1
n=1

n—oo

Bewetis: Wegen Lemma 2.17 ist die Folge {AEL} ebenfalls istochastisch
unabhéngig. Es folgt

P (hmsupAn) = <hnni10réfAB) =1- hm P (ﬂ AB)

n—00
n=~k

= 1- lim (H (1— P(An))> =1.

—00
n=~k

Sei p, = P(Ay). Ist p, = 1 fiir ein n, so gilt die letzte Gleichheit
trivialerweise. Sei also p, < 1 fiir alle n € N. Wir schliefen mit Inz <
xz—1fur allez >0

[]@=pn) =exp (Zln(l—pn ) <eXp< Zm) =%,

da nach Voraussetzung >, p,, = oo fiir alle k € N.
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Beispiel 2.22 Betrachte einen unendlichen Wiirfelwurf, wobei die Ergeb-
nisse der einzelnen Wiirfe unabhéngig voneinander sind. Sei Q = {w =
(wi,wa,...) | wi €{1,2,3,4,5,6}}. Gesucht ist nun die Wahrscheinlichkeit,
dafl unendlich oft die Sequenz (1,2,3,4,5,6) fillt. Setze 4, = {w | w, =
1,...,wnt5 = 6}, also Ereignis dafiir, da} ab dem n-ten Wurf die Sequenz
fallt. Die Folge {Ag,} ist stochastisch unabhingig, da Uberlappungen aus-
geschlossen sind. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma, folgt

P <lim sup An> > P <lim sup A6n> =1,
n—oo n—oo
oo

da 3P (Ag) =Y o5 = oo
n=1

n=1



Kapitel 3

Zufallsvariablen und ihre
Verteilung

Der bisher behandelte Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) dient zur Beschrei-
bung von Zufallsexperimenten und zur Modellierung von Zufallseinfliissen.
Oft interessiert jedoch nicht das gesamte Modell, sondern nur gewisse Teil-
groflen, wie z.B. 5000 Stichproben mit dem Ausgang ,,gut“ oder ,schlecht®,
wobei nur die Anzahl der ,,schlechten® Stiicke von Interesse ist. So ist die ur-
spriingliche Ergebnismenge Q = {(z1,...,Z5000) | i € {g, s}}, von Interesse
ist aber nur die Teilmenge 7' = {0,...,5000}.

Die Ergebnisse von Zufallsexperimenten sind oft Zahlen oder Vektoren. Da-
bei sind arithmetische Operationen oft sehr hilfreich. Sei beispielsweise ana-
log zum vorhergehenden Beispiel das Experiment ein 5000-facher Miinzwurf
mit dem jeweiligen Ergebnis 0 oder 1 (z1,...,25000 € {0,1}). Man inter-
essiert sich nun fiir die Anzahl der Einsen, welche 2?220 x; betragt oder
man interessiert sich fiir die mittlere Verzogerungszeit = in einem Switch,
x1,...,Tn € RT, wobei n Verzégerungen gemessen werden. Dann gilt

n
1
.I‘:*E Zj.
n -
=1

Definition 3.1 (Zufallsvariable) Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
Eine Abbildung X : ©Q — R heifit Zufallsvariable (ZV) oder Zufallsgrifle
(engl.: random variable (r.v.)), wenn

X 'B)={weQ| X(w)eB}={XeBycA VBcB.

Diese Bedingung! heifit Mefbarkeit von X.

Schreibweise: X : (€2,2) — (R,B') (X ist eine Abbildung und mefbar).
Der Begriff ,/Zufallsvariable hat sich eingebiirgert, obwohl es sich eigentlich
um ,,Funktionen*“ mit Messbarkeit handelt. Betont wird die Modellierung
des Zufalls, — wichtig ist die Verteilung von Zufallsvariablen.

'Existenz des Urbildes

17
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Lemma 3.2 Sei X : (Q,2) — (R}, B!) eine Zufallsvariable. Durch
PX(B):= P (X X(B)) = P({w | X(w) € B}) "“¥ P(X € B), B ¢ B!

wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, B!) definiert. PX heifit Ver-
teilung der Zufallsvariablen X.
Beweis: Es ist Definition 2.10 zu iiberpriifen:

(i) PXR)=P(XYR))=P(Q)=1

(ii) Seien B, paarweise disjunkt (p.d.), B, € B!, n € N. Dann gilt

X > _ —1 e _ b —1
P(Un) = el ()| =r| Qe

eBl

eA
00

= Y P(X7N(Ba) =) P¥(Bn).
n=1 n=1

Wesentlich in Definition 3.1 ist die ,,Meflbarkeit*, d.h. die Zufallsvariablen
induzieren auf (R,B!) die Verteilung P¥. Ein mathematisches Modell fiir
Zufallsexperimente ist héufig

(@, 2, P) X (RY, 81, PY)

Hierin modelliert der Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) alle Zufallseinfliisse,
wobei das Wissen um seine Existenz ausreicht und genauere Kenntnisse oft
nicht erforderlich sind. (R!, B!, PX) ist ebenfalls ein Wahrscheinlichkeits-
raum (in dem die bekannten Regeln gelten), der die interessierenden, beob-
achteten GréBen modelliert. P¥X ist oft bis auf Parameter bekannt.

Beispiel 3.3 (Binomialverteilung) Betrachtet werde wiederum ein n -facher
Miinzwurf, in dem Kopf der Eins und Zahl der Null entspreche. Die Wiirfe
sind unabhingig voneinander, die Wahrscheinlichkeit fiir Kopf sei p und die
fiir Zahl (1 — p) in jedem Wurf.

Mathematisches Modell: Q = {w = (z1,...,2,) | ©;i € {0,1}}, A =P(Q) sei
die Ergebnismenge und die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Folge von
Ausfillen zu erhalten ist

P({(z1,....,2n)}) = p-..oop - (1=p)-...-(1—p)

Anzahl Einsen  Anzahl Nullen in (x1,,xp)

e pZ?:l Ti (]_ . p)n_Z?:I T4
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Die [Zufallsvariable X sei die Anzahl der Einsen, also
n
X(w)=X((21,....20) = Y _z
i=1

mit einem Wertebereich von X: "= {0,1,2,...,n}. Die Verteilung von X
ist dann

PX({k}) = P(X7'({k}) =P ({w]| X(w)=k}) = P(X = k)

_ P({(xl,...,xn) | 2:;33 - k})

(@15eesn) : >ory =k
- % sa-pr
(@150esn) : >or g 2=k

= <Z>pk(1—p)”_k, k=0,1,...,n.

Eine Zufallsvariable heifit binomialverteilt mit Parametern n € N, p € [0, 1],
wenn

P(X=k) = (Z)pk(l )k k=0,1,...,n.
Notation: X ~ Bin(n,p). Bin(n,p) ist die Verteilung der Anzahl der ,, Tref-
fer“ in einer Bernoulli?-Serie der Linge n mit Trefferwahrscheinlichkeit p.

Im Folgenden werden allgemeine Methoden zur Beschreibung von Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen angegeben, — direkt formuliert fiir Zufallsvaria-
blen. Mit X = idx lassen sich die folgenden Uberlegungen auch direkt auf
Wahrscheinlichkeitsmafle P anwenden.

3.1 Diskrete Verteilungen, Zufallsvariablen

Definition 3.4 Eine Zufallsvariable X (auf einem Wahrscheinlichkeitsraum
(2,2, P)) bzw. deren Verteilung PX heiBt diskret, wenn eine hochstens
abzihlbare Menge T = {t1,ta,...} mit PX(T) = P(X € T) = 1 existiert. T
heilt Trager (engl.: support) von X bzw. PX.

Sei X eine diskrete Zufallsvariablel mit [Triger| T = {t1,t2,...}, A € BL.
Dann gilt
PX(ANT) = PX(A) + PX(T) - PX(AUT) = PX(A).
1 1
2Miinzwurf der Linge n mit unabhingigen Wiirfen und einer Trefferwahrscheinlichkeit

von p



20 3.1 Diskrete Verteilungen, Zufallsvariablen

Also gilt

T

I
—

P(XcA) = me)szmnjjsz<+(Amﬁ50

)

= Y P = Y P(x=1)

i t;€EA i t;€EA

d.h., PX, die Verteilung von X, ist eindeutig festgelegt durch P(X = t;), i =
1,2,.. ..

Definition 3.5 Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Trager T' = {¢1,t2,...}.
Die Abbildung fx : T — [0,1] mit fx(t;) = P(X =t;), i = 1,2,... heifit
Zdihldichte (engl.: discrete density function) der Zufallsvariablen X.

X ~ Bin(n,p) von Beispiel 3.3 ist ein Beispiel fiir eine diskrete Zufallsva-
riable mit

fx(k) = (Z)pk(l—p)"_k, E=0,1,...,n (0 <p<1ist ein Parameter).

Beispiel 3.6 (geometrische Verteilung) Betrachtet werde ein unendlicher,
unabhéngiger Miinzwurf wie in Beispiel 3.3. Die [Zufallsvariablel sei nun aber
die ,, Wartezeit* bis zum ersten Auftreten der Eins, bis also das erste Mal
Kopf fallt. Der [Trager| ist demnach wiederum T = Ny. Die Wahrscheinlich-
keit, dafl erst beim k-ten Wurf die Eins fillt, ist

P(X=k) = Pw=(z1,22,...) |z1=22=... =25, =0, 241 = 1}
= (1-p)¥p, k=0,1,2,...

Allgemein heifit die Verteilung mit [Z&hldichte

fx(k)=00—-pFkp, k=0,1,2,... (0 <p <1 ein Parameter)
geometrische Verteilung. Bezeichnung:

X ~ Geo(p), 0<p<1.
Probe:

o oo 1

L=p)’p=p) A-p)f=p—r—s=1
S

Beispiel 3.7 (Poissonverteilung, Gesetz seltener Ereignisse) Seip, € (0,1)
. n—oo .
mit np, — A, A > 0. Dann gilt

n e oo AR
<k>pfl(1—pn)” RIS e /\H Vk € Np.
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Es gilt
Ak Nk
- Y
e —k!>0unde ,; —k!—l
=0

Eine diskrete Zufallsvariable X mit Trager Ng und Zéhldichte

ROy
Fx(k) =€

heifit Poisson-verteilt, wobei A > 0 ein Parameter ist. Bezeichnung:

X ~ Poi()), A>0.

k=0,1,2,...

Als Interpretation stelle man sich das Intervall [0, 1] in n Stiicke der Léange

% unterteilt vor. Dann ist die Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines

Ereignisses in jedem Teilstiick p, = % Bei stochastischer Unabhéngigkeit
ist die Gesamtzahl des Auftretens der Ereignisse Bin(n,p,)-verteilt. Die
zugehorige Zahldichte konvergiert mit n — oo gegen die Zéihldichte der
Poi(\)-Verteilung.

3.2 \Verteilungsfunktionen

Definition 3.8 Eine Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften

(i) F ist monoton steigend (nicht notwendig streng monoton).

(i) lim F(z)=1und lim F(z)=0
T——00

T——+00
(iii) F ist rechtsseitig stetig (d.h. Vao, x, | zo: F(z,) — F(x0))

heifit Verteilungsfunktion (VF) (engl.: (cumulative) distribution function
(cdf)).

Beispiele:
Ok: Falsch:

Ok: Ok:
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Satz 3.9 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum und X : (Q,2) —
(R, 81) eine Zufallsvariable. Durch

Fx(z)=P(X <z) = P{weQ]| X(w)<zx})
= P(X € (—o0,2])
PX((—o0,z]), z €R

wird eine Verteilung definiert, die Verteilungsfunktion der Zufallsvariablen
X bzw. der Verteilung PX.

Verteilungen auf (R!, B!) werden eindeutig durch Verteilungsfunktionen be-
schrieben.

Satz 3.10 (Eindeutigkeitssatz fiir Verteilungsfunktionen) Zwei Zufallsva-
riablen X und Y besitzen dieselbe Verteilung (auf (R!,B!)) genau dann,
wenn

Fx(x) = Fy(x) Va € R.

Beweis: Die Hinrichtung ist einfach, die Riickrichtung benutzt den Fortset-
zungssatz und den Eindeutigkeitssatz der Mafitheorie.

Beispiel 3.11 (Verteilungsfunktionen)

a) X heifit gleichverteilt (rechteckverteilt) auf [0,1] (engl.: uniform (rectangular)
distributed), wenn

0 : <0
Fx(z)=¢ =z : 0<z<1
1 r>1
1

Abbildung 3.1: Rechteckverteilung

Bezeichnung:

X ~ R(0,1).
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Seinun 0 < a < b < 1. Dann gilt

Pla<X <b) = PHw]a<X(w)<b})
= P({w [ X(w) <t} \{w | X(w) <a})
= P({w | X(w) <b}) - P({w | X(w) < a})
= P(X <b)— P(X <a) = Fx(b) — Fx(a)

= b—a.

Die Wahrscheinlichkeit fiir einen zufélligen Wert im Intervall [a, b] ist
also gleich der Lange des Intervalls (a, b], ndmlich b — a.

Analog ist die Rechteckverteilung auf einem Intervall (a,b] definiert
(X ~ R(a,b), a <beR), namlich

0 crz<a
Fx(z)={ 7=(x—a) : a<z<b
1 cx>b

Beispielsweise ist fir P(c < X <d)mita<ec<d<b

Plc< X <d) = Fx(d)— Fx(c) =

b) X heifit exponentialverteilt (X ~ Exp(\) mit Parameter A > 0), wenn

l—e™ . >0 A
e ={ 170 I — - e o)

In letzterer Darstellung wurde die Indikatorfunktion (I) benutzt. Diese
ist wie folgt definiert

wo={3 1 164

Abbildung 3.2: Exponentialverteilung
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c) Sei X eine diskrete Zufallsvariable/mit geordnetem Trager|T = {t1,to,...} C
R, t; <ty < t3 <...,undder[Zahldichte fx (t;) = pi, pi >0, > 72 pi =

1. Dann ist
Fx(z) = P(X<z)= Z P(X =t) = Z Dk
k: tp<zx k: tp<zx
k—1
= > pj fallstpy <o <ty k=1,2,... (tg = —00).
j=1

Abbildung 3.3: Treppenfunktion

Sei beispielsweise X geometrisch verteilt (X ~ Geo(p)), also
fx(k)=1—p)*p, keNy (0<p<1)

Es gilt dann
k

d (—pYp=p

=0
Also ist

_ _ k+1
1 : _(1(1 f)p)* (1= p)L

0 <0
FX($):{1—(1_p)LxJ+1 2> 0

die Verteilungsfunktion der geometrischen Verteilung.
3.2.1 Berechnung von Wahrscheinlichkeiten durch Verteilungs-
funktionen

Sei X eine [Zufallsvariable mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X < z), a <
beR.

o Es gilt

Pla<X <b) = P~

Il
v
S
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e Seia€R, a, < apy1 <a, a, — a. Dann ist (an, a] absteigend mit
lim,, o0 (an, a] = {a} (Mengenfolge nicht Zahlenfolge) und

P(X=a) = P¥({a}) = P¥(lim (an,a]) *2 lim P ((an,a))
= lim (Fx(a) = Fx(an)) = Fx(a) = lim Fx(an)
hurz F.(a) — Fx(a—)

~————r

linksseitiger Grenzwert von Fx(a)

Insbesondere gilt P(X =a) =0 Va € R, falls F'x stetig ist.

Pla<X<b) = PX=a)+Pla<X <b)
Fx(a)—Fx(a—)—i-Fx(b) —Fx(a)
Fx(b) —Fx(a—>.

Beispiel: Sei X die Bedienzeit von Anforderungen an einem Server und
sei X ~ Exp(A), A > 0. Bestimme nun die Zeit z,, unterhalb derer die
Bedienzeit mit vorgegebender Wahrscheinlichkeit « liegt. Bestimme also z,,
mit P(X < z,) = «. Sei beispielsweise P(X < z,) = a = 0,99. Das
bedeutet, dafl in 99% der Fille die Bedienzeit kiirzer als x,, ist.

Definition 3.12 Sei X eine [Zufallsvariablel mit Verteilungsfunktion Fx (x).
Dann heifit

To =min{z | Fx(z) >a}, 0<a<l
a-Quantil (a-Percentil, (1 — «)-Fraktil) von Fx.
Fy(t) =min{z | Fx(z) > t}, te€(0,1)

heifit Pseudoinverse von Fx.
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e Graphisch bedeutet diese Definition bei nicht stetigen Verteilungsfunk-
tionen:

e Ist F invertierbar, so gilt F'~ = F~! (Inverse)

r1, also a = % heiit Median von Fx. Es gilt P(ng;) > % und
2 2

P (X <T1 ) < % Der Median ,halbiert die Verteilung, in diesem Sinn
2

ist er der ,,mittlere“ Wert. ,,Der Median ist ein Schétzer fiir den mittleren
Wert, der robust gegen Ausreifler ist.*.

3.3 Dichten

Dieser Abschnitt behandelt Methoden zur Konstruktion von Verteilungs-
funktionen und Verteilungen.

Definition 3.13 Sei die Funktion f : R — R" (uneigentlich Riemann-)
integrierbar mit [*°_ f(x)dz = 1. Durch

Flz) = /_ Cfwdt

wird eine Verteilungsfunktion| definiert. Gilt fiir eine Zufallsvariable X, dafl
Fx(x) = F(x), so heifit f (Verteilungs-) Dichte von X (bzw. PX) (f: pro-
bability density function (pdf)). X (bzw. PX) heiBt dann absolut-stetig.
Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt:

f(z) = F'(a)

fiir alle Stetigkeitspunkte z von f.
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Beispiel 3.14

a) Die Rechteckverteilung auf [a,b], a <b € R (X ~ R(a,b))

1
. —a : a S x S b
fa) = { 0 : sonst
1
= m ]I[a’b](x), T € R

hat die Verteilungsfunktion

. m(r—a) : a<xz<b
F(x):/ ft)dt = 0 c rz<a
- 1 x>0

Die Dichte f(z) = — [y () fiihrt zu derselben Verteilungsfunktion

F. Dichten sind nicht eindeutig, — sie sind ,fast sicher eindeutig“>.

b) Die Ezponentialverteilung (X ~ Exzp(\), A > 0)

f(@) =Xe Mg o) (z), z €R

hat die Verteilungsfunktion

T

F(z) = / f(t)dt = / Ne Mdt=—e M| =1—¢e™M 2>0
—0o0 0 0

c) Die Normalverteilung X ~ N(p,0?), p €R, o >0

1 _e-w?

fz) =

2o

hat keine geschlossene Darstellung ihrer Verteilungsfunktion

1 T =w?
Fla)=— / e dt = D(x)
mo J—00

Die Berechnung erfolgt daher numerisch, approximativ oder mit Tabel-
len.

3siehe spéter
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3.3.1 Berechung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten

Sei X eine Zufallsvariablel mit |Verteilungsfunktion F'y, Dichtel fx und a <

beR
e Es gilt
P(a<X§b) = Fx( / fX dt—/ fX dt
= / fx (t)dt
o Es gilt P(X:a):FX(a)—FX(a*)—O daFX f dt
stetig ist.
e Es gilt

Pla<X<b) = Pla<X<b) = Pla<X<b)
= /fx

e Allgemein gilt bei absolut stetigen Zufallsvariablen, dafl

b
P=(X € ab) = / Fx(t)dt

wobei () beliebig fiir ,,abgeschlossen* oder ,offen* stehen.

e Man schreibt allgemein fiir Mengen B € B!

P(X € B) :/ Fx(t)dt
B

auch wenn B kein Intervall ist.

3.4 Erzeugende Funktionen und Laplace-Transform-

ierte

In diesem Abschnitt wird eine weitere Methode zur eindeutigen Beschrei-

bung von Verteilungen behandelt.

Definition 3.15
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a) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit dem [Trager| T' = {to, t1,t2,...}
und Zahldichtel fx (tx) = px, k € No. Dann heifit
(ex. fiir |2| <1, da

o0
_ Zpkzk, 2] < 1, > heo Pk Majorante
mit Wert 1.)
erzeugende Funktion von X bzw. PX (auch Z-Transformation, engl.:

probability generating function).

b) Sei X eine absolut-stetige Zufallsvariable mit Dichte fx, wobei fx(x) =
0Vz <0 (d.h. P(X <0)=0). Dann heifit
(ex. fir s > 0, da

00 e ** <1(z >0) und
Lx(s) ::/ e fx(x)dx, s >0 fO e sxf )da <
0
/0 de=1.)
Laplace-Transformierte von X bzw. PX.

Analog zu Satz 3.10 fiir Verteilungsfunktionen gilt auch hier Eindeutigkeit.

Satz 3.16

a) X und Y seien diskrete Zufallsvariablen (Verteilungen) mit demselben
Tréger| T. X und Y besitzen dieselben Verteilungen genau dann, wenn

Gx(z) =Gy(z), V|z|<L1.

b) X und Y seien [absolut-stetigel Zufallsvariablen mit fx(z) = fy(z) =
0, Vx < 0 X und Y besitzen dieselbe Verteilungen genau dann, wenn

Lx(s)=Ly(s), ¥s>0.

Also: Transformierte bestimmen die Verteilung eindeutig.
Beweis:
a) Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen

b) Feller II, p. 408, Chapter XIII,1 oder Satz von Stone-Weierstrafl

Satz 3.17 (Inversionsformeln)

a) Gx(z) sei die erzeugende Funktion einer diskreten Verteilung X mit
Tréger T' = {to, t1,t2,...}. Dann gilt

P(X = t) = L a0).
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b) Lx(s) sei eine Laplace-Transformierte einer absolut stetigen Zufallsva-
riablen/ X. Dann gilt

1 c+iy
fx(z) = lim / e**Lx(s)ds VeeR

Yy—00 2T0 Jojy
(Integration iiber den Weg ¢ — iy — ¢ + iy)

Beispiel 3.18 Beispiele fiir erzeugende Funktionen und Laplace-Transform-
ierte wichtiger Verteilungen:

a) Geometrische Verteilung (X ~ Geo(p), 0 <p < 1)

Gx(z) = > (1=plfpF=pd ((1-p)2)*
k=0 k=0
P

— s |2 <1
1—2+pz

b) Poissonverteilung (X ~ Poi(x), A > 0)

0\ = (Az)F

Gx(z) = Ze )‘gzk:e )\Z(kl)
k=0 ' k=0

— e—)\eAz _ —/\(1—z), 2R

c¢) Rechteckverteilung (X ~ R(0,1))

o) 1
Lx(s) = /0 e_“-]l[o’l}(x)dm:/ e dx
0

! 1 1 1—e
e "+ —-—=
0 S S S

d) Exponentialverteilung (X ~ Exzp(}))

Lx(s) = / 6_Sm>\6_’\zdx:)\/ e~ (HNZ g
0 0

A A

— * A —(s+N)z —
)‘+5/0 (A +s)e dx e

=1, da Int. tiber Dichte



Kapitel 4

Produktraume und
Zufallsvektoren

Dieses Kapitel behandelt Zufallsexperimente, die mehrere Ausgéinge haben
(gleichzeitig oder dasselbe Experiment mehrfach wiederholt). Modell fiir Zu-
fallsexperiment mit mehreren Ausgingen:

@a,p) 2 (w1 w1
XQ(w)

(R, B
é@)

(R, B

Man betrachtet also eine Abbildung der Form

X=(X1,..,Xn)
_

(Q,2(, P) (R™, 7, 7)

Welche gemeinsame Verteilung ?
Welche o—Algebra ?

4.1 Produktraume

Gegeben seien n Mefirdume (2;,2;), ¢ = 1,...,n (hdufig von der Form
(R!,%1)). Definiere nun einen neuen Mefiraum (2 mit

Qlex...xQn:{w:(wl,...,wn)|wi€Qi}.

Es mufl nun eine o — Algebra iiber  gewihlt werden. Der naheliegenste
Ansatz wire, diese durch

6:{A1X...XAn‘AiEQli, izl,...,n}

31
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zu definieren. ¢ ist aber i.A. keine o-Algebra iiber 2, denn wihle 21 = Q9 =
R! und 2; = Ay = BL. Dann ist

g = [-1,0] x[-1,0] €e

co = [0,1] x[0,1] € ¢,
aber

c1Uco € ¢,

denn die Vereinigung ist nicht als kartesisches Produkt zweier Menge dar-
stellbar.

2

C1

Abbildung 4.1: Mengen im R?

Definition 4.1 (Produkt-o-Algebra) (2;,2;), i =1,...,n seien Mefirdume
und € = {A; x...x A, | A; € 2;}. Dann heifit

Q)i == A(e)
=1

Produkt-o-Algebra von 4, ..., 2, iiber Q =Q; x ... x Q, und

<Ql X ... X Qn,é%>
i=1

Produkt-Mefiraum des Mefiraumes (Q;,%;), i =1,...,n.

Beispiel 4.2 Sei (;,2;) = (R, B!) und e = {By x ... x B, | B; € B},
dann heifit A(e) = B" n-dimensionale Borelsche-o-Algebra. Zum Beispiel
wiire ein Element aus ¢ fiir n = 2 graphisch:

Ebenfalls enthalten sind

e alle abzihlbaren Vereinigungen von Rechtecken

e Linien (durch abzihlbare Schnitte und Vereinigungen von Rechtecken)
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Abbildung 4.2: By x By € ¢

e Dreiecksflichen® ({z; >0 | Y7z < t})
e Kreisflichen ({22 + 23 < ¢})

e Approximation des Viertelkreises durch Rechtecke

4.2 Zufallsvektoren und Folgen von Zufallsvariablen

Definition 4.3 Sei (2,2, P) ein Wahrscheinlichkeitsraum. Eine Abbildung
X = (X1,...,X,), Q — R" heiit Zufallsvektor, wenn X 1(B) € A VB €
B" (MeBbarkeit). Bezeichnung:

X: (2,2 — (R*,B")

X = (Xy,...,X,) ist genau dann ein Zufallsvektor, wenn alle X1,..., X,
Zufallsvariablen sind.

Definition 4.4 Sei X ein Zufallsvektor. Durch
P¥(B)=P(X'(B))=P({w| X(w) € B}) = P(X € B), B B"

wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R",") definiert, die Vertei-
lung des Zufallsvektors X.

PX _ P(Xl,...,Xn)

heifit gemeinsame Verteilung von (Xi,...,X,). Im folgenden werden ge-
meinsame Verteilungen mit Verteilungsfunktionen und [Dichten| beschrieben.
Es ist klar, daB3, falls X1,..., X, jeweils diskrete Verteilungen sind, auch
X = (X1,...,X,) eine diskrete Verteilung mit Zahldichte wie in Kapitel 3
beschrieben ist.
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Satz 4.5 Sei X ein Zufallsvektor. Dann ist PX eindeutig bestimmt durch
die (n-dimensionale) Verteilungfunktion

Fx(x1,...,zy) = PX((—oo,xl]x...x(—oo,xn])
= P{w ] Xi(w) € (mo0,21) Ao A Xp(w) € (=00, 20)})
= P{w|Xi(w) <z:}n.. ﬂ{w!X()Sx})
= P(Xlgl'l,,Xnngn)

Bezeichnung: X ~ Fx.

Die Beschreibung von Verteilungen mit n-dimensionalen Dichtenl ist oft ein-
facher.

Definition 4.6 Sei Fx(x1,...,xz,) die Verteilungsfunktion des Zufallsvek-
tors X. Eine (uneigentlich Riemann) integrierbare Funktion

fx: R" - R*

heiBt Dichte von X (bzw. Fx oder PX), wenn
Tn x1
Fx(fbl,...,l'n):/ / fx(tl,...,tn)dtl...dtn Vl’l,...,l’nER.

X (bzw. Fx oder PX) heiBt dann absolut-stetig mit Dichtel fx.
Bezeichnung: X ~ fx.

Sprechweisen: , X (hat|besitzt) Dichtel fx“ oder ,, X ist verteilt nach Vertei-
lungfunktion Fx*.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten:
Sei X = (X1,..., X,) absolut-stetig mit Verteilung P¥, Verteilungsfunktion
Fx und Dichte fx. Dann ist

PX((an,b1) % - % {anba) = Plar < Xy bi,.on < X < by)
bn, b1
— / o [ fx (b tn)dt . dt
an a1
Vi :oa; <b €R,
wobei ,,()“ beliebig fiir ,,()“, ,[]“, ,,[)*“ oder ,(]“ stehen.

Allgemein fiir B € B" gilt

pX / /fxtl,..., )dty ... dt,

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechung folgt, daf

aFX(xla"'a:Bn)
0x1,...,0x,

Ix(x1,...,2p) =

in allen Stetigkeitspunkten (z1,...,x,) von f.
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Beispiel 4.7 Im folgenden wird die Indizierung mit X zur Vereinfachung

weggelassen.

a) Die Gleichverteilung auf 7' € B" ist gegeben durch

1 L (@, 2) €T
= — e Cc ’ ’
flx1, ... xp) C]IT($1,... Tn) = { . somat

mit ¢ —/ /d:z:l .dx, < 00

e auf dem Einheitswiirfel des R™ gilt dann beispielsweise

T={(x1,...,2,) | 0<2; <1, 0i=1,...,n}=1[0,1]"
1 ,0; <1 2=1...n
f(xl,...,mn)—HT(xl,...,xn)—{ 0 sonst
i 0 ’ di: x; <0
By, ) = { min{z1,1} - ... min{x,, 1} sonst
e auf der Einheitskugel des R”
T=1{( )| n 221 ki
=< (z1,...,2n < c=
! < r(2+1)
1
'n)=(Mn-1)!,neN, F<2> v, T(x+1)=al(2)
I'ig+1
f(xl,...,a:n):(WQ)]IT(ml,...,xn), (x1,...,zy) €R"

Die |Verteilungsfunktion ist schwierig zu berechnen. Man benétigt
dazu Dirichlet-Integrale.

b) Fiir die n-dimensionale Normalverteilung N(p,Y) mit 4 € R™ und
positiv definite Matrix ¥ € R™*"™ gilt

1 1 _
flay,...zpn) = —)% exp <—2(x — )z - ,u))

(27)% (det X
z=(x1,...,2,)" €R"
) fis-- o fx i R® — R seien n-dimensionale Dichtenl (auch n = 1) und
at, ..., > 0 mit Zle o; = 1. Dann ist

k
= Z%’fi(@, r=(x1,...,2,) €ER"
i=1
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eine n-dimensionale Dichtel f(z) heilt Mischung der Dichten fi, ..., fn,

denn
f(x) =0
/f(x)dﬂf = /Zaz‘fi(ﬂf)dfﬁ = Zai /fi(ﬂf)dfb = Zai =1
T

Definition 4.8 (stochastische Unabhangigkeit) Xi,..., X, seienZufallsva-
riablen/ (somit ist X = (Xi,...,X,) ein [Zufallsvektor). X1,..., X, heiflen
stochastisch unabhdingig, wenn

Fx(z1,...,2n) = Fx, (1) ...  Fx,(zn) Y(x1,...,2,) € R™.
Also sind X1, ..., X, stochastisch unabhingig, wenn
P(Xl §$17~--,Xn S:En) :P(Xl SZEl)P(Xn SZEn)

& PHw| Xi(w) <zipn...n{w | Xp(w) <a,})
= PHw|Xi(w)<z}) ... - PH{w | Xpn(w) <zpn}) Va;

Das heifit X1, ..., X, sind lstochastisch unabhéngig genau dann, wenn die
Ereignisse

Ai={w | Xi(w) <z}, i=1,...,n, Vo1,...,2,

stochastisch unabhéngig/im Sinne der Definition 2.16 sind. Bestimmte i1, . . . , i
lassen sich auswéhlen, durch Setzen der anderen x; = oc.

Lemma 4.9 Sei (Xi,...,X,,) ein absolut-stetiger [Zufallsvektor mit Dichte
J(x1,....x,)- Dann hat jedes der X; eine Dichte

fXZ(SL') = / / f(Xl’“_7Xn)(l'1,...,l’,...,l’n)dl‘l...d$i,1d$i+1...dl'n.
—00 —00

Wenn gilt

n

fxi, o x) (@1, 20) = Hin(xi) VIi,...,2n €R,
=1

dann sind X7, ..., X}, stochastisch unabhéngig. Sind umgekehrt die X1,..., X,
stochastisch unabhingig mit Dichten fx,, so ist

n

Fxu s @1 sza) = [[ fxi(@i) Vai,...,zq €R
i=1

eine Dichtel des Zufallsvektors (X1,..., X,).
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Beweis:
le. = / / f(Xh“_’Xn)(.Tl,...,$n)d$1 ...dxi_1d$i+1 d:En

ist eine [Dichtel von X, da
xr
FXi ({L‘) = P(Xl S $) = / in (tz)dtz
—00

Es gilt
Tn 1 T
F(X1,...,Xn)(x17---7$n> :/ / Hin(ti)dtl...dtn
e T04=1

= H/ Z in(ti)dti = HFXZ(QZZ) Vai,...,xn € R
i=1v > i=1

Also sind die X1, ..., X,, stochastisch unabhéngig (siehe Definition 4.8).
Sind umgekehrt die X7y, ..., X, |stochastisch unabhéngig, so folgt

n

Fix, . x) (@1, m0) = H Fx,(xi)
i=1

Somit ist

Hsz‘ (t,)

eine Dichte von (X1,...,X,,).

Im Fall von Zahldichten| vereinfacht sich Lemma 4.9 zu

Lemma 4.10 Seien X71,..., X, diskrete Zufallsvariablen mit Tragern
T1,...,T,. Dann sind die X1, ..., X, genau dann stochastisch unabhéngig,
wenn

P(X|=t1,...,Xn=1t,) :HP(XZ» =t;) Vit €T

Definition 4.11 Eine Folge von Zufallsvariablen { X, },en auf einem Wahr-
scheinlichkeitsraum (€2, A, P) heifit stochastisch unabhdngig, wenn die X, ..., X,
stochastisch unabhéngigl sind fiir alle n € N. Besitzen stochastisch un-
abhéingige Zufallsvariablen alle dieselbe Verteilung, so heiflen sie stochastisch
unabhdngig, identisch verteilt, kurz: stid (i.i.d. oder iid: ,,independent iden-
tically distributed.).
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Beispiel 4.12

a) Seien X1, Xy stochastisch unabhéngig, identisch binomialverteilt (X1, X stid ~
Bin(n,p). Dann gilt

P(X1=14i,Xo=j) = P(Xi1=1i) P(Xs=1)

= (- ()=

P(Xy=Xp) = PXX)({(6,5)]0<i,j<n, i=j})
= > PEXRI({(6,40)}) =D P(Xy =i, Xy =)
1=0 1=0
n n 2
= Srea=irta == | (T)ia-]
1=0 i=0

b) Seien X1, X2 stochastisch unabhéngig, absolut-stetig mit Dichtenl f1, fo.
Dann gilt

P(X1=Xy) = //f(l‘l,l‘g)dl‘ldl'g

T1=T2
IS o
= / fi(z1)dxy fo(x2)das = 0.
—o0 Jxo

=0

Beispiel 4.13 Seien X,..., X, stid ~ F (Verteilungsfunktion)). Dann gilt

a)SeiY : Q" - R : (wi,...,wy) — max{Xi(wi1),...,Xn(wpn)}. Dies
konnte z.B. interpretiert werden als das Maximum der ,, Laufzeiten“
von parallelen, unabhéngigen Prozessen X1,...,X,. Dann gilt

PY<z)=PX;<w,... Xy <2)=][[P(Xi<a)=F"(x) z€eR
i=1

Also hat Y = max{ Xy, ..., X,} die Verteilungsfunktion F"(z)

Beispiel: X; ~ R(0,1)

0 ,2<0 0 ,r <0
Fx,(x)=¢ =z ,0<z<1 F'(z)=¢ 2" ,0<z<1
1 ,xz>1 1 ,x > 1

b)Sei Y : Q" - R : (wy,...,wp) — min{X;(wy),...,X,(w,)}. Dann
gilt

PY>x)=PXy>uxz,....,Xp,>z)=(1 - F(x))".
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Also hat Y = min{X;, ..., X, } die Verteilungsfunktion 1 —(1—F'(z))".
Beispielsweise gilt fiir X; stid ~ Exp()), (A > 0)

PY<z)=1—e™% <0

d.h. Y ~ Ezp(nA). Das Minimum von i.i.d. Exzp(\)-verteilten Zufalls-
variablen ist Exp(n))-verteilt.

Beispiel 4.14 Seien die [Zufallsvariablen' X7, Xo |stochastisch unabhéngig,
identisch exponentialverteilt (X1, Xy stid Exp(\), A > 0). Dann gilt

P(X1+ X3 <2)

= // Ae Ao 0,00y (1) - Ae A2 0,00y (72)dz1dT2

0<z14+22<2

z 22— z
= / / e M\ A2 gy day = / e %2 [1 — @—/\(Z—xz)] dxo
o Jo 0

z
= / ()\e_)‘a’:2 — )\e_Az) drg =1 —e M — \ze ™
(o]
= FX1+X2(Z), ZZO.
Durch Differenzieren nach z erhalt man die Dichte

fxix,(2) = Xe™ — A (e_)‘z - )\ze_’\z> =Nz, 2>0.

Die Verteilung der Summe von stochastisch unabhéngigen, identisch Exzp(\)-
verteilten Zufallsvariablen ist absolut-stetig mit Dichte

flz) = )\Qxe_/\x]l[o,oo) (z).

Eine allgemeine Klasse von Verteilungen, die diese Dichtel als Spezialfall
enthélt, sind die I'- Verteilungen mit Dichten

A\
fOé,)\(:C) = lia_le_)\m]l(o,oo) (l‘), a, A >0,

I'(«)

wobei

F(a):/ e % dx
0

das I'-Integral ist (insbesondere gilt: I'(n) = (n — 1)! Vn € N). Eine Zufalls-
variablel mit Dichte f, (z) heiBt I'(c, X)-verteilt.
Spezialfille:

(i) a=1: Exp(\)-Verteilungen

(ii) « = 2 : siehe oben. Verteilung der Summe von zwei stochastisch un-
abhéngigen, identisch exponentialverteilten Zufallsvariablen.
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(iii) @ =n € N: Erlang- Verteilung mit Parametern n, A\ und

A" n—1_—Azx
fn)\(x) = (’I’L _ 1)‘56 16 A H(O,OO)(J")
Bezeichnung: Erl(n, \)
Verteilung der Summe von n i.i.d. Exp(\)-verteilten Zufallsvariablen
(s. spéter).

Beispiel 4.15 Sei {X,, },,cn eine Folge von stochastisch unabhéngigigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen und B € B'. Dann heif}t

S :=min{n € N | X,, € B}
die erste Fintrittszeit in B. Die Verteilung von S ist

P(S=k) = P(X\¢B,...,Xy1&B,X), € B)
= P(X1¢B)-....P(Xj_1 ¢ B) - P(X), € B)
= (1-p)*'p, keN, wobeip:=P(X;€B)

S — 1 ist also geometrisch verteilt mit dem Tréger N. S — 1 ~ Geo(p).
Konkret betrachte man z.B. eine unabhéngige Folge von Miinzwiirfen, so
daB X,, stid ~ Bin(1,p) und B = {1}. Dann ist

P(Xn e {l}) = P(Xn=1) =p.

{S = k} sei das Ereignis, dal beim k-ten Wurf erstmalig die 1 (entspricht
beispielsweise ,,Kopf“) auftritt. Setze X = S — 1, die Wartezeit bis zum
ersten Treffer. Dann ist X ~ Geo(p).

Satz 4.16 X1,..., X, seien stochastisch unabhéngige Zufallsvariablen und
I,J C{1,...,n} mit INJ = (. Dann sind (X;);er und (Xj),cs stochastisch
unabhéngige Zufallsvektoren.

Sind f, g meBbare Abbildungen (mit entsprechenden Bild-Mefrdumen), so
sind f((X;)ier) und g((X;);es) stochastisch unabhangig.

Beweis: MaPf La. 2.1.6, 2.1.7, S. 74
Beispielweise gilt: X7, ..., X4 |stochastisch unabhingig =— X1+ X9, X5+ X3
stochastisch unabhéngig.
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Transformationen von
Zufallsvariablen und
Zufallsverteilungen

Im folgenden werden allgemeine Hilfsmittel zur Berechnung der Verteilung
von Funktionen von Zufallsvariablenl beschrieben. Zur Motivation:

(i) X1, X9 iid. ~ Exp(A) (Laufzeiten)
Frage: X1+ Xo ~ 7 (Summe der Laufzeiten, s.o.)

(i) X1, Xo iid. ~ Ezp())
Frage: (Y1,Y2) = (min{ Xy, Xo}, max{Xy, Xo}) ~ 7
(2-dim. Verteilung)
Abbildung T : R?2 — R? : (z1,22) = (z1 A 22,21 V 22)

(iii) (Uy,Us,Us) gleichverteilt auf B = {(u1,u2,u3)|0 < u1 < ug < uz <
a}, wobei a > 0 fest.
Frage: (Y1,Y2,Y3)=( Uy Uy Uz, 2(U1-Us+ Uz -Us + Uy - Us) ,

-~

Volumen Ober flache
4(Uy + Uy +U3) ) ~7?

Kantenlange

(3-dim. Verteilung)

Satz 5.1 (Transformationssatz fiir Dichten) Sei X = (Xi,...,X,,) ein ab-
solut stetiger Zufallsvektor ! auf dem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 21, P) mit
Dichte fx. Es gelte

fx(xi,...,zn) =0 Y(x1,...,2,) € Mt

Beispielweise reprisentiere jedes X; einen Router in einem Netzwerk, der jeweils ge-
wisse Verzogerungszeiten besitzt.

41
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fiir eine offene Menge M C R™. Desweiteren sei
T: (R",%®B") — (R",B")
eine meBbare Abbildung (d.h. T-}(B) € B" VB € B") mit
(i) T =T|y ist injektiv (Restriktion von T auf M).
(ii) T ist stetig differenzierbar auf M.

(iii) Die Funktionaldeterminante

T,
det (6 ) # 0 auf M.
8a:j o
1<ij<n

Dann ist Y = T'(z) labsolut-stetig mit der Dichte

fx (T—l(yl, e ,yn)) 'HT(M)(yl’ -2 Un)
oT;
det ((893]-)19,]‘9 f—l(yl,...,yw) |

o1, ! ~
= |det ( ay; >1<. | fx (T (y1-.-. ,yn)) HT(M)(ylv e Un)-
<i,j<n

Jy(Wi, .o yn) =

Notation: Wir schreiben jetzt zur Vereinfachung 7' statt T.
Beweis: z.B. Krickeberg (63)

Beispiel 5.2 Der Zufallsvektor X = (X7, X2) sei gleichverteilt auf dem Ein-
heitsquadrat @ = (0,1)? mit der Dichtel fx (x1,22) = Lo 1y(21) - I10,1)(x2) =
Ig(x1,22), d.h. X1, Xy sind stochastisch unabhéngig und beide X; sind recht-
eckverteilt/ (X; ~ R(0,1)). Desweiteren definiere

T(x1,x2) = (y/71 cos(2mxa), /x1 sin(2wz2)) 1,22 € Q.

~\~

T1 T2

Dann gilt
1 B .
det <E)TZ- ) _ et 2\/1E ci)s(27rm2) 27\ /x1 sin(27x2)
Tj ) 1<ij<o NG sin(2mxg)  2my/T1 cos(2mx2)

= 7cos?(2may) + msin?(2ma)

= 7 (cos?(2mx2) + sin’®(27z2)) = .

Nach Satz 5.1 besitzt Y = T'(X) eine Dichte

1
Sy (1, 2) = —Ir@ (y1,92)
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mit K = T(Q) (Einheitskreis ohne positive x-Achse inkl. Nullpunkt, da @
offenes Intervall). Also ist Y = T'(X) gleichverteilt| auf dem Einheitskreis
(vgl. Bsp. 4.7).

Beispiel 5.3 (Rayleigh-Verteilung) Seien X, Y zwei stochastisch unabhéngi-
ge, identisch verteilteZufallsvariablen, die normalverteiltl N (0, 02) sind und
eine gemeinsame Dichte

1 22 1 2
faxyy(z,y) = ﬁie 20 - e 2? (z,y) €R?

TO 2ro

besitzen (Produkt der Randdichten). Die Abbildung

T: (z,y) = (r¢) : R*\{z =0} — (0,00) x (0,2n)
mit

r = a2 +¢? (Linge) und

{ arctan ¥ cy>0

. . o
rtarctan? oy <0 (Winkel) (mit arctan(do0) = 7)

®

transformiert nun auf Polarkoordinaten. Die Umkehrabbildung ist dann ent-
sprechend T~1 : (r,¢) + (rcosy,rsinp). Mit dem Transformationssatz
kann die Dichte berechnet werden durch

aT'—l e
det< L > :det<C.OS(p TSIH(p)zr(cosQLp—i-siano):r.
0z 1<ij<2 sinp 7cosy

Somit besitzt (R, ®) = T'(X,Y) nach dem Transformationssatzl eine Dichte

1 _ r2 cos2 «p+r2 sin2 %)
firay(r o) = L 202 1+ L0,00) () L(0,27) ()
T ,LQQ 1
= 3¢ 20,00 (1) - 5 T0,2m) ()

Also sind R, ® stochastisch unabhéngig| mit

2

r o _r°
fr(r) = e 22 (g o) (7),

o
Rayleigh-Verteilung genannt (kurz: R ~ Ray(o?)), und

1

fo(p) = %H(O,Qﬂ') (©),

wobei ® rechteckverteilt! ist (® ~ R(0,27)).
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Lemma 5.4 Sei X = (X1, Xy) ein Zufallsvektor, absolut-stetig mit Dichte
fx(z1,22). Dann ist Y = X; + X3 absolut-stetig mit Dichte

fy(y) = /Oo fx(t,y—t)dt, y eR.

Beweis: Mit dem Transformationssatz folgt, unter der Wahl von T'(x1, z2) =
(z1,21 +22), T~ (y1,92) = (Y192 — 91)

det(aTi> —det<1 0>—1.
Ox; 1<i,5<2 L1

Also gilt fy(y1,92) = frox)(Wi,v2) = fx(y1,y2 — y1). Es folgt fy(y) =
ffooo fx(y1,y — y1)dyr (zweite Randverteilung, Integration iiber erste Kom-

ponente).

Speziell folgt aus Lemma 4.9, dafl, wenn X7, X5 [stochastisch unabhéingig
sind (also f(Xl,Xg)(-Tla-T2) = fx (z1) - fXQ(l‘Z))? dann gilt

fxi4x.(y) = /_ fx, () fx,(y—t)dt yeR.

Bei [stochastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X7, Xo heifit die Verteilung
von X + Xo Faltung (convolution) der Verteilung von X; und Xo.
Bezeichnung: PX17X2 = pXi 4 pX2,

Beispiel 5.5

a) Seien X3, Xy zwei stochastisch unabhéngige, T-verteilte [Zufallsvaria-
blen' mit Parametern «, 5, A > 0 (X1 ~ I'(a, \), Xo ~ T'(5,A)). Dann
gilt

X1+X2NF(O[+ﬂ,)\)

d.h., T(a, )« T(B,\) = T'(a+ 3, A). Die I'-Verteilung ist also faltungs-
stabil.

b) X1, Xy seien stochastisch unabhingige, mormalverteilte Zufallsvaria-
blen/mit Parametern p1, o € R, 01,02 >0 (X1 ~N (ul,af) , Xo~N (/.LQ,O’%)).
Dann gilt

X1+ Xo ~ N (1 + p2,07 +03) .
d.h.,

N (p1,07) *N (N270§) =N (m + p2, 07 + 03)
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Beweis:

I~ 1 _ <t—u%>2 1 _ (y—t—gz)Q
/ e 20’1 . e 20’2 dt
—00 V2Toy 2mo

1 _(y—ul—u2)2
== ¢ 20it)

V2my\/o? + 0}

c) Sei die Zufallsvariable X normalverteilt (X ~ N(0,1)). Dann gilt

X2 ~T 1’1
2°2

Beweis: Sei x > 0. Dann gilt

Ve ‘
P(X*<z) = P(—ﬁngﬁ)—/ \/;ejdt
—Vz V2T

(Substitution u = t2, dt = ﬁdu)

2/361 -3 1 4
= (& u
0 V2m 2y/u

Die Dichtel von X2 ist also

1
L ymsem5 = (%)21'_%6_% x>0
fx2(x) =4 Vor r(3) -
0 sonst
(Dichte einer I' (%, %)—Verteﬂung). Mit a) folgt: Seien die [Zufallsvaria-
blen X1, ..., X, stid ~ N(0,1). Dann gilt X7 4+ ...+ X2 ~ T (%,3).

r (%, %) heiflt x2- Verteilung mit n Freiheitsgraden (Bezeichnung: x2),
mit der Dichte

x%_le_%ﬂ(om) (x).

Mit Beispiel 5.3 folgt: Sei Y ~ x3 = I'(1,3). Dann ist X = VY ~
Ray(1).

d) (siehe Beipiel 4.14) Seien X7y, ..., X, stid ~ Exp(A) = I'(1, \) mit Pa-

rameter A > 0. Mit a) folgt
Sp=X1+...+X,, ~T'(n,\)

(Erlang-Verteilung mit Parameter n, \). Als Interpretation stelle man
sich ein X; als Bedienzeit fiir eine Anforderung an einen Server vor.
Dann wire S, die Gesamtbedienzeit fiir n Anforderungen.
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Umgekeht kénnte man auch fragen, mit welcher Wahrscheinlichkeit im Inter-
vall [0,¢] genau n Anforderungen bedient werden, also wieviele Kunden mit
Exp(A)-verteilten Bedienzeiten der Server bis zur Zeit ¢t > 0 (fest) schafft.

Definition 5.6 Sei {X,,},cn eine Folge von stochastisch unabhéngigen| [Zu-
fallsvariablen (z.B. Bedienzeiten) die exponentialverteilt/sind (X; ~ Exp()),i €
N,A > 0).

N(t):max{neNo| En:Xi<t}:

PSfrag replacements =1

heiBt dann Pobbkbh-Prozess mit Parameter A > 0 (Bezeichnung: PP())). Die
Xn heien auch Jwischenankunftszeiten oder Verweilzeiten (sojourn times,
interarrival timas, dwell times). Die S, = > 7 | X; heiBen Ankunftszeiten
(arrival times). x2

T3

T4

T5

{nemf;xm}‘

=1

QU s W N+~

Interpretation: Anforderungen kommen mit Exp()\)-verteilten Zwischenan-
kunftszeiten an. N(t) zahlt die Anzahl der Kunden, die bis zur Zeit ¢ ange-
kommen sind.

Lemma 5.7 Fiir alle t > 0 besitzt N(t) eine Poissonverteilung mit Parame-
ter At, d.h. N(t) ~ Poi(At)

At)k
P(N(t) = k) = e_’\t(k'), k € Ny
Beweis: Fiir k=0 gilt

PIN(t) =0) = P(X; > t) = 1= (1— ) =¥ = e (A"

k k+1 k k+1
P(N(t)=k) = P(ZXigt,ZXi>t>:P({ZXigt}\{ZXigt

k k+1
= P( in gt)-P( ZXZ- gt)
=1 =1

~Erl(k,N) ~Erl(k+1,))
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(k-1 k

Es gilt sogar fiir N5, = N(t) — N(s), 0 < s <t.
Zuwachs im Intervall (s, t]:

o N(s,t] ~ POi()\(t — S))

® N, 1), ¢ € N sind stochastisch unabhangig und Poisson-verteilt mit
Parameter A(t; —s;), falls die Intervalle (s;, t;] paarweise disjunkt sind.
Die Zuwéchse eines [Poisson-Prozesses| sind stochastisch unabhéngigel
Poisson-verteilte Zufallsvariablen.

Im folgenden werden nun Summen von diskreten [Zufallsvariablen behandelt.

Lemma 5.8 Seien X7, X5 stochastisch unabhéngige ldiskrete [Zufallsvaria-
blen mit Trager No und den Zahldichten! fx,, fx,. Dann besitzt die Zufalls-
variable X; + X5 die Zahldichte

k
Fxiaxa(k) =Y fx, (1) - fx,(k—1i), k€N
=0
Beweis:

P(X1+X2 :k>

k
P (U({X1 =i}N{Xy=k— z’}))

= Y P(X1=1i) P(Xy=k—1)

=0 G) Fxp (k—i)

Beispiel 5.9 Seien X, ..., X, stid und geometrisch verteilt mit Parameter
0 < p < 1. Dann gilt

= n+k—1 k
P Xi=k|= 1—p)fp", keN
(; ) ( o1 >( p)*p € No
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Diese Verteilung heiit negative Binomialverteilung (Bezeichnung: Bin(n, p)).
Es gilt also

Geo(p) * ... * Geo(p) = Bin(n, p)

n mal

X1+...+X, entspricht dabei z.B. der Wartezeit bis zum n-ten Treffer (ohne
die Treffer mitzuzédhlen).

Beweis: (mit Vollstéandiger Induktion)
n=1:

Pi= = (§)a-prt=a-ptp

P(i}g:k) = iP(ZX —y) Xnt1 =k —j)

7=0
b n+j—1 , ,
= Z( 0 ) p)Yp"(1—p)*p
7=0
i n+j—1
= (" e
7=0
b n+j5—1
— 1 k. n+1 -
it (")
(%)

Lemma 5.10 Es gilt

a) Bin(ny,p) * Bin(ng, p) = Bin(n; + ng,p) mit ny,ne € N, 0 < p < 1.
Insbesondere gilt

Bin(1,p) *...* Bin(1,p) = Bin(n, p).

n mal
b) Bin(nq, p) * Bin(ng, p) = Bin(ny + ng, p) mit n1,ne €N, 0 <p < 1.
c¢) Poi(\1) * Poi(A2) = Poi(A1 + A2).
Diese drei Verteilungsklassen sind faltungsstabil.

Lemma 5.11 Seien X7, X5 stochastisch unabhingig, absolut-stetig mit Dich-
ten fx,, fx,, wobei fx,(z) =0, i € {1,2}, falls z < 0. Dann gilt
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a) Y = X; - X ist [absolut-stetig mit Dichte

fr(y) = /00 %fxl (%) fx, (D)dt - Lg,00) (y)-

0

b) Z = % ist [absolut-stetig mit [Dichte
Fr) = [t 0 (0t T 0).

Der Beweis benutzt den Transformationssatz fiir Dichten mit 7'(z,y) = (x, z-
y) bzw. T(x,y) = (a;, %)

Beispiel 5.12 X3, Xy s.u. ~ R(0,1), d.h. fx,(z) =L1)(z). Z = % besitzt
die Dichte

fz(y) = /0 t Lo (yt) Loy@®)dt  ,y>0

1
yt<1l = t<=,t<1,¢t>0
Y

min{%,l} .2 min{%,l}
= tdt=—
[ a3
0 0
[ 3 ,0<y<1
Tl 21

PSfrag replacements PSfrag replacements

Ix, fz(y) = f% (y)

Beispiel 5.13 X1, Xo s.u,, X1 ~ (o, \), Xo ~ T(8,A), &, B, A > 0

a) Y = XL besitzt eine Dichte
X2

Tla+B) xo !

fY(x) = F(a)F(ﬁ) (1 +$)a+6 H(O,l)(w)

b) Z = ﬁ besitzt die Dichte

T(a+B)

= D)) 2t (1 —2)" ! T 1 (2)
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Z heiit Beta-verteilt mit Parametern «, 5 > 0. Bezeichung: Z ~ Beta(a, [3).
Beachte: a =38 =1

fz(z) = 2? (1) I ) ()

ist Dichte von R(0,1).



Kapitel 6

Erwartungswerte und Momente
von Zufallsvariablen

Zur Motivation der in diesem Kapitel eingefithrten Begriffe zunéichst zwei
Beispiele:

a) Betrachte ein einfaches Wiirfelspiel mit einem fairen Wiirfel. Ein ma-
thematisches Modell fiir die stochastische Analyse wire eine [Zufalls-
variablel X auf einem Wahrscheinlichkeitsraum (€2, 2, P) und der Ver-
teilungl P(X = 4) = 1/6, ¢ = 1,...,6. Moglich wéren nun folgende
Problemstellungen:

e Angenommen, es werde bei jedem Wiirfelwurf die Anzahl der ge-
worfenen Augen in EURO ausgezahlt. Dann ist der festgelegte
Spieleinsatz die ,,mittlere* oder zu ,,erwartende“ Auszahlung. Die-
ser ist ganz intuitiv

1
E(X)==-1+...2-6=3,5

1
6 "6
Die ,,mittlere“ Auszahlung betridgt dann also 3,5 EURO

e Angenommen, es werde bei jedem Wiirfelwurf das Quadrat der
geworfenen Augen in EURO ausgezahlt. Dann ist die ,,zu erwar-
tende“ Auszahlung

9(X)=X?

1 1 _
E(g(X)):7-12+...+662:6-91:15,16

b) Unter dem Namen ,, Petersburger Paradozon® ist folgende Uberlegung
von Nikolaus Bernoulli (1695-1726) bekannt geworden. Fiir ein verein-
fachtes Roulettespiel, bei dem die Farben ,,Rot“ und ,,Schwarz® jeweils
mit der Wahrscheinlichkeit 1/2 auftreten, gibt es eine Gewinnstrategie.

o1
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Dabei wird solange gespielt, bis das erste Mal gewonnen wird. Solange
man verliert, verdoppelt man den Einsatz in jedem Spiel. Angenommen
man beginnt das erste Spiel mit einem Einsatz von 1 DM und gewinnt
das erste Mal beim n-ten Spiel. Dann beléduft sich der Gesamteinsatz
bis dahin auf 14+244+...42" = 2"+ —1 DM. Man bekommt allerdings
27+1 DM ausgezahlt, womit sich der Gewinn auf 1 DM beliuft.

Eine mathematisch formalere Modellierung konnte so aussehen: Sei
{Xy }nen, eine Folge stochastisch unabhéngig, identisch verteilter| Zu-
fallsvariablen, die mit Parameter (1,3) binomialverteilf sind (X ~
Bin(1,1/2)). Dabei bedeute {X,, = 1}, dafl im n-ten Spiel ,Rot* auf-
tritt (0.B.d.A. werde immer auf ,Rot* gesetzt). Dann ist S = min{n €
No | X, = 1} der Zeitpunkt, an dem erstmalig ,Rot“ auftritt mit
S ~ Geo(z) und P(S = k) = (1 — p)*p, k € Ny. Die Auszah-
lung A ist 1 DM A = 1, falls § < o0, also P(A = 1) = P(S <
) = Y 1oy P(S = k) = 1. Somit betréigt die erwartete Auszahlung
EA)=1-P(A=1)=1.

Diese sichere Gewinnstrategie erfordert dummerweise unendlich viel
Kapital und unendlich viel Zeit (Zumindest letzteres steht aber dem
Informatikstudenten an der RWTH nicht zur Verfiigung.). Insofern ist
die Frage nach der zu erwartenden Auszahlung bei begrenztem Kapital
interessant. Angenommen das maximale Kapital betrigt 2 — 1 DM.
Das heifit, dafl hochstens L — 1 Spiele spielbar sind. Also ist die Aus-
zahlung A = 1 genau dann, wenn S < L — 1 und A = — (2% — 1) genau
dann, wenn S > L. Somit gilt fiir die Verteilung

= 1 1
PA=1)=PS<L-1)=3 s =1

k=0
P(A=—(2" 1) =P(S>1)=1-P(A=1)=

Fiir die erwartete Auszahlung ergibt sich also
1 I 1
E(A) =1 (1—2L> — (2 —1)-27:0

In beiden Beispielenist E(X) =Y. i-P(X = 1) bzw. E(g9(X)) =, 9(i)P(X =
i), wobei die i die Triagerpunkte sind. Beachte bei der Erweiterung von E
auf unendlich viele Trigerpunkte oder absolut-stetige Zufallsvariablen, daf}
die Summe bzw. das Integral wohldefiniert sind.

Definition 6.1 (Erwartungswert von Zufallsvariablen) Sei g eine reellwer-
tige Funktion.
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a) Sei X eine diskrete Zufallsvariable mit Trager T = {x1,2z2,...} C R
und |Zéhldichte f. Falls

> lglaa)lf () < oo,
i=1
so heifit
E(g(X)) =Y g(z)f(z:) = gz P(X = x;)
i=1 i—1

der Erwartungswert von g(X).

b) Sei X labsolut-stetig mit Dichte f. Falls
| ls@lswyis < .

so heif3t

mmx»:/wmmﬂmm

—o0
der Erwartungswert von g(X)

Insbesondere gilt fiir die Identitidt g(X) = X
o0
EX)= Z x; P(X = x;) bei diskreten Zufallsvariablen
=1

E(X)= / x f(x)dz bei absolut-stetigen Zufallsvariablen

—00
Fiir beliebige [Zufallsvariablenl kann der [Erwartungswert mit Hilfe der Ver-

teilungsfunktion wie folgt berechnet werden.

Lemma 6.2 Sei X eineZufallsvariable mit Verteilungsfunktion F. Falls fEOO F(z) dx <
oo und [;%(1 — F(z)) da < oo, so gilt

0 o)
B(X) :_/_ F(a:)dx—i—/o (1- F(z))dz

Beweis: Nur fiir den Fall differenzierbarer Verteilungsfunktionen F' (F'(x) =
f(z) ist dann eine Dichte)). Es gilt sowohl

(ioo—/o xf(:v)dmz—/o xf(x)dx

—0o0 —00

0
/_ F(z)-ldx = F(x) -z
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als auch
/Ooo(l—F(x))-ldx _ (1-F@) -z
= /OO f(x) - xdx
0

Oo—/ooo—f(x)-:cdx

0

Zusammen

B(X) = /0 xf(x)dx—i—/oooxf(x)dx

—0o0

_ _/0 F(a;)dx—i—/ooo(l—F(a:))dx.

E(X)=B- A

Beispiel 6.3 Der Erwartungswert/ fiir eine...

a) ..Jgeometrisch verteilte Zufallsvariable X (X ~ Geo(p), P(X = k) =
fk) = (1—p)*p, k€ No, 0<p<1)

E(X) = > k(1—-pfp=> k(l—p)fp=> (k+1(1—p)*'p

k=0 k=1 k=0
= 1-p)) k1-pfp+1-p > (1—p)* p
k=0 k=0
B(X) =1

b) ...lexponentialverteilte|Zufallsvariable X (X ~ Exzp()\), f(z) = Ae %, 2 >
0, A>0)

o) [e.e]
E(X) = / :c-)\e_’\x]l(o’oo)(:c)dx:/o zhe M dx (6.1)

—00
() o0 1
+/ e My = — e
0 0 A

Also ist E(X) = %, falls X mit Parameter A exponentialverteilt| ist.

o0

= —ze

1
o A
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¢) ...normalverteilte/Zufallsvariable X (X ~ N(u,02), u € R, o > 0) mit

Dichte
1 (z—p)?
xT) = e 22  zreR
f(z) G
ist
_(@-w)? 1 o0 _a?
BX) = / 27m = 2770/ (@ p)e = de
—o0
2 1 oo I2
= 5 / xe 202dx—|—,u oL / e 222dxr=p
o J— o J -0
=0 da ungerade =1

Also ist E(X) = u, falls X mormalverteiltl mit Parameter u,o? ist
(X ~ N, 02).

Lemma 6.4 Sei X eine diskrete [Zufallsvariablel mit [Trager Ny. Dann gilt

E(X) = iP(X > k) = iP(X > k)
k=1 k=0

Beweis: mit Lemma 6.2

E(X) = /000(1 ~F(x))de =Y P(X>k)=> P(X>k)

P(X>0)=1-P(X =0)

Erwartungswertel von Funktionen von [Zufallsvektorenl werden wie folgt be-
rechnet.

Satz 6.5 Sei (X1,...,X,) ein Zufallsvektor/und g : R” — R! eine mefibare
Funktion

a) Sei (X7y,...,X,) diskret! mit Trager, T' = {t1,t2,...} C R™ und Zihl-
dichtel f(x, ... x,)- Falls

Sl (t)] £ () < o0
=1
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so gilt
E(g(X1,... Xn)) = Y gt f(t:)
i=1
= Zg(tz X17 7X ):tz)
=1
b) Sei (X7, ..., X,) absolut-stetig mit Dichte f. Falls
/ /|g W f(x1,.. o xp)dey .. dey, < 00,
so gilt

E(g(Xl,...,Xn)):/.../g(xl,...,xn)f(xl,...,xn)dxl...da:n.

Beispiele fiir Transformation g:

(X,Y) +— X4V
(X1,X2) — aX1+0bX2, ab e R
(X,Y) — X.Y

Satz 6.6 (Eigenschaften des Erwartungswertes) (auftretende Erwartungs-
werte sollen existieren)

a) E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y) Va,b € R (Linearitit des Erwartungs-
wertes).

Beweis: fiir absolut-stetige |[Zufallsvariablen

= a / / zfixy)(z,y)drdy +b / / yfixy) (@, y)dzdy

— a/xfx(:c)dw-f—b/ny(y)dy
= aE(X)+bE(Y)

b) X <Y = E(X) < E(Y) (Monotonie)

¢) Fiir X =14, A €U gilt

E(X)=E(Is) = / [4dA = P(A)
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Beweis:

1, wed
HA(w):{O we A

E(I4) = 1.P(A)+0-P(A'3) — P(A)

d) P(|X|>¢) < E(LXD Ve > 0 (Markoff-Ungleichung)
Beweis:
c | X|>e¢
ve>0 C‘H{X|>c}:{ 0 ¢ |X[<ec }S X
E(c-Ixsq) = ¢ P(IX[ > ¢) < B(IX])
E(X])
c

Also P(|X|>¢) < Ve>0

e) X,Y seien stochastisch unabhéngig. Dann gilt
E(X-Y)=EX)-E(Y)
Beweis: Fiir diskrete, stochastisch unabhéngige| Zufallsvariablen/ X, Y

EX-Y) = Zl’iyjf(X,Y) (zi,Y5)
4,3

e Zfb’zyjfx (z:) fy (y5)
= (infx (%’)) > yify () | = E(X)- E(Y)
i J

Fiir absolut-stetige Zuvallsvariablen X, Y

E(X.Y) = //x'y'f(X,Y)($7y) dy dx
= |[[a v 1x@v ) dy do
= [em@ s [urvw)ay = B EW)

Definition 6.7 X,Y seien [Zufallsvariablen. X und Y heilen unkorreliert
(uncorrelated), wenn E(X -Y) = E(X) - E(Y). Mit Satz 6.6.e folgt, da8,
falls X, Y |stochastisch unabhéngig sind, X,Y auch unkorreliert sind (Um-
kehrschluf} ist i.A. falsch, aufler z.B. bei der Normalverteilung).
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Transformationen mit besonderer Bedeutung sind

g(X) = XF keN
g(X,Y) = (X —EX)(Y —EY)

Definition 6.8 X,Y seien Zufallsvariablen. Alle im folgenden auftretenden
Erwartungswerte sollen existieren.

a) E(X*), k € Ny heifit k-tes Moment (k'™ moment) von X (speziell
k=1: Erwartsungswert/ von X).

b) E (X — EX)*) heiit k-tes zentrales Moment (central moment) von
X.
Speziell fiir den Fall £k = 2 heifit £ ((X — EX)Q) = Var(X) = V(X)

die Varianz (variance) von X. y/Var(X) heifit Standardabweichung
(standard deviation) von X.

Fall k=1: E(X —EX)=EX — E(EX)=EX —EX =0

c) Cov(X,Y) = E(X — EX)(Y — EY)) heifit Kovarianz (covariance)
von X und Y.

B Cov(X,Y)
Corr(X,Y) = /Var(X),/Var(Y)

heiit Korrelation (correlation) von X und Y.

Lemma 6.9 X,Y, X1,..., X, seien [Zufallsvariablen, auftretende Momente
sollen existieren.

a)
Cov(X,Y) = E(X-Y)-EX)E®Y)
Cov(X,X) = Var(X)=E(X?) - (EX)?
Beweis:

Cov(X,X) = E((X - EX)(X - EX)) =E((X - EX)?
Var(X)
Cov(X,Y) = E((X - EX)(Y —EY))
= E(XY - (EX)Y — X(EY) + (EX)(EY))
= E(XY)-E((EX)Y) - E(X(EY))

+E((EX)(EY))
= E(XY)—(EX)(EY)— (EX)(EY)+ (EX)(EY)
= E(XY) - (EX)(EY)
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b)
Var(aX + b) = a*Var(X) Va,b€R
Beweis:
Var(aX +b) = E ((aX +b— BE(aX + b))2>
= B((aX +b-aBEX ~ E1))*)
b
— E((a(X - EX))*) = B (*(X - BX)?)
= a*Var(X)
c)
Var (Z X,-) = Var(X;)+2- > Cov(X;, X;)
i=1 i=1 i<j
Falls Xi,...,X,, paarweise unkorreliert! sind, also insbesondere falls
X1,...,X,, gemeinsam stochastisch unabhingig sind, gilt
Var (Z X,) = ZVar(Xi).
i=1 i=1
Beweis:

e ($) - #((50)) - (+(5))

ij=1 i=1
= E| Y XiX;| - Y E(X)E(X))
ij=1 ij=1
= Y E(X:X;)- ) E(X)E(X)
ij=1 ij=1
= > (B () - (B(x)°)
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i=1 1#]
= ) Var(X;)+2-)_ Cov(X;, X))
i=1 1<J

d) Es gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
|Cov(X,Y)| < /Var(X) - Var(Y).
Insbesondere folgt |Corr(X,Y)| < 1. Beweis:

B(XY)| = \ [ s @ dyj

IN

/ 2yl f () dx dy = / lally|f(z,y) d dy

([ emsc) (// ) ds i) ;

fx(z) fr(y)
- ([ daz)é W dy)é
= (pee) (p0)
B(Y) < VEGOEW)

Xe X-EX, Y« Y —FEY

IN

= E((X - EX)(Y -EY)) < \/E((X ~ EX)?)E((Y - EY)?)
— Cov(X,Y) < /Var(X) - /Var(Y)

Interpretationen:
E(X) . Erwartungswert
Var(X) : Streuungsmaf

Cov(X,Y) : Korrekturterm bei Varianz von Summen, Maflzahl fiir den li-
nearen Zusammenhang von Zufallsvariablen.
Es gilt: Ja,b e R : P(X =aY +b) =1« |Corr(X,Y) = 1|
Beachte:

Cov(X, V)

V(X)yV(Y)

1

(©9)

|Corr(X,Y)| =



Kapitel 6. Erwartungswerte und Momente von ZV's 61

Satz 6.10 Gx,(z),Gx,(z) seien erzeugende Funktionen| von |diskreten, lsto-
chastisch unabhéngigen Zufallsvariablen X, Xo, bzw. Lx, (s), Lx,(s) die
Laplace-Transformierten von absolut-stetigen|stochastisch unabhéngigen|Zu-
fallsvariablen X7, Xo > 0. Dann gilt

Gxi+x:(2) = Gx.(2) Gxy(2), [2] <1 bzw.
Lx,4+x,(8) = Lx,(s) Lx,(s), s>0

Beweis: Es gilt
o
Gx(z) = Zpkzk =F (ZX)
k=0

Lx(s) = / e f(x)de =FE (e_SX)
0
Also fiir X7 + X
Gxi4x,(2) = E (M%) 2 B (5. 2) =E(2Y) B (27)
= GX1(Z) ) GX2(Z)7 2] <1
o) = B (e00) B %o

S~ Y~
S.u.

= E(e*X) . E (") =Lx,(s) - Lx,(s), s>0
Beispiel 6.11

a) Sei X |binomialverteilt mit Parametern n,p. Dann ist Gx(z) = (1 —
p+pz)", |z| < 1. Wenn X; ~ Bin(ny,p), Xa ~ Bin(ne, p) stochastisch
unabhéngig| sind, dann ist

Gx,+x,(2)=(1—=p+pz)"-1—p+pz)?=(1-p + pz)tne

die erzeugende Funktion einer Binomialverteilung mit Parametern n, +
ny und p (= X1 + Xo ~ Bin(ng + ne,p)).

b) Sei A 75 M, Xl,XQ s.u.,

A
Xi NEXP()‘)a LXI(S) = s+ N\ 520
Xo ~ Exp(p),  Lx,(s) = Siﬂ’ s20
A [ B A A _#
L — . = *
X1+X2(8) 5+>\ S+/‘I’ /‘[/—)\84’)\—’_)\*#5‘1’”
Die Dichte
K -z —Hz

= (- !

f(x) <M—)\ e +/\_Mﬂe ) (0,00) ()

liefert die Laplace-Transformierte| L x, 1 x, (s), also hat X7+ X5 die obige
Dichte, X; + Xo ~ f(x).
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Satz 6.12 (Transformierte und Momente)

a) Sei G(z) = 3°72, P(X = k)2* die lerzeugende Funktion einer diskreten
Zufallsvariable X mit Trager| Ng. Dann gilt

E(X)=G'(1)
EB(X - (X—-1)--(X—k+1) =G®(1)
k-tes faktorielles Moment

Demzufolge ist E (X?) = G'(1) + G"(1).

Beachte: Es gilt G (1) = lim,1; G®)(2), falls G(2) nicht existiert fiir
z>1.

Beweis: Sei p, = P(X = k).
G(z)=> 2 p
k=0

G'(2) =Y pekz", |2<1 = GQ)=) p-k=EX)
k=0 k=0
(Abelscher Grenzwertsatz)
G'(2) =) _pk(k-1)27 = G"(1)=> pkk-1)
k=0 k=0

= B(X(X - 1))
Speziell: E(X (X — 1)) = E(X?) — E(X) = BE(X?) =G"(1)+G'(1)

b) Sei L(s) = [, e f(x)dx, s > 0 eine Laplace-Transformierte| einer
absolut-stetigen [Zufallsvariablel X > 0 mit [Dichtel f. Dann gilt

E(X)=-L'(0)
E (Xk) = (1) L™ (0).

Beispiel 6.13 (Berechnung von Momenten)

a) Sei X bbinomialverteilt mit Parameter n,p, 0 < p < 1. Berechung des
Erwartungswertes| (3 Methoden):

() B(X)= X0 ok()h(1—p) = =np

(ii) Sei X ~ >, X; mit X; istid und alle X; ~ Bin(1, p). Dann ist
fiir alle X; der Erwartungswert| E(X;) =1-p+0-(1—p) =p
und fiir X

E(X)=E (ZX) =Y E(X))=) p=np.
=1 =1 =1
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(iii) Uber die lerzeugende Funktion

G(z)=(pz+1-p)" = G'(z) =nlpz+1-p)" " p
G'(1) =np = E(X)
Die Varianz wird wie in (ii) berechnet:

n

Var(X) = Var (Z XZ-> = ZVar (Xi) © Zp(l —p)

=1
=np(l —p)
Var (X;) = E (X2) — (E(X;))? ()
—B(X2) -p Zp—p?=p(1-p)
E(X})=1p+0*(1—p)=p ()

b) Sei X lexponentialverteilt mit Parameter A > 0. Dann gilt

A k A
Lx(s) = S50 LX) = (D RSy
k _
L¥(0) = (~1)kkIA*
Also gilt
| 2
E (X’“) = KA, keNo, B(X) =7, E(XY) =
o 1 1
_ 2 2 _ _
Var(X) = B (X2) = (BX)* = 5 = 33 = 33

¢) Sei X mormalverteilt! mit Parametern pu = 0, 02 = 1 (X ~ N(0,1)).
Dann ist £(X) =0 und

1 o0 2 2 > 2
E(X?) = / 22e 24y = / 22e % 2y
( ) V2T J V21 Jo
2 d
<Substitution: % =y, doe = y)

V2y
2 /OO a1
= — 2ye™Y ——=dy
V2r Jo V2y
2 e}
- e =1

Integral iiber Dichte einer I" (%, 1)—Verteilung

Es folgt: Var(X) = E (X?) — (EX)? =1 — 0 =1 (Varianz einer Stan-
dardnormalverteilung = 1).
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Y = 0X + p besitzt die Dichte

1 _w=w?
fy(y) = ¢ 202 (Transformations-Satz)

\V2ro

dh. Y ~N (u,az).
Also gilt

EY)=FE(oX+pu =cE(X)+p=p und
Var(Y) = Var(¢X + p) = 0*Var(X) = o2

Das bedeutet, daf der erste Parameter einer Normalverteilung den [Er-
wartungswert und der zweite die Varianz darstellt.



Kapitel 7

Bedingte Verteilungen und
Erwartungswerte

7.1 Diskreter Fall

Seien X,Y diskrete Zufallsvariablen mit Trdgern 7|y y) und gemeinsamer
Zahldichte

f(X,Y)(xay) = P(X =Y = )7 ($,y) € T(X,Y)'

Es heif3t
P(X=z,Y=y) _ [fxy)®y) . 0
POV=y) A L) >
Fxiy (zly) = fx(z) (oder bel. andere Zahl- : fy(y) =0

dichte mit Trager Tx)

bedingte Zdhldichte von X unter Y = y (analog zu Definition 2.14). Be-
achte: fx|y(z|y) ist eine Zéhldichte fiir alle festen y € Ty. Die zugehorige
Verteilung| heifit bedingte Verteilung von X unter Y =y, also

P(X € AlY =y) = P*"=Y(4) =Y fxpy(zly), ACTx,yeTy.
T€EA

Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit (Satz 2.15a) liefert

fx(@)=PX =2)= 3" fxy@lyfrly), zeTx (»

yeTy

Beispiel 7.1 Seien fx|y(k|n) = (W) (1=p)"~* k=0,...,n,also PXIN=n _
Bin(n, p) und N |poissonverteilt mit Parameter A\, N ~ Poi(\). Als Interpre-
tation stelle man sich bespielsweise ein zweistufiges Experiment vor, in dem
zunéchst die Anzahl der Miinzwiirfe ermittelt wird (poissonverteilt) und an-
schlieend entsprechend oft eine Miinze geworfen wird, wobei letztendlich

65



66 7.2 Absolut-stetiger Fall

die Anzahl der auftretenden , Kopfe* interessiert. Fiir die Wahrscheinlich-
keit, dafl genau k ,,Kopfe“ auftreten gilt

P(X=k) = iP(X = k|N =n)P(N = n)
= iP(X — kI[N =n)P(N =n)

o0 n
n! n—k AN

= z_;ﬁ(n—k)!k!pk(l_p)e ol

_ _)\)\kp i nfk
A@r »)
= ()‘) r A1-D)
— k'
A k
= e_’\p(lf'), = X ~ Poi(\p).

X ist also poissonverteilt| mit Parameter Ap, X ~ Poi(\p).
Interpretation: Die Markierung der Ereignisse eines Poisson-Prozesses mit
Wahrscheinlichkeit p ist immer noch Poisson-Verteilt.

Betrachte nun den Erwartungswert| bzgl. der bedingten Verteilung,.
E(gX)lY =y)= Y g@)fxy(xly), yeTy
z€Tx

heifit bedingter Erwartungswert von g(X) unter Y = y (sofern existent).
Es berechnet sich der Erwartungswert mit den bedingten Erwartungswerten
wie folgt:

E(g(X) = > g@)fx(@) =Y g(x) > fxyy(=y)fr(y)

$ETX $ETX yETy

= Y X @il | frw)

yeTy €T

= > E@X)Y =y)fr(y)

yeTy

7.2 Absolut-stetiger Fall

X, Y seien|absolut-stetige Zufallsvariablen mit gemeinsamer Dichte f(x y)(z,y)-
Definiere die bedingte Dichte von X unter Y = y durch

f 2
o - >0

fxy(zly) =
fx(x) (oder beliebige andere Dichte) : fy(y) =0
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Beachte: fx|y(z|y) ist eine Dichte in der Variablen z fiir alle y € R. Die
zugehorige Verteilung heifit bedingte Verteilung von X unter Y = y, also

P(X € AlY =y) = PXIY=y(4) = / fxy(zly)de, A€ yeR.
A
Speziell heifit

Fapy—y(®) = P(X < alY =) = / " e (ely)dz

bedingte Verteilungsfunktion von X unter Y = y. Ahnlich wie im diskreten
Fall (totale Wahrscheinlichkeit) gilt

@) = [ Lt fr ()i
Ebenso analog definiere
B =) = [ o) fxy alu)ds, ye R

den bedingten Erwartungswert von g(X) unter Y = y. Demnach gilt dann
auch hier

E(g(X)) / o) fx (x)dz = / 4(z) / Pty (ly) fy (y)dyda

= [ ([ st teliras ) st

- /E(g(X)|Y =) fy (y)dy.

7.3 Gemischter Fall

Beispiel 7.2 (Wartezeit in einem Wartesystem) Sei N die Anzahl der Kun-
den in einer Warteschlange und N ~ Geo(p). X,,, n € N sei die Bedienzeit
von Kunde n mit X, lstid ~ Exp(\). Gesucht ist die Gesamtwartezeit fiir neu
ankommende Kunden W = ngl X;. Bekannt ist PYIN=" = Erl(n + 1, \).



68 7.3 Gemischter Fall

PW<t) = ip(w < #|N = n)P(N = n)

n=0
o t yn+1 N
= Z/ “—ye Ndy(1 —p)"p
=0 0 n:
! — (\y(1—p)"
= Ape~ W N A P g
[ awens2 S g
n=0
—ey(1—p)
t t
= /)\pe_)‘ye’\y(l_p)dy:/ )\pe_)‘pydy
0 0

= 1—eM t>0

Also ist W exponentialverteilt mit Parameter Ap und Erwartungswert| E(W) =
L

Beispiel 7.3 (Ankiinfte eines Poisson-Prozesses in zufilligen Intervallen)
Sei N (t) die Anzahl der Ankiinfte in einem Zeitintervall, ein Poisson-Prozess
mit Parameter A > 0 (N(t) ~ Poi(At)) und Y eine lexponentialverteilte
Zufallsvariable mit Parameter ¢ > 0 (Y ~ Exp(u)). N und Y seien sto-
chastisch unabhéngig. Gesucht ist die Verteilung von N(Y) = max{n €
No | Yo Xi < Y}, wobei die X; stid ~ Exp(A). Gesucht ist also die
Verteilung der Anzahl der Ankiinfte in einem zufélligen Zeitintervall [0, Y].
Bekannt ist, dass PNY)IY=t = Poi(\t) fiir alle ¢ > 0. Es gilt

P(INY)=k) = /OOO P(N(Y) = k|Y = t)ue "dt

0 k
— / ()\t) e*Atlue*,U,tdt
0

k!

k ()
_ A the—Ovtnlt gy
Kl 0

(@+51) ™ da I-Dichte
k
’ A
—— (=) ,keN
)\+,u()\+N) ’

_ <1_M>’“M
Adp) A4p

Also ist N(t) geometrisch verteilt| mit Parameter ﬁ
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Grenzwertsatze

Zur Motivation drei Problemstellungen:

a) Man betrachte einen unendlichen Miinzwurf, wobei die Wahrschein-
lichkeit p dafiir, dafl ,Kopf“ fillt unbekannt ist. Die Frage ist also,
ob die Miinze fair ist, d.h. wie grof} p ist. Intuitiv wére natiirlich ei-
ne Losung, die Miinze sehr oft zu werfen und die Ergebnisse zu un-

tersuchen. Seien X; Zufallsvariablen mit X; ~ Bin(1l,p). Dann ist

Anzahl der Wiirfe mit Kopf PIHEP. ¢ . . n—00
hn = n=Anzahl aller Wiirfe B = n1 -. Die Frage 1st nun, ob hn b-

b) Vereinfachtes UMTS-Modell (CDMA = Code Division Multiple Ac-
cess).

Interferenzleistung von Mobilstationen ,auflerhalb“ der eigenen Zelle
limitiert die Kapazitit. Gesamte Interferenz von n Mobilstationen

" 1
i=1 (

X; : Zufallige Sendeleistung der Station .
D; : Zufilliger Abstand der Station ¢ zu BTS i

69
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E(S),Var(S) seien bekannt. Welche Verteilung hat s fiir groBe n ?
Ergebnis:

S E(S) a N(0,1)
Var(S) 7

unabhéngig von der Verteilung von X; und D;.

¢) In einem Wartesystem sei die Anzahl der ankommenden Kunden im
Zeitintervall ¢ (jeweils der Lange 1) X; ~ Poi(\). Demnach ist die
Anzahl der bis zur Zeit n angekommenen Kunden Y, = Y " | X; ~
Poi(nA). Da fiir grofie n die numerische Berechnung recht ldstig wird
interessiert man sich dafiir, welche |Verteilung sich asymptotisch fiir
grofle n ergibt. Es existieren Konstanten a,, b, mit

Yy — an asymptotisch N(0,1) kurz: an_ In g N(0,1)

b, n
Dies gilt fiir beliebige Verteilung der X;, insbesondere auch fiir X; ~
Bin(k, p).
Zunéchst ein paar geeignete Konvergenzbegriffe:
Definition 8.1 Sei {X,, },en eine Folge von Zufallsvariablen/ und X ebenfalls

eine Zufallsvariablel auf dem Wahrscheinlichkeitsraum/ (2,2, P). Die Folge
heifit ...

a) ... P-fast sicher konvergent gegen X (almost surely, almost everywhere),
wenn

P ({w | lim X, (w) = X(w)}) s p ( lim X, = X) —1

n—oo n—oo
Bezeichnung:
X, =% X P-fs., oder lim X, = X P-fs.

n—od
b) ... P-stochastisch konvergent gegen X (stochastically convergent), wenn

lim P(|X, —X|>¢)=0 Ve>0

n—oo

Bezeichnung:

X, =% X P-stoch., lim X, = X P-stoch., P-lim X, = X

n—oo n—oo

¢) ... schwach oder verteilungskonvergent (convergence in distribution)
gegen X, wenn

lim F,(z) = F(x)

n—oo
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in allen Stetigkeitspunkten x von F', wobei F),(X) Verteilungsfunktion
von X, und F'(x) Verteilungsfunktion von X. Bezeichnung:

X, %X, X, 2 X, (X, 2 X)

Lemma 8.2 Es gilt

X, "% X P-fs. <= P(limsup{|X, — X| >¢}) =0V >0

n—oo

Also gilt
X, — X P-fs. <= P(|X,, — X| > ¢ fiir unendlich viele n) =0 Ve > 0

Beweis: von ,,<=*

1

1
Vezk: P(]Xn—X\>kfiiroovielen>—0

1
Es folgt: P (U {w | | Xn(w) — X(w)| > z fiir oo viele n})

k

:{w | 3kVnoIn>ng : |Xn(w)fX(w)\>%}
1
Also: P <{w | VkInoVn > ng | Xp(w) — X(w)| < k}) =1
d.h. X,, — X P-fs.

Satz 8.3 (Zusammenh&nge zwischen Konvergenzarten)

a) X, "% X P-fs. <% X, "=%F X P-stoch 4 X,, -2+ X. Die Umkeh-
rungen sind im Allgemeinen falsch.

b) ,Schnelle® stochastische Konvergenz impliziert fast sichere Konvergenz.

o
> P(IX,—X|>¢c) <ooVe>0= X, — X Pfs.

n=1
Beweis:

a) erste Folgerung: Ve > 0 gilt:

0 < lim P(|X, — X| > ¢)

IN

lim P ( | J{|Xm— X[ > e}
n—oo
m>n
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Steti:gkeit P (ﬁ [j {|Xm _ X| > €}>

n=1m=n

= P <lim sup{|X,, — X| > 6})

= P(|X,, — X| > ¢ fiir oo viele n)
= 0 da X,, = X P — f.s. (wg. La 8.2)
zweite Folgerung: siehe ,Mathar und Pfeiffer“, Lemma 2.3.2, Seite 137

b) Sei € > 0. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma und Lemma 8.2 folgt

n—oo

oo
ZP(|Xn —X|>¢e) < Bl p <limsup{|Xn - X| > 5}) =0,
n=1

woraus die Behauptung folgt.

Lemma 8.4 (Tschebyscheff-Ungleichung) (Chebychev inequality) Sei X ei-
ne Zufallsvariablel mit Var(X) < oo. Dann gilt fiir alle e > 0

P(X - B(X)| > &) < Y20,

3

Beweis: Mit der Markoff-Ungleichung (Satz 6.6 d) folgt

E(|X - EX]?) _ Var(X)

P(X-EX|>¢)=P((X —EX)*>¢%) < 5 5

9 9

Satz 8.5 (Starkes Gesetz groBer Zahlen, SGGZ) (Strong Law of Large Num-
bers, LLN) Sei { X}, },cn eine Folge von paarweise unkorrelierten Zufallsva-
riablen' auf einem Wahrscheinlichkeitsraum! (€2, 2, P) mit Var(X,) < M <
oo Vn € N. Dann gilt

1 -
—> (Xi — EX;) =30 P-fast sicher.
n

=1

Beweis: Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei £ X; = 0 fiir alle 4, wobei
alle X; paarweise unkorreliert seien. Setze X, = %2?21 X; und zeige, daf
fir alle e > 0 gilt Y2, P (‘Yn’ > 5) < 0o. Dann ist X,, — 0 P-fast sicher
konvergent (Satz 8.3.b).

Betrachte zunichst die Teilfolge X,,2. Mit der Tschebyscheff-Ungleichung
folgt

_ X Ln?M
P(‘Xn2‘ - 8) < Var (an) e gL

M
=2 = VneN, e>0



Kapitel 8. Grenzwertsitze

Denn
1 & 1 &
Var(X,2) = Var(— ZXZ) =— ZVar(Xi)
[t [t
2
1 < 1,
< A ZM oA M
i=1
Also gilt
o0 o0 oo
_ M M 1
D P(Xu|>e) <)y S5=5) 5 <o
n=1 n=1 n=1

= X,2 — 0 P-fast sicher konvergent

Sei n = n(k) definiert durch n? < k < (n+ 1)?, k € N. Dann ist

k
Var (kX — n’X,:) = Var Z X; | <(k—n)*M.
i=n?+1

Es folgt mit der Tschebyscheff-Ungleichung

Ry
P (KX — 2% 0| 2 en?) < BN

e2nt

also mit Satz 8.3.b

. (’;)zxk X 0 P
Insgesamt:
JF e, P(F))=1YweF: X2 =30
IR €U, P(B) =1Vw € Fy: Xy = X2 =5 0
_k__ k=g

n(k)
Es folgt: X, — 0 Vw € Fy N F,, wobei

P(FiNFy) = P(F)+ P(Fy) - P(FLUR) =1,
=1 =1 =1

d.h. X,, — 0 P-fast sicher konvergent.

Bemerkung 8.6
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a) Aus Satz 8.3.a (fast sichere Konvergenz impliziert stochastische Kon-
vergenz) folgt
1 n
— Z(X’ — EX;) "= 0 P-fast sicher konvergent
n
i=1
n

1 -
= — g (X; — EX;) "=% 0 P-stochastisch konvergent
n
i=1

Die gefolgerte Aussage heif3t ,, Schwaches Gesetz grofier Zahlen* WLLN .

b) Das starke Gesetz grofler Zahlen gilt auch, wenn {X, },cy stid und
E(X;) existiert (ohne dabei die Existenz der Varianzl zu fordern). Mit
der Existenz von E(X) folgt wegen der stochastischen Unabhéngigkeit
und |Gleichverteilung der X; die Existenz von E(X;). Dann gilt mit
n=E(X;)

1 ¢ -
— E X; "% ;i P-fast sicher konvergent
n

i=1

Beweis: aufwendig (s. Shiryayev)

Beispiel 8.7 (Anwendung des SGGZ auf Wahrscheinlichkeiten) Sei { X}, },en
eine Folge von [stochastisch unabhéngigen, identisch verteilten Zufallsvaria-
blen, A € B!, P(X, € A) =pVn € N. Es ist Y1 ; [4(X;) die Anzahl des
Auftretens {X; € A} bis zum n-ten Versuch (Interpretation: X; Laufzeiten,
Anzahl der Ereignisse im Zeit-Intervall A). Die Y; = I4(X;) sind ebenfalls
stochastisch unabhéngig, identisch verteilt mit £(Y;) = P(X; € A) =p Vi €

N. Mit dem starken Gesetz grofler Zahlen folgt

1 & 1 @
- Z;Y = = ;HA(X»
| —
s. FuBnote 2
Anz. des Auftretens von {X; € A} bis n
n

= rel. Hiufigkeit des Auftretens von {X; € A} bis zum n-ten Versuch

n—oo
—

p P-fast sicher konvergent

Beispiel 8.8 Sei {X,,},cn eine Folge von stochastisch unabhéngigen, iden-
tisch verteilten Zufallsvariablen mit u = E(X;), 0? = Var(X;). Dann gilt

1o — e
- Z X; = X, =3 i P-fast sicher konvergent
i=1

2relative Haufigkeit des Auftretens von {X; € A}
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d.h. X, ist ein ,stark konsistenter Schitzer® fiir y. Desweiteren gilt
1 n
- ZXZQ "=3 B (X?) P-fast sicher konvergent

wegen des starken Gesetzes grofler Zahlen, mit X; ersetzt durch XZ?. Aufer-
dem gilt

I v v - 1IN w2 o v o (w2
n;(XZ X,)" = nZXi 2X; X, + (Xn)?)

i=1

1 n o n o
= —(Q_XP-2X.) X)+(X
" =1 =1
1 & - -
= EZXg—Q(Xn)2+(Xn)2

= —ZX2 Y — EX?—(EX))?
~—_————
—w Var(x)
—EB(X?)

ebenfalls wegen des [starken Gesetzes grofler Zahlen. Also:

%Z (X, — Yn)Q — 02 P-fs. (n — 00),

dh. 1 I (X - X ) ist ein ,stark konsistenter Schitzer® fiir 2.

Satz 8.9 (Zentraler Grenzwertsatz, ZGWS (CLT)) Sei { X}, }nex eine Fol-
ge [stochastisch unabhéngiger, identisch verteilter Zufallsvariablen/ mit p =
E(X,) und 0% = Var(X,,) > 0 existent. Dann gilt

1 <& as
— 3 (X; — ) ©N(0,1) fii ,
J\/ﬁ;l( i — M) (0,1) fiir n — oo

d.h.

1 < oo 2
P(J\/ﬁ;(xi—u)gz) =X oz W/ T dx Vz e R.

Beweis: z.B. ,,Casella und Berger®, Seite 216 ff.
Fiir S, = Y1, X; gilt E(S,) = nu, Var(S,) = no?. Dann ist

f:le‘ - E(Zn: Xi)

i=1 _ Sp —np

N> UfZX 1) < N(0,1) fiir n — oo.

Var(zzl X))
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Die standardisierte Summe konvergiert nach Verteilung gegen die N(0,1)-
Verteilung.

Beispiel 8.10 Sei {X,, },en eine Folge stochastisch unabhéngiger, identisch
binomialverteilter Zufallsvariablen/ mit Parametern 1,p (X, ~ Bin(1,p)). Es
gilt E(X,) = p und Var(X,,) = p(1 — p). Mit dem zentralen Grenzwertsatz
folgt

n
X, -
2=t 217 TP 28 N (0, 1) fiir n — oc.

np(1 —p)
Also ist
n 2] n\ L o
i (; di s z) - kZ:O (k:)p (1-p) (aufwendig fiir grofie n)
— P(Z?:lXi_npg Z—mnp )z(ﬁ("’_m’)’
V(L =p) = Vnp(1=p) (L —p)
wobei

1 Z 552
(z) = \/%/— e 2 du.

Diese Approximation ist brauchbar fiir n > 30.

Anwendung: Lieferung von 100 Teilen, Wahrscheinlichkeit fiir defekte p =
0,08. Gesucht: Wahrscheinlichkeit, dass die Lieferung mehr als 9% defekte
enthalt.

n n
P (ZX > 0,09n> = 1-P (ZX §0,09n>

i=1 =1

| _ g 0:09m —0,08n
V/n-0,08-0,92

0,01
- -o(rrre )

1—¢(0,3686) =1—0,64 =0,36

Q

n=100



Kapitel 9

Schatzfunktionen und
Konfidenzintervalle

Zur Motivation der folgenden Begriffe zunéichst drei Beispiele und Problem-
stellungen

a) Man werfe eine Miinze in unabhingigen Versuchen. Die Wahrschein-
lichkeit, dafl ,,Kopf“ auftritt sei p und nicht bekannt. Daher interes-
siert man sich fiir gute Schétzungen von p. Ein mathematisches Modell
wére z.B., dal man Zufallsvariablen X1, ..., X,, betrachtet, die stocha-
stisch unabhéngig, identisch binomialverteilt mit Parameter 1,p sind
(Bin(1,p)). Dann ist p mit

1 —
p=p(X1,...,Xn)=— Z X, =X, — p P-fast sicher konvergent
n
i=1
(nach dem SGGZ) ein verniinftiger Schétzer fiir p. Dabei ist p( X1, ..., X,,)

wieder eine Zufallsvariable, also eine Funktion von den Xi,...,X,.
Setzt man Realisationen x1,...,x, ein, so erhilt man den Schéitzwert

T = %Z?:l L.

14
Lo 1 _ 8
Beispiel: (1,0,1,0,1,0,1,1,0,1,1,0,0,1) = lel =11
1=
b) Xi,..., X, seien stochastisch unabhéngig, identisch verteilte Zufallsva-
riablen, die exponentialverteilt| sind mit Parameter A, also X1,..., X,

iid. ~ Exp()A) (Die Familie der Exponentialverteilungen ist eine para-
metrische Familie). Dann ist

PO 1
9 = - ;Xi — 5= E(X;) P-fast sicher, (SGGZ)

ein Schétzer fiir g(A) = 1/\ = E(Xy).

7
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c¢) In a) und b) wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel
geschétzt. Es gibt aber auch schwierigere Situationen, wie z.B. die Fra-
ge nach der Anzahl M der regelméfligen Besucher einer Web-Seite. Um
M zu schéitzen, geht man intuitiv wie folgt vor. Zunéchst merke man
sich die Adressen von n Besuchern (“markieren”). Zu einem spéteren
Zeitpunkt merke man sich m Adressen und bestimme den Anteil x be-
reits markierter Besucher. Unter entsprechenden Verteilungsannahmen
sollte n/M = x/m. Somit ergibt sich als verniinftiger Schétzer fiir M:

ir— | ).
T
Offen ist nun jedoch noch, ob dieses intuitive Vorgehen exakt begriindet
werden kann.

9.1 Methoden zur Bestimmung von Schitzern

Definition 9.1 Seien Xy,..., X, [Zufallsvariablen mit gemeinsamer Vertei-
lung PéXl""’X”), ¥ € O (Parameterraum) und sei g(v) : © — Y eine
Funktion. Dann heifit jede Abbildung h(Xj,...,X,) mit Wertebereich )
statistische Schitzfunktion oder (Punkt-) Schitzer (point estimator) von

g(¥).

Beispiel 9.2
a) Seien X7, ..., X, stochastisch unabhéngige, identisch verteilte Zufalls-
variablen, die mormalverteilt sind mit Parametern u,o? (Xi,...,X,

iid. ~ N(p,0%)). Der Parameterraum ist also © = R x RT und
¥ = (u,0?) € O©. Zunichst sei die Funktion

91(9) = g1 ((n,0%)) = p

zu schétzen (man interessiert sich also fiir den ersten Parameter, daher
ist g1 gerade die Projektion auf diesen). Wie wir bereits wissen, ist

1 n
h(X1,...,X,) = EZXZ-
=1

ein guter Schétzer dafiir. Interessiert man sich fiir den zweiten Para-
meter, so suche man einen Schétzer fiir die Funktion

92(9) = g2 ((n,0%)) = o>,

Auch hierfiir kennen wir bereits einen guten Schétzer:

ho(X1,.., Xa) = — > (Xi — X)".
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b) Seien zum anderen X7, ..., X,, stochastisch unabhéingige, identisch ver-
teiltel Zufallsvariablen, die lexponentialverteilt sind mit Parameter A
(X1,...,X, iid. ~ Exp())). Der Parameterraum ist also © = Rt und
¥ = A. Definiere die zu schitzende Funktion g; nun so:

1

91(9) = (V) = 3 = B(X2),

denn hierfiir kennen wir einen guten Schétzer
hi(X X,) = ! > X
1 1y---5An) — E . 1

(vergleiche Beispiel 6.3.b). Die Frage ist nun, ob es verniinftig ist, fiir
die Identitdt go(A) = A, direkt

n -1
1
hZ(X17 s 7X’Vl) = (n ZXZ>
=1

als Schétzer zu nehmen.

Im folgenden werden Methoden behandelt, um geeignete Schéitzer zu finden.

Definition 9.3 (Maximum-Likelihood-Schiatzer) Sei f(Xi,...,X,|9), 9 €
© eine Zahldichteloder Dichte. Eine Funktion L(¥|z1, ..., 2n) = f(z1,...,2,|0)
(Aals Funktion von ¢ bei gegebenen z1,...,x,) heiit Likelihood-Funktion.

U(z1, ..., xy) heift Mazimum-Likelihood-Schitzer (MLS) (engl. mazimum-
likelihood-estimator (MLE)), falls

L (19(1:1, ey Tp)

T1y... ,xn> =sup(d|x1,...,zn) VTi,..., 2.
IS

g (ﬁ) heifit Maximum-Likelihood-Schétzer fiir g(4).

Das dahinterstehende Konzept ist, daf 0 bei gegebenen Beobachtungen
Z1,...,%Ty der ,passendste” Parameter ist, der diese Beobachtungen am
wahrscheinlichsten macht. 9 zu bestimmen ist eine Maximierungsaufgabe,
die oft durch Differenzieren (Nullstellen der ersten Ableitung) gelost wer-
den kann. Oft ist es giinstiger, statt L(d|x) die logarithmische Likelihood-
Funktion log L(¥|z) zu betrachten. Das Maximum von L(¢|x) und log L(9¥|x)
liegt an der gleichen Stelle.

Beispiel 9.4

a) Seien X7y, ..., X, stochastisch unabhingige, identisch verteilte Zufalls-
variablen, die mormalverteilt mit Parametern p, o2 sind (Xi,..., X,
iid. ~ N(u,02)). Gesucht ist ein Schiitzer fiir ¥ = (u,0%) € R x RY,
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d.h. die Familie, aus der die Verteilung stammt, ist bekannt, der Para-
meter der Verteilung aber nicht. Nach Definition 9.3 gilt

(=2 1
— e L 73,2 i (@i—p)?

_ 1" 1 p —
[y, zald) =115 Vo2 ¢ 2 (270%)3

= L(Y|z1,...,2p)
= log L(V|z1, ..., 2n) = =% log (2m0?) — 52z Doty (@i — p)*.

Setze nun 7 = o2 und partielle Ableitungen = 0. Anschlieend wird
nach p und 7 aufgelost.

Olog L 2 |
= EZ(% —p) =
i=1

o

1 n
1=

Olog L n 2T 1 9 1
or _—527”_4—?2(:61—#) =0

Insgesamt ergibt sich
D= (ﬂ &2> = (1‘ 1zn:(z-—x)2)
b b n K2
als Maximum-Likelihood-Schéitzer| fiir (u,az), wobei noch zu priifen

ist, ob das Maximum bei (ﬂ, 02> wirklich angenommen wird.

b) Seien Xj, ..., X, stochastisch unabhéngige, identisch verteilte/Zufalls-
variablen| die exponentialverteilt mit Parameter A > 0 sind (X71,..., X,
iid. ~ Exp(\)). Gesucht ist wiederum ein [Schétzer fiir ¥ = A. Es gilt

f(xlv ce. 7xn’)\) = H e AT = \e~A PIMEE 2
=1
= L(}\’x17,l’n)7 ZT; >0

= log L(A|z1, ..., 2n) = nlogA = A
=1
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Nun ist wieder die erste Ableitung gleich 0 zu setzen und nach A\ auf-
zulbsen.

8logL n le—()@— sz@)\—iz :%

i=1Li

Also ist A = 1/Z ein Maximum-Likelihood-Schétzer fiir J = A, wobei
noch zu zeigen ist, da§ A ein Maximum von L(A|xy,..., ) ist.

¢) Seien X7, ..., X, stochastisch unabhéngig und binomialverteilt/ mit Pa-
rametern 1,p (Xy,...,X, i.i.d. ~ Bin(1,p)). Gesucht ist ein Schétzer
fir den Parameter p € [0, 1].

n
f(z1,...,z0lp) = pri(l — )T = pli=i T (1 — p) X T
= L(p’xl,...,$n), 337,6{0,1}

Der logarithmische Likelihood-Schétzer ist dann

log L(p|z1, ..., 2,) = (Z xz> logp + (n - Z%) log(1 — p)
=1 =1

Wiederum wird das Maximum {iber p € [0,1] durch die Nullstelle der
ersten Ableitung bestimmt.

dlog L 1Zn Z
Op :pi:1xi_<”_ 331)—0
1 1

e (1-7)= =
<:>p:v T (1-7)=0sp=T

Also ist p= L 3" | 2, = 7 ein Maximum-Likelihood-Schitzer.

9.1.1 Bayes-Methode

Eine weitere Methode zur Konstruktion von Schétzernlist die Bayes-Methode

e Modelliere Vorkenntnisse iiber den Parameter ¢ durch eine [Wahr-
scheinlichkeitsverteilung iiber dem Parameterraum ©, die sogenannte
a-priori Verteilung, beschrieben durch die (Z&hl-)Dichtel 7(19).

o f(z|9), z = x1,...,x, sei die Zahldichtel oder Dichte der Verteilung
von X1, ..., X, bei Vorliegen von 19, aufgefafit als bedingte Verteilung
von (Xi,...,X,) bei gegebenem 4.

e Gegeben seien die Beobachtungen z = (z1,...,zy,). Die zu f(¥|z)
gehorige Verteilung heifit a-posteriori Verteilung von ¥. f(¥|z) reflek-
tiert den Kenntnisstand iiber 9 nach Beobachten von z1,...,x,.
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Definition 9.5 Die Zufallsvariablel 9(z) besitze die (Zahl-) Dichte

fla,0)  fz|9)n(9)
fl@) [ f(@]d)m()dd

wobei sich die normierende Konstante im Nenner durch

:/fmmﬂmw

ergibt (vergleiche Kapitel 7). Dann heifit E(J(x)) Bayes-Schdtzer von 9.
Bemerkung: Bei Dichten ist [0 f(d|x)d¥ der Bayes-Schétzer.

f|z) =

Beispiel 9.6 Sei die|Zufallsvariablel X binomialverteilt' mit Parametern n, p,
wobei das n fest sei (X ~ Bin(n,p)). Die a-priori Verteilung fiir p sei
Beta(a, 3), a, > 0 mit Dichte

I'a+p) o1
I'(a)I'(B)

Es gilt: Falls X beta-verteilt mit Parametern a, Bist (X ~ Beta(a, 3)), dann
gilt fiir den Erwartungswert/von X: E(X) = Seix € {0,1,...,n}. Dann
ist

(1-p)f 1t o0<p<i

m(p) =

oa—l—ﬁ

flple) = L&) (Z)P‘T(l—p)”‘xrp(%(ﬁﬁ))pa‘l(l—p)ﬁ‘l
J f(|p)m(p)dp [ f(z|p)m(p)dp
8)

T4+a— 1(1 _ p>nf:r+ﬁfl

(2) F((a) T3P
[ f(a|p)m(p)dp
_ F(n—i_a_’_ﬁ) r+a—1
fataTm—zip?

_ p)nferﬂfl

die Dichtel einer Beta(z + o, n — x4+ 3)-Verteilung. Also ist p(x) = nfgiﬂ der
Bayes-Schéitzer zur [a-priori Verteilung 7. Speziell fir « = f = 1 (dann ist
die Beta-Verteilung ndmlich gleich der Rechteckverteilung mit Parametern

1 (Beta(1,1) = R(0,1))) gilt

r+1

23(96):?“04-2

Der Maximum-Likelihood-Schétzer! fiir p lautet in dem Fall: pysr(z) = .

0.2 Gutekriterien fiir Schatzer

Definition 9.7 H = H(X},...,X,,) sei ein Schétzer fiir g(J) € R. Dann
heifit Ey(H — g(q?))2 = Ey(H(X1,...,X,) — g(19))2 der mittlere quadrati-
sche Fehler (engl.: MSE= mean squared error). Der MSE mifit die mittlere
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quadratische Abweichung vom zu schéitzenden Wert ¢g(¢) und ist eine Funk-
tion von 1. Es gilt:

Ey(H — g(9))* = Eg(H — EgH + EgH — g(9))?
= Ey(H — EgH)? + 2(EgH — g(9)) Ey(H — EyH) +(EpH — g(9))?
=0
= Ey(H — EgH)?* + (EyH — g(19))* = Varg(H) + (Biasg(H))?

Hierbei ist Vary(H) die Prdzision oder die Variablilitit des Schétzers und
Biasy(H) die Schiefe oder Genauigkeit des Schitzers.

Wichtig ist der Fall, dafl Biasy = 0 ist.

Definition 9.8 Ein Schitzer H heifit erwartungstreu (unbiased) fiir g(v¥),
wenn Biasy(H) = 0 fiir alle ¥ € O, — falls also Ey(H) = g(9) fiir alle J € ©.
Offensichtlich gilt fiir erwartungstreue Schétzer

MSE(H) = Eg(H — g(1))* = Vary(H).
Beispiel 9.9

a) Priife, ob der Schitzer i = Hy(X1,...,X,) = %2?21 X; = X erwar-
tungstreu ist.

X 1< 1
Ey(p) = Ey (nZXi>:nZE19(Xi)
=1 =1
— 1 - _ _ 2
= n;#—# VO = (p,0%) € ©

Also: X ist ein erwartungstreuer Schitzer fiir den Parameter p.

b) Priife, ob der[Schitzer 52 = 1 3" | (X, — Y)z erwartungstreu ist. Da-
zu folgende Voriiberlegungen:

Y ~N(0,1) = E(Y?)=1 (Bsp.6.13¢)
Y ~N(0,1) = Z:=0Y 4 u~N(u,o?)
2 _ 2 _ 2 2 2
E(Z?) = E(cY +p) —aE(Y)+20uE}O/+M
_ 02+,u2
Demnach ist
P n 1 n
2 _ o 2 _ 2 2
o _nZ(XZ X) _TLZXz (X)
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mit einem Erwartungswert von

By () = i;E(XZ?) - EB(X%)

Also ist 02 = %Z?:l (Xl- —Y)Q nicht erwartungstreu fir o2, aber
asymptotisch erwartungstreu, d.h.
= lim F(&%).
7 = i, B (&)

Zudem ist

1
n—1

7

52 = (X, - X)°

1

n
. 2
erwartungstreul fiir o°, denn

E(s2):E< n 1 (X,-_Xf): porolee g2

n—1n“4 n—1 n
=1
Beispiel 9.10 (Giitevergleich von zwei Schatzern) Sei X binomialverteilt
mit Parametern p,n, wobei n fest sei. Bekannt sind zwei [Schétzer] fiir p,
— zum einen der Maximum-Likelihood-Schétzer
x

ﬁML = E

und zum anderen der zur [a-priori Verteilung| Beta(a, 3)
T+«

n+a+p

Es stellt sich nun die Frage, welcher von beiden besser ist. Man vergleiche
beide mit dem mittleren quadratischen Fehler (MSE).

PB = (s. Bsp. 9.6).

1
Ep (ﬁML - p)2 = Var (ﬁML) = Var <X> da pprr, E-treu

n? n
E,(ps —p)® = Var(pp)+ (Bias, (pp))’

X+« X+« 2
- Var(n+a+ﬂ>+<Ep <n+a+ﬂ> _p>

np(l —p) ( np+a >2
(n+a+ B)? n+a+p b




Kapitel 9. Schatzfunktionen und Konfidenzintervalle 85

Wihle nun «, 8 so, daf3 der mittlere quadratische Fehler| von pp konstant
ist, d.h. kein Wert von p wird bei der Schitzung bevorzugt, — in dem Fall:
a=F=1/2-y/n. Dann gilt

. _X"‘%\/ﬁ E(A _ )2_ n
PB = n++n’ p\PE P  4(n+/n)?

Fir kleine Stichproben ist also der Bayes-Schétzer besser, fiir grofie der
Maximum-Likelihood-Schétzer.

9.3 Konfidenzintervalle

Im vorherigen Abschnitt wurden Punktschitzer behandelt, wobei immer ein
U bestimmt wurde, das moglichst nahe am tatséchlichen Parameter ¢ liegt.
Im folgenden sollen Schranken angegeben werden, so dafl der Parameter 1
mit vorgegebender Wahrscheinlichkeit innerhalb dieser Schranken liegt. Die
Idee dabei ist: Seien Xj,..., X, stochastisch unabhéngig und alle binomi-
alverteiltl mit Parametern 1,p. Aus dem |schwachen Gesetz grofler Zahlen
folgt

1 n
=1

— P(X-e<p<X+¢e) =1

>5> "ZF0 Ve>0

Fiir grofle n wird der Parameter p durch das zufillige Intervall [7 —e, X+ 5]
mit hoher Wahricheinlichkeit tiberdeckt. Man nutzt die Kenntnisse tiber die
Verteilung von X um ¢, P(...) zu quantifizieren.

Definition 9.11 Seien X7y,..., X, Zufallsvariablen/ mit gemeinsamer Vertei-
lung Ptgxl""’X"), ¥ € O. Ein Intervall der Form [L(Xl, o Xn), U(X,. .. ,Xn)]

heiBt Konfidenzintervall zum Niveau 1 — « fiir g(9) € R, falls
Pg(g(ﬁ) = [L(Xl,...,Xn),U(Xl,...,Xn)]) >1-a Vico.

Beispiel 9.12 Seien X1, ..., X, stochastisch unabhingige, normalverteilte
Zufallsvariablen/ mit Parameter u,0? (X1,..., X, stid ~ N (,u, 02)), wobei
das o2 fest sei. Dann ist der Mittelwert X mormalverteilt mit Parametern
2
p, 7= und
X —p
o

v

Bestimme nun u so, daf3

~N(0,1)
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Wéhle u = u1_g als (1 — a/2)-Fraktil der N(0,1)-Verteilung. Auflssen nach
u ergibt

— o J— g — g
P <’X —pl < \/ﬁula/2> = P <X ~ U2 S S XA+ f'ula/2>

n
= 11—«
Also ist
— o — g
[X U U2, X F /n : ula/2:|

ein (1 — «)-Konfidenzintervall fiir . Die Liange des Konfidenzintervalls fillt
mit wachsendem n und wéchst mit wachsendem Niveau 1 — «. Es gibt auch
einseitige Konfidenzintervalle, festgelegt durch

X —
P( g'ugu):l—a.
Vn

Wéihle u = u1_,, denn dann ist

— o - O
P<X_:U'§\/ﬁ'ul—a/2>:P<M2X_\/ﬁ'ul—a>:1_a

Also ist (Y - ulfaﬁ, oo) ein einseitiges (1 — «)-Konfidenzintervall fiir pu.

| o« | 01 [ 005 ]0,025] 0,01 |0,005]0,0025
1—al 09 [095 [0975] 0,99 [0,995 | 0,9975
w1 | 1,282 [ 1,645 | 1,960 | 2,326 | 2,576 | 2,807

Beispiel 9.13 (Approximatives Konfidenzintervall fiir Wahrscheinlichkeiten)
Seien X1, ..., X, binomialverteilt/mit Parametern 1,p (X1,..., X, ~ Bin(1,p)).
Dann ist

Y - as
=P 2N(0,1) (Bsp. 8.10)
p(1—p)

n
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Es gilt

| X —p|

p(1-p)

P < Ul—q/2 | = l—-a

wobei u;_q /9 das [Fraktil der N(0,1)-Verteilung ist.

p(l—p
X —p| =u1-ap \/ ‘:’ = u%a/2(n)

ist ein quadratische Gleichung in p mit Losungen py, (7) <pu (Y) [pL (Y) , PU (Y)]
ist ein approximatives (1 — «)-Konfidenzintervall fiir p. (explizite Lésung der
quadratischen Gleichung in ,Casella und Berger, p. 445)
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