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1 Einleitung

Betrachte ”Zufallsexperimente”, z.B.

Miinzwurf, Wiirfelwurf, Spiele, Roulette, Lotto

Ankunft von Kunden an Schaltern, Pakete in Netzwerken

Input fiir Algorithmen

Signale, die von einer Quelle ausgesendet werden

Positionierung von Mobilstationen in Zellnetzen

Gemeinsam in diesen Beispielen: Interessierende Grofien konnen nicht genau vor-
hergesagt werden, sind zufallsabhéngig
Stochastik: mathematische Behandlung von Zufallsph&nomenen

Teilgebiete:

e Wahrscheinlichkeitstheorie

— theoretisch (stochastische Prozesse, Grenzwertsétze, stochastische Dif-
fentialgleichungen)

— angewandt = stochastische Modellierung (Warteschlangen,
Zuverlissigkeitstheorie, stochastische Signalerkennung)

e mathematische Statistik (mit Teilgebieten)

Hier: Wahrscheinlichkeitstheorie, angewandt, stochastische Modellierung, Beto-
nung der Anwendung in der Informatik

Ziel der Vorlesung: Bereitstellung der Grundlagen, Basis fiir weiterfiihrende Vor-
lesungen

Warteschlangensysteme (I), Warteschlangennetze (II), Informations-
theorie LII, Kryptologie, stochastische Simulation, zufallsgesteuerte
Optimierungsverfahren

Historiche Entwicklung

Fermat (1601-65), Pascal (1623-62), Bernoulli (1654-1705)
Laplace (1749-1827): Kombinatorischer Zugang, motiviert durch
Spielprobleme, relative Haufigkeiten als Wahrscheinlichkeiten

Kolmogoroff (1933): Axiomatische Entwicklung
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2 o0-Algebren und W’keitsverteilungen

Mathematische Beschreibung von Zufallsexperimenten mit Mengen.
Betrachte relevante Ergebnisse und fasse sie zu einer Menge zusammen.
Q: Ergebnismenge (oft N, Z R, R" {0,1}")

Ereignisse werden durch Teilmengen von €2 beschrieben.

Zunéchst P(Q) als Ereignismenge.

Wkeiten von Ereignissen durch Funktion P : P(2) — [0, 1] mit den Eigenschaf-
ten (*):

e P(Q)=1

o P(f)) =0

o P(AC) =1— P(A) YA€ PQ)

o P(AUB) = P(A) + P(B) YA,BeP(Q) mit AnB =0

o-Additivitét:
PU2, A) =>22, P(4;) A € P(Q) mit A; paarweise disjunkt *

Schrechweisen:

AC: 7 A tritt nicht ein”, A € P(Q)

AU B:” A oder B treten ein”, A, B € P(Q)
AN B:”A und B treten ein”, A, B € P(Q)

Wie erhalt man Wkeiten? Bei endlichem ) durch Abzéahlen.

Definition 2.1 (Laplacescher W’begriff) (2 sei eine endliche Menge. |A| be-
zeichnet die Méchtigkeit von A C 2. Durch P(A) = % fir A € P(Q) wird eine
Wiverteilung P auf P(€2) mit den Eigenschaften (*) definiert. P heifit Laplace-

Verteilung oder diskrete Gleichverteilung iiber ).

Beispiel 2.2 (Binire Suche) Geg. geordnetes Feld von 2" — 1 Elementen.
Schliisselelement y vergleichbar mit den Elementen.

Problem: Ist y in dem Feld vorhanden und an welcher Stelle?

Algorithmus: Binary search

Stochastisches Modell:

Q=1{01 21} we— { w > 1: gesuchtes Element an Stelle w

w = 0: gy nicht vorhanden

Bestimme Ereignisse Ay: y wird im k-ten Schritt gefunden. A; = {2771}

Ay =1{223.972) A ={(2j —1)2" *j=1,.... 2% N fiwk=1...n
Annahme: Jede Platznummer und 0 sind gleichwahrscheinlich. Dann |Ay| = 2871,

P(Ag) = 2;;1 fir1<k<n = Wrkeit, y in genau k Schritten zu finden

ldh AiNA; =0 Vit




Zusammengesetzte Ereignisse By: y wird in hochstens k£ Schritten gefunden
By =Y Ajmit j=1,....k und die A; disjunkt

P(By) = P(U_ A) =20 P(Ay) =2k 2 = L2k —1) = 21

Komplizierte Anzahlbestimmungen durch kombinatorische Uberlegungen.

Beispiel 2.3 (Hashing)

Universum U, M C U, |M| =k, M soll abgespeichert werden
Hashtafel: a : array|0,...,n — 1] of ...

Hashfunktion: h: U — [0,...,n — 1] Einfache Funktion!
Speichere © € M in alh(z)]

Kollision, falls h(x) = h(y) fir  # y (Auflésung durch linerare Liste)
Stochastisches Modell:

("Rein zufalliges” Ablegen von k Daten in Feld der Lange n)

S ={1,...,n} (Speicherplitze)

Q = S* (k — n—Permutationen mit Wiederholungen/Kollisionen)
A (k — n—Permutationen ohne Wiederholungen/Kollisionen)

Wahrscheinlichkeit fiir kollisionsfreie Abspeicherung:
A n nn—1)...\n— — 7 _ i
P(Ay,) = Gl = momlefnsbt) — TTR0G — 2) = exp(In([T15, (1 - 1))

_ eXp(Zf:_ol In(1 - 1)) Benutzte Abschétzung (): r—1
() ko1 g mx<zx—-—1 V>0

< exp(—2ig ) = In(l—z)< -z V<l Vs Inz

— (k—D)k

= exp(—5,~)

Zahlenbeispiel: Fiir n = 365 und k = 23 ist P(Ay,) < 0,499998

Der Laplacesche W’begriff reicht nicht aus, da

e () ist oft oo oder iiberabzahlbar

e Viele Experimente sind nicht durch eine diskrete Gleichverteilung beschreib-
bar

Beispiel 2.4 (co-Miinzwurf) Kopf =1, Zahl =0

Bestimme ein Modell fiir nicht-abbrechende Folge von Miinzwiirfen.

(Wird gebraucht bei der Frage ”Wann tritt zum ersten Mal Kopf (Zahl) auf?”.
Jeder beliebig ferne Wurf konnte der erste sein.).

Stochastisches Modell:

Q={w=(z1,72,...)|z; €{0,1}} = {0,1}Y  Menge der 0-1-Folgen
Bekannt: €2 ist iiberabzihlbar.

Problem: Beschreibe Gleichverteilung auf 2

Ansatz: P{w}) =6 >0
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Sei A = {wy, ws, ...} C Qunendlich, aber abzihlbar. Dann P(A) = > P({w;})
=32, 0=00  Wiederspruch zu P(2) = 1.
Also: P({w}) =0 Yw € Q Wenig hilfreich!

Beispiel 2.5 (Gleichverteilung iiber [0, 1]) (z.B. jede reelle Zahl zwischen 0
und 1 ist gleich wahrscheinlich)

Q=10,1] (Ergebnismenge)

Versuch: Ereignismenge = P()

Forderungen:

1) P(la,b))=b—a Y0<a<b<l1
2) P ist o-additiv

Es gilt: Eine Funktion P mit diesen Eigenschaften existiert nicht. Im R3 gibt es
sogar keine, wenn nur endliche Additivitdt verlangt wird: Es gibt kein endlich
additives drehinvariantes? Maf§ auf P(R?). (Hausdorff 1914)

Fiir einen allgemeinen W’begriff (ohne Existenzprobleme):
Ereignismenge nicht P(f2), sondern kleineres Mengensystem wiihlen, das noch
alle interessanten Ereignisse enthélt.

Definition 2.6 Sei () # (), 2A C P(Q) ein System von Teilmengen von €. 2 heifit
o-Algebra (von Ereignissen) iiber (2, wenn

(i) Qe
(i) Aed = A€
(iii) A, €A YneN = [J7 A4, e

(Q2,2() heift Mefraum.

Mit den De Morgan-Regeln: A,, € 2 SN AY e 9, U, A% e 2

2, U, A9 e = N, A, €A YneN

o-Algebren enthalten alle Ereignisse, die durch Verkniipfungen (abzdhlbar vieler
Ereignisse) mit "und”, "oder” und "nicht” entstehen. Dies ist wichtig fiir die
Festlegung von W'verteilungen.

Beispiel 2.7

a) P(Q) ist stets eine o-Algebra (die feinste o-Algebra)
b) {0,} ist eine o-Algebra (die grobste o-Algebra)
c) Q=N G={2,4,6,...},U={1,3,5,...}, A= {0, G, U, Q} ist o-Algebra

2Wenn man im R? einen Koérper dreht, muss er derselbe bleiben.



d) Q=R, E ={(a,b]|la < bmit a,b € R} ist keine o-Algebra
Denn sei a < b < ¢ <d. (a,b] € E und (c¢,d] € E, aber (a,b]U (¢,d] ¢ E.

Problem: Gibt es eine kleinste (im Sinne der Mengeninklusion) o-Algebra, die F
enthélt?

Lemma 2.8 Q # 0, 2, sei o-Algebra iiber Q fiir alle ¢ € I. Dann ist (,.,; 2;
ebenfalls eine o-Algebra. (Beweis in der Ubung 2)

Sei £ C P(Q). A(F) = N 2 ist die kleinste o-Algebra, die FE
2 ist o-Algebra

und £ C 2
enthilt, ist die von F erzeugte o-Algebra.

Definition 2.9 Sei Q@ =R, £ = {(a,b]|a < b mit a,b € R}.
B = A(F) heifit Borelsche o-Algebra.

Auf o-Algebren kénnen W'verteilungen mit den Eigenschaften (*) (Seite 4) defi-
niert werden.

Definition 2.10 Q # (), 2 eine o-Algebra. Eine Abbildung P : 20 — [0, 1] mit

(i) P(2) =1
(i) P(U,—; An) => 02 P(A,) VA, €2, paarweise disjunkt

heifit Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Wahrscheinlichkeitsmaf} auf
(Q,20). (2,2, P) heiit Wahrscheinlichkeitsraum.

Der Laplacesche W’begriff (Def. 2.1) ist ein Spezialfall von Def. 2.10. Denn fiir

2 = P(Q) exfiillt P(A) = {5

VA, paarweise disjunkt

Sei (2,2, P) Wraum. Eine Folge von Ereignissen {4, },en heifit aufsteigend
(absteigend), wenn A, C A1 (4,41 C A,) fiir alle n € N.

U A, = lim A, () 4, = lim A,) heifit Limes der Mengenfolge {A,,}.
n=1 n—00 n=1 n—00

Lemma 2.11 (Eigenschaften von W’verteilungen) (Q,%,, P) sei W’raum.
A B A, el VneN

a) P(AC) =1— P(A)
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o

) PLAUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B)
c) P(LA)< P(B) fallsACB
d) P(B\A)=P(B)—P(A) falls ACB
e) {A,} aufsteigend = P(lim A,) = lim P(A,) (Stetigkeit von unten)
{A,} absteigend =— P(JEOA”) = JTEE:OP(An) (Stetigkeit von oben)

Beweis: a)-d) in der 2. Ubung
e) 1.) {A,} aufsteigend, d.h. A, C A,;; VneN
Setze B1 = Al, B2 == A2 \ A17 ey Bn+1 = An+1 \ An

Dann gilt B, p.d. (paarweise disjunkt) und |J A, = |J By,. Setze Ay = 0,
n=1 n=1

00 0o ..\ 00 k
dann ist P(UJ A,) = P(U B)) 2 S P(B,) = Jim 35 P(A,\ Au)
n=1 n=1 n=1 k—oo

= lim i[P(An) — P(A,_1)] = lim P(Ay)

k—oo 1 k—oo

2.) {A } absteigend = {A¢} aufsteigend. Es gilt:

(m AN =1—-P(J A9) 21— lim P(AC) = lim (1 — P(AS))
n=1 n—oo n—oo

hm P(A,)

Lemma 2.12 (Q,%, P) sei Wraum. A;,..., A, € 2.

a) Siebformel von Pomcare-Sylvester (inclusion-exclusion-formula)

PUA) =S P(A)~ T PANA)+ X P4, nA,n

1<ii<iz<n 1<i1 <ia<iz<n
Ag) =t (—1)”+1P(Lnj A)
b) Bonferronl—Unglelchung (Bonferrom 1nequahty)
ZP( )= 2 PlA N4, )SP(UA)<ZP( i)
1<iy<iz<n i=1

Weltere obere bzw. untere Schranken durch Abbruch in a) nach + oder -
Zeichen

Beispiel 2.13 (Sortieren) (Recourtre-Problem)
Betrachte Feld der Léange n von vergleichbaren, verschiedenen Elementen. Alle
Anordnungen seien gleichwahrscheinlich.
Stoch. Modell: Q = {Permutationen von {1,...,n}}, %A =P(Q)
P({w}):ﬁzi Yw € Q
a) Bestimme die W'keit, dafl mindestens ein Element an der richtigen Stelle
ist (vorsortiert).

A ={w=(wy,...,w,) € Quw; =j} j-tes Element an der richtigen Stelle



Gesucht: P(A,U...UA,) =P(U", A)
Berechnung mit Hilfe der Siebformel: 1 < 2’1 <t <n,l<n

l
N A, ={weQu, =ijj=1,...1}, | m Ail=(n—1)
j=1

I

AlsoP(ﬂAi,):(";,l)!: o mit [ =1,...
7j=1 ! " (l)”

AuBerdem: |{ (i1, h<..<i<n}=(})

Tnsgesamt: P(LZJ ) zz;lp( )= L PANA) + .+ (C)P(N 4)
:%_U<)+()

A (D)) (nﬁn!
=1 2,+3,—...+(n,
=1-(1-4+4-32+.. . +55 "=1-e1~0,6321
n groB: W’keit fiir mindestens ein vorsortiertes Element ist 0,6321 (fast
unabhéngig von n)

b) Bestimme die W’keit, dafl mindestens k& Elemente vorsortiert sind.
Lemma 2.12b)

k k
PO U Y s mA A==t
1<i;<..<ig<n I=1 1<i;<..<ig<n =1 k)Y

féllt sehr schnell mit steigendem k
c) Bestimme die Wkeit, dafl genau k£ Elemente vorsortiert sind.

Nach a): Wkeit, daf in einem Feld der Lange n— k kein Element vorsortiert

ist: 1 — 4+ & — 4 G
—> Anzahl der Anordnungen, beim denen kein Element vorsortiert ist:
(n—k)!(l—%—i—% -+ ((nl)k)l )
Anzahl der Méglichkelten, ein Feld der Léange n in ein Teilfeld der Lénge
n — k und eines der Lange k aufzuteilen: (Z)
Insgesamt: Wkeit, dafl genau k& Elemente vorsortiert sind:

n 1 n—k n—k
==ty G = G- G+ Gl

Wie legt man W’keiten fest, wenn schon bekannt ist, dafl das Ergebnis in einer
bestimmten Teilmenge liegt?

Motivierendes Beispiel 5000 Chips von zwei Firmen. 2 mit || = 5000.
A: Chips der Firma A, mit |A| = 1000

B: Chips der Firma B, mit |B| = 4000

D: Defekte Chips, mit |D| = 300

Gelte: |AN D| =100 (10% defekt) und |B N D| = 200 (5% defekt)

Ziehe zufillig einen Chip (Laplace-Modell).

W'keit, dafl der Chip defekt ist, wenn er von Firma A stammt:

_ |DnA| _ |DNAl/Q _ P(DNA) _ 100/5000
P(D]A) = Al = JA9 = Ay = 10005000 — O 1
. __ |AnD| __ JAnD|/Q2 __ P(ANnD) __ 100/5000 _ 1
Auch: P(A|D) = D[ — D/Q — P(D) _ 300/5000 _ 3
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Definition 2.14 (2,2, P) sei Wraum. 4, B € 2, P(B) > 0. P(A|B) = Z552
heifit (elementare) bedingte Wahrscheinlichkeit von A unter (der Hypo-
these) B. Durch P(A3|B) : 2 — [0,1] mit A — P(A|B) wird eine W'verteilung

auf 2 definiert, die (elementare) bedingte Verteilung unter B.

Satz 2.15 (2,2, P) sei Wraum. B,, € 2 fiir n € N sei Partition von €, d.h.
U,—, B, = Q und B,, paarweise disjunkt.

a) Satz von der totalen W’keit Fiir alle A € 2 gilt:
P(A) =5, P(A|B,)P(B,) (Konvention: "Nicht definiert”-0 = 0, z.B.
z.0=0)

b) Bayes-Formel Falls P(A) > 0, gilt fiir alle n € N

__ P(A|Bx)P(Bn)
P(Bo|A) = = 515,15,

Beweis:
a) P(A)=P(U,_; ANB.) =307, P(ANB,) =37, P(A[B,)P(B,)
_ P(BunA) _ __PAIB,P(B,)
b) P(Buld) = =5t~ = 5=, PaiB,) P8,

Wichtiger Spezialfall: P(A|B) = P(A|B), wobei P(B) >0, P(B®) >0 (x)
(W’keit fiir das Eintreten von A héngt nicht vom Eintreten von B ab.)

Dann gilt: P(A) = P(AN B) + P(AN B¢) = P(A|B)P(B) + P(A|B°)P(B) &
P(AIB)(P(B) + P(BC)) = P(A|B) = “42)

P(B)
Also: P(A) = Zg5?) <= P(A)P(B) = P(ANB)
Diese Definition wird erweitert auf n Ereignisse A1, ..., A, € 2, bzw. auf Folgen

von Ereignissen.

Definition 2.16 (2,2, P) sei Wraum. Ay,..., A, € 2 Ereignisse. Ay,..., A,
heifen (gemeinsam) stochastisch unabhingig, wenn P(A4;, N...NA; ) =
P(A;)...P(A;) furalle 1 <4y < ... <i; <n und fir alle k.

Eine Folge {A, }nen von Ereignissen heifit stochastisch unabhingig, wenn die
Ay, ..., A, fir alle n € N stochastisch unabhéngig sind.

Beachte: Aus paarweiser stochastischer Unabhéngigkeit folgt nicht die (gemein-
same) stochastische Unabhéngigkeit!

Lemma 2.17 (Q,2, P) sei Wraum. Ay,..., A, € 2.
Es gilt: Ay, ..., A, € A stochastisch unabhéngig
— VB, e{A, A}, i=1,....,n: P(N, B:) =11, P(B)
Es gilt: Aq,..., A, € 2 stochastisch unabhéngig
— VB, €{A;, A%}, i=1,...,n: By,..., B, stochastisch unabhiingig

3 A variabel in
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Beweis: Stochastik fiir Informatiker (Mathar & Pfeiffer)

Beispiel 2.18 System bestehe aus 5 Komponenten:

0,9
L s |

System ist intakt, wenn mindestens ein ”Pfad” intakt ist.
Wkeit, dafl Komponete i intakt ist: p; fir i = 1,...,5 (Werte in Skizze)
{Komponente K; intakt} seien stochastisch unabhéngige Ereignisse.

Modellbildung: Q = {(x1,...,z5)|x; € {0,1}} (z; = 1: Komponente ¢ intakt)
A; ={(x1,...,25)|x; =1}, P(A;) = p; (Komponente i intakt)

Ay, ..., As stochastisch unabhéngig

S=(A1NA)UANA) U (AN A5) U(A3N As)  (System intakt)

P(S) = P((A1NAy) U (A3 N Ay) U (A2 N As) U (A3 N As)  Vereinigung nicht
disjunkter Mengen = Berechnung mit Sylvesterformel moglich, aber sehr
aufwendig!

Mit Satz 2.15 a):
P(S) = P(S|A2) P(A;) + P(S|AT) P(AS)
o &
=1—(1=pg)(1—ps)
(x2): P(S|AS) = P((A1 N Ag) U (A3 N As)) = 1 — P((A; N AN (A3 N A5)9)

=1— (1= pipa)(1 — psps)

Insgesamt: P(S) = [1 — (1 — p4g)(1 — ps)|p2 + [1 — (1 — p1ps)(1 — p3ps)](1 — po)

=...=1=p(1 =pa)(1 = ps) = (1 = p2)(1 — p1pa)(1 — p3ps) = 0,90062

Mit Satz 2.15 b): (W’keit, da8 Komponente 2 intakt, wenn System intakt)

P(S|A2)P(A .
P(Ay|S) = FEIGRSE = GoRs = 0,80833

Betrachte Limites von Mengenfolgen die nicht notwendig auf- oder absteigend
sind.

Beispiel 2.19 (unendlicher Miinzwurf) Q = {w = (z1,2,,...)|z; € {0,1}}
A, ={w = (21,29,...)|z, =1} (im n-ten Wurf fillt Kopf)

Beschreibe das Ereignis A: es fillt oo-oft Kopf = es treten oo viele der A,, ein
A ={w|lw € A, fir co viele n} ={w|Vkan > k:we A} = U 4.

k=1n=k
Analog: B: Fast alle der A, treten ein (alle bis auf endlich viele Ausnahmen)

B = {w|w € A, fir fast alle n} = {w|FkVn > k:we A} = U N A

k=1n=k
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Definition 2.20 (2,2, P) sei Wraum. A4, € A, n € N
limsup 4,, = hm <U Ak> = [\ U A heifit Limes superior der {A,}
k=n

n—00 n=1k=n

Der Limes superior einer Ereignisfolge {A,,} ist die Menge der w € €2, die in
unendlich vielen der A,, liegen; d.h., dal unendlich viele der A,, eintreten.

liminf A, hm ( N Ak) = |J ) Ak heifit Limes inferior der {4, }

n—0oo n=1k=n

Der Limes inferior einer Ereignisfolge {A,} ist die Menge der w € €2, die in
fast allen der A, liegen; d.h., daf} fast alle der A,, eintreten.

Satz 2.21 (Borel-Cantelli-Lemma, auch 0-1-Gesetz)
(Q,2, P) sei Wraum. A, € A, n €N

8

a) P(A,) <oco = P(limsupA4,)=0

n=1 n—oo
b) > P(A,) =0 = P(limsupA4,) =1, falls {4, },en stoch. unabh.
n=1 n—oo
Beweis:

a) P(i A,) < i_'f P(A,) — 0 (fiir k — oo)

P(limsup A,) ﬂ U A, Lemmé 2t klim P(> A, =
n—0o0 — n=k
‘v-’

By, absteigend
b) Riickseite von Ubung 3

Beispiel 2.22 oco-Wiirfelwurf, unabhéngige Wiirfe,

Q={w = (wy,ws,...)|w; € {1,...,6}}

Wkeit, dafl oo-oft die Sequenz 1,2, ...,6 fallt?

Setze A, = {w|w, = L,w,y1 = 2,...,w,y5 = 6} (ab dem n-ten Wurf fillt die
Sequenz 1,2,...,6) Beachte: {A,,} ey ist nicht stoch. unabhéngig!

Die Folge {AGn}neN ist stoch. unabhanglg Mit Borel- Cantelh gilt:

P(limsup A,) > P(limsup Ag,) = 1, da Z P(Ag,) = Z 5 = 0.

n—o0 n—oo n= n=1
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3 Zufallsvariablen und ihre Verteilung

Zur Motivation: (2,2, P) W’raum: Beschreibung von Zufallsexperimenten, Mo-
dellierung von Zufallseinfliilen

e Oft interessiert nicht das gesamte Modell, sondern gewisse Teilgrofien, z.B.
5000 Stichproben mit Ausgang ”gut/schlecht”. Von Interesse ist nur die
Anzahl der schlechten Stiicke.

Q= {(x1,...,25000)|7;: € {g,s}} wire die Ereignismenge
T ={0,...,5000} von Interesse

e Ergebnisse von Zufallsexperimenten sind oft Zahlen oder Vektoren. Oft sind
arithmetische Operationen niitzlich, z.B. 5000 Miinzwiirfe mit Ergebnis 0
oder 1 (s.0.). x1,..., 25000 € {0,1}
Von Interesse: Anzahl Einsen: 215200

oder zy,...,x, € RT (z.B. Verzogerungszeiten in einem Switch)

T=21%"  x; (mittlere Verzogerungszeit, Mittelwert)

Modellierung allgemein mit Zufallsvariablen

Definition 3.1 (Zufallsvariable) (Q,2(, P) sei W’raum. Eine Abbildung X :
2 — R heiit Zufallsvariable (ZV) oder Zufallsgré83e (random variable (r.v.)),
wenn X 1(B) = {w € Q|X(w) € B} "* {X € B} € U fiir alle B € B!. Diese
Bedingung heifit Mef3barkeit von X.

Schreibweise: X : (Q,2) — (R, B') (X ist Abbildung und meBbar)

Bemerkung: Der Begriff 7 Zufallsvariable” hat sich eingebiirgert, obwohl es sich
eigentlich um ”Funktionen” handelt. Betont wird die Modellierung des Zufalls,
wichtig ist die Verteilung von ZV.

Lemma 3.2 X : (Q,2) — (R,B') sei Zufallsvariable. Durch
PX(B) := P(X"Y(B)) = P({w|X(w) € B}) "* P(X € B) fir B € B' wird
eine Wverteilung auf (R, B') definiert. P* heifit Verteilung der ZV X.

Beweis: Uberpriife Definition 2.10:
(i) PX(R) = P(X"1(R)) = P(Q) =1
(ii) B, paarw. disj., B, € B!, n € N

PY({JB.) = P(xXH(JBw) =P X' (B.)

— n=1 paarw. disj.

esBl
N———’
eA

o0

= Y P(XTB)) =Y PY(B,)

n=1
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Wesentlich in Definition 3.1: "mefibar”, d.h. ZV X induzieren auf (R,B') die
Verteilung PX. Math. Modell fiir Zufallsexperimente hiufig:
X

(©,2, P) - (R, 8", PY)
Modelliert alle Zufallsein- Modelliert die interessierenden beobachteten
fliie, genaue Kentniss oft GroBen, PX oft als Parameter bekannt.
nicht erforderlich, lediglich Beachte: (R, B!, P¥) ist ein W’raum, bishe-
Existenz notig rige Regeln gelten auch hier

Beispiel 3.3 (Binomialverteilung) n-facher Miinzwurf, Kopf =1, Zahl =0,
Wiirfe unabhéngig. Kopf mit W’keit p, Zahl mit W’keit 1 — p in jedem Wurf.
Modell: Q@ = {w = (x1,...,z,)|x; € {0,1}} A =P(Q),
P{(z1,...,z) )= p... 1—p)...(1—p) =pZiz1®i(l — p)r—Xima @i

({ (21 W= p...p I=p)...(1=p)=p (1-p)

N

Anz. Einsen Anz. X/ull@n
ZV X = Anz. der Einsen X (w) = X((z1,...,2,)) D x;

Wertebereich von X: T'={0,1,...,n}
Verteilung von X: PX({k}) = P(X*({k})) = P{w|X (w) = k})

M P = k) = P, a) | i = k)

= Z pZ?=1 Zi (1 — p)n*Zl’:l T
(1,0@n): Yo =k
= > PP —p)F = ()pFA —p)"* firk=0,1,....n

(1,0@n): Y0 =k

Eine Zufallsvariable heifit binomialverteilt mit den Parametern n € N, p €
[0,1], wenn P(X = k) = (Z)pk(l —p)"F firk=0,1,...,n.

Bezeichnung: X ~ Bin(n,p)
Interpretation: Bin(n,p) ist die W’verteilung der Anzahl der ”Treffer” in einer
Bernoulli-Serie* der Linge n mit Trefferw’keit p.

Im weiteren: Allgemeine Methoden zur Beschreibung von W'verteilungen, direkt
formuliert fiir ZV.

Beachte: Mit X = Identitét lassen sich die folgenden Uberlegungen auch direkt
auf Wmafle P anwenden.

3.1 Diskrete Verteilungen/Zufallsvariablen

Definition 3.4 Eine ZV X (auf einem W’raum (2,2, P)), bzw. deren Verteilung
PX heifit diskret, wenn eine héchstens abzihlbare Menge T = {t;,t5,...} mit
PX(T) = P(X € T) = 1 existiert. T heiBt Tréiger (support) von X bzw. PX.

4Miinzwurf-Serie der Linge n, unabhingige Wiirfe, Trefferw’keit p
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X sei diskrete ZV mit Triager T = {t1,t3,...}, A € B'. Dann gilt:
PX(ANT) e 21 pX Ay 4 pPX(T) = PX(AUT) = PX(A)
—_—— N——

Also: P(X € A) = PX(A) = PX(A_O T) = PX_(G (An{t)) = "i PX({t:})
SRS

D.h. PX, die Verteilung von X, ist eindeutig festgelegt durch P(X = t;) fiir
i=1,2 ...

Definition 3.5 X sei diskrete ZV mit Trager T' = {t1,ts,...}. fx : T — [0, 1]
mit fx(t;) = P(X = t;) fir ¢ = 1,2,... heifit Z&ahldichte (discrete density
function) der ZV X.

X ~ Bin(n,p) (siche Beispiel 3.3) ist ein Beispiel fiir eine diskrete ZV mit
fx(k) = (Z)pk(l —p)"Ffiir k=0,1,...,n. (0 < p < 1ist ein Parameter)

Beispiel 3.6 (Geometrische Verteilung)

Unendlicher unabhéngiger Miinzwurf (siehe Beispiel 3.3).
Q={w=(xy,79,...)|7; € {0,1}}

X = Wartezeit bis zum ersten Treffer (”17), Trager 7' = Ny

P(X =k)=P{w=(21,29,.. )|ty =200 = ... =2, =0, X}y = 1}) = (1—p)*p
fir k=0,1,...

Die Verteilung mit der Zihldichte fx (k) = (1 —p)*p fiir k =0,1,... (0 <p <1
ein Parameter) heifit geometrische Verteilung . Bezeichnung: X ~ Geo(p),
0<p< 1.

Beispiel 3.7 (Poissonverteilung, Gesetz seltener Ereignisse)
Sei p, € (0,1) mit n - p, — A fir n — oo, A > 0. Dann gilt:

n n—k M—00 )k

(k)pfl(l —p)" P e ’\% Vk e N

k
S o= AN -2 A —
Es gilt 795 > 0 und e E H_l'
k=
&2,—/

e\
Eine diskrete ZV X mit Zahldichte fx (k) = 6_)\/1\@_]? fir k = 0,1, ... heiBt Poisson-
verteilt . (A > 0 ein Parameter) Bezeichnung: X ~ Poi(\), A > 0.

Interpretation: n Stiicke gleicher Lénge

| | | | |
T T T T T

0 1

Wahrscheinlichkeit fiir das Auftreten eines Ereignisses in jedem Teilstiick ist %,
Auftreten unabhéngig
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3.2 Verteilungsfunktionen

Definition 3.8 Eine Funktion F': R — [0, 1] mit den Eigenschaften
(i) F monoton steigend (nicht notwenigerweise streng monoton)

(i) lim F(z)=1, lim F(z)=0

T—-+00

(iii) F ist rechtsseitig stetig, d.h. Vxo, z,, | o : F(x,) — F(z0)
heifit Verteilungsfunktion (VF) ([cumulative| distribution function, cdf).

Beispiel

0 0 o

Satz 3.9 (Q.2(, P) sei Wraum. X : (,2) — (R,B') eine ZV.

Durch Fx(z) = P(X <z) = PH{w € Q| X(w) < z}) = PX((—o0,z]) fir z € R
wird eine Verteilungsfunktion definiert, die Verteilungsfunktion der ZV X,
bzw. der Verteilung PX.

Beweis: Ubung 5
Verteilungen auf (R, B') werden eindeutig durch VF beschrieben.

Satz 3.10 (Eindeutigkeitssatz fiir VF) 27V X und Y besitzen dieselbe Ver-
teilung (auf (R, B')) <= Fx(z)= Fy(z) fiir alle z € R.

Beweis: 7= einfach, in Ubung 5
7<«=" sehr schwierig! Benutzt Fortsetzungs- und Eind.-satz der Mafitheorie

Darstellungsmethoden fiir Verteilungen/ZV

e Diskrete ZV — Zahldichte f,(t;)

e Auf (R,®B') Verteilungsfunktionen Fx(x) = P(X < z) mit z € R
Beispiel 3.11 (Verteilungsfunktionen)

a) X heifit gleichverteilt (rechteckverteilt) (uniform, rectangle distributed)

0 ,2<0
auf [0, 1], Bezeichnung X ~ R(0,1), wenn Fx(z) =< =z ,0<z <1
1 ,2>1

Seien 0 < a <b< 1.
Pla <o <b) = P({wla < X(w) < b}) = P({wlX(w) < b} \ {w]X(w) <
a}) = P{w|X(w) < b}) = P{w[X(w) < a}) = P(X <b) — P(X < a)
=F,(b) — Fx(a)=b—a
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(W’keit fiir zufélligen Wert im Intervall (a, b] ist gleich der Lange von (a, b],
némlich b — a.)
Analog: Rechteckverteilung auf [a, b], Bezeichnung X ~ R(a,b) fir a < b €

0 ,r<a
R mit Fx(z) =4 5z —a) ,a<z<b ﬂ/_
1 ,x>b
Seien a < ec<d<hb. 0 . ! -
Plc<a <d)=F,(d) — Fx(c) = 7=(d—a) — 7=(c—a) = 7= (d — ¢)

b) X heifit exonentialverteilt, X ~ Exzp(\), A > 0 ein Parameter, wenn

l—e™ x>0 e
N PR IR TR S R T
- . . 1 z€A
Bei dieser Darstellung benutzt: Indikatorfunktion 1 4(x) = 0 x¢A

A \”groﬁ” A \”klein”

c¢) Diskrete ZV X mit geordnetem Tréiger T' = {t1,ts,...} C R, Zahldichte
fx(t:) =pi, pi > 0und Y7 p; = 1.
Dann Fx(z) = P(X <x2)= >, P(X =t) = >, pp= Z?;llpj, falls

kit <z kit <z
tp <@ <tlg, k=1,2,... (und tg = —00).

ol

ps ”Treppenfunktion”

Zum Beispiel: X ~ Geo(p) mit fx(k) = (1 —p)*p, k € Ny und (0 < p < 1).
. k - _(1—_m)k+1
Es gilt: >°(1 — p)ip = p11(—1(+)m =1—(1—p)k+!
j=0

Also: FX(x):{ X <0

1—-(1—pll+t x>0

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Verteilungsfunktionen
X sei ZV mit Verteilungsfunktion Fx(z) = P(X <x).a<beR

o Pla<X <b)=P¥((—00,0]\ (—00,a]) = P¥((—00,b]) — P¥((—00,a])
= Fx(b) — Fx(a)

e Seia € R, a, < apy1 < a mit a, — a fir n — oo. Dann ist (ay,d
absteigend mit lim (a,,a] = {a}.
n—oo

Pz =a) = PX({a}) = P¥(lim (a,.0])

Lemm:a 2.11b lim PX((CI/”,GD

n—od
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= lim (Fx(a) = Fx(an)) = Fx(a) = lim Fx(an) = Fx(a) — Fx(a—)
Insbesondere: Ist Fy stetig, so gilt P(X = a) = 0 fiir alle a € R.

e P(a< X <b)=P(X =a)+ Pla< X <b) = Fx(a) — Fx(a—) + Fx(b) —
Fx<a) = Fx(b) — Fx<a,—)

Bedienzeit X von Anforderungen an einen Server seien Exp(\)-verteilt, X ~
Exp(\), A > 0.

Problem: Bestimme die Zeit X, unterhalb derer die Bedienzeit mit vorgegebener
Wabhrscheinlichkeit a liegt, z.B. a = 0.99. Bestimme also X, mit P(X < X,) =
Interpretation: In 99% der Félle ist die Bedienzeit kiirzer als X,.

Graphisch fir X ~ Exzp()\):

Definition 3.12 X sei ZV mit Verteilungsfunktion Fx(z), 0 < a < 1.

X, = min{z|Fx(x) > a} heifit a-Quantil (a-Percentil, (1 — «)-Fraktil) von F.
Fy(t) = min{z|Fx(z) > t}, t € (0,1), heiit Pseudoinverse von Fx. (Nétig,
weil X, genau in einem Sprung von Flx liegen koénnte.)

e Graphisch bei nicht-stetigen Vfkt.

e Ist I invertierbar, so gilt F~ = F~! (Inverse).

Betrachte: a = X1 heifit Median von Fx. Es gilt P(X < X1) < % und

P(X <X < —) “Der Median ”halbiert” die Verteilung, ist in diesem Sinn
der mlttlere Wert” Der Median ist ein Schéitzer fiir den mittleren Wert, der
robust gegen Ausreifler ist.

3.3 Dichten

Methode zur Konstruktion von Verteilungsfunktionen, Verteilungen.

Definition 3.13 F : R — R* sei (uneigentlich Riemann-)integrierbar mit
[ f(@)de = 1. Durch F(z) = [~ f(t)dt wird eine Verteilungsfunktion defi-

niert. ffoo F(t)dt

T T
T

Slinksseitiger Grenzwert von Fx (a)
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Gilt fiir eine ZV X, dal Fx(zx) = F(x), so heit f (Verteilungs-) Dichte
(probability density function (pdf)) von X bzw. PX. X bzw. P¥ heifit dann
absolut-stetig.

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung: f(z) = F'(X) fiir alle
Stetigkeitspunkte x von f.

Beispiel 3.14
a) Rechtecksverteilung auf [a,b], a < b € R, X ~ R(a,b):

L <z<b
f(z) :{ 8‘“ ’ZO;SEC = =Ny () fiir alle x € R
- i=(r—a) ,a<z<b = iR
= [ f®)dt=< 0 o <a
- 1 ,IZb a =z b

Beachte: Die Dichte f(x) = 11,4 (2) fithrt zu derselben Verteilungsfunk-
tion F'. Dichten sind nicht eindeutig, sie sind ”fast sicher” eindeutig.

b) Exponentialverteilung, X ~ Exzp(A) mit A > 0:

f( )—/\e ’\1’]1[000)( )fﬁr alle z € R A
_f f(t) f)\e_’\tdt e_’\t|g

=1—e mit:)szo
c¢) Normalverteilung, X ~ N(u,0?) mit p € R, o > 0:

_M .. ”kl LT
f(z) = =€ 27 fiirallex € R o "klein”
V2o T (t—p)2 | o groﬁ
P = ok | |

‘ 2

hat keine ”geschlossene” Darstellung. Berechnung numerisch, approximativ
oder mit Tabellen.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten

X sei ZV mit Verteilungsfunktion Fx und fx, a <b € R.

.P@<X§®=&%%ﬁﬂ®:ﬁwh@ﬁ—ﬁ(&@ﬁ:ﬂh@ﬁ
e P(X =a) = Fx(a) — Fx(a—) =0, da Fx(z) = [*__ fx(t)dt stetig

o Pla< X <b)= [ fx(t)dt

° Allgemein gilt bei absolut-stetigen ZV (also solchen mit Dichte)

P(X € {(a,b)) f fx(t)dt, wobei ( bzw. ) beliebig fiir ”abgeschlossen”
oder 7 offen” steht

e Schreibe allgemein fiir Mengen B € B': P(X € B) = [, fx(t)dt (auch
wenn B kein Intervall)
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3.4 Erzeugende Funktionen und Laplace-Transformierte

Eine weitere Methode zur eindeutigen Beschreibung von Verteilungen.

Definition 3.15

a) X sei diskrete ZV mit Trager T = {t1,1o,...} und Zahldichte fx(tx) =

pr mit k € Ny. Dann heiBt Gx(z) = Y pp2® mit |z| < 1 erzeugende
k=0
Funktion von X bzw. P¥ (probability generating function).

b) X sei absolut-stetig mit Dichte fX, Wobei fx(x) = 0, falls z < 0 (d.h.
P(X < 0) =0). Dann heifit Lx(s f e~ fx(x)dz mit s > 0 die Laplace-

Transformierte von X bzw. PX.

Analog zu Satz 3.10 fiir Verteilungsfunktionen gilt auch hier Eindeutigkeit.

Satz 3.16

a) X und Y seien diskrete Zufallsvariablen mit denselbem Tréger 7. X und Y
besitzen dieselbe Verteilung <= Gx(z) = Gy(z) fiir alle |z| < 1.

b) X,Y seien absolut-stetig mit fx(z) = fy(x) = 0 fiir alle z < 0. X und Y
haben dieselbe Verteilung <= Lx(s) = Ly(s) fiir alle s > 0.

Beweis:

a) Eindeutigkeitssatz fiir Potenzreihen
b) Feller II, Seite 403, Kapitel XIII oder Satz von Stone-Weierstrafl

Satz 3.17 (Inversionsformeln)

a) Gx(z) sei erzeugende Funktion einer diskreten ZV X mit Tréger
T = {t1,t5,...}. Damn gilt P(X = t;) = LG¥(0).
b) Lx(s) sei Laplace-Transformierte einer absolut-stetigen ZV X. Dann gilt:
c+iy

Ix(z) = hm o [ eLx(s)ds fiir alle c € R

21
c—1y
(Integratlon iiber den Weg ¢ — iy — ¢ + iy)

Beispiel 3.18

a) Geometrlsche Verteilung, X ~ Geo( Jmit0<p<1

Cx(z)= (1~ )Z—PZ(( p)?)" = =i mit 2] <1

b) Poissonverteilung, X ~ Poz()\) mlt /\ >0
Gx(z)=>_ e_)‘j‘g, P = Z = e M = e M172) fiir alle z € R
k=0
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3.4 Erzeugende Funktionen und Laplace-Transformierte

c) Rechtecksverteilung, X ~ R(O 1)

Lx(s fe sty = 1= fiir alle s > 0
d) Exponentlalvertellung, X ~ Exp(A)
Lx(s fe_”)\e_’\“"dx = 32 / A+ s)e” V7 dg = 2
1, da Integralxigber die Dichte
e) Gammaverteilung, X ~ I'(a, )
o0
—sx A% o 1, —)\x _ & ()\+S)a a—1_—(A+s)z _ A&
fe NOLANE d:p—(Hs)a/ o) o le( )dx—(M_s)
0

1

f) Erlangverteilung, X ~ Eri(n,\) =T'(n,\) fir n € N

LXn( ) = L% (s) fiir stid X,
A"

Lxiy.4+x,(8) = Lx,(s) -
also L% (s ) = (s

hier: X; ~ Exp(\), Lx, = ,\+ ;

L wie in e) oder alternativ mit Satz 6.10 fiir X als Faltung der Exp-Vert.:

Nice to know...
o~ _k 1
Z "= 11—z
k_
[o¢]
2k oz
mo €
k=0
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4 Produktriume und Zufallsvektoren

Zufallsexperimente mit mehreren Ausgéngen (gleichzeitig oder dasselbe Experi-
ment mehrfach wiederholt).

Modell: (R, B1)
(.2, P) = (R,B")
(R, B

Ausgénge gemeinsam betrachten: (2,2, P) X=X Xn) (R™,?7,7)

4.1 Produktriaume

Gegeben Mefirdume (€2;,20;) fiir i = 1,...,n. Oft (£2;,2) = (R, B).
Setze Q=X Qi = {w = (wy,...,wy)|w; € A}
Frage: Welche o-Algebra iiber {2 wihlen?
Ansatz: e = {A; x ... x A, |4, €2, i=1,...,n}
Aber: ¢ ist im Allgemeinen keine o-Algebra {iber 2 = ?:1 Q;.
Gegenbeispiel: Q; = Qy = R, 2 = 2y, = B!, Dann C; = [-1,0] x [-1,0] € &,
Cy =[0,1] x [0,1] € €, aber C; UC, ¢ &,
ist nicht als kartesisches Produkt
1

zweier Mengen darstellbar.

Definition 4.1 (Produkt-o-Algebra)

(Q;,2;) seien Mefirdume, i = 1,...,n.e ={A; x ... x A, |4, €U, i=1,...,n}.
Qi A; := A(e)° heiBt Produkt-o-Algebra von 2, ..., 2, iiber @ =X Q.
O, i, Qi ;) heift Produkt-MeBraum der (€;,2;) fir i = 1,...,n.

Beispiel 4.2 (€;,2;) = (R,B'). e ={B; x ... x B,|B; € B'}.
() heifit n-dimensionale Borelsche o-Algebra.
Graphisch fiir n = 2:

Bz}—|:| 7B" enthélt alle n-dimensionalen Rechtecke”

By

4.2 Zufallsvektoren und Folgen von Zufallsvariablen

Definition 4.3 (2,2(, P) sei Wraum. Eine Abb. X = (X;,...,X,,) : @ — R”
heifit Zufallsvektor, wenn X ~!(B) € 2 fiir alle B € B" (MeBbarkeit). Bezeich-
nung: X : (©,2) — (R, B").

Bemerkung: Es gilt: X = (Xy,...,X,) ist Zufallsvektor <= Xi,..., X, sind
ZV.

®D.h. wir definieren @, 2; als die von ¢ erzeugte o-Algebra
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Lemma 4.4 X sei Zufallsvektor.

Durch PX(B) = P(X YB)) = P{w|X(w) € B}) hur P(X € B) fir alle
B € 8" wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf (R, B") definiert.

PX = p(XuXa) heifit gemeinsame Verteilung von (X, ..., X,,).

Im folgenden werden gemeinsame Verteilungen mit Verteilungsfunktionen und
Dichten beschrieben. Klar: X7,..., X,, diskret — (Xj,...,X,,) diskret. Ver-
teilung mit Z&hldichten, wie in Kapitel 3 beschreiben.

Satz 4.5 X sei Zufallsvektor. PX wird eindeutig beschrieben durch die

(n-dimensionale) Verteilungsfunktion Fy(z1,...,x,) = PX((—oco,x1] x ...
X <—OO,£L'n]) = PX({w‘Xl(w) € (—00,1'1], s 7Xn<w) € <_Ooaxn]})
kurz

= PH{w|Xi(w) <z} n..niw|X,(w) <z,}) = P(Xy <zp,..., X, < xp).
Bezeichnung: X ~ Fy

Beschreibung von Verteilungen mit n-dimensionalen Dichten ist oft einfacher.

Definition 4.6 Fx(z1,...,z,) sei die Verteilungsfunktion des Zufallsvektors X.
Eine (uneigentlich Riemann-)integrierbare Funktion fx : R™ — R™ heifit Dich-
te von X, wenn Fy(zy,...,1,) = ff;‘o . ff;o f(ty, ... ty)dty ... dt, fir alle
x1,...,2, € R. X heifit dann absolut-stetig mit Dichte fx.

Bezeichnung: X ~ fx.

Sprechweisen: X hat/besitzt/ist verteilt nach Vfkt. Fx/Dichte fx.

Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit Dichten:

X = (Xy,...,X,) sei absolut-stetig mit Verteilung P*, Verteilungsfunktion Fx
und Dichte fx. Dann ist PX({ay,by) x ... x {ay,b1)) = Pla; < X; < by,...,a, <
Xo S o) = [ [ fx(t,. . ta)dty .. dt, fiir alle a; < b; € R, wobei 7 (7
bzw. ”)” beliebing fiir ”offen” oder ”abgeschlossen” stehen.

Allgemein: P*(B) = [ e [ fx(ty, ... t,)dty ... dt, fir alle B € B".

Mit dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung gilt fx(z1,...,x,) =
ML@%FX(%, ..., Zy,) in allen Stetigkeitspunkten (z1,...,x,) von fx.

Beispiel 4.7 (Indizierung mit X zur Vereinfachung weggelassen )

a) Gleichverteilung auf 7" € B" mit ¢ = f g f ldzy...dx, <
{ % (w1, x,) €T

F(xy,...,2,) = %HT(xl, e Ty) = const

Speziell:
o Auf dem Einheitswiirfel des R"
T={(x1,...,2,)|0<2; <1, i=1,...,n}=[0,1]"
flzy, .o xn) = Up(2y, ... xp)
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0 ,Jiix; <0
min{zy,1} - ... - min{x,,1} , sonst
Graphisch fir n = 2:

f F! \> leohihenlini
\§ sononeniimien

~————

0 1

F(zy,...,z,) =

e Auf der Einheitskugel des R
T={(z1,...,¢)| > 2?2 <1}, c¢= F(T Volumen der Einheits-

kugel
I(n)=(n—1)!firalleneN,T(3) =m I'(x+1) =al(z)
flzy,. ... x,) = %HT(Q,...@”) mit (z1,...,z,) € R"

Die Verteilungsfunktion ist schwierig zu berechnen — Dirichlet-Integral

b) n-dimensionale Normalverteilung, X ~ N(u,X), p € R", ¥ € R™ " positiv
definit. Fiir x = (21,...,2,)T € R" ist

— 1 o 5@)TE (g
f(xl,...,xn) (271-)%(det2)%€ 2
¢) fi,-., fr : R" — RT seien n-dim. Dichten (auch n = 1), ay,...,ax > 0,

S o = 1. Dann ist f(z) = Y8 aifi(x), © = (z1,...,2,) € R", eine
n-dimensionale Dichte. f(z) heifit Mischung der Dichten fi,. .., fx.

Stochastische Unabhdingigkeit

Definition 4.8 Xi,..., X, seien ZV. (Dann ist X = (Xy,...,X,) ein Zufalls-
vektor.) Xi,..., X, heiflen stochastisch unabhingig, wenn Fx(zq,...,x,) =
Fx, (1) ... Fx, (x,) fir alle (z1,...,z,) € R™

Also: Xj,..., X, stoch. unabh., wenn P(X; < zq,...,X, < z,) = P(X; <
x1) ... P(X, <ux,) fiir alle (zq,...,2,) € R™

PH{w|Xi(w) < z}n...nPH{wX,(w) < x,} = PHw|X1(w) < 21} -
PH{w|X,(w) < z,}, d.h. Xi,..., X, sind stoch. unabh. genau dann, wenn die

Ereignisse {w|X;(w) < a;} fir 1 = 1,...,n und alle 24, ..., x, stoch. unabh. im
Sinn der Definition 2.16 sind.
(Beachte: Auswahlen von 4y, ..., durch Setzen der anderen z; = 00.)

Lemma 4.9 (Xi,...,X,) sei Zufallsvektor, absolut-stetig mit Dichte f(x,
Dann hat jedes der X; eine Dichte fx, ()

f f foxuxn) @1, T, @, Ty - ) day L dr ey - d,.
Es gllt f(Xl ..... Xn)(xl, ooy ) =10 fx () fiir alle @4, ..., 2, € R
= Xi,..., X, stoch. unabh.
Umgekehrt: Sind X;, ..., X, stoch. unabh., absolut-stetig mit Dichten fy,, so ist
fxixy (@1, . x,) = T, fx,(z;) fur alle (z4,...,2,) € R" eine Dichte des
Zufallvektors (Xi,...,X,,).
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Beweis:

f f f(Xl ..... Xn )(l’l,...,xi_1,$,Ii+1,...,In)d$1...dxi_1d$i+1...d$n

ist eine Dichte von z;, da Fx,(x) = P(X; <z) = [ fx,(t;)dt

ESgllt F(X1 7777 Xn)(l'la'-wxn): f f fo( ) dtn

—00 —00 1=

—Hffx dt—HFX(xZ)furallexl,.. . Ty € R.
AISO X 1oy Xp stochastlsch unabhéngig nach Definition 4.8.

Umgekehrt: Xy,..., X, stoch. unabh. = Fix, _x(®1,...,2,) = [[ Fx, (%)

= ,_ﬁl?iin(ti)dti = f TﬁfX Ldt, = ﬁleZ(x’) ist eine

Dichte von (X7,...,X,).
Im Fall von Zahldichten vereinfacht sich Lemma 4.9 zu:

Lemma 4.10 Xy,...,X,, seien diskrete ZV mit Trégern 73,...,7,. Dann gilt:
Xi,..., X, stoch. unabh. <= P(X; =1ty,...,X, =t,) = [[ P(X; = ;) fiir
alle t; € T;.

Beweis: Ubung 8 Aufgabe 29

Definition 4.11 Eine Folge von ZV { X, },en auf einem W’raum (€, 2, P) heifit
stochastisch unabhingig, wenn X,..., X, stochastisch unabhéngig fiir alle
n € N. Besitzen stochastisch unabhéngige ZV alle dieselbe Verteilung, so heiflen
sie stochastisch unabhingig identisch verteilt (stid) (i.i.d., independent
identically distributed).

Beispiel 4.12

a) X1, Xy stid ~ Bin(n,p)
P(X; = Xp) = PYOX)({(4, )0 < i,5 <, i =j})

_ i)P(XLXﬂ({(i,@)}) _ i)P(X1 — i, Xy =)
= 3" P(Xy = i)P(Xs = i) = Y [(})p(1 —p)"

i=0 1=0

b) Xi, X, stochastisch unabhéngig, absolut- stetig mit Dichten fi, fo

T2

P(X;=X;5) = f ff(xl,@)dxldﬂh f fi(z1)dry fo(ze)drs =0

X1=X> o

f(x1,22) = fi(21) fo(w2) 0
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Beispiel 4.13 X;,..., X, stid ~ F' (Verteilungsfunktion)

a) Y =max"{Xy,...,X,}

Interpretation z.B. Maximum der Laufzeiten (X, ..., X,)

PY <z)=PX) <uz...,X, <z)=]] PX; <z)= F*(x) fir alle
i=1

reR

Also: Y = max{X}, ..., X,,} hat die Verteilungsfunktion F"(z).
b) Y =min{X;,..., X, }
PY>z)=PXy>z,....X;,>2)=(1—F(2))"
Also: Y = min{ X}, ..., X,,} hat die Verteilungsfunktion 1 — (1 — F'(z))".
Z.B. X; stid ~ Exp(\), dann P(Y <z)=1—-¢"" = Y ~ Exp(n\)

Beispiel 4.14 X, X5 stid ~ Exzp(A) mit A > 0

PXi+Xp<z2)=] Ik )\e’)‘zl]l[opo) (xl))\e”””?]l[om) (x9)dz1dxs
0<X1+X2<2

Z—To z
[ Ae A e A2 dp dry = [ NeA2[1 — e 22| dy
0 0

[)\e—kxg _ /\€_>\Z}d$’2 =1 €_>\Z — )\26_/\'2 = FX1+X2(’Z) fir 2 >0

O =P —un

Durch Differenzieren:

fxrixs(2) = Ae™ = Ae™ — Aze ™) = N2ze ™ fiir 2 > 0

Also: Die Verteilung der Summe von stochastisch unabhéngig identisch Exp()\)-

verteilten ZV ist absolut stetig mit Dichte f(z) = Aze 1 o) ().

Eine allgemeine Klasse von Verteilungen, die diese Dichte als Spezialfall enthélt,
\o

sind die I'-Verteilungen mit den Dichten f,  \(z) = mxa_le_’\m]l[om) (x) mit

a, A > 0 als Parameter, wobei I'(a) = [~ 2*'e™*dx das I-Integral (insbesondere

I'(n) = (n—1)! Vn € N) ist. Eine ZV mit Dichte f, () heifit I'(a, \)-verteilt.
Spezialfalle:

(i) a=1 — FExp(\)-Verteilung

(ii) «=2 — s.0., Verteilung der Summe von 2 stid Exp(\)-verteilten ZV

(iii) « =n € N — Erlang-Verteilung mit Parametern n, A
fn,)\(l') = (n’\_l)lxn_le_mc]l[o,oo)(l’)

Beispiel 4.15 {X,, },cn Folge von stid ZV, B € BL.

S = min{n € N|X,, € B} heifit erste Eintrittszeit in B.
Verteilung von S: P(S=k)=P(X1 ¢ B,..., X1 ¢ B, Xy € B)
=P(X,¢B)-...- P(X4_1 ¢ B)P(Xx € B) = (1 —p)Fp fiir k € N,
wobei p = P(X, € B) = ... = P(X, € B).

Also: S geometrisch verteilt mit Triager N. S — 1 ~ Geo(p)
Konkret: unabhéngige Folge von Miinzwiirfen, X, stid ~ Bin(1,p)

"punktweises Maximum der X; an den Trigerpunkten
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Setze B = {1}. P(X,, € {1}) = P(X,, =1) = p.
{S = k}: Beim k-ten Wurf tritt erstmalig eine 1 ("Kopf, Treffer”) auf
Setze X = S — 1 = "Wartezeit bis zum ersten Treffer”. Dann X ~ Geo(p)

Satz 4.16 X, ..., X, seien stochastisch unabhéngige ZV und I, J C {1,...,n},
INJ = 0. Dann sind (X;);er und (X;) e, stochastisch unabhéngige ZV. Sind f, ¢
mefibare Abbildungen (mit entsprechenden Bild-Mefiraumen), so sind f((X};)ier)
und ¢g((Xj),es) stochastisch unabhéngig.

Beweis: Mathar & Pfeiffer, Lemma 2.1.6 und Lemma 2.1.7, Seite 74

Beispiel 4.17 X, X5, X3, X, stochastisch unabhingig — X;+ X5, X5+ X4
stochastisch unabhéingig
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5 Transformationen von ZV /Verteilungen

Im folgenden: allgemeine Hilfsmittel zur Berechnung der Verteilung von Funktio-
nen von Zufallsvariablen

Satz 5.1 (Transformationen fiir Dichten)
X = (Xy,...,X,,) sei absolut-stetiger Zufallsvektor auf dem W'raum (Q,%, P)
mit Dichte fx. Gelte fx(x1,...,2,) = 0 fiir alle (z1,...,7,) € M fiir eine
offene Menge M C R"™. T : (R",B™) — (R",B") sei eine meBbare Abbildung
(Zufallsvektor, T-'(B) € B" VB € B") mit

(i) T = Ty ist injektiv (Restriktion von 7" auf M)
(i) T ist stetig differenzierbar auf M

(iii) det (( oI > ) # 0 auf M (Funktionsdeterminante)
1<ij<n

X,

Dann ist Y = T(X) absolut-stetig mit Dichte

f Tfl y 7...,yn
fY(yla'-‘7y”> = X( ( 1 )>
T,
det <<3$1)1<i7j<n T=1(y1 yn)>

ai'_l -1
= |det P fX(T (yb?yn))]lf(]\/[)(yl,’yn)
Vi ).
S1,)5n

Beweis: Krickeberg (63)

Beispiel 5.2

X = (X1, X2) gleichverteilt auf @ = (0,1)? mit Dichte fx(x1,22) = Lg(a1,z2),
d.h. X3, X5 stochastisch unabhéingig, X; ~ R(0,1), i =1,2.

T(X1, Xs) = (/&1 cos(2mas), /71 sin(2mxs) mit (21, 22) € Q

T L cos(2mx —2m/x sin(2mx
det ot = det 2‘{?1 . (2 2) 9 Vi 2( 2)
dy; reiien N sin(2mxy) 2w\ /x1 cos(2mxs)

= 7 cos?(2mwy) + wsin?(27ay) = m(cos? (27 wy) + sin®(27wy)) = 7

=1
T(X) besitzt nach Satz 5.1 eine Dichte fy(y1,y2) = Llp(g)(y1,y2)® mit

= T(Q) ="Einheitskreis ohne die positive X-Achse”
Also: Y = T'(X) ist gleichverteilt auf dem Einheitskreis. (Vergleiche Beispiel 4.7)

$fx (T~ (y1,92) = 1o(T (Y1, 92)) = L) (Y1, y2)

Y
K
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Beispiel 5.3 (Rayleigh-Verteilung) X,Y stid ~ N(0,0?), also gemeinsame
2 y2

Dichte fixy)(z,y) = —L e . Lo mit (z,y) € R?

! ‘ 2o . 2o
Transformation in Polarkoordinaten

(r, ) =T(X,Y):R?*\ {0} — (0,00) x (0,27) mit » = \/2% + y? und
arctan(¥) ,y>0

=3 .o arctan(%) <0 wobei arctan(+oo) = I
(w,y) = T~ (r, ) = (rcos p,rsing)
or; ! B cosp —rsing \ ) o
det (( 9z, )lgi,jgz = det sing 1 cos e > =r(cos® p +sin’p) =r

(R,®) = T(X,Y) besitzt nach Satz 5.1 eine Dichte f(r (7, ¢)
_r?cos® pir?sin® o roo_ 2 1
= 7‘#6 252 £ ]1(0700) (T)ﬂ(0,27r)((,0) = ;@ 202 ]1(0700) (T’) . %ﬂ(o,%)(@)

~ /.

Rayleigh—Verteilung  Gleichverteilung

1,,2
Also: R, ® sind stochastisch unabhéngig mit fr(r) = e 207 1go0)(7),
R ~ Ray(o?) Rayleigh-Verteilung und fs(¢) = 5-1(02mn(¢), ® ~ R(0,27).
Lemma 5.4 X = (X;, X;y) Zufallsvektor, absolut-stetig mit Dichte fx(z1,x2).
Dann ist Y = X; + X, absolut-stetig mit Dichte fy(y) = ffooo fx(t,y — t)dt,

yeR.

Beweis: Mit Satz 5.1: T(X1, Xa) = (X1, X1+ Xo)°, T71(V1,Ya) = (Y1, Ya — V7).

or 9Ty 10
8Ti _ 8$1 8552 _ _
det<67j>—det<% @>—det(1 1)—1
o0x1 Oz
Satz 5.1
fT(X)(ylayQ) =" fx (W, y2 —y)-

Es folgt: fy(y) = ffooo fx(i,y —y1)dy,.  (2te Randverteilung)

Speziell in Lemma 5.4: Wenn X7, X5 stochastisch unabhéngig
= fixix) = fx.(21) - fx,(z2). Dann ist

focxn ) = [ ) fraly - ity € R

Bei stochastisch unabhéngigen ZV X7, X5 heifit die Verteilung von X; + X, Fal-
tung (convolution) der Verteilung von X; und Xo.
Bezeichnung: PX1+tXz = pXi y pX2 (Nur moglich, wenn X7, X5 s.u.!!)

Beispiel 5.5

a) X1, Xy stochastisch unabhingig, X; ~ I'(a, \), Xo ~ T'(8, ), «, 5, A > 0.
Es gilt: X, + Xo ~ T+ 3, A), doh. T(a, A) % T(3, \) = T(a + 3, A)

Beweis: Ubung 8 Aufgabe 31 a

9Trick: Transformation T auf zwei Dimensionen ”aufblasen”, damit Satz 5.1 anwendbar wird
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b)

d)

5 TRANSFORMATIONEN VON ZV/VERTEILUNGEN

X1, Xy stochastisch unabhéngig, X; ~ N(uy,0%), Xo ~ N(p2,03),
pi, o € R, 01,09 > 0. Dann gilt: X; + Xy ~ N(uy + po, 02 + 03), d.h.
N(p1,0%) % N(p2,03) = N(p1 + pa, 07 + 03).

Beweis:

_ (t—pp)? 1 _ (y—t—pg)? 1 _mmy—pp)?
20‘% 20‘% dt — _ e 2(0’%4—0‘%)

< 1
—e e e
/oo V2mo V27mos V2 o} + o}

X ~ N(0,1). Dann gilt: X% ~T(3, 3).

e 2
Beweis: Sei X >0. P(X? <z)=P(—yz <X <x)= [ V%e_?dt

NG

Substituiere: u = ¢, also t = Ju = dt= ﬁdu (Ableitung nach u)

Symmetrie z 1 _uw
= ——e 2
2{ =€ 2ﬁdu (1)1
=)2
1 1 _z 2 1 _z
e 2 2 = 2 2 >
=1 2e () e x>0
Dichte von X? also: fy2 = 2
Dichte einer F(%,%)f\/ert.
0 , sonst

Seien X,..., X, stid ~ N(0,1). Da X? ~ T (3, 3) ist, gilt nach a):
Xi+.. . +X2~T(%1).
I'(%,1) heiBt x?-Verteilung mit n Freiheitsgraden. Bezeichnung: x?

Dichte: f(z) = 2%1}(2)!10%_16_%]1(0,00)(@
2

Mit Beispiel 5.3: Sei Y ~ 3 =I(1,3) = X =Y ~ Ray(1)
(siehe Beispiel 4.14) X1, ..., X, stid ~ Exp(A) =T'(1,A), A > 0.
Mit a): S, = X1 +...+ X, ~T'(n,\) (Erlang-Verteilung mit Par. n, \)
Interpretation:
X; ="Bedienzeiten eines Servers”, stid ~ Exp(\)
S, =" Gesamtbedienzeit fiir n Anforderungen”
Umgekehrte Fragestellung: ¢ > 0. Mit welcher Wahrscheinlichkeit werden

im Intervall [0, ] genau n Anforderungen bedient?

Definition 5.6 {X,,},cn sei Folge von stochastisch unabhéngigen ZV,
X; ~ Exp(A),ie N, A> 0.

t
| , , N ,
NN N
X1 X X3 Xy

N(t) =max{n € No| > X; <t} =|{n € N| > X; <t}|, heifit Poisson-Prozef}
i=1 i=1
mit Parameter A > 0. Bezeichnung: PP(\)
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Graphisch:
Bediente Kunden N(t)
4 -—
3 -—_—
2 ~—
1 —
' + + + >
XX X | Xh|
Sl SQ S3 S4
Sprechweisen:

Die X, heifilen Zwischenankunftszeiten (interarrival times)/Verweilzeiten
(sojourn times). Die S,, = Y | X; heien Ankunftszeiten (arrival times).

Lemma 5.7 Fiir alle ¢ > 0 besitzt N(¢) eine Poissonverteilung mit Parameter
A, d.h. N(t) ~ Poi(\), P(N(t) = k) = e M e N

AL
Interpretation: Wie ist die W’keit, dafl genau k& Kunden bis zum Zeitpunkt ¢

komplett bedient werden?

Beweis:

k=0: P(N(t) :O) = P(Xl > t) =1 (1 _e—At) — oM — oA ()g!)o

k>1: P(N(t) = k) :P(Zk:Xi < t,’ff)@- > 1) = P({Sy <t} N {Sp1 > t}

=1 1=
— P8k < 1\ {Sen < 1) = PUSL < 1) = P({Sues < 1))
(wegen der Monotonie von P) | Sg ~ Erl(k,\), Spy1 ~ Eri(k+ 1,)\)

t t

k _ _ k+1 _
= —(k’il), ka le=Az oy — —)‘k, kae A e
0

(—=\e ™ dx) fab w' = uv‘z - fab u'v

Es gilt sogar fiir Ny, = N(t) — N(s) mit 0 < s < ¢, gennant Zuwachs in (s,]:

o N5y ~ Poi(A(t — s))

® N+ mit i € N sind stochastisch unabhéngig Poi(A(t; — s;))-verteilt, falls
die Intervalle (s;,t;] paarweise disjunkt sind, d.h. die Zuwiéchse eines Pois-
sonprozesses sind stochastisch unabhéngige poissonverteilte ZV.

Im folgenden: Summen von diskreten ZV.
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Lemma 5.8 X, X, stochastisch unabhéngig, diskret mit Tréager Ny, Zéhldichten
k
fx1» fx,- Dann besitzt X + X, die Zahldichte fx,+x,(k) = > fx, (@) - fx,(k —1),
i=0
k € Ny.

Beweis: P(X;+Xo=k)=P(U{X1=i}nN{Xa =k —i}))

i=0
k
=Y PX1=0,Xo=k—49) =Y P(X1=1) P(Xy =k — i)
i=0 i=0 ~ d ~~ d
Fxq(3) Ixqo(k—1)

Beispiel 5.9 Xi,..., X, stid ~ Geo(p), 0 < p < 1.
Dann gilt P(3° X; =k) = ("7 (1 = p)kp = (") (1 - p)*p”, k € No.
=1

n—1

Diese Verteilung heifit negative Binomialverteilung, Bezeichnung: Bin(n,p).
Also: Geo(p) * ... * Geo(p) = Bin(n,p).

n mal

Beweis: Ubung 8, Aufgabe 31 d)

X1+ ...+ X, = Wartezeit bis zum n-ten Treffer (ohne die Treffer mitzuzihlen).

Lemma 5.10

a) Bin(ny,p) * Bin(ng,p) = Bin(ny + ng,p), ni,ne € N, 0 < p < 1, insbeson-
dere Bin(1,p) % ...* Bin(1,p) = Bin(n,p)

WV
n mal

b) Bin(ny,p) * Bin(ng,p) = Bin(n; +na,p), n,ns €N, 0 <p < 1
C) POZ()\l) * POZ(/\Q) = POZ(/\l + )\2)

Diese drei Verteilungen sind faltungsstabil.
Beweis: Ubung 8, Aufgabe 31

Lemma 5.11 X, X, stochastisch unabhéngig, absolut-stetig mit Dichten
fxys fx fx,(x) =0, falls 2 <0 fur ¢ = 1, 2. Dann gilt:

a) Y = X; - X, ist absolut-stetig mit Dichte
Frlw) = (D 000 ()

b) Z = % ist absolut-stetig mit Dichte
F2w) = [ 5, (08) (111 0. 0)

Beweis: Transformationssatz fiir Dichten mit 7'(X,Y) = (Y, X - Y) bzw.
T(X,Y) = (Y, %) (sieche Ubung 9 Aufgabe 34).

Y
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6 Erwartungswerte und Momente von ZV

Motivierendes Beispiel

a) Spiel: Symmetrischer Wiirfel
Modell: ZV X auf W’raum (Q, %, P), P(X =1i) = % firi=1,...,6.

e Auszahlung = Augenzahl in Euro
Frage: ”"Mittlere”, erwartete Auszahlung (= Einsatz beim Spiel)
EX)=¢-1+...4:-6=3(1+...46) =2 =35
e Auszahlung = Augenzahl zum Quadrat (in Euro)
g(X)=X? EX)=;-1°+...4:-6=¢(1*+...4+6%) =15;
b) Roulette (Petersburger Paradoxon) (Nikolaus Bernoulli, 1695-1726)
Strategie: Beim n-ten Spiel setze 2" DM auf "Rot”, n € Nj.

Bei Gewinn = Stop Bei Verlust == n —n+1
Erstmalig "Rot” beim n-ten Spiel bedeutet:

Gesamteinsatz : 1 +2+...4+2" = 2"t 1

Auszahlung : ont!

Gewinn : 1

Sichere Gewinnstrategie?
Modell: {X,,}nen, stid, X, ~ Bin(1, 1), wobei {X,, = 1}: "Rot” im Spiel n.
S = min{n € Ny|X,, = 1}: Zeitpunkt von erstmalig ”Rot”
S~ Geo(3), P(S=k) = (1—p)kp, k € Ny.
Auszahlung: A =1, falls S < oo,
P(A=1)=P(S<o0)=>.P(S=k)=1

k=0

Erwartete Auszahlung: F(A)=1-P(A=1)=1

Ist eine sichere Gewinnstrategie, erfordert aber unendliches Kapital und
unendliche Zeit.

Annahme: Maximales Kapital = 2 —1 DM = héchstens L — 1 Spiele
spielbar

Auszahluing: A=1 <= S<L-1 und A=-(2l'-1) — S>1L

L-1
PA=1)=PS<L-1)=Y s=n=1-4
k=0
P(A=—-(2"-1)=P(S>L)=1-P(A=1) =5
Erwartete Auszahlung: F(A) =1-(1—57) — (2Y = 1)5: =0
In beiden Beispielen: E(X) = > i- P(X =), bzw. E(g(X)) = 3" g(i) - P(X =)

fiir Tragerpunkte 1.
Beachte bei der Erweiterung von E auf oo viele Tragerpunkte oder absolut-stetige
ZV, daB Y bzw. [ wohldefiniert sind.
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Definition 6.1 (Erwartungswert von ZV) g sei eine reellwertige Funktion.

a) X sei eine diskrete ZV mit Trager T" = {x1,22,...,} C R und Z&hldichte

f. Falls 377, |g(x:)|f(x:) < oo, so heift E(g(X)) = 372, g(z:) f(z:) =
Yo, g(x;)P(X = z;) Erwartungswert von g(X).

b) X sei absolut-stetig mit Dichte f. Falls [~ |g(z)|f(z)dz < oo, so heiBt
E(g(X)) = [Z_g(z)f(z)dz Erwartungswert von g(X).

Insbesondere g(X) = X:
E(X) =7 x;P(X = x;) bei diskreten ZV | FE(X?)=>"7 2?P(X = x;)

=1 z

E(X) = [7_xP(X = x) bei abs.-stetigen ZV | E(X?) = [T 2*P(X =x)

Fiir beliebige ZV kann der Erwartungswert mit Hilfe der Verteilungsfunktion wie
folgt berechnet werden.

Lemma 6.2 X sei ZV mit Verteilungsfunktion F'. Falls ff)oo F(z)dr < oo und
J,01 = F(z)dz < oo, so gilt:

0 00
E(X):—/ F(x)dx—i—/ 1 — F(x)dx
—oo 0
Beweis: Nur fiir den Fall differenzierbarer Verteilungsfunktion F. (F'(z) =
f(zx) ist dann eine Dichte. )

0 0
[ F(z)- 1 de= F(x ! f v)de = — [C_x- f(x)dx

/
u v

J.S (1= F(z)) -\1/(1:1: = (1- F(z)) x}go — [ x fla)de = [T f(z)de

U/

Also: E(j;() = ffoo Sf)de+ [J° x- f(a)de = —f F(z)dz+ [;°(1—F(x))dx
Beispiel 6.3

a) Geometrische Verteilung, X ~ Geo(p), P(X = k) = f(k) = (1 — p)kp,
keNy, 0<p<l1.

k=0 k=0
E(X) 1
Also ka(l—p)kpzl—p — EX)=12 0<p<i1
k=0
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b) Exponentialverteilung, X ~ Exp(\), f(x) = Xe ™%, 2 >0, A > 0.

e}

E(X) = = 1 1
(X) / r e Mdr = —ze ™ +/ e My — o
0 ' 0 0 A 0o A
u v

0, da lim £ =0
r—o0 €

Also: E(X) = 1, falls X ~ Exzp(\).

(z—p)?
c¢) Normalverteilung, X ~ N(u,0?), f(z) = 2171_06_ =7z € R, pu € R,
o> 0. ’Ersetze im 2. Schritt x durch = +

_(@-w? 1 o0 22
E(X) = 202 dr = — T+ e 202dx
() / 27m V2mo /_oo( #)

= / xre 20%2dx + / e 22dr = p
2mo oo 210 J s
—_—— —— ~ v

g

0, wegen Sym. zum Ursprung 1
Also: E(X) = p, falls X ~ N(u,oc?).

Lemma 6.4 X sei diskrete ZV mit Tréger Ny. Dann gilt:

:ipxwg ZPX>I<:

k=1
Beweis Mit Lemma 6.2: b N S
1 N\ o
= ;71— F(x))dx ¥~
=2 o P (X > k)
=, P(X > k). O‘

Satz 6.5 (Eigenschaften des Erwartungswerts)
(auftretende Erwartungswerte sollen existieren)

E(aX +bY) =aE(X)+bE(Y) Va,beR

b) X <Y = EX)<EY) (Monotonie)

a)
)

¢) Fiir X = 14, A € U, gilt: B(X) = E(14) = P(A)
)
)

d) P(|X|>¢) < E(‘XD Ve >0 (Markoff-Ungleichung)
e) X,Y stochastlsch unabhingic = FE(X Y)=E(X) -E(Y)

Erwartungswerte von Funktionen von Zufallsvektoren (transformierte Zufallsvek-
toren) werden wie folgt berechnet.

Satz 6.6 (Xi,...,X,) sei Zufallsvektor, g : R™ — R mefbare Funktion.
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a) (Xi,...,X,) sei diskret mit Trager T = {t1,t,...} C R™ und Z#hldich-
te f. Falls ;]g(tz)\f(tl) < o0, so gilt E(g(Xy,...,X,)) = ;g(tz)f(tz)

Also: E(X -Y) =3 > @iy - foxy) (i, vi)

i=1j=1

b) (Xi,...,X,) sei absolut-stetig mit Dichte f.
Falls [... [|g(z1,...,z0)|f(z1, ..., 2p)dxy ... dx, < 00, so gilt
E(g(X1,.... X)) = [ ... [glar,...;z0) f(x1,. .., xp)d2y .. . day
Also: E(X-Y)= [ [ z-y- fixy)(z, y)daedy

Beweis: von Satz 6.5

a) Fiir absolut-stetige ZV: E(aX + bY) f [(az + by) fixvy (z, y)dedy
- afffo,Y (z,y)dxdy + bffyf (X,Y) (x,y)dzdy

—a [ass@de+b [ty = aB 00 +bEY)

B(X) B(Y)
1 ,weA
) IlA(w):{ 0 ,w¢gA
E(l,) =1-P(A)+0- P(AC) = P(A)
,|lx| > c
d) Ve > 0: c- ]1{|9;|>C}<33) = III < S ’95‘

E(c- jai>e) = ¢~ Pz > ¢) < E(|X])
Also P(|z| > ¢) < M Ve > 0.

e) Fiir diskrete ZV: XY stochastisch unabhéngig
E(X Y) = szyjf(x Y)(xw%) Z$zyij($Z)fY(yJ)

Z:mfx ) Zyij Y5)) ( ) E(Y)

E(X ) E(Y)

Definition 6.7 X,Y seien ZV. X und Y heifilen unkorreliert (uncorrelated),
wenn F(X -Y)=FE(X)-E(Y).

Also mit Satz 6.5: X,Y stochastisch unabhéngig = X,Y unkorreliert.
Die Umkehrung hiervon ist im Allgemeinen falsch, siche Ubung.!°
Transformationen von besonderer Bedeutung sind ¢(X) = X* mit k& € Ny und

9(X,Y) = (X - E(X))(Y - E(Y)).

Definition 6.8 X, Y seien ZV. Alle auftretenden Erwartungswerte sollen exi-
stieren.

0Gilt aber bei der Normalverteilung.
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a) E(X*) mit k € Ny heifit k-tes Moment (moment) von X.

b) E((X — E(X))*) heiBt k-tes zentrales Moment (central moment).
Insbesondere k = 2:

E((X — E(X))?) = V(X) = Var(X) heiBt Varianz von X (variance).
V'V (X) heifit Standardabweichung von X (standard deviation).

c) Cou(X,Y) = FE((X —EX))(Y —E(Y))) heiBt Kovarianz von X und
Y (covariance).

Corr(X,Y) = v CO”())\(/’? = heift Korrelation von X und Y (correla-

tion).

Lemma 6.9 XY, Xy,..., X, seien ZV. Auftretende Momente (Erwartungswer-
te) sollen existieren.

a) Cov( Y)=FEX-Y)-EX)-E(Y)
Cov(X, X) = Var(X)

Var(X ) E(X?) - (B(X))?

b) V r(aX +0b) = a2Var( ) Va,b e R

c) Var(ZX) ZV&T( ) +2> Couv(X,,Y;)

1<J

Var(z X;) = Z Var(X;), falls Xy,..., X, paarweise unkorreliert
i=1 =1

d) |Cov(X,Y)| < \/Var(X)Var(Y) Cauchy-Schwarz-Ungleichung
Insbesondere folgt: |Corr(X,Y)| < 1.

Beweis:

1. Coo(X, X) = E[(X — B(X))(X — B(X))] = E[(X — E(X))?] = Var(X)
Cov(X.Y) = E[(X — ECO)Y — E(V))] = E[X-Y — X - E(Y) =Y - B(X)
FEX)EY) = E(X-Y) - E(Y)E(X) — E(X)E(Y) + E(X)E(Y)
— B(X-Y) - E(X)E(Y)
Var(X) = Cov(X, X) = E(X?) — E(X)?

2. Var(aX +b) = E[((aX +b) — E(aX +1))?] = E[(aX +b—aFE(X) — b)?]
= a’E[(X — E(X))?] = a*Var(X)

3. Var( ZX { } [ } ZE(XX) %:E(Xz)E(XJ)
= ZVar( +22 ]
= ZVCLT‘( )—|—2ZCOU(XZ,Xj)

i<j

4. Hier bei Existenz von Dichten:
B(X,Y)| = | [ [ XY f(a,y)dady| < [ [ |ellylf (e, y)dedy
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Cauchy—Schwarz

< \/(ffxzf(:v,y)dﬂfdy)(fnyf(x,y)dxdy)

= JU 2 fx(@)do) (] v2 v ()dy) = VEXDET?)
Behauptung durch Ersetzen von X durch X — F(X) und Y durch Y —E(Y).

Interpretation der Groflen aus Lemma 6.9
E(X): mittlerer Wert

Var(X): mittlere quadratische Abweichung vom Erwartungswert.
Mafzahl fiir die Streuung

Cov(X,Y): Korrekturterm bei der Varianzberechn. von Summen von ZV.

Var(X,Y) =Var(X) 4+ Var(Y) +2Cov(X,Y)

Corr(X,Y): MaBzahl fiir den linearen Zusammenhang zwischen ZV.
Esgilt: da,b e R: P(X =aY +b) =1 & |Corr(X,Y)| =1

Satz 6.10 Gx,(z),Gx,(z) seien erzeugende Funktionen von stochastisch unab-
héngigen diskreten ZV X, X, bzw. Ly, (s), Lx,(s) die Laplace-Transformierten
von stochastisch unabhéngigen absolut-stetigen ZV X7, X5 > 0. Dann gilt:
Gx,+x,(2) = Gx,(2)Gx,(z) fiir |z] <1, bzw.
LX1+X2(3) = LX1 (S)L}Q(S) fir s > 0.

Beweis:
Es gilt: Gx (2 pez® = E(2%) und Lx(s fesmf )dz = E(e™*X).

)=
Also: GX1+X2<Z) ( X1+X2) — E( ZXl ZXz) — E( Xl)E(ZX2>
()

||M8

SN~
= Gy, (2)Gx, (2) fiir |2] < 1. '
Lx,4x,(s) = E(e"H%)) = Be M ¢ 73%2) = B(e ) E(e**?)

(
_ LX1< )LX2 (S) fiirs > 0. s.u. s.u.

Beispiel 6.11

a) X ~ Bin(n,p). Dann Gx(z) = (1 — p+ pz)" fiir |z| < 1.
X ~ Bin(ny,p), Xo ~ Bin(ng,p) stochastisch unabhéngig.
= Gxi4x:(2) = (L —p+p2)" (L —p+p2)" = (1 —p+pz)" ' ist die
erzeugende Funktion einer Bin(n; + ng, p)-Verteilung.
b) Xy~ Exp(A), Lx,(s) =
)=

Xo ~ Exp(p), Lx,(s) = 57, furs>0

— s A A
LXH‘XQ(S) - s-i-/\m - uﬁ)\ s-lv\ﬁﬁ <*)
Die Dichte f(x) = (ﬁ)\e"\x + ﬁue‘“x)]lom(x) (**)

hat als Laplace-Transformierte (*). X; + X, hat die Dichte (**).
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Satz 6.12 (Transformierte und Momente)

a) G(z) = Z P(X = k)2* sei erzeugende Funktion einer diskreten ZV X mit
Tréager NO Dann gilt:
E(X)=G'(1) und E[X(X —1)... (X —k+1)] = GP(1),
k—tes faktorielles Moment
Also: F(X?)=G'(1)+ G"(1). |Damit: Var(X) = G'(1) + G"(1) — G'(1)?
Beachte: G(1) = 1im_ G (2), falls G(2) nicht ex. fiir z > 1.

fo —57 f(x)dx sei Laplace-Transformierte einer absolut-stetigen ZV
X z 0 mit Dichte f Dann gilt: B(X) = —L'(0) und E(X*) = (=1)*L®)(0).
Damit: Var(X) = L"(0) — L'(0)*

Beweis: Nur eine intuitive "Idee”, kein echter Beweis. Nur fiir a) E(X)

G'(2) = Y ppkzF! fiir |2| < 1 (durch gliedweises Differenzieren)
k=0

Also: G'(1) = 3" pek = E(X).
k=0

Satz 6.13 (Berechnung von Momenten)

a) X ~ Bin(n,p) mit 0 < p < 1.
Berechnung des Erwartungswertes:

1) E(X) = éok(z)pm .

2) X ~ > X; mit X; stid ~ Bin(1l,p) und E(X;) =1-p+0-(1—p) =p

i=1
E(X) = E(;Xi) = ;E(Xi) = ;p = np
’Dieser Trick 148t sich bei faltungsstabilen Verteilungen anwenden! ‘
3) Erzeugende Funktion G(z) = (1 —p + pz)” und G'(2) = n(l —p +
pz)"tp. Also: G'(1) = np = E(X).
Var(X) wie in 2):
Var(X) = Var(2, X;) = Z Var(X;) = Zp(l —p) =np(1—p)
Var(X;) = E(X?) - E(Xi) = E(X})—p*=p—p*=p(1-p)
E(X}) =1p+0*(1—p)=p
b) X ~ Exzp(A) mit A > 0. Lx(s) =

L¥(0) = (=1)FkIA—*
Also: E(XF) = kIN % E(X) = % und E(X?) = 2
Var(X) = E(X) - BE(X)?!=35 - & =

undL () (—1)kk!

A
(sTA)FFT
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c) X ~ N(0,1), d.h. normalverteilt mit g = 0 und ¢? = 1. Dann E(X) = 0.

0 2 ; 2
2N 1 9 _a* Symmelrie 9 9 _a*
E(X?) == [a%e2de =" £ [Pz dx
—0o0

Ver

N

Substitution: £ = y und do = -4

2 2y
:Lfgye—; :L}Oﬁie— d= 2 [ yrevay =1
v VW VR VR N Y
0

J
-~

Integral iiber die Dichte einer F(%,l)—Verteilung
Es folgt: Var(X) = E(X?) — E(X)> =1—0 = 1 (Varianz einer Standard-
Normalverteilung ist 1)
Y = 0 X + p besitzt die Dichte fy(y) = ﬁe
Also E(Y) = E(cX 4+ p) = 0*Var(X) = o?
——

1
Also: Bei N(u,0?) ist p der Erwartungswert und o2 die Varianz.

(1, 02).
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7 Bedingte Verteilungen und Erwartungswerte

a) X,Y diskrete ZV mit Tréger Tx, Ty, gemeinsamer Zahldichte
fxvy(x,y) = P(X=x,Y =y) fir (z,y) € Tx xTy. Definiere die bedingte
Zihldichte von X unter Y = y (analog zu Definition 2.14) durch

P(X=x,Y=y) _ fix,v)(@Y)
fxwlaly) =4 PO=) T RO ,falls fy(y) > 0
fx(z) (oder bel. andere Z#hldichte) , falls fy(y) =0
Beachte: fxy(x]y) ist eine Zéhldichte fiir alle y € Ty mit y fest.
Die zugehorige Vert. heifit bedingte Verteilung von X unter Y = y,
also P(X € AlY =y) = PXV=¥(4) = 3 fxy(z|y) mit A € Aund y € Ty.
z€A
Der Satz von der totalen Warscheinlichkeit (Satz 2.15) liefert

fx(@) = P(X=z)= > fxpy(zly)fy(y) mit 2 € Tx. (*)

yeTy

Beispiel 7.1 Sei fyv(kln) = (})p"(1 —p)" " fir k=0,...,n, also
PXIN=n — Bin(n,p) und N ~ Poi(])).

N=n
Zweistufiges Experiment: -
P(X=k)= ) P(X=k|N=n)P(N=n) Esist (}) =0 fir k> n
n=0

= 3 P(X=HN=m)P(N=n) = T g2t (1—p)" e

n!

_ kkoo()\l—p))n_k 3 \kok _ ko .
=D ((n T = ¢ e = e~ Poilyp),
n=~k '

. J/
-~

ek(lfp)

d.h. X ~ Poi(\p).

Betrachte den Erwartungswert der bedingten Verteilung:

E(g(X)|Y=y) = > gla)fxy(aly) fir y € Ty

z€Tx

heifit bedingter Erwartungswert von ¢g(X) unter Y = y (falls existent).

Berechnung des Erwartungswertes mit den bedingten E-Werten wie folgt:

E(g(X))= > 9(X)fx(x)= > 9(X) > fxy(zly)fv(y)

x€Tx x€Tx yeTy

= > Y 9 fxpaly) fry) = > EX)Y=y)fr(y)

yeTy €Ty yeTly

g

E(g(X)|[Y=y)
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b)

7 BEDINGTE VERTEILUNGEN UND ERWARTUNGSWERTE

X,Y absolut-stetige ZV mit gemeinsamer Dichte f(x y(z,y).
Definiere die bedingte Dichte von X unter Y = y durch

fox,vy(@,y)
fX‘y(:L‘|y) = fr(y) o , falls fY<y) >0
fx(x) (oder bel. andere Z&hldichte) |, falls fy(y) =0

Beachte: fxy(x|y) ist eine Dichte fiir alle y € R.

Die zugehorige Vert. heifit bedingte Verteilung von X unter Y = v,

also P(X € AlY =y) = PXV=Y(A) = [ fyy(z|y)dz mit A € A und y € R.
A

Speziell heifit Fyy—,(z) = P(X <z|Y =y) = [ fx)y(z|y)dz bedingte
Verteilungsfunktion von X unter Y =y.
Wie bei a) (*): fx(2) = [ fxp (zly) fr(y)dy

Analog zum diskreten Fall heit E(g(X)|Y =y) = [ 9(X) fxy (z|y)dz fir
y € R bedingter Erwartungswert von ¢(X) unter Y = y.
Wie oben:

J9(X) fx(@)de = [ 9(X) [ fxp (z|y) fy(y)dyda
—f ( / X) gy x|y>das) Fowdy = [ E@(X)]Y = ) fr()dy

E(g (X NY=y)
Gemischte Fille: absolut-stetig/diskret werden analog behandelt

Beispiel 7.2 (Wartezeit in einem Wartesystem)

N: Anzahl der Kunden in der Warteschlange, N ~ Geo(p)

X, mit n € N: Bedienzeit des Kunden n, X,, stid ~ Ezp())

Gesucht: W = ZNH X; Gesamtwartezeit fiir neu ankommende Kunden
Bekannt: PYVIN=" = Eri(n 41, \)

Es gilt: P(W <t)= >  P(W<t|[N=n)P(N=n)
n=0

tan+l _ n t - = ()\y(l—p))"
= Z Jo Sy e Mdy(1 — p)'p = [y Ape AyZTd@/
n=0

~~
eAy(l_p)

= fot \pe= e 1=P) gy — fg Ape Y dy =1 — e M fiir t > 0
——

Dichte einer
Exp-Vert.

Also: W ~ Exp(\p) mit E(W) = &

Ap

Beispiel 7.3 (Ankiinfte eines PP in zufilligen Intervallen)

N(t): PP(/\) mit A > 0 }s,u. 0}—04—o—¢—o—o—>t

Y ~ Ezp(p) mit u >0

Y

Gesucht: N(Y) = max{n € No| >_ X; <Y}, wobei X; stid ~ Ezp()).
i=1



N(Y) ist Anzahl der Ankiinfte im zufélligen Intervall [0, Y].
Bekannt' PN<Y>\y:t = Poz'()\t) fiir alle ¢ > 0.

P(N(Y)=k)= [P —K|Y =t)pertdt = [ B0~

M pe=rdt

= 2 fo the Oty = gk / A 1) gy

R DR

k!

1, da I'(k+1,\+p)—Verteilung

. k
=3t () (wkem = (1= 35) 5t
Also: N(Y) ~ Geo(55)

43
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8 Grenzwertsitze

Zur Motivation

1) Unendlicher Miinzwurf, Wahrscheinlichkeit fiir Kopf = p (unbekannt)
Frage: Ist die Miinze fair?

Idee: Werfe die Miinze sehr oft in unabhéngigen Versuchen.
h. — Anzahl der Wiirfe mit Kopf

" 7 n=Anzahl aller Wiirfe
Frage: Konvergiert h,, gegen p fiir n — oo?

2) Wartesystem: Anzahl der in einem Zeitraum ankommenden Kunden durch
X; ~ Poi()\) (Zeitintervall der Lénge 1)
Anzahl der bis zum Zeitpunkt n ankommenden Kunden durch
Y, =>", Xi~ Poi(n\)
Frage: Welche Verteilung ergibt sich asymptotisch (n grof)?

Es existieren Konstanten: a,, b,: Y2~ asympptiseh (0,1)
Gilt die gleiche Aussage, wenn X; ~ Bin(k,p)? — Jal

Gilt immer, auch wenn die Verteilung der X; unbekannt.

Zunéchst geeignete Konvergenzbegriffe:

Definition 8.1 {X,,},en sei eine Folge von ZV und X sei ZV, alle auf W’raum
(Q,2(,p). Die Folge heifit

a) P-fast sicher konvergent (almost surely, almost everywhere) gegen X,
wenn P({w| lim X, (w) = X(w)}) = P(lim X, = X) = 1.

Bez.: X,, "=° X P-fast sicher konvergent (P-f.s.), lim X, = X P-fs.

b) P-stochastisch konvergent (stochastically convergent) gegen X, wenn
lim P(| X, — X|>¢)=0 fiir alle e > 0.
n—oo
Bez.: X,, "=° X P-stoch., lim X,, = X P-stoch.

¢) schwach konvergent oder verteilungskonvergent (convergent in distri-
bution) gegen X, wenn lim F,(x) = F(z) fiir alle Stetigkeitspunkte von F,

asym.

wobei X, ~ F, und X ~ F. Bez.: X,, “X" X, X, = X.

Lemma 8.2 P(limsup{|X, — X|>¢e}) =0 +<— X, "= X P-fs.

n—oo

Also X, "=° X P-fs. <= P(|X, — X|>¢ fiir co viele n) = 0 fiir alle £ > 0.

Beweis: "<":
"=": Fiir alle € = 1: P(|X,, — X|> 1 fiir oo viele n) =0
1
Es folgt: P ( U {w | X (w) — X (w)] >4 fiir oo viele n}) <> P(...)=0
k k

={w|IkVnoIn>no:| Xn(w)—X (w) >+ }
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Aus dem Komplement: P({w|VkIngvn > ng : |X,(w) — X(w)| < 1}) = 1, d.h.
X, — X P-fs.

Satz 8.3 (Zusammenhiinge zwischen Konvergenzarten)
a) X, — X P-fs. é X,, — X P-stoch. g X, 2 x (Umkehrung i.A.
falsch)

b) P(X,—X|>¢)<oofirallee >0 = X, —» X P-fs.
=1

n
Beweis:

a) i) Ve > 0 gilt: 0 < lim P(|X,, — X|>¢) < lim P( J {|X, — X|>¢})

m>n

SR P U {1 X — X|>¢}) = P(limsup{| X,, — X|>¢})
n=1m>n n—00
= P(|X,, — X|>¢ fiir oo viele n) =0, da X,, — X P-f.s. (Vergl. Lem. 8.2)
ii) Mathar & Pfeiffer, Lemma 2.3.2, Seite 137
b) Sei ¢ > 0. Mit dem Borel-Cantelli-Lemma (BCL) und Lemma 8.2:

P(|X,— X| >¢) <00 Z£ P(limsup{|X, — X|>c}) =0 =
=1

n—o0o

Beh.

n

Lemma 8.4 (Tschebyscheff-Ungleichung) (Chebyshev inequality)
X sei ZV mit Var(X) < oo. Dann gilt fiir alle £ > 0:

< Var(X)

P(|X — E(X)|>¢) 2

Beweis: Mit Markoff-Ungleichung: P(|X|>c¢) < M fir alle ¢ > 0

P(IX — B(X)|>€) = P((X — B(X))?>¢?) < ZUX=BOOR) _ Var()

2

Satz 8.5 (Starkes Gesetz grofier Zahlen, SGGZ)!
{X, }nen sei eine Folge von paarweise unkorrelierten ZV auf einem W’raum
(Q,2(, P) mit Var(X,) < M < oo fiir alle n € N. Dann gilt:

% D (Xi— E(X;) "= 0 Ps.
=1

Beweis: 0O.B.d.A. E(X;) = 0 fiir alle ¢, X; paarweise unkorreliert.
Setze X,, = 1 3 X; (arithmetisches Mittel).
i=1

Damit: Var(X,) = Var(: 3 X;) = 5> Var(X;) < 5n- M
i=1 i=1

Hstrong law of large numbers, LLN
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Zeige: Ve > 0: 3. P(|X,|>¢) < co. Dann X,, — 0 P-f.s. (Satz 8.3 b))
i=1

Betrachte zuniichst die Teilfolge X,,2. Mit der Tschbyscheff-Ungleichung

(|X_nz|>5)<@§n412n2M:%fﬁr alle n € N, € > 0.
Also: ZP(|an|>€)<Zn2€2 =48YL<oo = X,2—0Pfs

i=1 i=1
Fiir die nicht-quadratischen Terme:
Sei n = n(k) definiert durch n* < k < (n + 1)? fiir alle k € N.

N _ k n? k
Var(kX, —n*X,:) = Var(k% > Xi—n2# S X)) =Var( Y X)) < (k—n* )M
i=1 i=1 i=n241

Es folgt (Tsch.-Ungl.): P(|kX), — n®X2|>en?) < & 8254)]\/[
Also mit Satz 8.3 b): ~ k Xk "22°0 P-fs.

Insgesamt: 3F; € A mit P(Fl) = 1 und fiir alle w € F: X2 — 0 (fiir n — 00)
JF, € A mit P(F3) = 1 und fiir alle w € F; : ( g — X2 — 0 (fiir & — o0)

#%1fﬁrk—>oo

Es folgt: X,, — 0 Yw € Fy N Fy, wobei o
P(FFNF)=P(F)+P(F)—P(FLUF,)=1,dh. X, — 0 P-fs.

Bemerkung 8.6

a) Wegen Satz 8.3 (fast sichere Konvergenz impliziert stochastische):
ISV (Xi—E(X;) "= 0 Pfs. = L13(X,— E(X;)) "= 0 P-stoch.
i=1 =1

Die rechte Aussage heifit schwaches Gesetz grofler Zahlen

b) Das SGGZ gilt auch, wenn {X,},en stid und E(X) existiert (ohne die
Existenz der Varianz zu fordern).

Dann gilt mit g = E(X;) : 1 3 "=° p Pfs.

i=1
Beweis: sehr aufwendig..., sieche Shiryayev

Beispiel 8.7 (Anwendung des SGGZ)
{X Fnen sel Folge von stid ZV, A € B!, P(X,, € A) = p fiir alle i € N.

Z 14(X;) : Anzahl des Auftretens {X; € A} bis zum n-ten Versuch.
Y = 14(X;) sind stid mit E(Y;) = P(X; € A) =p fir allei € N

a: < Z(IIA(XZ-) —p) == Z M4(X;) —p "= 0 P-fs. p nach rechts bringen:

Mit SGGZ: 121/— ZnA (X;) "= p P-fs.
=1

rel. Haufigkeit des Auftretens von {X;€ A}
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Beispiel 8.8 {X,,},en sei stid Folge von ZV. = EX;, 0? = Var(X;). Dann

LS X=X, "= pu Pfs. (dh. X, ist stark konsistenter Schétzer fiir 1)
i=1

LS X2 "=° BE(X}?) P-Ls. (wegen SGGZ; ersetze X; durch X?)
i=1

3

n - . n 1 - n no__,
PR = S aX T T = L Y X S
fest bzgl. > =
2X,,”
= %Z Xi2 - (Z)Q - E(X%) — = Var(X,) = o2 (wegen SGGZ)
i=1
(D.h. £ 3 (X; — X,,)? ist ein stark konsistenter Schétzer fiir o?)
i=1

Satz 8.9 (Zentraler Grenzwertsatz, ZGWS, CLT)
{ X, }nen sei stid Folge von ZV, p = E(X,,), 0% = Var(X,,) existiere. Dann gilt

1 “ asym 2
m;(xi— N(0,1)  (n— ), 02>0

d.h. P(fzx —p)<z2) = B(z)= L [T _eTdr V:eR

Eine Anwendung hiervon (siche auch das folgende Beispiel):

= i Ximn-B(Xn) ZGW S
P X’L < z = P i=1 < Z_n'E(XTL) ~ @ Z—’VL'E(X,L)
<; B ) VnVar(Xn) T y/nVar(Xn) VnVar(Xy)

Beweis: z.B. Casella & Berger 216 ff.

Fir S, = > X; ¢ilt F(S,) = nu, Var(S,) = no?.
i=1

Sn—n - asym.
W;Q“Zﬁ;(&—u) N(0,1)  (n—o0)
Dies bezeichnet man als die standardisierte Summe, und diese konvergiert

nach Verteilung gegen die Standardnormalverteilung N (0, 1).

Beispiel 8.10 {X,,}, .y stid ~ Bin(1,p), 0 <p < 1.
Es gilt: E(X,,) = p, Var(X,) = p(1 — p)

X-
asym

Mit ZGWS:

N(0,1) (n — o0)

g‘m:
N
3
N ks

nplp

™M=

=

AN
N————

Also: P ( [: > (1)p*(1 —p)* (sehr aufwendig fiir groBe n)

=1
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2 Xi—np »2
=P | = e %q)( —r ), wobei ®(z) = = [ e zdx

\/np(1-p) \/np 1—p) y/np(1—p) \/ﬂ_oo
N——
H.S'ngN(O,l)

(Approximation ist "brauchbar”, falls n > 30)

Anwendung: Lieferung von n Teilen, Wkeit, fiir Defekt: p = 0, 08.
Gesucht: Wkeit, dafl Lieferung mehr als 9% defekte Teile enthilt!

P (Z X > 0,09n) =1-P (Z X; < 0,09n) ~1_® ( 0,090,087 >

i=1 i=1 n0,08(1—0,08)
—1- @ (i) = 1— @ (0,03686,/n) =
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9 Schatzfunktionen und Konfidenzintervalle

Zur Motivation:

a) Werfe Miinze in unabhéngigen Versuchen, W’keit fiir Kopf=p (unbekannt).
Schétze p. Modell: X7, ..., X, stid ~ Bin(1,p)

p=pX1,...,X,) =13 X; — p P-fs. (bekannt, SGGZ) ist ein verniinf-
i=1

~n
tiger Schétzer fiir p.
Beachte: p(X1,...,X,,) ist eine ZV. Setzt man Realisationen zi, ..., x,
ein, so erhilt man den Schitzwert 7 =13"" ;.

b) Xi,..., X, stid ~ Exp(\). Familie der Exp-Vert., parametrische Familie
J=1X, - 1 =E(X,) P-fs. (SGGZ)
i=1

U ist ein Schétzer fiir g(\) =1+ =E(X))

¢) Ina), b) wird der Erwartungswert durch das arithmetische Mittel geschétzt.
Es gibt auch schwierigere Situationen, z.B. M: Anzahl der regelméfligen
Besucher einer Webseite

M unbekannt, schiatze M. Wie? Intuitives Verfahren:

e Merke die Adressen von n Besuchern (im Logfile), "markierte Besu-
cher”

e Zu einem spateren Zeitpunkt: Merke m Adressen, bestimme die Anzahl
x von bereits markierten Besuchern.

Unter entsprechenden Vorraussetzungen sollte {7 ~ = (ungefihr gleich)
sein. Ein verniinftiger Schatzer fiir M ist L%J
Kann dieses Vorgehen exakt begriindet werden?

=l

9.1 Methoden zur Bestimmung von Schéitzern

Definition 9.1 X;,..., X, seien ZV mit gemeinsamer Verteilung PéXl ,
¥ € © (Parameterraum). g(v) : © — + sei eine Funktion.

Jede Abbildung h(X7,..., X,,) mit Werten in + heifit statistische Schitzfunk-
tion oder (Punkt-) Schitzer ((point) estimator).

Beispiel 9.2

a) Xi,...,X, stid ~ N(u,0?), 9 = (u,0%), ® =R x RT
a(0) =qi(p,0®) =p, m(Xi,... . X)) =33 X OKv

92(0) = 92(/%02) =0, ho(X1, .00y Xn) = %Z(Xz - X)2 OKv
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b) Xi,..., X, stid ~ Exp(\), 9 =\, © =R*

n(A) =31 =EX1), (X, X)=:YX; OKv
i=1
1
g2(A) = A, ho(X1, ..., X,) = <% > Xi> Verniinftig?
i=1

Im Folgenden: Methoden um geeignete Schétzer zu finden.

Definition 9.3 (Maximum-Likelihood-Schétzer)
f(z1,...,2,]0) fiir ¥ € © sei eine Zéhldichte oder Dichte.
LYz, ..., x,) = f(x1,...,2,]0) (als Funktion von ¢ bei gegebenen w1, ..., x,)
heiit Likelihood-Funktion, 5(:(:1, ..., T,) heift Maximum-Likelihood-
Schétzer (MLS) (maximum likelihood estimator, MLE), falls
L(;}\(ajl, co )| T, - x,) = sup L(Y|x, .. xy) fir alle 24, ..., @,
9€0

-~

g(9) heifit MLS von ¢(9).

Konzept: 1/9\(x1, ..., Ty) ist bei gegebenen Beobachtungen x4, . .., z, der ”passend-
ste” Parameter; der, der die Beobachtungen ”am wahrscheinlichsten” macht.

Bemerkungen:

a) 39 zu bestimmen, ist eine Maximierungsaufgabe, die oft durch Differenzieren
(und Nullsetzen der 1. Abbleitung) gelost werden kann.

b) Oft ist es giinstiger, statt L(J|x) die Log-Likelihood-Funktion log L(9|x)
zu betrachten (siehe Beisp. 9.4). Das Maximum von L(J|x) und log L(¥|z)
liegt an derselben Stelle.

Beispiel 9.4

a) Xi,...,X, stid ~ N(u,0?). Schiitze ¥ = (u,0?) € R x R,

L (=) 1 - > @-w?
$7...,In19 = || e 202 = —F€ 20% 2
f@ ) i V2mo? (2mo?)2
= L|xy,...,z)

lOg L(ﬂ‘xla s >:En) = _% lOg(27TU2) - # Z(xl - :u)2
=1

Setze T = o2, partielle Abbleitung = 0 setzen, auflésen nach p, 7
n

.\ Olog L(Y|x1,..., Tn !
) Dt _ 2 S L

(i) PeERGEte) = g2 4 oL 3 (i — ) = 0
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Insgesamt: (A 7?) = (7, L3 (x; — T)?) ist der MLS fiir (u, 0?).

i=1
(Noch zu priifen, da§ das Maximum bei (j1, 02) wirklich angenommen wird.)
Xi,..., X, stid ~ Exzp(\). Schitze ¥ = X € RT.

f(x, . x| N) = [ Ae™% = Nte A Eima® = L(Nay,...,2,)  firz; >0

i=1
log L(A|zq,...,z,) = nlog A — A Z x; (Aufgabe: max log L(...))
dlo L1,y Tp n - n <
Qg Lz1n) — 1 Z S0 = X:;xi = )\_ix_:%

Also A = % ist ein ML-Schétzer fiir \.
(Noch zu zeigen: A ist ein Maximum von L(A|xq,...,2,).)
Xi,..., X, stid ~ Bin(l p). Schitze p € [0,1].

f(l’l, - ,.I‘n|p) H px2< — )1 Ti — pZ?:l sz‘<1 — p)”_Z?:l T

= L(p|lxy,...,2z,) fur xZE {0,1}

log L(plw1, ..., 2n) = (Z ;) logp + (n = > @) log(1 — p)
=1 i=1

(Aufgabe: Max1mum iiber p €0, 1]')

dlo, L1,y Ty !

Posblpn) — 1330~ Ln - Ya) £

— %f—fp(l—f):o — p:E

Also p= 23" | x; = T ist ein ML-Schétzer.

Eine weitere Methode zur Konstruktion von Schétzern: Bayes-Methode.

Modelliere Vorkenntnisse iiber den Parameter v durch eine Wahrschein-
lichkeitsverteilung iiber ©, die a-priori-Verteilung, beschrieben durch die
Zahldichte oder Dichte 7 (1).

f(z]|9) fir x = (z1,...,2,) sei die Zahldichte oder Dichte der Verteilung
von Xq,...,X, bei Vorliegen von ¢, aufgefait als bedingte Verteilung von
(X1,...,Xn), gegeben V.

Gegeben die Beobachtungen = = (z1,...,x,). Die zu f(J|x) gehorige Ver-
teilung heifft a-posteriori-Verteilung von 9. f(¥|z) reflektiert den Kennt-
nisstand iiber ¥ nach Beobachten von z1,...,z,.
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Gegeben: f(z,v) und die a-priori-Verteilung (1)
Berechnung von f(¥¢|z) wie folgt (hier fiir Dichten):

f(z) = [ fz]d)m(9)dv (siehe Kapitel 7)
Also:

f(@)z) = f@,9) __fap)r(v) (Nenner ist normierende Konstante)

fl) [ flald)n(9)do

Ein natiirlicher Schétzer fiir ¥ in der folgenden Definition:

Definition 9.5 Bez. wie oben. Die ZV 5(33) besitze die (Z&hl-)Dichte f(9|x).

-~

Dann heifit F(J(z)) Bayes-Schétzer von 9.

Bemerkung: Bei Dichten ist [0 f(J|z)dd der Bayes-Schiitzer.

Beispiel 9.6 Sei X ~ Bin(n,p), n fest.

Die a-priori-Verteilung fiir p sei Beta(a, 3) fiir a,, 3 > 0 mit Dichte
m(p) = fesrpt 1= p) i 0 < p < 1.

Es gilt: X ~ Beta(o, ) — FE(X)= e

Sei x € {0,1,...,n}.

fpl) = L&) (p* (1 —p)" marep (- p)*
[ f(zlp)m(p)dp T...dp
_ (z) %p”a*(l — p)rethl
N [...dp

Begriindung: Da das Ganze eine Dichte ist, und p*~*~1(1 — p)"~**+5~1 Teil
einer Beta(x + a,n — x + [)-Verteilung ist, heben sich die Vorfaktoren und
der Korrekturterm genau weg, so dafl der passende Vorfaktor iibrighleibt.

_ F(n +a+ ﬁ) p:erafl(l _ p)nferﬁfl
I'(z4+ a)T(n—x+p)
ist die Dichte einer Beta(z+a, n—x+3)-Vert.
Also: p(r) = ¢ 5 ist der Bayes-Schétzer zur a-priori-Verteilung .

Speziell fiir « = =1, wobei Beta(1,1) = R(0,1): p(z) = i—i;
Der ML-Schétzer fiir p lautet: pyp(z) = £

n

9.2 Giitekriterien fiir Schiatzer

Definition 9.7 H = h(Xy,...,X,,) sei ein Schétzer fiir g(J) € R.
Ey(H — g(9))* = Ey(h(Xy1,...,X,) — g(9))* heiit mittlerer quadratischer
Fehler (mean squared error, MSE).
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MSE mifit die mittlere quadratische Abweichung vom zu schitzenden Wert g(19).
MSE ist eine Funktion von 4. Es gilt:

Ey [(H = 9(0))*] = Ey [(H — Ey(H) + Ey(H) — g(9))*]

= FEy |(H— Ey(H))>+2(H — Ey(H)) \(Eﬁ(H) —g(v)) +\<E19(H) - 9(19))2
konst.‘;)zgl. 9 konst.‘zzgl. Y

= By [(H = By(H)] +2 (Ey(H) — 9(9)) By [H — Ey(H)] + (Eo(H) — g(0))’

~
0

J/

= By [(H = By(H))*] + (Eo(H) — g(0))’

= Vary(H) + (B?:CLS,g(H))Q
S— ~—

Préazision Schiefe

Wichtig ist der Fall, daB8 Biasg(H) = 0.

Definition 9.8 Ein Schiitzer heifit erwartungstreu (unbiased) fiir g(+J), wenn
Biasy(H) = 0 fiir alle ¥ € O, falls also Ey(H) = g(9) fur alle 9 € ©.
Offensichtlich gilt fiir erwartungstreue Schétzer:
MSE(H) = Ey(H — g(9))? = Vary(H).
Beispiel 9.9 X1,..., X,, ~ N(u,0?), 9 = (u,0?).
Sind X und 2 > (X; — X)? erwartungstreu?
i=1

a) p=H(Xy,...,X ):%i

Ey(X) = By(1 Y. X)) = ZEﬂ( i) = = p V9 = (u,0%).
i=1
Also: X ist erwartungstreu fur L.

b) o2 = L3 (X, - X)?
=1

Voriiberlegungen:
X~ Np,Z) — BEX)=Var(X)+EX)* =< + 12
Y ~N(0,1) = EY?)=1 (81ehe Beispiel 6.13 ¢)
Y~ NO1) = Z=0Y 4~ N(uo?)
E(Z%) = E((oY +p)?) = 0® E(Y?) +20p E(Y) +44* = 0® + 12
S

X2_X°

=1

/\

02

:I'—‘

By <A>:%;E<X> EX) =0 +p = %+t = 2o
a o2+p? %-HLQ
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~ n R
Also: 02 = 1 37(X,; — X)? ist nicht erwartungstreu fiir 0.
i=1

Aber: o2 ist asymptotisch erwartungstreu, d.h. lim E(c?) = o2

n—oo

Allerdings: 52 = -1 ;(XZ — X)? ist erwartungstreu fiir o2.

Denn: E(S?) = E(25?) = B(-%

n

3=

n—1 _
SN(X; — X)?) = nlg? = g2
i=1

Beispiel 9.10 (Giitevergleich von 2 Schitzern) X ~ Bin(n,p). (n fest)
ML-Schétzer: pyr = =

Bayes-Schétzer zur a-priori-Verteilung Beta(a, 3): pp = n:ﬁT"‘w (s. Bsp. 9.6)
Welcher ist besser? Vergleich mit MSE:

Ey((Pur — p)?) = Var(pur) = Var(:X) = np(1 —p) = 22

n

2
Ey((s — ) = Var(pn) + (Bias(pp))? = Var (X225 ) + (B, (£2;) - p)
= YarlX) | <E(X)+°‘ )2 — mell-p) | ( np+a p>2

n+a+p8 ntatf p n+a+4 ntatf
Wihle «, (3 so, dal MSE(pp) konstant, d.h. kein Wert von p wird bei der Schatzung
bevorzugt.

Losung: a = 3= *\/n

L~ X+1iyn ~
Dann gilt: pp = =27 und E, (b — p)?) = ICE=VOE
n=>5: 005 /\E@,L) n = 300: 0.0008} E(p)
./ \__E(p5) / \E(BrL)
/ \ / \
/ \ / \
/ \ / \
0 I o 1

9.3 Konfidenzintervalle

Punktschétzer: Bestimme das 1/9\, das moglichst nahe am Parameter 9 liegt.

Ziel jetzt: Angabe von Schranken, so dal der Parameter ¢ mit vorgegebener
W-keit innerhalb der Schranken liegt.

Idee: X1,...,X, stid ~ Bin(1,p). Mit schwachem GGZ:

T g T s e
=1

Fiir grofie n wird der Parameter p durch das zufillige Intervall [X —e, X +¢] mit
hoher Wahrscheinlichkeit iiberdeckt. Nutze die Kenntnisse iiber die Verteilung
von X, um ¢ und P(...) zu quantifizieren.

Definition 9.11 Xi,..., X, seien ZV mit gemeinsamer Verteilung P .
Ein Intervall der Form [L(Xy,...,X,),U(X,...,X,)] heiit Konfidenzinter-
vall zum Niveau 1 — « fiir g(9), falls

Py (g(0) € [L(Xy,...,X,),U(X1,...,X,)]) > 1—a fiir alle ¥ € ©.
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Beispiel 9.12 X,..., X, stid ~ N(u,0?), 02 fest. Dann X ~ N(u,%) und

nXomp  Xop N(0,1). Bestimme p so, dafl 1-a

\/ﬁ\/j

P (%
T
2 2

Wiihle u = u; g als (1 — a)-Fraktil der N(0, 1)-Verteilung. Lose (*) nach p auf:
(|X [L| < U1_7> P(X——Ul_g <,LL<X+ ful_ﬂ =1—a

o
2

R

<u>_1—a (*)

—Ui_a U _a

v
Also: [X — \/ﬁul,i,X + \/ﬁul,%] ist ein (1 — a)-Konfidenzintervall fiir .

Beachte: Die Lange des Konfidenzintervalls

e fallt mit wachsendem n

e wichst mit wachsendem Niveau 1 — «

Auch einseitige Konfidenzintervalle durch: P(ya <u)=1-«

N
Wiéhle u = ui_,, dann I—a

P(X JUARS < ful a)
:P(,uZX—\/Eul,azl—a
Also [X — Trli—a; 00) ist einseitiges (1 — a)-Konfidenzintervall fiir p.

Ul—«

Das andere einseitige (1 — a)-Konf.-intervall durch Ansetzen des w,-Fraktils.

Tabelle:

o) 0,1 | 0,05 ]0,025| 0,01 |0,005 |0,0025
l—a| 0,9 | 0,95 0,975 | 0,99 |0,995 |0,9975
M—o | 1,282]1,645| 1,960 | 2,326 | 2,576 | 2,807

(ausfiihrliche Tabelle in Casella & Berger Seite 608 ff)

Beispiel 9.13 (Approximativgs Konfidenzintervall fiir W’keiten)
Xi,..., X, ~ Bin(1,p). Dann —2=2— “X™ N(0,1). (s. Bsp. 8.10)

(1—p)

3

—p)

Es gilt: P <(—1 < u1_g) 1 — o, wobei u;_g Fraktil der N(0, 1)-Verteilung

ist.
X —p| < upa I@ = (X -p?= ul_%@ ist eine quadratische

Gleichung in p mit den Losungen pr(X) < py(X).
[pr(X), py(X)] ist ein approximatives (1 — o)-Konfidenzintervall fiir p.
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bedingte, 42
verteilungskonvergent, 44
Verweilzeiten, 31

Wahrscheinlichkeitsmaf}, 7
Wahrscheinlichkeitsraum, 7
Wabhrscheinlichkeitsverteilung, 7

Zihldichte, 15

bedingte, 41
Zentraler Grenzwertsatz, 47
Zufallsgrofle, 13
Zufallsvariable, 13
Zufallsvektor, 22
Zuwachs in (s, ], 31
Zwischenankunftszeiten, 31
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