Losungen fiir Diskrete Strukturen

Anonymous

Weihnachten

1. Handelt es sich um eine mathematische Aussage?

(a) Alle eingeschriebenen Studenten erschienen zur ersten Vorlesung.

Solution: Ja

(b) Es ist neblig.

Solution: Nein

2. Handelt es sich um eine Verneinung von ‘Das Glas ist voll’?

(a) Es gilt nicht, dass das Glas voll ist.

Solution: Ja

(b) Das Glas ist nicht voll.

Solution: Ja

(c) Es gilt nicht, dass das Glas nicht voll ist.

Solution: Nein

(d) Es gilt nicht, dass das Glas nicht leer ist.

Solution: Nein

(e) Es gilt nicht, dass das Glas leer ist.

Solution: Nein

(f) Das Glas ist leer.

Solution: Nein

3. Ergénzen Sie die folgende Wahrheitstabelle. Einzugeben ist fiir jede Zeile
der Tabelle eine Zeichenkette aus f’s und w’s ohne Leerzeichen (z.B. fwf).



A|B|-A|-B|AN-B|A=B | B=A|(AVv-A)=B | B=(AV-A)
w | w f f w w
w | f f W w f f w
flwi| w f W W A4
f|f W w f w f
(a) 3. Zeile

Solution: ff
(b) 1. Zeile

Solution: fww
(c) 2. Zeile

Solution: w
(d) 4. Zeile

Solution: ww

4. Hangt der Wahrheitswert der folgenden Aussageformen von der Belegung
der Variablen ab?

(a) ‘Das Glas z ist voll’ V ‘Das Glas z ist leer’

Solution: Ja

(b) ‘Das Glas x ist voll’ V ‘Das Glas x ist nicht voll’

Solution: Nein

5. Handelt es sich bei den folgenden logischen Formeln um Tautologien? (w
steht fir wahr)

(a) @A) < A

Solution: Ja

(b) (AVB)VC) & (AV (BVC))

Solution: Ja

(c) (AAB) < (BAA)
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Solution: Ja

(fvA) <-4

Solution: Nein

6. Sind die Mengen gleich?
(a) Nund z € Zz > 0

(b)

Solution: Ja

1,2,3,4 und 4,4,3,2,4,2,1

Solution: Ja

7a,b € Z,b#0und fa € Z,b €N

Solution: Ja

{Teller, Tasse, Glas, Tee} und {Teetasse, Teller, Glas}

Solution: Nein

1,2,2,1und 2-1,2-2

Solution: Nein

7a,b € Nund Q

Solution: Nein

7. Ist die Aussage eine Verneinung von ‘Jede reelle Zahl ist ein Quadrat einer
reellen Zahl.”?

(a)

(b)

()

‘Es gibt eine reelle Zahl, die nicht das Quadrat einer reellen Zahl ist.’

Solution: Ja

‘Nicht jede reelle Zahl ist ein Quadrat einer reellen Zahl.’

Solution: Ja

‘Jede reelle Zahl ist nicht das Quadrat einer reellen Zahl.’

Solution: Nein
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(d) ‘Jede reelle Zahl ist das Quadrat einer nicht-reellen Zahl.’

Solution: Nein

(e) ‘Es gibt eine reelle Zahl, die das Quadrat einer reellen Zahl ist.’

Solution: Nein

(f) ‘Keine reelle Zahl ist ein Quadrat einer reellen Zahl.’

Solution: Nein

8. Ist die Aussage eine Verneinung von ‘Es gibt eine reelle Zahl, deren Quadrat
gleich ihrem Doppelten ist.”?

(a) ‘Es gibt keine reelle Zahl, deren Quadrat gleich ihrem Doppelten ist.’

Solution: Ja

(b) ‘Fiir alle reellen Zahlen gilt, dass ihr Quadrat ungleich ihrem Doppel-
ten ist.’

Solution: Ja

(c) ‘Fiir alle reellen Zahlen gilt, dass ihr Quadrat gleich ihrem Doppelten
ist.’

Solution: Nein

(d) ‘Es gibt eine reelle Zahl, deren Quadrat ungleich ihrem Doppelten ist.’

Solution: Nein

9. Versuchen Sie zu beweisen, dass die Zusammenfassung aller Mengen, die
sich selbst enthalten, keine Menge im Sinne unserer Definition aus Abschnitt
(2.1) ist. Hinweis: Leiten Sie einen Widerspruch ab.

10. Wie lautet die Méachtigkeit der folgenden Mengen? Einzugeben ist eine
natiirliche Zahl oder 0.

(a) Z\Q

Solution: 0

(b) (0)
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Solution: 1

(¢) n € Nn <1000

Solution: 1000

(d) (0)

Solution: 2

(e) (0,1)

Solution: 4

(f) 0,1x3

Solution: 6

(g) 0,1°

Solution: 8

(h) n € Nn < 1000

Solution: 999

11. Wie lautet der Wahrheitswert der folgenden Aussagen? Kreuzen Sie das Fra-
gezeichen an, wenn der Wahrheitswert von der Aussageform A(x) anhéngt.

(a) Es gibt ein z € 0 mit A(z).

Solution: f

(b) Fiir alle z € 0 gilt A(z).

Solution: w

12. Wie lautet der Wahrheitswert der folgenden Aussagen? Kreuzen Sie das Fra-
gezeichen an, wenn der Wahrheitswert von der Aussageform A(z) anhéngt.

(a) n € Nn gerade,n € Nn ungerade, —nn € N, n gerade, —nn € N, n ungerade

ist eine Partition von Z.

Solution: Nein

(b) N,Z.p,Q ist eine Partition von R.
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Solution: Nein

(¢) N,Zg ist eine Partition von Q.

Solution: Nein

(d) Fiir je zwei beliebige Mengen A, B gilt |[AU B| = |A| + |B|.

Solution: Nein

(e) n € Nn gerade,n € Nn ungerade ist eine Partition von Z.

Solution: Nein

13. Handelt es sich um einen direkten Beweis, einen Beweis durch Kontraposi-
tion oder um einen Beweis durch Widerspruch?

(a) Sei n € N. Aussage: n gerade = n? gerade. Beweis: Angenommen n
ist gerade, d.h. n = 2k fiir ein k € N. Dann folgt n? = (2k)? = 4k* =
2(2k?), also ist n? gerade.

Solution: Direkt

(b) Sei n € N. Aussage: n? ungerade = n ungerade. Beweis: Wir nehmen
an n ist gerade. Dann ist (nach vorherigem Teil) n? gerade und die
Behauptung folgt.

Solution: Kontraposition

(c) Sei n € N. Aussage: n? ungerade = n ungerade. Beweis: Angenommen
n? ist ungerade, aber n gerade. Weil n gerade ist, folgt (nach vorhe-
rigem Teil) dass n? gerade ist, womit die Behauptung gezeigt wire.

Solution: Widerspruch

14. Geben Sie die korrekte Anzahl ein.

(a) Wieviele verschiedene Partitionen besitzt a, b, ¢? Beachten Sie, dass die
Teile einer Partition nicht leer sein diirfen (vgl. Skript).

Solution: 5

(b) Wieviele verschiedene 2-elementige Teilmengen besitzt a, b, ¢, d?

Solution: 6
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15. Wir betrachten die folgende Aussage:
A: ‘Alle Personen im Hérsaal haben ihr Handy aus.’ (1)

Geben Sie an, wie sich A und die jeweils unten angegebene Aussage B
zueinander verhalten. Kreuzen Sie Neg an wenn B die Verneinung von A
ist, Aq wenn A und B iiquivalent sind, und keins wenn keines der beiden
zutrifft. Annahmen: Der Horsaal ist nicht leer und jede Person darin besitzt
genau ein Handy, dessen Zustand entweder an oder aus ist.

Hinweis: Es ist gemeint, ob A und B allgemein, d.h. in jeder mdoglichen
im Horsaal herrschenden Situation, dquivalent zueinander bzw. Negatio-
nen voneinander sind. Etwas préziser kann man A und B als Aussagefor-
men A(S) und B(S) auffassen, deren Wahrheitswert von der Situation S im
Horsaal abhiingen. In diesem Sinne ist dann anzukreuzen: Aq wenn ‘A(S)
< B(S)’ fiir jede Situation S gilt, Neg wenn ‘A(S) < — B(S)’ fir jede
Situation S gilt, und keins anderenfalls.

(a) B: ‘Wenn alle Personen im Horsaal ihr Handy aus haben, folgt dafl der
Horsaal leer ist.’

Solution: Neg

(b) B: ‘Nicht alle Personen im Hérsaal haben ihr Handy aus.’

Solution: Neg

(c) B: ‘Es gibt mindestens eine Person im Hérsaal, die ihr Handy an hat.’

Solution: Neg

(d) B: ‘Es gibt eine Person im Hérsaal, die ihr Handy nicht an hat.’

Solution: keins

(e) B: ‘Keine Person im Horsaal hat ihr Handy aus.’

Solution: keins

(f) B: ‘Es gibt eine Person im Hoérsaal, die ihr Handy aus hat.’

Solution: keins

(g) B: ‘Alle Personen im Hoérsaal haben ihr Handy an.’

Solution: keins
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(h) B: ‘Wenn eine Person ihr Handy an hat, ist sie nicht im Hoérsaal.’

Solution: Aq

(i) B: ‘Keine Person im Hoérsaal hat ihr Handy an. ’

Solution: Aq

16. Handelt es sich um Tautologien?
(a) (A® B)V -(AA-B)

Solution: Ja

(b) (AA(BVC)) s (AAB)V(AAC))

Solution: Ja

(c) (A= B)V (B = A)

Solution: Ja

(d) (AN B)V—~(AV B)) = —A

Solution: Ja

() (A= (B=0C)=(A=DB)=(A=0))

Solution: Ja

(f) (AV -B) A (A A B)

Solution: Nein

(g) (A B)V(A=B)AN(B=A))

Solution: Nein

(h) (AA-B)V (=AAB)

Solution: Nein

(i) (FAAB)V—(AAB)) = -A

Solution: Nein

() A= (B=0C))=(A=0)
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Solution: Nein

(AN (BVC)) < (AANB)VC)

Solution: Nein

17. Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn

sie nicht stimmt!

(a)

(b)

()

(d)

()

(f)

(2)

(h)

Die Menge Pot({1,{2,3},3}) hat 8 Elemente.

Solution: Ja

{(,y) €ZxZ]2* +y* =0} C{(v,y) €ZxZ |z +y =0}

Solution: Ja

Die Menge {(z,y) € {1,2,3} x {2,3} | z - y ist ungerade} hat genau 2
Elemente.

Solution: Ja

{z € Z | x ist durch 6 teilbar} C {x € Z | x ist gerade}

Solution: Ja

{x € Z | x ist gerade} C {x € Z | z ist durch 3 teilbar}

Solution: Nein

Die Menge {(z,y) € {1,2,3} x {2,3} | = - y ist gerade} hat genau 3
Elemente.

Solution: Nein

XL CLXL XL

Solution: Nein

LXLXLLXT

Solution: Nein

Die Menge Pot({1,{2,3},3}) hat 16 Elemente.

Solution: Nein
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() {(zy) €ZxZ|x+y=0} C{(z,y) €EZXZ|x-y=0}

Solution: Nein

18. Es seien A, B und C beliebige Mengen. Kreuzen Sie jeweils “Ja” an, wenn
die Aussage stimmt oder “Nein”, wenn sie nicht stimmt!

Hier ist M \ N die Differenzmenge zweier Mengen M und N, also gleich
{meM|m¢N}.

(a) Ist AC B, dannist CNACCNB.

Solution: Ja

(b) (ANB)UC = (AUC) N (BUC)

Solution: Ja

() (ANB)NC =AN(BNC)

Solution: Ja

(d) (AUB)UC = AU (BUC)

Solution: Ja

() Wenn AU B C C gilt, dann gilt sowohl A C C' als auch B C C.

Solution: Ja

(f) Ist AC B, dann ist CUA C C'U B.

Solution: Ja

(g) (ANBYUC = (ANC)U(BNC)

Solution: Nein

() A\(BUC) = (A\B)U(4\0).

Solution: Nein

(i) Wenn AN B C C gilt, dann gilt sowohl A C C' als auch B C C.

Solution: Nein

(G) (AnB)UC=AnN(BUCQO)
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Solution: Nein

(k) (AUB)NC =AU (BNC)

Solution: Nein

19. Wir beweisen mittels vollsténdiger Induktion fiir alle n € N die folgende
Aussage:

‘Ist in einer Menge von n Panthern ein Panther pink, so sind alle Panther der Menge pink.’

1. Induktionsanfang: Wir wollen die Aussage zuerst fiir n = 1 beweisen.
Fiir diesen Fall ist die Aussage aber klar, da die Menge nur aus einem
Panther besteht und wenn dieser Panther pink ist, gilt dies schon fiir die
ganze Menge.

2. Induktionsvoraussetzung: Es gibt also eine natiirliche Zahl ng so, daf fiir
alle natiirlichen Zahlen n < ng die obige Aussage gilt.

3. Induktionsschritt: Wir zeigen nun, dass dann auch fiir alle n < ng+1 die
obige Aussage gilt. Mittels vollstdndiger Induktion folgt sie dann fiir alle
n € N.

4. Sei also M eine Menge von ng + 1 Panthern. Von diesen ng+ 1 Panthern
ist nach Voraussetzung mindestens einer pink - sagen wir der Panther heifit
Paulchen.

5. Wir betrachten nun eine Teilmenge M’ C M der GroBe ng, in der Paul-
chen enthalten ist.

6. Da Paulchen pink ist, sind nach Induktionsvoraussetzung alle Panther
dieser Teilmenge M’ pink.

7. Zu beweisen ist nur noch, dass der eine Panther, der in M, aber nicht in
M’ enthalten ist, auch pink ist - lassen Sie uns diesen Panther Jerry nennen.

8. Um zu beweisen, dass Jerry pink ist, betrachten wir die Menge, die nur
aus Paulchen und Jerry besteht.

9. Da Paulchen pink ist, ist nach Induktionsvoraussetzung Jerry auch pink.
10. Somit haben wir bewiesen, dass alle ng + 1 Panther aus M pink sind.

(a) In welchem Schritt ist der Fehler? (Bitte nur eine Zahl zwischen 1 und
10 eingeben.)

Solution: 9

20. (a) Finden Sie geschlossene Formeln fiir die Summen f(n) =, _,(2k—1)
und g(n) = >"}_; k* und beweisen Sie diese mit vollstindiger Induk-
tion.

(b) Sei x € R eine reelle Zahl mit x > —1 und x # 0. Beweisen Sie, dass
fir n € Nmit n > 1 gilt: (1 +2)" > 1+ na.
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21. Sind die folgenden Elemente paarweise verschieden?
(a) 1,2,4,1

Solution: Nein

22. Handelt es sich um eine Permutation oder ein Tupel? Falls beide Auffas-
sungen moglich sind, sind zwei Kreuze zu machen.

(a) (1,2,3)

Solution: Permutation,Tupel

(b) (0,0,7)

Solution: Tupel

23. Wieviele verschiedene k-Permutationen lassen sich durch Anordnung aus
der angegebenen k-Kombination gewinnen?

(a) 0

Solution: 1

24. Schreiben Sie die angegebene Teilmenge von 5 als ein Tupel iiber 0,1 wie
in Beispiel I1I(1.3a). Geben Sie das Tupel als Zeichenfolge von Nullen und
FEinsen ohne Komma oder Leerzeichen und ohne umschliessende Klammern
ein (z.B. 011...).

(a)

Solution: 00000

(b) 2,4,5

Solution: 01011

(c) 5

Solution: 11111

25. Geben sie zu folgenden k-Kombinationen, k-Tupeln, k-Multimengen, bzw.
k-Permutationen das k an!

(a) {1,3,4,2,1}

Solution: 4

Page 12



(b) (1,2,4,5,6)

Solution: 5

(c) (cos(—3),cos(0),cos(—m),cos(0), cos(0))

Solution: 5

(d) {+999,432,975,875,975, 432,924, 37}

Solution: 8

26. Sind die angegebenen Objekte gleich?
(a) Die k-Kombinationen 1,2,4 und 4,2, 1.

Solution: Ja

(b) Die k-Multimengen {*1,3,4,2, 1x} und {x3,2,4, 1x}.

Solution: Nein

(c) Die k-Tupel (1,2,3,4,4,4,1,5) und (1,2,4,3,4,1,4,5).

Solution: Nein

(d) Die k-Permutationen (1,2,4) und (4,2,sin §).

Solution: Nein

27. Ein Wurf mit 5 Wiirfeln gleichzeitig ergibt 3,3,2,6,3. Wir fassen diesen Wurf
wie in Beispiel I1I(1.3) als eine k-Multimenge M auf und schreiben diese
anschliessend als ein [-Tupel T'.

(a) Wir kodieren das Tupel T" als ein Wort iiber {0, 1} wie im Beweis von
Satz III(1.3). Geben Sie das Wort ein.

Solution: 0101110001

(b) Wie lautet das Tupel T'? Geben Sie das Tupel als Zeichenkette ohne
Komma oder Leerzeichen und ohne umschliessende Klammern ein.

Solution: 013001

(c) Wie lautet k7

Solution: 5
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(d) Wie lautet {7

Solution: 6

(e) M ist eine k-Multimenge iiber
i

ii.

Z 1o I

iii.

iv. Nyp

Solution: B

(f) T ist ein k-Tupel iiber
i

ii.

Z 1o o

iii.
iv. Ny
v. {1,2,3,4,5,6)

Solution: D

28. Berechne die folgenden Anzahlen

(a) Die Anzahl der 5-Kombinationen aus 5

Solution: 1

(b) Die Anzahl der Permutationen aus 5

Solution: 120

(c) Die Anzahl der 5-Multimengen aus 5

Solution: 126

(d) Die Anzahl der 4-Multimengen aus 6

Solution: 126

(e) Die Anzahl der 4-Tupel aus 6

Solution: 1296

(f) Die Anzahl der 4-Kombinationen aus 6

Page 14



(2)

(h)

(i)

Solution: 15

Die Anzahl der 3-Permutationen aus 7

Solution: 210

Die Anzahl der 5-Tupel aus 5

Solution: 3125

Die Anzahl der 3-Tupel aus 7

Solution: 343

Die Anzahl der 3-Kombinationen aus 7

Solution: 35

Die Anzahl der 4-Permutationen aus 6

Solution: 360

Die Anzahl der 3-Multimengen aus 7

Solution: 84

29. Gelten die folgenden Gleichungen fiir alle n und k7 Es wird angenommen,
dass n und k in einem Bereich liegen, dass alle auftretenden Binomialkoef-
fizienten definiert sind (also von der Form (}) mit 0 < b < a).

(a)

(b)

(1) = ("%

Solution: Nein

(") = G) + ()

Solution: Nein

(1) = (20 + (o)

Solution: Nein

(") = () +200) + ()

Solution: Nein
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30. Wir ziehen aus einem Vorrat an eindeutig nummerierten Kugeln (z.B. Lot-
tokugeln) nach dem angegebenen Modus. Durch welche mathematische
Struktur wird das Ergebnis dieses Vorgangs beschrieben?

(a)

(b)

Ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge.

Solution: Kombination

Abweichend von der bisherigen Aufgabenstellung sind die Kugeln nun
nicht mehr eindeutig nummeriert, sondern sind in einer von endlich
vielen moglichen Farben gefirbt. Es wird angenommen, dass der Vor-
rat an Kugeln in jeder Farbe gross ist im Vergleich zur Anzahl der
Ziehungen. Wir ziehen ohne Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihen-
folge.

Solution: Multimenge

Ziehen mit Zuriicklegen ohne Beachtung der Reihenfolge.

Solution: Multimenge

Ziehen ohne Zuriicklegen unter Beachtung der Reihenfolge.

Solution: Permutation

Abweichend von der bisherigen Aufgabenstellung sind die Kugeln nun
nicht mehr eindeutig nummeriert, sondern sind in einer von endlich
vielen moglichen Farben gefirbt. Es wird angenommen, dass der Vor-
rat an Kugeln in jeder Farbe gross ist im Vergleich zur Anzahl der
Ziehungen. Wir ziehen mit Zuriicklegen mit Beachtung der Reihenfol-

ge.

Solution: Tupel

Ziehen mit Zuriicklegen unter Beachtung der Reihenfolge.

Solution: Tupel

31. Mehr oder weniger? Es sei A eine endliche Menge mit mindestens zwei
Elementen.

(a)

(b)

Gibt es mehr k-Multimengen aus A als k-Kombinationen, oder weni-
ger?

Solution: mehr

Gibt es mehr k-Permutationen aus A als k-Kombinationen, oder we-
niger?
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Solution: mehr

(c) Gibt es mehr k-Permutationen aus A als k-Tupel, oder weniger?

Solution: weniger

(d) Gibt es mehr k-Multimengen aus A als k-Tupel, oder weniger?

Solution: weniger

32. Mehr oder weniger? Es sei A eine endliche Menge mit mindestens zwei

Elementen.

(a) Wieviele 8-stellige Dezimalzahlen gibt es, in denen jede Ziffer hochstens
einmal vorkommt?

Solution: 1632960

(b) Wieviele Worter lassen sich aus den vier Buchstaben R,W,T,H bilden?
(Jeder der aufgelisteten Buchstaben soll genau einmal im Wort vor-
kommen.)

Solution: 24

(c) Wieviele mogliche Ergebnisse gibt es beim gleichzeitigen Wurf von 5
Wiirfeln?

Solution: 252

(d) Wieviele Passworter der Lange 5 lassen sich aus den 52 Gross- und
Kleinbuchstaben bilden?

Solution: 380204032

(e) (Ubung.) Bei einer Tagung sollen 10 verschiedene Leute jeweils einmal
vortragen. Wieviele mogliche Vortragsprogramme gibt es noch, wenn
der erste und letzte Vortrag bereits fest besetzt sind?

Solution: 40320

(f) Wieviele mogliche Ergebnisse gibt es beim gleichzeitigen Wurf von 6
Wiirfeln?

Solution: 462

(g) Wieviele 7-stellige Dezimalzahlen gibt es, in denen jede Ziffer héchstens
einmal vorkommt?
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Solution: 544320

(h) Wieviele Passworter der Lange 4 lassen sich aus den 95 druckbaren

ASCII-Zeichen bilden?

Solution: 81450625

33. Bitte tragen Sie ganze Zahlen als Ergebnisse ein. Es empfiehlt sich, einen

Taschenrechner zu benutzen.

(a) Wieviele mégliche Ergebnisse gibt es beim gleichzeitigen
Wurf von 5 Wiirfeln, in denen eine 6 vorkommt?

Solution: 126

(b) Wieviele Bitfolgen der Lénge 24 gibt es, bei denen irgendwo ein Bit
zweimal hintereinander vorkommt?

Solution: 16777214

(c) Von 90 Packungen Eiern enthalten 7 ein beschidigtes Ei. Wieviele
Stichproben von 10 Packungen gibt es, von denen keine ein beschédig-
tes Ei enthalt?

Solution: 2432332329570

(d) Von 90 Packungen Eiern enthalten 7 ein beschédigtes Ei. Wieviele
Stichproben von 10 Packungen gibt es, von denen mindestens eine ein
beschéidigtes Ei enthélt?

Solution: 3288313152333

(e) Wieviele mogliche Ergebnisse gibt es beim gleichzeitigen
Wurf von 6 Wiirfeln, in denen eine 1 oder eine 2 vorkommt?

Solution: 378

(f) Wieviele Bitfolgen der Linge 32 gibt es, bei denen irgendwo ein Bit
zweimal hintereinander vorkommt?

Solution: 4294967294

(g) Wieviele Passworter der Lange 4 lassen sich aus den 52 Gross- und
Kleinbuchstaben bilden, die ein X und kein Zeichen doppelt enthalten?
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Solution: 499800

(h) Wieviele Passworter der Lange 4 lassen sich aus den 52 Gross- und
Kleinbuchstaben bilden, die ein A und kein Zeichen doppelt enthalten?

Solution: 499800

(i) (Ubung.) Wieviele Dezimalzahlen mit bis zu zehn Ziffern enthalten die
Ziffer 37

Solution: 6513215599

34. Bitte tragen Sie ganze Zahlen als FErgebnisse ein. Es empfiehlt sich, einen
Taschenrechner zu benutzen.

(a) Wieviele Worter lassen sich durch Anordnung der Buchstaben E,X,Z,E,L,L,E,N,Z
bilden? (Es ist gemeint, dass die Buchstaben genau in der angegebe-
nen H&ufigkeit verwendet werden, die Worter somit insbesondere die
Lénge 9 haben.)

Solution: 15120

(b) Wieviele Worter lassen sich durch Anordnung der BuchstabenK,L,A,U,S,U,R
bilden? (Es ist gemeint, dass die Buchstaben genau in der angegebe-

nen H&ufigkeit verwendet werden, die Worter somit insbesondere die
Lénge 7 haben.)

Solution: 2520

(c) Wieviele Moglichkeiten gibt es, 30 Studierende 3 Tutoren zuzuordnen,
wenn die Tutoren gleichviele Studierende betreuen sollen?

Solution: 5550996791340

(d) Bei einem Seminar sollen 6 Studierende jeweils zwei Vortrige halten.
Wieviele Moglichkeiten gibt es fiir die Reihenfolge der Vortragenden?

Solution: 7484400

35. Gelten die folgenden Gleichungen fiir alle n, m und k7 Es wird angenommen,
dass n,m, k in einem Bereich liegen, dass alle auftretenden Binomialkoeffi-
zienten definiert sind (also von der Form (Z) mit 0 < b < a).

(@) ()= () + (%)
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36.

37.

38.

Solution: Ja

2o (1) (1) = (")

Solution: Ja

s (D) = ()

Solution: Nein

a) Wieviele Moglichkeiten gibt es, k& Personen so auf eine Reihe von n
Stiithlen zu setzen, dass keine zwei nebeneinanderstehenden Stiihle besetzt
sind? Beweisen Sie Ihre Behauptung.

b) Beweisen Sie kombinatorisch (ohne Induktion) die Gleichung
> (0)=~
im0 \'

a) Zeigen Sie fiir alle 1 < k < n die Identitét

(=)0

durch direktes Einsetzen der Definition und Umformen (ohne Induktion).

fiir alle n € N.

b) Beweisen Sie die Vandermonde-Identitét

<n2m> :Ei%(zn) (;L)

mittels vollstdndiger Induktion.
Hinweis: Verwenden Sie die Identitéit aus a). Entscheiden Sie, ob Sie die
Induktion nach n, m oder k fiithren.

a) Zeigen Sie fiir alle 1 < k < n die Identitét
ny (n-—1 n n—1
k) \ k k—1
durch direktes Einsetzen der Definition und Umformen (ohne Induktion).

b) Beweisen Sie die Vandermonde-Identitét

("Zm) :zj;(n;) (;L)

mittels vollstdndiger Induktion.
Hinweis: Verwenden Sie die Identitét aus a). Entscheiden Sie, ob Sie die
Induktion nach n,m oder k fiithren.
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(a) Kreuzen Sie alle Moglichkeiten an, fiir die sich eine Abbildung ergibt.

iii. Ny
iv. Z

Solution: A

(b) Kreuzen Sie alle Moglichkeiten an, fiir die sich eine Abbildung ergibt.

f*N—=>..., n—2n
i. R
ii. N
iii. Ny
iv. Z

Solution: A,B,C,D

(¢) Kreuzen Sie alle Moglichkeiten an, fiir die sich eine Abbildung ergibt.

fi...=R, x|Vl
i. RZO
ii. R
iii. N
iv. Z

Solution: A,C

(d) Kreuzen Sie alle Moglichkeiten an, fiir die sich eine Abbildung ergibt.

fioo. =N oz |-z

Solution: B

(e) Sind die Abbildungen f : N - Nz — (z —1)(z+1) und g : N —
N,z — 22 — 1 gleich?
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Solution: Ja

(f) Lésst sich jede Folge (in einer beliebigen Menge) als eine Abbildung
auffassen?

Solution: Ja

(g) Lésst sich jedes Tupel (iiber einer beliebigen Menge) als eine Abbildung
auffassen?

Solution: Ja

(h) Mit M”" bezeichnet man die Menge aller Abbildungen von

Solution: N nach M

(i) Beschreibt folgendes Pfeildiagram eine Abbildung?

o——>eo

/

o——>e0

Solution: Nein

(j) Eine Abbildung ordnet jedem Element des Definitionsbereiches ... ein
Element des Zielbereiches zu.

Solution: genau

39. Beantworten Sie die Fragen.

(a) Welche Ungleichungen gelten fiir alle Abbildungen f : N — M? (alle
ankreuzen!)

L f(N)[ < [N]
i |f(N)] = [N
i, |f(N)] < |M]
iv. [f(N)| = |M]

Solution: A,C

(b) Sei f: N — M eine Abbildung. Die Menge f(z)zr € N heisst ... von
f.
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Solution: Bild

(c) Konnen Fasern leer sein?

Solution: Ja

(d) Das Bild einer Abbildung f : N — M ist eine Teilmenge von ...

Solution: M

(e) Die Fasern einer Abbildung f : N — M sind Teilmengen von ...

Solution: N

40. Es seien f, g, h Abbildungen. Ja oder Nein?

(a) Es gilt stets (f og) oh = fo(goh) falls beide Seiten der Gleichung
definiert sind.

Solution: Ja

(b) Zu zwei beliebigen Abbildungen f und g existiert stets eine der Kom-
positionen f o g oder go f.

Solution: Nein

(c) Es gilt stets fog = go f falls beide Seiten der Gleichung definiert sind.

Solution: Nein

41. Es seien f, g, h Abbildungen. Ja oder Nein?
(a) Gibt es Abbildungen die injektiv und surjektiv sind?

Solution: Ja

(b) Gibt es Abbildungen die weder injektiv noch surjektiv sind?

Solution: Ja

(c) Ist jede Abbildung injektiv oder surjektiv?

Solution: Nein

(d) Ist jede Abbildung entweder injektiv oder surjektiv?
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Solution: Nein

(e) Eine Abbildung ist genau dann injektiv, wenn jedes Element des Ziel-
bereiches ... ein Urbild hat.

Solution: hochstens

(f) Kreuzen Sie alle Eigenschaften an, die die Abbildung hat.

f:No—=Z, x|z

Solution: injektiv

(g) Kreuzen Sie alle Eigenschaften an, die die Abbildung hat.

fiN0—>N0, ZL"—>|$|

Solution: injektiv,surjektiv

(h) Eine Abbildung ist genau dann surjektiv, wenn jedes Element des Ziel-
bereiches ... ein Urbild hat.

Solution: mindestens

(i) Kreuzen Sie alle Eigenschaften an, die die Abbildung hat.

f:Z =Ny, x|z

Solution: surjektiv

42. Beantworten Sie die Fragen bzw. vervollstindigen Sie die mit ... gekenn-
zeichnete Liicke.

(a) Hat jede Abbildung eine links- oder rechtsseitige Umkehrabbildung?

Solution: Nein

(b) Wenn f injektiv ist, so existiert stets eine . . .-seitige Umkehrabbildung.
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Solution: links

(c¢) Gilt go f =1id, so heisst g eine .. .-seitige Umkehrabbildung von f.

Solution: links

(d) Gilt fog=1id, so heisst g eine .. .-seitige Umkehrabbildung von f.

Solution: rechts

(e) Wenn f surjektiv ist, so existiert stets eine ...-seitige Umkehrabbil-
dung.

Solution: rechts

43. Beantworten Sie die Fragen bzw. vervollstindigen Sie die mit ... gekenn-
zeichnete Liicke.

(a) Fiir alle surjektiven Abbildungen f: N — M gilt .. ..
(V)] < |V
[f(N)| = N
|f(N)| < |M]|
[f(N)] = |M]

Solution: A,C,D

(b) f surjektiv ... |N| > |M|
i =
ii. =

Solution: B

(¢) f injektiv ... |N| < [M]
i. <
i. =

Solution: B

(d) Wenn f eine links-seitige und eine rechts-seitige Umkehrabbildung be-
sitzt, besitzt f dann auch eine beidseitige Umkehrabbildung?

Solution: JA

(e) Wenn f und g bijektive Abbildungen sind und g o f definiert ist, gilt
dann (go f)t =g to f1?
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Solution: NEIN

(f) Wenn eine Abbildung eine .. .-seitige Umkehrabbildung besitzt, so ist
diese eindeutig.

Solution: beid

(g) Jede Abbildung lisst sich durch Einschrinkung des Definitionsberei-
ches ... machen.

Solution: injektiv

(h) Sollte decrypt eine links- oder rechts-seitige Umkehrabbildung von
crypt sein?

Solution: links

(i) Jede Abbildung lasst sich durch Einschrinkung des Zielbereiches ...
machen.

Solution: surjektiv

44. Es sei A eine Menge. Ordnen Sie den folgenden Abbildungen die jeweilige
Struktur iiber A zu, die sie beschreiben.

(a) A—{0,1}

Solution: Kombination

(b) A— N()

Solution: Multimenge

(¢) k — A injektiv

Solution: Permutation

(d) k— A

Solution: Tupel

45. Seien m, 1) beliebige Elemente aus S,,. Beantworten Sie die folgenden Fragen
bzw. ergénzen Sie die Liicke auf alle moglichen (korrekten) Weisen.

(a) An sign(m) lasst sich die Anzahl der ... von 7 erkennen.

i. Inversionen
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ii. Transpositionen

iii. disjunkten Zykel

Solution:

(b) Falls 7 ein k-Zykel ist und k gerade, so ist sign(m) =....

Solution: -1

(c) Falls 7 ein k-Zykel ist und k ungerade, so ist sign(mw) = .. ..

Solution: 1

(d) 7 lasst sich als Produkt von ... schreiben.
i. Zykeln
ii. disjunkten Zykeln

iii. Transpositionen

Solution: A B,C

(e) Es sei k € N. Welche Abbildungen sind definiert und liegen in S,,?

ﬂ_—l

7'('0
Yor

mToY

Solution: A,B,C,D,E,F

(f) Welche Aussagen gelten allgemein?
7 ist injektiv
7 ist surjektiv
ToYy =vorm

Solution: A ,B,D

(g) sign(mop) = sign(rw)...sign(y)
i +

iii. —

Solution: B
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(h) 7 ldsst sich eindeutig (bis auf Reihenfolge und bis auf Erwdhnung von
1-Zykeln) als Produkt von ... schreiben.

i. Zykeln
ii. disjunkten Zykeln

iii. Transpositionen

Solution: B

(i) Gilt 0=% = id fiir jeden k-Zykel o € S,,?

Solution: JA

(j) Gilt 0= = o*~ fiir jeden k-Zykel ¢ € S,, und alle I € Nmit 1 <[ <
k—17

Solution: JA

46. Bitte tragen Sie ganze Zahlen als Ergebnisse ein. Es empfielt sich, einen Ta-
schenrechner zu benutzen. Bei allen Passwortaufgaben werden die Passworter
aus den 95 druckbaren ASCII-Zeichen gebildet. Wir teilen diese ASCII-
Zeichen auf in 26 Grossbuchstaben, 26 Kleinbuchstaben, 10 arabische Zif-
fern und 33 Sonderzeichen.

(a) Bei einer Quizshow diirfen 3 Personen mitspielen. Sie werden aus 161
Zuschauerinnen und 119 Zuschauern ausgesucht. Wieviele Moglichkei-
ten gibt es, eine Zuschauerin und zwei Zuschauer auszusuchen?

Solution: 1130381

(b) Wieviele Passworter der Lange 5, die ein Sonderzeichen und ansonsten
nur Buchstaben enthalten, sind méglich?

Solution: 1206416640

(c) Wieviele Passworter der Linge 5, in denen mindestens ein Grofi- und
ein Kleinbuchstabe, sowie mindestens eine Ziffer und ein Sonderzeichen
vorkommen, sind moglich?

Solution: 1271556000

(d) Bei einer Quizshow diirfen 3 Personen mitspielen. Sie werden aus 161
Zuschauerinnen und 119 Zuschauern ausgesucht. Wieviele Moglichkei-
ten gibt es, zwei Zuschauerinnen und einen Zuschauer auszusuchen?

Solution: 1532720

Page 28



(e) Wieviele Passworter der Linge 5, in denen mindestens ein Grossbuch-
stabe und eine Ziffer vorkommt, sind moglich?

Solution: 2451649200

(f) (Ubung.) Wieviele Passworter mit hochstens 5 Zeichen aus paarweise
verschiedenen Buchstaben sind moglich?

Solution: 318507905

(g) Wieviele Passworter der Linge 5, die eine Ziffer und ansonsten nur
Buchstaben enthalten, sind moglich?

Solution: 365580800

(h) Wieviele Teilmengen mit hochstens 5 Elementen hat die Menge {i €
N| 1<i<9}?

Solution: 382

(i) Wieviele Teilmengen mit hochstens 4 Elementen hat die Menge {i €
N| 1<i<10}?

Solution: 386

(j) Wieviele Passworter der Liange 5, in denen mindestens ein Kleinbuch-
stabe und ein Sonderzeichen vorkommt, sind méglich?

Solution: 5318111370

47. Es seien die folgenden Mengen gegeben: A := {n € Z | 0 < n < 10} und
C :={5,6,7,8}. AuBerdem seien die folgenden Abbildungen gegeben:

1:A—7Z,n—n;

f:C —= A n—n/2falls n gerade ist und n — (n —1)/2 falls n ungerade
ist;

g:7Z — A, z+— 1, wobei z =11¢+r mit ¢,r € Z und 0 < r < 11.

Bei den Fragen nach Anzahlen geben Sie entweder eine Zahl oder das Wort
unendlich ein.

(a) Sei h = goio f. Wieviele Elemente hat die Faser h~1({1})

Solution: 0

(b) Wieviele nicht-leere Fasern hat g?
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Solution: 11

(c) Wieviele Elemente hat das Bild von i o g7

Solution: 11

(d) Wieviele Elemente hat das Bild von g o 4?

Solution: 11

(e) Wieviele Elemente hat das Urbild von {3,5} unter f?

Solution: 2

(f) Sei h = goio f. Wieviele Elemente hat die Faser h=({3})

Solution: 2

(g) Wieviele nicht-leere Fasern hat f7

Solution: 3

(h) Wieviele Elemente hat das Urbild von {2,3} unter f?

Solution: 3

(i) Wieviele Elemente hat das Urbild von {3,4} unter f?

Solution: 3

(j) Welche Kompositionen sind definiert? (Alle ankreuzen!)
i.iof
il. foi
iii. to0g
iv. go1
v. fog
vi. go f

Solution: A,C,D,F

48. Kreuzen Sie alle FEigenschaften der gegebenen Abbildung an.
() [:QxQ—=QxQ(z,y) = (z° +y° 2 —y).

Solution:
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(b) (Ubung.) f: NxN = Zx N, (z,y) — (z —y,z + ).

Solution: injektiv

(¢) f:Z =7 xTxws (z,2°).

Solution: injektiv

(d) f:Z = ZxZ,x v~ (22, 23).

Solution: injektiv

(e) (Ubung.) f:Z x7Z — Z,(x,y) — 2% —y.

Solution: surjektiv

(f) f:Z X7 — 7, (2,y) — x> —2y.

Solution: surjektiv

() f:ZXZ —7,(x,y) — x>+ 2y.

Solution: surjektiv

(h) f:ZxN—=Q,(a,b)rs 2.

Solution: surjektiv

49. Es seien f : A — B und g : B — C beliebige Abbildungen zwischen
den Mengen A, B und C. Sind die folgenden Aussagen fiir alle solchen
Abbildungen richtig?

(a) (Ubung.) Ist g o f injektiv, so ist f injektiv.

Solution: Ja

(b) Ist g o f surjektiv, so ist g surjektiv.

Solution: Ja

(c) Sind f und g injektiv, so ist g o f injektiv.

Solution: Ja

(d) Sind f und g surjektiv, so ist g o f surjektiv.
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()

(f)

Solution: Ja

Ist g o f surjektiv, so ist f surjektiv.

Solution: Nein

Ist g o f injektiv, so ist g injektiv.

Solution: Nein

50. Bestimmen Sie die Anzahlen.

(a)

(b)

Anzahl der surjektiven Abbildungen 10 — 2.

Solution: 1022

Anzahl der surjektiven Abbildungen 5 — 5.

Solution: 120

Anzahl der bijektiven Abbildungen 5 — 5.

Solution: 120

Anzahl der injektiven Abbildungen 4 — 5.

Solution: 120

Anzahl der Abbildungen 4 — 6.

Solution: 1296

Anzahl der surjektiven Abbildungen 11 — 2.

Solution: 2046

Anzahl der injektiven Abbildungen 3 — 7.

Solution: 210

Anzahl der bijektiven Abbildungen 4 — 4.

Solution: 24

Anzahl der surjektiven Abbildungen 4 — 4.

Page 32




Solution: 24

(j) Anzahl der Abbildungen 5 — 5.

Solution: 3125

(k) Anzahl der injektiven Abbildungen 4 — 6.

Solution: 360

(1) Anzahl der Abbildungen 6 — 4.

Solution: 4096

(m) Anzahl der surjektiven Abbildungen 9 — 2.

Solution: 510

(n) Anzahl der bijektiven Abbildungen 6 — 6.

Solution: 720

(o) Anzahl der surjektiven Abbildungen 6 — 6.

Solution: 720

51. Berechnen Sie das Signum der folgenden Permutationen aus Sis.

()123456789101112
211 8 512 3 6 1 7 9 10 4

Solution: +1

(b)123456789101112
546 3 11 91 10 8 2 12 7

Solution: +1

()123456789101112

V{5 41011 78912 312 6
Solution: +1

(d)123456789101112
5 710 2 3 11 12 8 6 4 9 1

Solution: -1
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52.

53.

54.

© 12 34 5
4 2 10 3 12
Solution: -1

o (s

Solution: -1
() 1 2 3 4 5
&\ 210 6 11 1
Solution: -1

1 234 56
(h)(9107511

3 4
0 3

o N

1

D
N

8§ 9 10 11 12
5 4 12 7 3

Ne)
co

J

8§ 9 10 11 12
12 6 2 3 4

—_
oo

Solution: -1

N
(@)
—
—
—
)
co
©
—

7T 12 2 5 3

~~
—
N—

N
[—
[\)
w
o
ot
(@)}
\]

8 9 10 11 12)

Solution: -1

Beweisen Sie kombinatorisch (ohne Induktion) die Vandermond’sche Iden-

(=506

Hinweis: Verallgemeinern Sie die Beweisidee von Satz II1(2.2)(ii). Verwen-
den Sie die Summen- und Produktregel.

a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
ZxXZ—7, (a,b)—a+bd
surjektiv ist und berechnen Sie eine rechtsseitige Umkehrabbildung.
a) Zeigen Sie, dass die Abbildung
N—-N, x+—3x+2

injektiv ist und berechnen Sie eine linksseitige Umkehrabbildung.

Beantworten Sie die folgenden Fragen bzw. ergénzen Sie die Liicke auf alle
moglichen (korrekten) Weisen.

(a) Werden bei der Zykelzahl die 1-Zykeln mitgezéhlt?
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Solution: Ja

(b) Die Binomialkoeffizienten zihlen bestimmte .. ..

Solution: Kombinationen

(c) Die Stirling-Zahlen zweiter Art zihlen bestimmte . . ..

Solution: Partitionen

(d) Die Stirling-Zahlen erster Art zihlen bestimmte .. ..

Solution: Permutationen

(e) Bei sy, steht das k fiir eine Anzahl von .. ..

Solution: Zykeln

(f) Bei S), i steht das k fiir eine Anzahl von .. ..

Solution: keins davon

55. Welche Art von Zahlkoeffizient erfiillt die angegebene Rekursionsgleichung?

() Cnk = Cn1k+ Cn1k-1

Solution: Binomial

(b) Cnk = Cn—1,k + (n - 1)Cn—1,k—1

Solution: keins davon

(C) Cn,k = Cn—1,k + (TL - k')cnfl,kfl

Solution: keins davon

(d) Cnk = Cn—1,k + kcn—l,k—l

Solution: keins davon

56. Geben Sie die Stirling-Zahlen ein. Hier steht S, fiir die Stirling-Zahlen

zweiter Art und s, ;, fiir die Stirling-Zahlen erster Art.
(a) Ss.1

Solution: 1
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(b) 84,2

Solution: 11

(c) S5

Solution: 15

(d) s65

Solution: 15

(e) s51

Solution: 24

(f) Sa2

Solution: 7

57. Kreuzen Sie alle Eigenschaften an, die die Relation R auf N erfiillt. Es
steht (R) fiir reflexiv, (S) fiir symmetrisch, (A) fiir antisymmetrisch, (T)
fiir transitiv.

(a) N =1{1,2,3,4,5} und R = {(1,1),(2,2),(2,3),(3,3),(3,4), (4,4), (5,5)}.

Solution: AR

(b) Jede partielle Ordnung R auf N.

Solution: A,R,T

() N={1,2,3,4,5}und R = {(1,1),(2,2),(2,3),(2,4), (3,3), (3,4), (4,4)}.

Solution: A,T

(d) Jede Aquivalenzrelation R auf N.

Solution: R,S,T

(e) N={1,2,3,4,5} und
R={(2,2),(2,3),(2,4),(3,2),(3,3),(3,4), (4,2),(4,3), (4,4)}.

Solution: S, T
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58. Wir betrachten die Teilbarkeitsrelation | auf Z. Kreuzen Sie alle maximalen
Elemente der Menge an.

(a) {2,3,4,6,12}

Solution: 12

(b) {2,3,5}

Solution: 2,3,5

(c) {2,3,4,6}

Solution: 4,6

(d) {2,4,6}

Solution: 4,6

59. Ist R eine Aquivalenzrelation auf N? Falls ja geben Sie die Anzahl der
Aquivalenzklassen ein, falls nein schreiben Sie -.
(a) N={z,y,z} und
R= {(ZL', $)7 (l’, Z/), (.1‘, Z)v (ya y)> (y7 ZE’), (yv Z)v (Z, .%'), (Za y)7 (Za Z)}

Solution: 1

(b) N = {x7y72} und R = {(va)7 (J:,y), (y,y), (y7x)’ (Z’Z)}'

Solution: 2

60. Ergénzen Sie die Liicke mit allen Wortern, so dass sich eine korrekte Aus-
sage ergibt.

(a) Zur Bestimmung eines kiirzesten Kantenzuges zwischen zwei Knoten
kann die ... benutzt werden.

Solution: Breitensuche

(b) Zur Bestimmung der Zusammenhangskomponente eines Knotens kann
die ... benutzt werden.

Solution: Breitensuche, Tiefensuche

(c) Jeder ungerichtete Graph ohne Schlingen kann als eine Relation auf
der Knotenmenge mit folgenden Eigenschaften aufgefasst werden: ...
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(d)

Solution: antireflexiv,symmetrisch

Jede Relation auf der endlichen Menge V kann als Graph mit folgenden
FEigenschaften aufgefasst werden: ...

Solution: gerichtet,mit Schlingen

61. Erginzen Sie die Liicke mit allen Wortern, so dass sich eine korrekte Aus-
sage ergibt.

(a)

(b)

()

(d)

(2)

(h)

(1)

Ist (1,9,8,6,9,2) ein Kantenzug? Wenn ja, geben Sie die Lénge ein,
sonst ‘" (Minus).

Solution: -

Ist (2,3,4,2,1,9,2) ein Kreis? Wenn ja, geben Sie die Linge ein, sonst
‘-’ (Minus).

Solution: -

Wieviele Zusammenhangskomponenten hat G?

Solution: 1

Wieviele Elemente hat E7

Solution: 14

Zu wievielen Knoten ist die Kante {6, 8} inzident?

Solution: 2

Zu wievielen Knoten ist die Kante {4,6} inzident?

Solution: 2

Wieviele Zusammenhangskomponenten hat der auf 1,2,3,5,6,7,9 in-
duzierte Teilgraph?

Solution: 2

Wieviele Eintriage der Adjazenzmatrix von G sind gleich 17

Solution: 28

Was ist die Summe der Grade aller Knoten?
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(k)

()

()

(p)

(t)

Solution: 28

Wieviele Nachbarn hat der Knoten 17

Solution: 3

Wieviele kiirzeste Kantenziige von 7 nach 2 gibt es?

Solution: 3

Wieviele Knoten sind adjazent zu 97

Solution: 3

Was ist die Distanz von 5 zu 97

Solution: 3

Was ist der Grad des Knotens 67

Solution: 4

Wieviele Kanten hat der auf {1,2,4,9} induzierte Teilgraph?

Solution: 4

Wieviele Kanten hat der auf {6,7,8,9} induzierte Teilgraph?

Solution: 4

Was ist der Grad des Knotens 47

Solution: 4

Wieviele Eintrage der Adjazenzmatrix von G sind gleich 07

Solution: 53

Zu wievielen Kanten ist die Kante {6, 8} inzident?

Solution: 6,7

Zu wievielen Kanten ist die Kante {4,6} inzident?

Solution: 6,7
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(u) Wieviele Spalten hat die Adjazenzmatrix von G?

Solution: 9

(v) Wieviele Zeilen hat die Adjazenzmatrix von G7

Solution: 9

(w) Welche Lénge hat die Adjazenzliste von G?

Solution: 9

(x) Wieviele Elemente hat V7

Solution: 9

3594126 78

Tragen Sie in das Antwortfeld die Ziffer ein, die man fiir 7 einsetzen muss,
damit die angegebene Gleichung von Abbildungen gilt.

(a) (21) 0(37) 0(25) 0(16) o(17) 0(39) 0(89) =0

62.Esseia:<1 2345678 9)659.

Solution: 1

(b) (17) o(13) o(25) 0(98) o(87) o(76) o(36) =0

Solution: 2

(c) (45) o(15) 0(98) 0(38) 0(i2) o(87) 0(24) o(74) o(14) =0

Solution: 6

(d) (98) 0(25) 0(38) o(18) o(87) o(b7) o(61¢) =0

Solution: 7

(€) (13) 0(93) 0(98) o(58) 0(82) 0(68) o(Ti)=0

Solution: 8

(f) (Ubung.) (12) 0(25) 0(39) o(i6) o(78) 0(96) o(16)=0

Solution: 8

63. Berechnen Sie die gefragten Anzahlen.
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(a)

(b)

()

()

(f)

(2)

Wieviele Moglichkeiten gibt es, 5 Studenten auf 4 (nicht-leere) Tuto-
riengruppen aufzuteilen?

Solution: 10

Wieviele Permutationen auf 5 Elementen haben genau 4 Zykel?

Solution: 10

Es teilen sich 4 Philosophen in 2 Diskussionsgruppen auf, und jede
Gruppe setzt sich jeweils im Kreis hin (Gruppen mit nur einer Person
sind moglich). Wieviele mogliche Sitzordnungen gibt es??

Solution: 11

Wieviele Permutationen auf 6 Elementen haben genau einen Zykel?

Solution: 120

Wieviele surjektive Abbildungen gibt es von 6 nach {w,z,y,z} ?

Solution: 1560

Wieviele surjektive Abbildungen gibt es von 6 nach {u,w,z,y,z} ?

Solution: 1800

Es teilen sich 6 Philosophen in 3 Diskussionsgruppen auf, und jede
Gruppe setzt sich jeweils im Kreis hin (Gruppen mit nur einer Person
sind moglich). Wieviele mogliche Sitzordnungen gibt es?

Solution: 225

Wieviele Permutationen auf 5 Elementen haben genau einen Zykel?

Solution: 24

Wieviele surjektive Abbildungen gibt es von 5 nach {w,z,y,z} ?

Solution: 240

Es teilen sich 5 Philosophen in 2 Diskussionsgruppen auf, und jede
Gruppe setzt sich jeweils im Kreis hin (Gruppen mit nur einer Person
sind moglich). Wieviele mogliche Sitzordnungen gibt es??

Solution: 50
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(k) Wieviele Permutationen auf 4 Elementen haben genau 3 Zykel?

Solution: 6

(1) Wieviele Moglichkeiten gibt es, 4 Studenten auf 2 (nicht-leere) Tuto-
riengruppen aufzuteilen?

Solution: 7

(m) Wieviele Moglichkeiten gibt es, 6 Studenten auf 3 (nicht-leere) Tuto-
riengruppen aufzuteilen?

Solution: 90

64. Entscheiden Sie, ob die angegebenen Gleichungen/Aussagen richtig sind.
(a) Gilt Sn+1,k = Sn7k71 + kSnfl,kfl + kzsn,ug fir2<k<n-—17

Solution: ja

(b) Gilt spy16 = Spk—1+nSp—16-1+n(n—1)s, 1 fiir 2<k <n—17

Solution: ja

(c) Es gibt mehr Permutationen von 100 mit genau 97 disjunkten Zykeln
als es Partitionen von 100 in genau 97 Teile gibt.

Solution: ja

(d) Gilt Spy1k = Sn—1k—2+ESn—1 k-1 +kSpp fir 2<k<n-—17

Solution: nein

(e) Gilt spt1k = Sp—1k—2 +NSp—1 k-1 +nsp fiir 2<k <n-17

Solution: nein

(f) Es gibt mehr Partitionen von 100 in genau 97 Teile als es Permutatio-
nen von 100 mit genau 97 disjunkten Zykeln gibt.

Solution: nein

65. Welche der folgenden Aussagen iiber Relationen sind wahr?

(a) Auf einer Menge mit drei Elementen gibt es genau 64 verschiedene
symmetrische Relationen.
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(b)

()

(d)

()

(f)

(2)

(h)

(i)

()

Solution: Ja

Es gibt genau 1024 verschiedene Graphen mit Knotenmenge 5.

Solution: Ja

Auf einer dreielementigen Menge gibt es genau 512 verschiedene Rela-
tionen.

Solution: Ja

Auf einer Menge mit drei Elementen gibt es genau 5 verschiedene Aqui-
valenzrelationen.

Solution: Ja

Auf einer Menge mit vier Elementen gibt es genau 2'? verschiedene
reflexive Relationen.

Solution: Ja

Auf einer Menge mit vier Elementen gibt es genau 64 verschiedene
symmetrische Relationen.

Solution: Nein

Auf einer Menge mit vier Elementen gibt es genau 122 verschiedene
reflexive Relationen.

Solution: Nein

Es gibt genau 32768 verschiedene Graphen mit Knotenmenge 5.

Solution: Nein

Auf einer dreielementigen Menge gibt es genau 81 verschiedene Rela-
tionen.

Solution: Nein

Auf einer Menge mit drei Elementen gibt es genau 3 verschiedene Aqui-
valenzrelationen.

Solution: Nein

66. Diese Fragen beziehen sich auf die untenstehende schriftliche Aufgabe. Be-
stimmen Sie zuerst die Formeln aus der schriftlichen Aufgabe und berechnen
Sie dann damit die geforderten Anzahlen.
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(a) Die Anzahl verschiedener Relationen auf {a, b, ¢, d, e}, die reflexiv, sym-
metrisch und antisymmetrisch sind.

Solution: 1

(b) Die Anzahl verschiedener Relationen auf {¢, u, v}, die reflexiv, symme-
trisch und antisymmetrisch sind.

Solution: 1

(c) Die Anzahl verschiedener Relationen auf {z, y, w, z}, die reflexiv, sym-
metrisch und antisymmetrisch sind.

Solution: 1

(d) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 10, die symmetrisch und an-
tisymmetrisch sind.

Solution: 1024

(e) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 4, die antisymmetrisch sind.

Solution: 11664

(f) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 5, die eine Totalordnung sind.

Solution: 120

(g) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 6, die reflexiv und antisym-
metrisch sind.

Solution: 14348907

(h) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 5, die antisymmetrisch sind.

Solution: 1889568

(i) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 11, die symmetrisch und an-
tisymmetrisch sind.

Solution: 2048

(j) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 4, die eine Totalordnung sind.
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Solution: 24

(k) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 12, die symmetrisch und an-
tisymmetrisch sind.

Solution: 4096

(1) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 5, die reflexiv und antisym-
metrisch sind.

Solution: 59049

(m) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 6, die eine Totalordnung sind.

Solution: 720

(n) Die Anzahl verschiedener Relationen auf 6, die antisymmetrisch sind.

Solution: 918330048

67. Sei G = G(V, E) der folgende Graph:
Es sei & = GV, E) der folgende Graph:

(a) Wieviele Zusammenhangskomponenten hat der auf {1,3,5,8,9} indu-
zierte Teilgraph?

Solution: 3
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(b) Wieviele Zusammenhangskomponenten hat der auf {1,3,5,6,7,9} in-
duzierte Teilgraph?

Solution: 3

(c) Wieviele Pfade der Lénge 3 gibt es von 1 nach 47

Solution: 3

(d) Wieviele Kantenziige der Linge 3 gibt es von 1 nach 47

Solution: 3

(e) Was ist die grofite Lénge eines Kreises in G?

Solution: 9

68. a) (Ubung.) Bestimmen Sie eine Formel fiir die Anzahl der surjektiven
Abbildungen n — k.

b) Zeigen Sie: Y ;o Snk - (mL—'k)' = mn.
Tip: m™ ist die Anzahl aller Abbildungen n — m.

69. Bestimmen Sie eine Formel fiir die Anzahl der verschiedenen

Ubung:

Relationen auf n,

reflexiven Relationen auf n,

antireflexiven Relationen auf n,

symmetrischen Relationen auf n,

Relationen auf n, die reflexiv und symmetrisch sind,

Graphen mit Knotenmenge n,

NS e W

Aquivalenzrelationen auf n,

Schriftlich:

8. antisymmetrischen Relationen auf n,
9. Relationen auf n, die reflexiv und antisymmetrisch sind,
10. Totalordnungen auf n,
11. Relationen auf n, die symmetrisch und antisymmetrisch sind,
12. Relationen auf n, die reflexiv, symmetrisch und antisymmetrisch sind.

70. Ergénzen Sie die Liicke auf die richtige Weise. (Falls mehrere Antworten
richtig sind, ist die beste Schranke auszuwéihlen.)
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(a) Ein zusammenhingender Graph mit n Knoten, der eine Eulertour
besitzt, enthélt mindestens ... Kanten. Hinweis: das Wort zusam-

menhdngend war in der Aufgabenstellung zundchst vergessen worden,
deshalb keine Wertung dieser Aufgabe.

.. n
ii. n—1
iii. (3)

v (")

Solution: A

(b) Ein Graph mit n Knoten, der einen Hamiltonkreis besitzt, enthélt
mindestens ... Kanten.

i n
ii. n—1
iii. (3)

iv- (")

Solution: A

(c¢) Ein zusammenhéngender Graph mit n Knoten enthilt mindestens . ..
Kanten.

i.n
ii.n—1
iii. ()

v (")

Solution: B

(d) Ein Graph mit n Knoten enthélt maximal ... Kanten.
i.n
ii.n—-1
iii. (3)

v (")

Solution: C

(e) Ein unzusammenhéngender Graph mit n Knoten enthélt maximal . ..
Kanten.

i. n
ii.n—1
i, (35)

iv. (")
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Solution: D

71. Stimmt die Aussage?

(a)

)

In jedem Graph ist die Anzahl der Knoten mit ungeradem Grad gerade.

Solution: Ja

Jeder Kreis ist eine Tour.

Solution: Ja

Es gibt Graphen, die eine Eulertour aber keinen Hamiltonkreis besit-
zen.

Solution: Ja

Jeder Knoten vom Grad 1 ist zu einer Briicke inzident.

Solution: Ja

Jeder Teilgraph eines Graphen G hat gleich viele oder mehr Kompo-
nenten als G.

Solution: Nein

Jede Briicke ist zu einem Knoten vom Grad 1 inzident.

Solution: Nein

In jedem Graph ist die Anzahl der Knoten mit geradem Grad ungerade.

Solution: Nein

Jeder Hamiltonkreis ist eine Eulertour.

Solution: Nein

Jeder Teilgraph eines Graphen G hat weniger oder gleich viele Kom-
ponenten wie G.

Solution: Nein

Jede Eulertour ist ein Kreis.
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Solution: Nein

72. Es sei G = G(V, E) der folgende Graph:
Es sel (¢ = GV, E) der folgende Graph:

(a) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 467

Solution: 0

(b) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 247

Solution: 0

(c) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 187

Solution: 0

(d) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 127

Solution: 0

(e) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 687

Solution: 0

(f) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 677

Solution: 1
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(g) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 457

Solution: 1

(h) Wieviele Briicken entstehen durch Entfernung der Kante 237

Solution: 1

73. Es seien G = (V, E) ein Graph und e = uv € E. Ist die Aussage dquivalent
dazu, dass e = uv keine Briicke ist?

(a) Es existiert ein Pfad von u nach v, der e nicht durchlauft.

Solution: Ja

(b) Es existiert ein Kantenzug von u nach v, der e nicht durchliuft.

Solution: Ja

(c) Es existiert ein Kreis, der u und v durchlauft.

Solution: Ja

(d) (V,E\ e) hat weniger Komponenten als (V, E).

Solution: Nein

(e) degu >1

Solution: Nein

74. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen fiir beliebige Graphen G =
(V, E) richtig sind.

(a) Wenn G zusammenhéngend ist und einen Kreis enthélt, dann gibt es
eine Kante e € E, so dass auch (V, E'\ {e}) zusammenhéngend ist.

Solution: Ja

(b) Wenn G ein Baum ist, dann ist jede Kante von G eine Briicke.

Solution: Ja

(¢) Wenn |V| =n und |E| > (n — 1)(n — 2)/2 ist, dann ist (V, E) zusam-
menhéngend.

Solution: Ja
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(d) Ist die Komponentenzahl von G gleich |V| — |E|, so ist G kreisfrei.

Solution: Ja

(e) Ist G kreisfrei, so ist die Komponentenzahl von G gleich |V| — |E]|.

Solution: Ja

(f) Wenn G zusammenhéngend ist, dann gilt [E] > |V] — 1.

Solution: Ja

(g) Wenn jede Kante von G eine Briicke ist, dann ist G ein Baum.

Solution: Nein

(h) Wenn G zusammenhéngend ist, dann gilt |E| > V] — 1.

Solution: Nein

(i) Die Komponentenzahl von G ist stets < |[V| — |E|.

Solution: Nein

(j) Die Komponentenzahl von G ist stets gleich |V| — |E|.

Solution: Nein

75. Zeichnen und untersuchen Sie den Graphen G = (n, E) mit n und E wie
jeweils angegeben.
(a) n=11,FE = {(1,2),(1,3),(2,4), (3,5),(3,6), (4,7), (5,8), (5,9), (6, 10),
(7,11)}. Wieviele Komponenten enthélt dieser Wald?

Solution: 1

(b) n = 9,B = {(1,2),(1,3), (2,5),(3,4), (7,8), (8,9)}. Wieviele Kompo-
nenten enthalt dieser Wald?

Solution: 3

(¢c) n=5,FE=1{(1,2),(3,4)}. Wieviele Komponenten enthélt dieser Wald?

Solution: 3

(d) n =5F = {(1,2),(2,3),(3,4),(3,5),(4,5)}. Wieviele verschiedene
Spannbdume enthélt dieser Graph?
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Solution: 3

(e) n=11,FE = {{1,2},{1,3},{2,4},{3,5},{3,6},{4,7},{5,8},{5,9}, {6,10}, {7, 11} }.
Wieviele Blétter gibt es?

Solution: 4

(f) n=5,E = {{1,2},{3,4}}.
Wieviele Blétter gibt es?

Solution: 5

(g) n=9,F={{1,2},{1,3},{2,5},{3,4},{7,8},{8,9}}. Wieviele Blétter
gibt es?

Solution: 5

(h) n=13,FE = {{1,2},{1,4},{1,5},{2,6},{3,9}, {3, 12}, {4, 12}, {5, 13},
{7,11},{8,9},{9,10}, {10, 11}}. Ist G ein Wald, Baum oder keins da-

von?

Solution: Baum

(i) n=13,F = {{17 4}7 {17 5}, {27 6}7 {2, 7}7 {37 9}, {47 12}? {57 13}7 {7711}7
{8,9},{9,10}}. Ist G ein Wald, Baum oder keins davon?

Solution: Wald

76. Es sei G = (V, E) ein Baum. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen
richtig sind. Definition: Wir nennen einen Pfad (v, ..., v;) mazimal, wenn
er nicht verlidngerbar ist, d.h. wenn kein Pfad der Form (w, v, ..., v;) oder
(vo,...,v,w) in dem entsprechenden Graphen existiert.

(a) Ist (vo,...,v) ein Pfad in G mit deg vy = degv; = 1, so ist er maximal.

Solution: Ja

(b) Ist (vo,...,v;) ein Pfad in G mit Blittern vy und vy, so ist er maximal.

Solution: Ja

(c) Jeder Teilgraph von G ist ein Wald.

Solution: Ja
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(d)

()

(f)

(2)

Fiir jede Teilmenge E' C F ist (V, E’) ein Wald.

Solution: Ja

Ist ein Pfad (vp,...,v;) in G maximal, so sind vy und v; Blétter.

Solution: Ja

Ist ein Pfad (vp,...,v;) in G maximal, so gilt degvy = degv; = 1.

Solution: Ja

Sei V! C V eine Teilmenge von Knoten, so dass V'\ V/ nur aus Bléttern
besteht. Dann ist der auf V' induzierte Teilgraph auch ein Baum.

Solution: Ja

77. Sei G = (V, E) ein Graph mit n Knoten, m Kanten und r Zusammenhangs-
komponenten. Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen richtig sind.

(a)

(f)

Fiigt man m’ neue Kanten zu G hinzu, so hat der entstandene Graph
> r — m/ Komponenten.

Solution: Ja

Fiigt man m’ neue Kanten zu G hinzu und der so entstandene Graph
G’ ist kreisfrei, so hat G’ genau r — m’ Komponenten.

Solution: Ja

Wenn G ein Baum ist, dann hat (V, E \ {e}) fiir jedes e € E zwei
Komponenten hat.

Solution: Ja

Wenn G ein Baum ist, dann hat der durch (V, E) auf V' \ {v} induzierte
Graph fiir jedes v € V ein oder zwei Komponenten.

Solution: Nein

Entfernt man m’ Kanten aus G, so hat der entstandene Graph < r—m/
Komponenten.

Solution: Nein

Ist G kreisfrei und man entfernt m’ Kanten aus G, so hat der entstan-
dene Graph genau r — m’ Komponenten.
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Solution: Nein

78. Bestimmen Sie alle minimalen Spannbédume des folgenden gewichteten Gra-
phen (die Kanten sind mit ihren Gewichten versehen):

INTAIN

AN

(a) Wieviele verschiedene minimale Spannb#iume gibt es?

Solution: 1

(b) Geben Sie einen minimalen Spannbaum an. Tragen Sie dazu die Léngen
der Kanten des Spannbaumes in aufsteigender Reihenfolge und direkt
hintereinander (ohne Leerszeichen dazwischen) ein. Der Spannbaum
mit den Kanten vom Gewicht 4,2,7,8, 10,9 (er ist nicht minimal!) wird
beispielsweise als die Zeichenkette ‘2478910’ eingegeben.

Solution: 124579

(c) Welches Gewicht hat jeder minimale Spannbaum?

Solution: 28

(d) Ist hierfiir ein Greedy-Algorithmus geeignet?

Solution: Ja

(e) Welchen Algorithmus kann man hier benutzen?

Solution: Kruskal

79. Es sei G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph mit n Knoten, n > 3, in
dem
degu +degv > n

fiir alle u,v € V mit v # v und wv € E.
a) Geben Sie einen solchen Graphen mit 6 Knoten und 9 Kanten an.

b) Was ist das kleinste ungerade n, fiir das es einen solchen Graphen gibt,
n2—1

1 viele Kanten enthélt? Geben Sie ein Beispiel an.

der genau

c¢) Man zeige, dass in einem solchen Graphen je zwei beliebige Knoten v, w €
V eine Distanz > 2 haben.
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80. Es sei G = (V, F) ein zusammenhéngender Graph mit n Knoten, n > 3, in
dem
degu +degv >n
fiir alle w,v € V mit v # v und uv &€ E.

a) Geben Sie einen solchen Graphen mit 6 Knoten und 9 Kanten an.

b) Was ist das kleinste ungerade n, fiir das es einen solchen Graphen gibt,

der genau # viele Kanten enthilt? Geben Sie ein Beispiel an.

c¢) Man zeige, dass in einem solchen Graphen je zwei beliebige Knoten v, w €
V eine Distanz > 2 haben.

(a) Jede Gruppe besitzt mindestens ein neutrales Element.

Solution: Ja

(b) m € Spm(1) =1 ist eine Untergruppe von (Sy, o).

Solution: Ja

(c) Jede Untergruppe ist selbst eine Gruppe.

Solution: Ja

(d) In einer Gruppe besitzt jedes Element genau ein Inverses.

Solution: Ja

(e) Die leere Menge bildet eine Gruppe.

Solution: Nein

(f) Sy, ist eine abelsche Gruppe.

Solution: Nein

81. Kreuzen Sie alle Gruppenaxiome an, die in der angegebenen Struktur gel-
ten.

(a) (f :n — nf surjektiv, o)

Solution: G1,G2,G3

(b) (f:n— nf injektiv, o)

Solution: G1,G2,G3

(©) (N,-)
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()

(h)

Solution:

G1,G2,G4

(w,f, A\)

Solution:

G1,G2,G4

(N()v )

Solution:

G1,G2,G4

(w,f, V)

Solution:

G1,G2,G4

(Z\0,)

Solution:

G1,G2,G4

(N()v +)

Solution:

G1,G2,G4

(Rv )

Solution:

G1,G2,G4

(N, +)

Solution

: G1,G4

82. Kreuzen Sie alle Gruppenaxiome an, die in der angegebenen Struktur gel-

ten.

(a)

(b)

()

Jeder Korper ist ein nullteilerfreier Ring.

Solution: Ja

Jeder Korper ist ein kommutativer Ring.

Solution: Ja

In einem Ring (R, +, ) hat jede Gleichung a+x = b (mit a, b gegeben)
eine Losung.

Solution: Ja
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(d) In einem Ring (R, +, ) besitzt jedes Element bzgl. 4+ ein Inverses.

Solution: Ja

(e) In einem Ring (R, +,-) hat jede Gleichung a -z = b (mit a, b gegeben)
eine Losung.

Solution: Nein

(f) Jeder Ring ist ein Korper.

Solution: Nein

(g) In einem Ring (R, +,-) besitzt jedes Element bzgl. - ein Inverses.

Solution: Nein

83. Gelten die folgenden Rechengesetze in jedem kommutativen Ring?

(a) c-((a+d)-e+b)=a-c-e+c-d-e+b-c

Solution: Ja

(b) ab—ba =0

Solution: Ja

(c)a-b+c-a=a-(b+c)

Solution: Ja

(d) a-b+c-a=a-(b+c)-a

Solution: Nein

(e) c-((a+d)-e+b)=c-at+c-d-e+b-c

Solution: Nein

(f) ¢c-((a+d)-e+b)=c-at+c-d-e+b+c

Solution: Nein

84. Ergénzen Sie die Liicke auf alle moglichen Weisen, auf die sich eine korrekte
Aussage ergibt.

(a) Essei (R,+,-) ein kommutativer Ring. Fiir jedes a € R gilt: a Einheit
... ax = b ist fiir jedes b € R eindeutig l6sbar.
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(b)

i &
. =

Solution: A,B

Die Teilbarkeitsrelation in jedem kommutativen Ring ist ...

Solution: reflexiv,transitiv

85. Wir betrachten den Ring (Z, +, -). Gelten die folgenden Aussagen?

(a)

(b)

()

(d)

(2)

(h)

Sind a, b € Z\0, dann bricht der Eukldische Algorithmus (durchgefiihrt
fiir a,b) ab.

Solution: Ja

12 und 13 sind teilerfremd.

Solution: Ja

7, ist nullteilerfrei.

Solution: Ja

Zur Berechnung von gg7T'(a,b) ist die Primfaktorzerlegung von a und
b notig.

Solution: Nein

Jedes von 0 verschiedene Element aus Z ist Einheit.

Solution: Nein

Der ggT ist fiir alle a,b € Z definiert, eindeutig und > 0.

Solution: Nein

12 und 14 sind teilerfremd.

Solution: Nein

Fiir alle a,b € Z\ 0, so gibt es A\, u € N so, dass ggT'(a,b) = Aa + ub.

Solution: Nein

86. Wir betrachten den Ring (Z, +, ). Gelten die folgenden Aussagen?
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(a) Die Relation kongruent modulo n ist eine Aquivalenzrelation.

Solution: Ja

(b) 4321 =1 (mod 3)

Solution: Ja

(c) Jedes @ € Zj,, hat genau n Elemente.

Solution: Nein

(d) Zy, hat genau n + 1 Elemente.

Solution: Nein

(e) 37 =—1 (mod 6)

Solution: Nein

(f) a = b (mod n) genau dann, wenn a bei Division durch n den Rest b
lésst.

Solution: Nein

87. Wir betrachten den Ring (Z, +, -). Gelten die folgenden Aussagen?
(a) (TG)_I =16 in Zs1.

Solution: Ja

(b) Z1o hat genau 4 Einheiten.

Solution: Ja

(¢c) Z ist ein kommutativer Ring.

Solution: Ja

(d) (w,f,®,A) ist ein Korper.

Solution: Ja

(e) @ € Zy, ist genau dann eine Einheit, wenn a und n teilerfremd sind.

Solution: Ja
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51000

2 =2in Zy.

Solution: Ja

Der Restklassenring (Z,, +, -) ist kommutativ und nullteilerfrei.

Solution: Nein

Zg ist ein Korper.

Solution: Nein

Die Gleichung @-x = b in Z,, (mit @, b gegeben) ist genau dann l6sbar,
wenn n|ggT(a,b).

Solution: Nein

88. Gelten die folgenden Aussagen?

(a)

(b)

()

(d)

(e)

(f)

(B, xor) ist eine Gruppe, wobei B = {w, f} die Menge der Wahrheits-
werte ist.

Solution: Ja

Die surjektiven Abbildungen von N nach N bilden eine Gruppe bzgl.
der Komposition.

Solution: Nein

Die ungeraden ganzen Zahlen bilden bzgl. der iiblichen Addition und
Multiplikation einen Ring.

Solution: Nein

Die geraden ganzen Zahlen bilden bzgl. der iiblichen Addition und
Multiplikation einen Ring.

Solution: Nein

(B, V) ist eine Gruppe, wobei B = {w, f} die Menge der Wahrheits-
werte ist.

Solution: Nein

Die bijektiven Abbildungen einer fiinfelementigen Menge in sich selbst
bilden bzgl. der Komposition eine abelsche Gruppe.
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Solution: Nein

(g) Die injektiven Abbildungen von N nach N bilden eine Gruppe bzgl.
der Komposition.

Solution: Nein

89. Ist U eine Untergruppe von G?

(a) G eine beliebige Gruppe, U; und U, beliebige Untergruppen von G
und U = Uy N Us.

Solution: Ja

(b) G = (Sp,0),U =7 € Sysignm = 1.

Solution: Ja

(c) (G,-) eine beliebige abelsche Gruppe, U ={z -z | = € G}.

Solution: Ja

(d) (G,-) eine beliebige abelsche Gruppe, U = {z -z -2 | = € G}.

Solution: Ja

(e) G =(Z,+),U =Menge der geraden ganzen Zahlen.

Solution: Ja

(f) G = (Z,+),U =Menge der ungeraden ganzen Zahlen.

Solution: Nein

(g) G eine beliebige Gruppe, U; und Us beliebige Untergruppen von G
und U = Uy U Us.

Solution: Nein

(h) G = (Sp,0),U =m € Sysignm = —1.

Solution: Nein

90. Berechnen Sie jeweils den grofiten gemeinsamen Teiler d der beiden Zahlen
a,b € N. Bestimmen Sie ferner Zahlen A,y € Z mit A - a + p - b = d. Damit
die Antwort eindeutig wird, sind \, u so zu finden, dass 0 < X < & ist.

d
Geben Sie dann die geforderten Werte ein.
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(a)

()

(1)

()

(k)

(1)

p fiir a = 75789033 und b = 309264066.

Solution: -160402

w fir @ = 247 und b = 323.

Solution: -3

u fir a = 987 und b = 610.

Solution: -377

w fir a = 65432100 und b = 12345600.

Solution: -46741

p fiir a = 2561792 und b = 2562304.

Solution: -5003

d fiir a = 987 und b = 610.

Solution: 1

d fiir a = 75789033 und b = 309264066.

Solution: 123

d fiir a = 247 und b = 323.

Solution: 19

A fiir @ = 987 und b = 610.

Solution: 233

d fiir a = 2561792 und b = 2562304.

Solution: 256

d fiir a = 65432100 und b = 12345600.

Solution: 300

A fiir a =247 und b = 323.
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Solution: 4

(m) A fiir a = 2561792 und b = 2562304.

Solution: 5004

(n) A fiir @ = 75789033 und b = 309264066.

Solution: 654535

(o) A fiir a = 65432100 und b = 12345600.

Solution: 8819

91. Beantworten Sie die Fragen. Falls nach einer Restklasse gefragt ist, so ist
jeweils der kleinste nicht-negative Reprisentant dieser Klasse einzugeben
(er ist eindeutig). Geben Sie ’-’ ein, falls es keine Restklasse so wie gesucht
gibt (z.B. falls keine Losung oder kein Inverses existiert).

(a) Sein = 65432100. Wie lautet eine Losung der Gleichung 12345600 =
30 in Z,,?

Solution: -

(b) Sei n = 323. Wie lautet eine Losung der Gleichung 247 -z = 38 in Z,,?

Solution: 110,127,144,161,178,195,212,229,246,25,263,280,297,314,42,59,76,8,93

(c) Sei n = 247. Wie lautet eine Losung der Gleichung 323 - x = 38 in Z,,?

Solution: 111,124,137,150,163,176,189,20,202,215,228,241,33,46,59.7,72,85,98

(d) Sei n = 37. Wie lautet das Inverse von —72 in Z,,?

Solution: 19

(e) Sei n = 37. Wie lautet das Inverse von —18 in Z,?

Solution: 2

(f) Sei n = 987. Wie lautet eine Losung der Gleichung 610 -z = 2 in Z,,?

Solution: 233
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(g) Sei n =99. Wie lautet das Inverse von 17 in Z,?

Solution: 35

(h) Sei n = 37. Wie lautet das Inverse von —75 in Z,?

Solution: 36

(i) Sei n = 610. Wie lautet eine Losung der Gleichung 987 -z = 2 in Z,,?

Solution: 466

(j) Sei n = 99. Wie lautet das Inverse von 23 in Z,?

Solution: 56

(k) Sein =99. Wie lautet das Inverse von 19 in Z,?

Solution: 73

(1) Sei n = 91. Ist 90 invertierbar in Z,,?

Solution: Ja

(m) Sei n =91. Ist 13 invertierbar in Z,?

Solution: Nein

(n) Sei n = 12345. Ist 9 invertierbar in Z,?

Solution: Nein

(0) Sei n = 234567. Ist 15 invertierbar in Z,?

Solution: Nein

92. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

a) In jedem Ring R gilt:

1. —a=(-1)-a,
2. a=(=1)(-a),
3.a€ R*= (a7 1)l =q,

b) Jeder Ring mit 1 = 0 ist der triviale Ring.

c¢) Jeder Korper ist nullteilerfrei.
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d) In jedem kommutativen, nullteilerfreien Ring gilt die Kiirzungsregel:
a-b=d -b=a=4d.

e) In jedem kommutativen, nullteilerfreien Ring gilt: a|b und bla = b =
wa fiir eine Einheit w.

93. a) In der Definition g¢7'(a,b) := maxd € Nd|a,d|b ist das Maximum der
Menge d € Nd|a A d|b bzgl. der Ordnung < gemeint. Besitzt diese Menge
auch ein Maximum bzgl. der partiellen Ordnung |?

b) Es seien a,b € N. Die Koeffizienten A,  in der Darstellung gg7'(a,b) =
Aa + pb sind nicht eindeutig. Geben Sie ein Beispiel an. Zeigen Sie weiter,
dass A, u unter der Zusatzbedingung |\ < % und |p| < § mit A < 0 und
> 0 eindeutig werden.

Hinweis: Die Aufgabenstellung wurde dahingehend korrigiert, dass die Vor-
zeichen von \ und p festgelegt sind. Verwenden Sie c).

c) Zeigen Sie, dass fiir teilerfremde a,b € Z stets gilt: a|bc = alc.
Hinweis: a,b teilerfremd bedeutet ggT'(a,b) = 1. Man rechne in Z,.

94. Wir rechnen in Zg.
(a) Wie lautet das kleinste k € N fiir das 7" =T in Zy gilt?

Solution: 3

(b) Wie lautet das kleinste k € N fiir das 7" =T in Zg gilt?

Solution: 3

(c) Wie lautet das kleinste k € N fiir das 5% =T in Zg gilt?

Solution: 6

(d) Wie lautet das kleinste k& € N fiir das 2" =T in Zg gilt?

Solution: 6

(e) Fiir welches a € {0,1,...,n — 1} gilt 4%4?*2 = ¢ (mod 9)?

Solution: 7

(f) Fiir welches a € {0,1,...,n — 1} gilt 722! = ¢ (mod 9)?

Solution: 7
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95. Berechnen Sie jeweils mit dem Euklidischen Algorithmus fiir Polynome den
grofiten, gemeinsamen Teiler der beiden gegebenen Polynome. Der ggT
zweier Polynome ist, wie in der Vorlesung definiert, stets ein normier-
tes Polynom. Geben Sie als Antwort nur die Koeffizienten des Polynoms
in absteigender Reihenfolge und durch Komma getrennt ein. Beispiel: fiir
X4 4+2X3 — X2 4+ 3ist '1,2,-1,0,3” einzugeben. Hinweis: alle Koeffizienten
in den Losungen sind ganzzahlig.

(a) Wie lautet der ggT von X° — X4+ X3 - X —2und 2X* -3X3+5X% —
2X7

Solution: 1,-1,2

(b) Wie lautet der ggT von 2X3 — X2 —2X + 1 und X%+ X3 — X — 17

Solution: 1,0,-1

(c) Wie lautet der ggT von X* +8X3 +6X2 —6X + 7 und X3+ 7X?%?

Solution: 1,7
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