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Einfiihrung in die Sprache der Mathematik -

1 Einfuhrung in die Sprache der Mathematik

§ 1 Aussagen

Mathematische Aussagen sind sprachliche Ausdriicke (inkl. Symbolen), denen man einen eindeuti-
gen Wahrheitswert, wahr (w) oder falsch (f) zuordnen kann.

(1.1) Beispiele:

243=5(Ww)

Alle Punkte auf einem Kreis haben den gleichen Abstand zum Mittelpunkt. (w)

Jede ganze gerade Zahl groBer als 2 ist Summe zweier Primzahlen. (?)

Jede reelle Zahl ist Quadrat einer reellen Zahl. (f)

Es gibt eine ganze Zahl, deren Quadrat gleich ihrem Doppelten ist. (w, denn 22 = 2-2)

M

“Aachen ist schon” und “die Mensa-Preise sind zu hoch” sind keine Aussagen.

Zu jeder Aussage gibt es ein “Gegenteil”, die Verneinung.

A: Aussage, Verneinung von A: —A

‘Wabhrheitstafel
A| A
w f
f| w

Beispiele fiir Verneinungen:

1. Verneinung von (1.1)(1): 2+3 #5
2. Verneinung von (1.1)(4): Es gibt eine reelle Zahl, die nicht Quadrat einer reellen Zahl ist.

Zwei Aussagen A und B konnen zu einer neuen Aussage verkniipft werden. Zwei wichtige Ver-
kniipfungen sind:

1. “Aund B”, auch geschrieben “A A B”
2. “A oder B”, auch geschrieben “AV B”

Einfithrung in die Sprache der Mathematik -
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Wabhrheitstafel

W f
f f

@ := (AA—=B)V (-AAB); “xor”, “exclusives oder”, “entweder oder”

Zwei weitere wichtige Verkniipfungen:

1. A= B, “wenn A, dann B” (Implikation)

2. A & B, “genau dann A, wenn B” (Aquivalenz)

Wabhrheitstafel

A|B|A=B|A&B
W w w
f f f
w w f
f w w

- - £ =

Wenn A = B wahr ist, sagen wir auch: “A impliziert B”, oder “aus A folgt B”.

Wenn A < B wahr ist, sagen wir auch: “A ist dquivalent zu B”, oder “A gilt genau dann, wenn B gilt”.

In mathematischen Beweisen zeigt man oft:

1. A ist wahr
2. A = Bist wahr

Beispiel

A: Es regnet.
B: Die Straf3e ist nass.

A = B: Wenn es regnet, ist die Strafle nass.

Verkniipfungen von Aussagen, die immer den Wahrheitswert w liefern, heien Tautologien.

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Aussagen
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Beispiel
1. AN(A=B))=B
A|B|A=B|ANA=B)| (AN(A=B))=B
w | w w w w
w | f f f w
flw w f w
f|f w f w
2. AV-A
3. 7(AAB) < —AV =B (De Morgan’sches Gesetz)
4. =(AVB) < —A A —B (De Morgan’sches Gesetz)
5. (A= B) < (-B=—A)
Tautologien helfen bei Beweisen. So kann man z.B. zeigen, dass =B = —A wahr ist. Damit ist dann
auch A = B wahr.
Z.B.: Wenn die Stra3e nicht nass ist, dann regnet es nicht.
§ 2 Mengen
(1.2) Definition (hach Cantor, 1895)
Eine Menge ist eine Zusammenfassung von bestimmten und wohlunterschiedenen Objekten unserer
Anschauung oder unseres Denkens zu einem Ganzen. O
Fiihrt bei Leichtsinn zu Widerspriichen:
Barbier von Kreta: “Ich rasiere alle Manner meines Dorfes, die sich nicht selbst rasieren.”
Gehort der Barbier zur Menge der Ménner, die er rasiert?
Die Objekte, die zu einer Menge gehdren, nennen wir Elemente.
Schreibweise: x € M, wenn x ein Element der Menge M ist, andernfalls x ¢ M.
Fiir zwei Mengen M,N gilt:
M = N & Jedes x € M ist Element von N, und jedes y € N ist Element von M.
Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Mengen 11
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Beschreiben von Mengen

Aufzihlen: {1,3,17} = {3,17,1} = {1,3,17,1,3}
Reihenfolge unwichtig jedes Element ist nur einmal in der Menge
Beschreiben: N = Menge der natiirlichen Zahlen = {1,2,3,4,..}

Definiert das Symbol auf der Seite des Doppelpunktes
Z = Menge der ganzen Zahlen = {...,—2,—1,0,1,2, ...}
Q := Menge der rationalen Zahlen

R := Menge der reellen Zahlen

Aussondern: M Menge, E Eigenschaft (die ein x € M hat oder nicht). Dann ist {x € M|x hat die Eigenschaft E}
eine Menge.

z.B.: {z € Z|z ist ungerade } Menge der ungeraden ganzen Zahlen.

(1.3) Definition (Konstruktion von Mengen aus Mengen)

M, N Mengen:
1. NC M :& [Fir alle x € N gilt: x € M] N ist Teilmenge von M. M ist Obermenge von N.
Es gil: M=N < [N C M und M C N]
MNN:={xeM|xeN} (={xe&N|xeM})Durchschnitt von M und N.
MUN := {x|x € M oder x € N} Vereinigung von M und N.
M\N :={x € M|x ¢ N} Differenzmenge
M x N :={(x,y)|x € M,y € N} Kartesisches Produkt von M und N.

ok wN

(x,y) ist geordnetes Paar, d.h. (x,y) = (¥',)') & x=x",y =]
6. P(M) = Pot(M) :={S|S C M} Potenzmenge von M.

M= {1)2}’ P(M) = {®7{1}7{2}7{172}}
Allgemein gilt: Hat M n Elemente, dann hat P(M) 2" Elemente. (n € Ny := NU{0})

7. 0 := leere Menge (die Menge, die keine Elemente hat)

Sei M Menge.

M heiBt endlich, wenn M nur endlich viele Elemente besitzt.
Wir schreiben |M| fiir die Anzahl der Elemente von M. (#M)
|M| = oo heifit: M ist nicht endlich.

Neue Form von Aussagen, nimlich

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Mengen 12
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“Fir alle x € M gilt A(x)” gesprochen
VxeM:A(x) geschrieben

“ Es existiert ein x € M, fiir das A(x) gilt” gesprochen
dxeM:A(x) geschrieben

A(x): mathematische Aussage, deren Wahrheitswert von x € M abhingt.

Beispiel

x>5 keine Aussage

Aussagenform: x € Z

wfirx=7ffirx=3

xeZ:x>5 w

VxeZ:x>5 f

V: Allquantor

3: Existenzquantor

(1.4) Beispiele (vgl. 1.1)

AHVxeRIyeR:x=y>f

B)IxeZ:x*=2x w

Verneinungen

—~(VxeM:A(x)) < IxeM: -A(x)

zB:VxeR: x> >0 f

Verneinung: Ix cR: x> <0 w

—~(IxeM:A(x)) & VxeM: —-A(x)

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Mengen 13
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§ 3 Abbildungen

(1.5) Definition

Seien M, N Mengen. Eine Abbildung f von M nach N ist eine Vorschrift, die jedem x € M genau
ein Element aus N zuordnet. Dieses wird mit f(x) bezeichnet.

Schreibweise: f: M — N, x — f(x)

M heilit Definitionsmenge von f,
N heif3t Wertemenge von f (auch Bildbereich oder Wertebereich).

Seix e M,y = f(x).

y heilt das Bild von x unter f,
x heilt ein Urbild von y unter f.

(1.6) Beispiele

. f: N>R, i

Eine Abbildung f : N — N heilit Folge in N.
Andere Schreibweise fiir Folgen: aj,a,as3,... oder (a;)ieny  (a; € N), wobei a; fiir den Wert
der Abbildung an i € N steht. Obige Folge kann auch geschrieben werden als: 1,4,9,...

(oder (i%)ien )
2. Die Addition in Z ist die Abbildung Z x Z — Z,(a,b) — a+b.
3. Sei M eine Menge.
idy : M — M, x — x heiB3t die Identitdit auf M.
4. M: Menge von Glasperlen. F: Menge von Farben.
f:M — F, p— Farbe von p
5. A: Menge der Anwesenden
J :A — N, P — Geburtsjahr von P

(1.7) Definition und Beispiel (n-Tupel)

Sei M eine Menge (z.B. M = R)
1. Sein e N. Wirsetzenn :={1,2,...,n} CN
zB.4=1{1,2,3,4}
2. Ein n-Tupel mit Werten in M ist eine Abbildung ¢ :n — M
Ahnliche Schreibweise wie fiir Folgen:

f,...,t, meist mit Klammern
(t1y. . ty) mitt; :=t(i)

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Abbildungen 14
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zB.:t:4 - R,
t(1)=0,2(2) = v/3,¢(3) = —1,1(4) = & wird geschrieben als (0,/3,—1,7).
M" := Menge aller n-Tupel mit Werten in M = {(t1,...,t,)|t; € MV1 <i<n}. O

(1.8) Definition (Eigenschaften von Abbildungen)

Sei f : M — N eine Abbildung.
1. FirX CMsei f(X):={f(x)]x e X} =U,ex{f(x)} CN.
f(X) heiBt das Bild von X unter f.
2. FirY CNsei f1(Y):={xeM|f(x) eY}CTM
F~1(Y) heiBt das Urbild von Y unter f. Die Menge f~'({y}) (v € N) heit die Faser von f.

3. f heiBt surjektiv, falls f(M) = N. (“alle mind. 1 mal”)
f heiBt injekriv, falls gilt: Sind x,x” € M mit f(x) = f(x’), dann ist x = x’. (“alle max. 1 mal”)
f heiBt bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist. O

(1.9) Beispiele
1. f:7Z — Z, z— 2z ist injektiv, aber nicht surjektiv.
f R — R x> 2x ist bijektiv.
2. f:R — R, x> x? ist weder injektiv noch surjektiv.

f(R) =R>p:={xeRjx>0}
f1: R — Rx, x +— x? ist surjektiv.
Fasern von f; :ffl({y}) ={=Vy}
3. Vgl. (1.6) (4): M Glasperlen, F Farben.
f: M — F, p — Farbe von p.
f~'({rot}) = Menge der roten Perlen in M.
f ist injektiv, falls zu jeder Farbe aus F hochstens eine Perle dieser Farbe in M gibt.

(1.10) Definition (Zusammenfligen von Abbildungen)

Seien L, M, M’', N Mengen mitM CM’, g: L — M’ und f : M — N eine Abbildung mit g(L) C M
Dann heifit die Abbildung fog:L — N,x+— (fog)(x) := f(g(x)) die Komposition von f mit g.
/I Ein hiibsches Bild [

(1.11) Beispiele

FiRs =R, x— /x
g R—R,x— (x—3)

fog:R—>R,x—/(x—3)? = |x—3| O

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Abbildungen 15
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(1.12) Bemerkung (Umkehrabbildung)

Sei f : M — N bijektiv. Dann besitzt f eine Umkehrabbildung. Dies ist die Abbildung g: N — M

mit go f =idy und f o g =idy. Die Umkehrabbildung g ist bijektiv und durch f eindeutig bestimmt.

Sie wird mit f~! bezeichnet.

f bijektiv,y e N [f:M — N|

') = {x}vxenN
f~'Umkehrabbildung : f~!(y) =x

(1.21) Beispiele
1. f:R— R, x+~ 2xist bijektiv,
fFIiR-Rx— %x ist die Umkehrabbildung.

2. fiRso—=R>1,x— X241 ist bijektiv,
f':Rs; — Rsox +— /x— 1 ist die Umkehrabbildung. Ul

Grenzfalle und Konventionen

Sei M eine Menge.

* Es existiert genau eine Abbildung f: & — M.
— fist injektiv, aber nicht surjektiv aufler M = &.
— fist bijektiv fiir M = @.

 Ist M # &, dann existiert keine Abbildung f: M — &

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Abbildungen
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§ 4 Relationen

M, N Mengen.

(1.21) Definition

1. Eine Teilmenge R C M x N heifit Relation zwischen M und N oder Relation auf M, falls
N=M.
Schreibweise: xRy :< (x,y) € R.

2. Eine Relation auf M, d.h. R C M x M, heif3it
(R) reflexiv, falls also (x,x) € RVx € M.
(S) symmetrisch, falls gilt: (x,y) € R = (y,x) €R.
(A) antisymmetrisch, falls gilt (x,y) € Rund (y,x) ER=x=y.
(T) transitiv, falls gilt (x,y) € Rund (y,z) € R = (x,z) € R.
3. Eine Relation, die (R),(S),(T) erfiillt, heiBt Aquivalenzrelation.
4. Eine Relation, die (R),(A),(T) erfiillt hei3t (Halb-)Ordnung. O

(1.22) Beispiele
(A) aus der Mathematik

(HhM=R
* R=“<" [(x,y) ER:&x<y] <isttransitiv, nicht reflexiv, nicht symmetrisch.
* R=“<"1ist (R),(A),(T) also Ordnung.
“<” ist sogar eine Totalordnung, d.h. Va,b € R gilt a < b oder b < a, d.h. je zwei
Elemente von R sind bzgl. “<” vergleichbar.

(2)M=P(N) [{S|SCN}]
R = “C” (Inklusion) ist Ordnung, aber keine Totalordnung:
{1},{2} e P({1,2}), aber {1} € {2} und {2} & {1}.
(3) Sei f: M — N Abbildung
* fist Relation zwischen M und N, {(x, f(x))[xe M} CM x N.
* Ry definiert durch xR x’ 1< f(x) = f(x') ist Aquivalenzrelation auf M.
(4) “=" ist Aquivalenzrelation auf M (zu R = {(x,x)|x € M})
GYM=7

*+ “=,” (“kongruent modulo 2 zu...”) definiert durch x =, y 1< x — y gerade ist Aquiva-
lenzrelation auf Z. (0 ist gerade.)

* “I” definiert durch x|y (“x teilt y”) 1< 3z € Z : xz = y erfiillt (R), (T).

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Relationen 17
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(B) aus dem téaglichen Leben

(1) Menge der Anwesenden
xEy < x hat das gleiche Elternpaar wie y.
xGy & x hat das gleiche Geburtsdatum wie y [Tag + Monat].

(2) M Menge von Glasperlen [vgl. (1.6)(4) u. (1.8)(2)]
xCy & x hat die gleiche Farbe wie y.

E.G,C sind Aquivalenzrelationen O

Aquivalenzrelationen fassen Elemente einer Menge unter einem “Gesichtpunkt” zusammen.

(1.23) Definition (Aquivalenzklasse)

Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Fiir x € M heiBt C, := {y € M|xRy} eine Aquivalenzklasse
von R.
M /R := Menge aller Aquivalenzklassen (C P(M)). O

(1.24) Beispiele (vgl. (1.22)

(1) f : M — N Abbildung, Ry aus (1.22)(A)(3).

xeM:Co={x e M|f(x) = f(¥)} = T ({f(0)}).
M /Ry : Menge der nicht-leeren Fasern von f.

Q) R:“="x e M,C, = {x}.
M/~ ={{x}xeMm}

(3) M — Z’ “Ez”
Co ={y € Z|y gerade}
Ci ={y€Z|1 —ygerade} = {y € Z | y ungerade}

(4) M = Menge der Anwesenden
R = E: Aquivalenzklassen: “Geschwistermenge”
R =G: Gy = {y € M | y hat am 27.7. Geburtstag}.

(5) M = Menge von Glasperlen
R = C: Aquivalenzklasse einer Perle p: {y € M|y hat die gleiche Farbe wie p}. O

(1.25) Definition (Partition)
Eine (Mengen-)Partition von M besteht aus einer Menge P nicht-leerer Teilmengen von M (d.h.
P C P(M)) mit:

(1) M = UcepC (jedes x € M liegt in einem C € P)

(2) Sind C,C’ € P mit C # C', dann ist CNC" = 0 (jedes x € M liegt in hochstens einen C € P)

Die Elemente aus P heilen Teile der Partition.

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Relationen 18
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Beispiel

M= Z, =>
Co = gerade Zahlen
C = ungerade Zahlen

P=0Cy,Cy

(1) CoUCy =Z.
2)CoNC; =0.
(1.26) Satz

1. Sei R eine Aquivalenzrelation auf M. Dann ist M /R eine Partition von M.

Partition von M: P C P(M) mit

(D UcepC=M

2)C,C'eP, C4C =CNC =0
R C M x M Relation xRy : (x,y) €R

(R)xRx Vx€R

(S)xRy = Vx,y€eR

(T) xRyund yRz = xRzVx,y,z €R
R Aquivalenzrelation, x € M.

C, := {y € M|xRy} Aquivalenzklasse

M/R :={C|x e M}.

2. (Umkehrung von (1) ) Sei P eine Partition von M. Dann existiert eine Aquivalenzrelation R

auf M mit M /R = P.

Beweis:

a) M/R ist Partition von M:
(@) xe M\:/xRxéx € Cy. Damit M = | J,¢p, Cy.
(R) Def.
(b) Zu zeigen: x,y € M mit C; # Cy, = C,NC, = 0.
Beweis durch Kontraposition:
CNCy#0 = C,=Cy

Seize C,NCy = xRzundyRz = xRzundzRy = xRy.

~—

Def. (8) (T)

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Relationen
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SeiX¥eCx = xRY = xXRx = ¥Ry = yR{Y = xXeGC
~~ ~~ ~— ~~ ~~
Def. (s) (T) (S Def.
Damit ist gezeigt: Cy C ¢y. Analog Cy C Cy. Zusammen: C, = C,.
b) Sei P Partition von M.
Definiere R C M x M durch (x,y) € R:<< Esex.C € Pmitx € Cundy € C.
Dann ist R eine Aquivalenzrelation auf M:
(R) Seixe M,C € Pmitx e C[(1.25)(1)] = (x,x) €R
(S) Sei (x,y) € R= (y,x) € R [Def.]
(T) Seien x,y,z € M mit (x,y) € Rund (y,z) € R.
= Esex.C,C’ € Pmitx,yeCund y,z € ('
=yecnc = c=C
~—
(1.25)(2)
= (x,z) € R [Def.]
SeixeM,CePmitxeC = Cy =C
. ~~
Aquivalenzklasse von x bzgl. R
Damit: M/R =P
O
§ 5 Einige Beweisprinzipien
(A)
Direkter Beweis (von Aussagen der Form “A => B”)
(B)
Indirekter Beweis
VAR
Beweis durch Kontraposition Widerspruchsbeweis
©
Beweis durch vollstidndige Induktion.
zu (C):
Beruht auf folgender Eigenschaft von N:
(I) Sei A C N. Dann gilt: Ist 1 € A und ist fiir jedes n € A auchn+1 € A, dann ist A = N.
Behauptungen der Form “Fiir alle n € N gilt A(n)” lassen sich nach folgendem Schema ( “vollstdin-
dige Induktion”) beweisen:
Induktionsanfang:
Zeige: A(1) ist wahr
Induktionsschritt:
Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Einige Beweisprinzipien 20
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Annahme/Induktionsvorraussetzung: A(n) ist wahr.

Zeige: A(n+1) ist wahr. Dann gilt A(n) fiir alle n € N, denn die Menge A := {n € N|A(n) ist wahr}
erfiillt die Vorraussetzungen von (I), ist also gleich N.

(1.27) Satz (Induktionsbeweis-Beispiel)

Fiir alle n € N ist ii =1In(n+1).
i=1
H-ZB,-:..—Fn
Beweis: Induktion iiber #:
n=1: Linke Seite: ¥'}_,i =1
Rechte Seite: -1-(14+1) =1
n— n+1: Annahme: Y7 i = in(n+1).

=L = (T )+ (+1)
=ln-(n+)+(n+1)= (%n+1)(n+l)
——
$(n+2)
=l(n+1)(n+2). L

zu (A):

Direkter Beweis fiir “A = B”:
Wir nehmen an, dass A wahr ist und folgern daraus, dass B wahr ist. Dann ist auch A = B* wahr:

A|B|A=B

- E S
oSy S
S RIS

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Einige Beweisprinzipien
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(1.28) Satz (Direkter Beweis-Beispiel)

Fiir alle n € N gilt:
n ungerade = n® ungerade (A(n) = B(n))
Beweis: Sei n ungerade [Annahme]. Dann ex. k € N mitn =2k — 1.
Dann ist n?> = (2k — 1)? = 4k> — 4k + 1 = 2(2k* — 2k) +1
N——
ungerade

Also ist n* ungerade. O
zu (B):

Beweis durch Kontraposition. Beruht auf der Tautologie: (A = B) < (—B = —A).

Um zu zeigen: A = B* ist wahr zeigen wir stattdessen: ”—B = —A* ist wahr.

(1.29) Satz (Kontrapositionsbeweis-Beispiel)

Fiir alle n € N gilt: n”> gerade = n gerade.

Beweis: Wir zeigen —(n gerade) = —(n* gerade)

nungerade n2 ungerade

Die behauptete Aussage folgt aus (1.28). O

zu (B):

Beweis durch Widerspruch: Um zu zeigen: A ist wahr zeigen wir =A = (B A —B) ” ist wahr. Da
“B A\ —B” falsch ist (das ist der Widerspruch) ist —A falsch, d.h. A ist wahr.

(1.30) Satz (Widerspruchsbeweis-Beispiel)

V2 ¢ Q [Aussage A]
Beweis: Annahme: v/2 € Q [Aussage —A]

= Esex. m,n € Nmit 2 = ™ und [m ungerade oder n ungerade]

[Auss‘z;ge Bj
= 2n> = m? (mal n und Quadrieren)
= m? gerade (Def. von gerade)

= m gerade (Satz (1.29))

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Einige Beweisprinzipien
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= Esex. k € Nmitm =2k
= 2n% = (2k*) = 4k?

= n? = 2k? (durch 2 geteilt)
= n? ist gerade

= n gerade (Satz 1.29)

= m gerade und n gerade 4

[Aussage —B]

Also ist die Aussgae —A falsch, d.h. A(v/2 ¢ Q) wahr.

Einfithrung in die Sprache der Mathematik - Einige Beweisprinzipien
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2 Kombinatorik

Bestimmung von Anzahlen, z.B.: Wie viele verschiedene Lottoergebnisse gibt es?

§ 1 Permutationen und Kombinationen

Sei A endliche Menge,

A’ZI’ZEN():NU{O}.

(2.1) Definition (Permutation)

Sei k € Ng, k <n.

Eine ”Auswahl* von k Elementen aus A, wobei es auf die Reihenfolge ankommt, heilt k- Permutation
(oder Variation oder geordnete Auswahl) aus A. Permutation von A = n-Permutation aus A. [

Beispiele:

A=5=1{1,2,3,4,5}
(4,3,2),(4,2,3),(3,5,1) sind (verschiedene) 3-Permutationen
(1,3,2,5,4),(1,4,5,3,2) sind Permutationen

Mathematisch:

k-Permutation: k-Tupel (ay,...,a;) € AF mit a; # aj falls i # j.

(2.2) Definition (Fakultat)
FirneNsein!=1-2-3-...-n (n-Fakultdt)
Konvention: 0! =1

Beispiele:

5!=120; 6! =720

Kombinatorik -
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(2.3) Bemerkung (Anzahl Permutationen)

keN, k<n.

(1) Die Anzahl der k-Permutationen aus A ist (nﬁi'k)' =n-(n—1)-(n—-2)

(2) Anzahl der Permutationen von A ist n!

Beweis:

(2) folgt aus (1) mit k = n.
(1) Fiir die Auswahl einer k-Permutation gibt es

an Position 1: n Moglichkeiten,
an Position 2: n— 1 Moglichkeiten,

an Position k: n— k-1 Moglichkeiten.
Zusammen: n-(n—1)-...-(n—k+1).

Beispiel fiir das Beweisverfahren:
2-Permutationen aus {1,2,3,4}:
2
1
1
1

4 3
4 3
4 3
3 3

W~
AW~
O W W
W=

= X12 =43 Stiick

Eine Permutation von A ist eine Anordnung von A. Es gibt n! viele davon.

(2.4) Definition (Kombination)

cer(n—k41).

Sei k € N, k < n. Eine “Auswahl” von k Elementen aus A wobei es nicht auf die Reihenfolge

ankommt, heifit eine k-Kombination (oder ungeordnete Auswahl) aus A.

{4,3,2} ={3,2,4},{3,5,1} 3-Kombinationen

Mathematisch: k-Kombination aus A: k-elementige Teilmenge von A.

Kombinatorik - Permutationen und Kombinationen
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(2.5) Bemerkung (Anzahl Kombinationen)

keN, k<n.

Die Anzahl der k-Kombinationen aus A (= Anzahl der k-elementigen Teilmengen von A) ist:

n!
k!(n—k)!

Beweis:

Jede k-Kombination liefert durch Anordnen der Elemente k! k-Permutationen.

x: gesuchte Anzahl = x-k! = (n%'k), =>Xx= ﬁlk), O

(2.6) Beispiel (Lotto)

n =49, k = 6 (Lotto)
Ein ausgefiillter Lottoschein ist eine 6-Kombination aus 49. Gesamtzahl davon:

49! 49.48-47-46-45-44

= = 13.983.81
6!43! 1-2-3-4-5-6 3.983.816

(2.7) Bemerkung (Ziehen mit Zuriicklegen)

Seik €N, k<n.

Die Anzahl der Moglichkeiten, k Elemente aus A auszuwihlen, wobei jedes Element mehrfach
vorkommen kann (“Ziehen mit Zuriicklegen™) ist

nk
falls es auf die Reihenfolge ankommt, und
(n+k—1)!
k!(n—k)!

falls es nicht auf die Reihenfolge ankommt.

Kombinatorik - Permutationen und Kombinationen 26
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Beweis:

Mit Reihenfolge: Bei jedem der k Ziige hat man n Moglichkeiten. [Eine solche “Auswahl” ist ein
Element aus AX.]

Ohne Reihenfolge:

1. Schritt: Nummeriere die Elemente aus A : a;,a»,as,. .. ,a,.
2. Schritt: Nach dem Umsortieren besteht eine Auswahl aus der Folge:
(*)al,al,...,al,ag,...,az,...,an,...,an
———
s1-Stiick s,-Stiick sp-Stiick
Also: s; € Ng: Anzahl der g; in Auswahl. Es gilt: s1 +s2 4 ...+, = k.

Wir kodieren eine Auswahl (¥) durch ein bindres Wort (=0,1-Folge).
(**) 111...10111...10... 111...1

——— N—— ——

s; Einsen s, Einsen s, Einsen
Die Nullen stehen an den Uberg’cingen a; — ajy1.

Das bindre Wort (¥*) besteht aus k Einsen und n-1 Nullen, es hat also die Gesamtldnge n+k — 1.

Jedes solche Wort ist durch die n — 1 Positionen (innerhalb von {1,...,n+k — 1} ) eindeutig
bestimmt.

(&t"kgllk)!’ = (/:1!?;—711))!! solcher Worter.

Es gibt also genau

§ 2 Binomialkoeffizienten

(2.8) Definition (Binominalkoeffizient)

Seien k,n € No , k < n. Dann heiBt (}) := Wlk), der Binomialkoeffizient “n iiber k”.
Lo

(6) = otr =1
I

() = 7or =1

(D)= mm =n

Kombinatorik - Binomialkoeffizienten
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(2.9) Satz (Binomischer Lehrsatz)

Firn € Nund a,b € R gilt:

n__ n n n n—1 n n—1 n no__ < n n—k.k
(a+D) —<0)a +<1>a b+....+<n_1)ab +<n)b —]§)<k>a b

Beweis

Kombinatorisch:

(a+Db)"=(a+b)(a+b)...(a+Db) [nFaktoren (a+b)]

Ausmultiplizieren der rechten Seite:

Jeder Term enthilt genau einen Faktor, a und b, aus jedem der n Faktoren (a+b). Jeder Term ist also
von der Form a"~*b*, hier sind aus n Faktoren (a+ b) genau k b’s gewihlt worden.

Es gibt genau (Z) Moglichkeiten, k solche b’s auszuwihlen (2.5). Also kommt der Term a"~*b*
genau (}}) mal vor. O

(2.10) Satz

Seien k,n € Ny, k < n. Dann gilt:
L) = ("0
2. (1) = () + () far k> 1.
3. 550 (M () = (") fiir m € No. (Van der mondsche Identitit)

Beweis:

(1), (2) Nachrechnen.
(3) Kombinatorisch:
SeienA=n=1{1,...,n}, B={n+1,...,n+m}

Anzahl der k-elementigen Teilmengen von A UB = n 4 m mit i Elementen aus B ist (’;1) ( k’:i).

O

nk €Ny, k<n
(Z) = k!(:ik)! = (n—nk!)!k! = (nfk)
0l=1

Kombinatorik - Binomialkoeffizienten
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(=1=0
[(}) =0, falls k > n]

(Z) = Anzahl der k-elementigen Teilmengen einer n-elementigen Menge

(2.11) Satz

Sei A eine endliche Menge mit |A| = n € Ny. Dann ist |[P(A)| = 2".

Beweis:

Die Anzahl der k-elementigen Teilmengen von A ist (), 0 <k <n.
n
= |PA) =Y () =010+1)"=2"
k=

(=]

b = & n nfkbk‘

(a+D) kgo (})a

@100Q): (1) = (Z) + (")

(2.12) Definition (Pascalsches Dreieck)

Dies ist das Dreieck von Zahlen:

W = O3

“Jede Zahl ist die Summe der zwei dadriiber stehenden Zahlen.”

Kombinatorik - Binomialkoeffizienten
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§ 3 Kombinatorische Beweisprinzipien

Sei A eine endliche Menge.

(2.13) Bemerkung (Summenregel)

!
Seien Aj,...,A; CAmitA;NA; =0fiiri# j,und A= (J A;.
i—1

=

[A ist die disjunkte Vereinigung der A;, oder {Ay,....,A;} ist eine Partition von A.]

! !
Dannist |[A|=| J Ai| = ¥ |Ai|
i=1 i=1

Beweis:

Klar. Diese Regel haben wir z.B. im Beweis von (2.11) verwendet. O]

(2.14) Definition (Produktregel)

SeienAj,...,A; endliche Mengenund A =A| XAy X ... xA; (={(ai,...,a)|a; € A;,1 <i<I}).
Dann ist [A| = |A;|-|Az|-...-|A)]|

Beweis:

Klar. Dies haben wir z.B. beim Beweis von (2.7) (mit Reihenfolge) verwendet (|A*| = |A[F). O

Uf: 1 Ai, wenn die A; nicht disjunkt wird ?

(2.15) Satz (Inklusions-/Exklusions-Prinzip)

1. SeiA=AUA, = |A‘=’A1’+|A2|—|A1 ﬁA2|.
[In |A;|+ |Az| wird jedes Element aus A; N A, doppelt gezihlt.]

2. SeiA=A1UAUA; = |A|:(|A1|+‘A2‘—|—|A3|)—(|A1ﬂA2|—|-|A1ﬂA3|—|—|A2ﬂA3|)—|—
(’A] NAy ﬂA3’).
Die Elemente aus A1 M A NAz werden zundchst 3 mal gezihlt, danach 3 mal abgezogen,
zum Schluss einmal addiert.

Kombinatorik - Kombinatorische Beweisprinzipien



Kombinatorik - Kombinatorische Beweisprinzipien

31

1 1 1 k
3. SeiA= (J.Damngilt: |[A| = | U Ai| = ¥ (—1)*! Y | N Ajjl-
i=1 i=1

k=1 1<i <ip<..<ik<I j=1

I !
[UAl=Y ()" L [NAlL.
i=1 k=1 ‘ ;|Sik jes

Beweis:

Seia € A.

Links wird a genau einmal gezédhlt. Angenommen, a liegt in genau m (1 <m <) der Mengen A;,
deren Nummern die Menge M bilden.

IstJCI, |J|=k dannista € N Aj < J C M. Indiesem Fall ist k = |J| < m.
jer

In ¥ | Aj| wird a also genau () mal gezihlt.

icl,  jel
=k
m
Auf der rechten Seite wird a also genau ¥, (—1)¥!(7) mal gezihlt.
k=1

m m
Aus dem Binomischen Lehrsatz folgt: 0= (1-1)"= ¥ ()1 *(=1)*= 1-% (})(-1)!
k=0 k=0

m
= kg (=1)*'(}) = 1, d.h. a wird auch rechts genau einmal gezihlt. O

(2.16) Beispiel

Sei A = {n € N|n < 100, 2|n oder 3|n oder 5|n} = A, UA3 UAs mit A; := {n € N|n < 100, i|n}.
|A;] = [19] (Fiir x € R sei [x| = max{z € Z|z < x}.)

Ar NA3 = Ag, da eine ganze Zahl genau dann durch 2 und durch 3 teilbar ist, wenn sie durch 6
teilbar ist.

Analog: Ay NAs =Aj0,A3NA5 =A15,A2NA3NAs = A3p.

Also: ’AzUA3 UAS‘ = ‘A2’+‘A3‘—|— ’As’ — ‘Aé‘ — |A10’ — ‘A15’+‘A30| =50+33+20—16—10—
6+3="74.

Kombinatorik - Kombinatorische Beweisprinzipien
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(2.17) Bemerkung (Schubfachprinzip)

Seien A, B endliche Mengen. Dann gilt: Ist f : A — B eine Abbildung, und |A| > |B|,
dannex. b € Bmit |f~'({b})] >2.

—_——

={a€Al|f(a)=b}

[Unter den genannten Vorraussetzungen ex. b € B, und a1,a; € A mit a; # ap und f(a;) = f(az) =
b.]

(2.18) Beispiel

In jeder Menge von 13 Personen gibt es zwei, die im gleichen Monat Geburtstag haben.

§ 4 Permutationen

Sei A endliche Menge mit |A| = n. Wir schreiben A = {a,az,...,a,}

(2.19) Definition (Permutation)

Eine bijektive Abbildung 7 : A — A heillt Permutation von A

Sa:={m:A— A| mist Permutation}
Schreibweise (vorliufig):
( aj a ... a )
77:([11) 71'(612) . ﬂ(an)
Das n-Tupel (t(a;),n(az),...,n(a,)) enthilt jedes Element von A genau ein mal, es ist also eine
n-Permutation im Sinne von Definition (2.1).

Beispiel firA =n=11:

(2.20) Bemerkung

ISa| = |Sn| = n!
Beweis: Dies folgt aus (2.3)(2). ]

Kombinatorik - Permutationen
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(2.21) Bemerkung (Komposition)

Die Komposition (vgl. Def. (1.9)) von Bijektionen ist wieder eine Bijektion.
Schreibweise: Sei & € Sy

2

n’:=mom, ml:=momonm, ...

Konvention: 7° := id € Sy

(2.22) Beispiele

1. Berechnung von mwo y € S;: woy(1l)=m(y(1))

12345012
2315 4 5 4

n_12345012345
~\2 31435 1 235 4
4 5 6
6

. . 7
3. 7 die Permutation ( 2 7 4

&8 9 10 11
1

; ; 9 11 10 ) (*) aus Def. 2.19
(I 5 2 80o(3)o(4 6 7)o(9)o(10 11)
(Bild eines 4-Zykel-Kreises) (Bild eines 1-Zykel-Kreises)

(2.23) Definition und Bemerkung (Trager, Zykel)

1. Seil <k<n.
Ein k-Zykel von §,, ist eine Permutation o € S, mit: Es ex. iy,i,...,iy €n
(paarweise verschieden) mit 6(i;) =i;+1,1 < j <kund o (i) =ii.
Grafik: iy — iy — i — .... =i
und 6(1) =1Vl e n\{i1,... ik}
Die Menge {i1,...,i} heifit der Triger von o, geschrieben 7.

2. Ein Zykel von S,, ist ein k-Zykel von S, fiirein 1 <k < n.

3. Sei w € S,,. Dann ex. Zykeln o7, ..., 0; von S, mit paarweise disjunkten Tragern, wir sagen:
disjunkte Zykeln mit £ = 010 630...00;.

4. Seien 01,0, € S, disjunkte Zykel, dann ist 0] 0 0, = 0, 0 Oy.
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Beweis:

(3) Verfahren wie (2.22)(3):
In der Folge 1, 7(1),72(1),...,7"(1) stehen zwei gleiche Eintriige (Schubfachprinzip), etwa

k(1) =7 (1) mit I > k

ek
= 2ha k(1)) = 25 () T k() =

Sei m minimal mit 7”7 =1 (m > 0)

= Ty, = {1,7(1),7%(1),...,x™ (1)} ist der Triiger eines m-Zykels o;.

Definiere 0, analog auf n\7y, , falls 75, # n. Erhalte 0y, ..., 0.
Weil die Tréger der o; paarweise disjunkt sind, gilt T = 010...00;

(4) Selbst.

Schreibweise fiir Zykel:

(il,iz,...,ik) := Grafik: ify =i — i — ... =g

123 4
(3214)_<4123>

Permutation aus (2.19):

(1 5 2 8)(3)4 6 7)(9)(10 11)

Zykel der Liange 1 werden oft weggelassen.
1 2 3 45
(1 5 2 84 6 7)(10 11)—<5 2 3 6 2

(2.24) Definition (Transposition)

Ein 2-Zykel heiBt Transposition. Ist (i j) = 7 eine Transpositon, dann sagen wir: T vertauscht die
Ziffern i und j.

* €S, ist Produkt (bzgl. “0”) von Zykeln
* Ein Zykel ist Produkt von Transpositionen z.B. (123 4) = (34)0(24)0(14)
* Eine TP (Transposition) ist Produkt von TPs benachbarter Ziffern

zB.(14)=(34)0(23)0(12)0(23)0(34)
= 7 ist Produkt von TP benachbarter Ziffern.
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(2.25) Satz

1. Seio = (ij in ... i) eink-Zykel, k > 2. Dann ist ¢ ein Produkt von TPs.

2. Sei T € S, eine TP. Dann ist 7 ein Produkt (einer ungeraden Anzahl) von TPs benachbarter
Ziffern.

3. Jedes & € §,, ist ein Produkt von TPs benachbarter Ziffern.

Beweis:

1. Induktion iiber k. k=2. /

Seik>2.=(iy ip ... ix)=(i2 i3 ... ix)o(i] i)
Fertig mit Induktion.

2. Sei = (i j)mitj>iInduktioniiber j—i. j—i=1.4/
Sei j—i>1= (i j)=(j—1 j)oli j—1)o(j—1 j).
Fertig mit Induktion.

3. Folgt aus (2.23)(3), sowie den Teilen (1) und (2).

(2.26) Definition (Fehlstandspaar/Signum)

Sei €S§,.
(1) Ein Paar (i, j) mit 1 <i < j < n heilt Fehlstandspaar von © (FSP), wenn gilt: 7(i) > 7(j).
() sgn(m) := (—1)/FSB von zl heipt das Signum von 7 (sgn(n) € {1,—1} C 7).

O
(2.27) Beispiele
(1) @ = id hat kein FSP = sgn(id) = 1.
(2) = (i i+1) hat genau ein FSP némlich (i,i+ 1) = sgn(t) = —1.
O
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(2.28) Satz (Produktsatz)

Seien 0,7 € S,. Dann gilt: sgn(wo o) = sgn(x) - sgn(o).

Beweis:

Klar fiir n = 1. Sei also n > 2.

1.Fall: 6= (i i+1).

(2'2:79(2) sgn(o) =—1.

mToo=mo(i i+1)= ( n(ll)

Es gilt:

(1<i<n)

i—1 i i+1
n(i—1) =mn(i+1) =n()

i+2

(a) (k,i),k <iFSPvon < (k,i+ 1) FSPvonrmoo
(b) (i,k), k> i+ 1 FSP von 7t < (i + 1,k) FSP von mo o

(c),(d) analog fiir i 4 1 statt i.

(e) (i,i+1) FSP von w <> (i,i+ 1) kein FSP von mo ©.

Aus (a)-(e) folgt: |[{FSP von &}| =

|[{FSPvon too}|£1

= sgn(moo) = —sgn(m) = sgn(x)-sgn(o).

2.Fall: c=110m0...
Induktion iiber /:
[=1:1.Fall

[>1:Setze o’ =1)0...
Dannist o = ¢’ o1;.

Es gilt:
sgn(moo)

(2.29) Beispiel

Sei 7 € S, ein k-Zykel.

Dann gilt: sgn(m) = {

0T

sgn((moo’)o1)

sgn(mwoo’)-sgn(t) (1. Fall)
sgn(m)-sgn(o’) - sgn(t) (Induktion)
sgn(m)-sgn(o’ o) (1. Fall)
sgn(m) - Sgn( )-

1, k ungerade (k >2)
—1, kgerade

m(i+2)

o7, >1,wobei 7;,1 < j <[ eine TP benachbarter Ziffern ist.
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Beweis:
Seim = (i] e ik). Nach (2.25)(3) isto = (ik,1 ik) o (ik72 ik) 0...0 (i] ik).
Die Behauptung folgt aus (2.28) und (2.27)(2) ]
Signum ~~» Determinante
§ 5 Stirling Zahlen
(2.30) Definition (Stirling-Zahlen erster Art (s))
Seien k € Ny.
Wir setzen so0 := 1, 594 := 0 fiir kK > 0, und
Snk := |{m € Sy| mist ein Produkt von genau k disjunkten Zykeln wie in (2.23)(3)}|
fiir n > 0. 1-Zykeln werden dabei mitgezihlt. Die Zahlen s, x heiBBen Stirling-Zahlen erster Art.
(2.31) Satz (Rekursive Berechnung)
Seien n,k € Np.
n
(D) spx =0flirk>n; ) s, =n!
k=1
(2) (Stirling-Dreieck erster Art): Fir k <n gilt: s, 4 = sy 14-1+@m—1) - Sp—1 4
Beweis:
(1) Klar.
(2) Sei w € S, ein Produkt von genau k Zykeln. 7 entsteht aus ¢ € s, auf eine von 2 Arten:
1. m=0oo0o(n), o ist Produkt von genau k — 1 Zykeln
Anzahl: S,
2. o ist Produkt von genau k Zykeln, 7 entsteht aus ¢ durch Einfiigen von n in einen
dieser Zykel:
(iy ip ... 0) I Moglichkeiten
Anzahl: (n—1)-s,_1 &
O
n
n=4 k=3 (1)(2)(3) 0 ]
MR (1492)0) ; o
(12)3)) (1)2406) N
1324 (1)2)G4) 4 PO
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Erinnerung (1.25) und Ergédnzung:
Sei A Menge: Ay,..., Ay CA. {Ay,...Ar} heiBt k-Partition von A, falls gilt:
k
(1) Uai=a
1=
QA #0,1<i<kundA;NA; =0 fiiri # j.
(2.32) Definition (Stirling-Zahlen zweiter Art (S))

Seien n,k € No: Wir setzen So o := 1 und fiir (n,k) # (0,0) sei S, x = Anzahl der k-Partitionen von
n.

Die Zahlen S, x heiBBen Stirling-Zahlen zweiter Art (S).

(2.33) Satz

Seien n,k € Np.
(1) S0 =0fiirn >0 und S, = 0 fiir k > 0.
) Furk <ngilt: S x =Sp—14-1+k-Su—1x
Beweis:

Selbst.
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3 Graphentheorie

§ 1 Grundbegriffe

(3.1) Definition (Graph, Knoten, Kante)

Ein (ungerichteter) G = G(V,E) besteht aus einer endlichen Menge V von Knoten (engl.: vertex)
und einer Menge E von Kanten (engl.: edge) {u,v} mitu #v e V.

Mathematisches Modell fiir eine Kante zwischen den Knoten @& .d
u,v:
Die zweielementige Teilmenge {u,v} = {v,u} C V.

Schreibweise fiir Kanten: uv =vu. u,v heillen die Endknoten
der Kante uv.

Bildliche Darstellung ():
V ={a,b,c,d}
E = {{a,d}.{a.c}.{a,b}. {c.b}, {b,d}} @ b

(3.2) Definition (Teilgraph)
Sei G = G(V,E) ein Graph. Der Graph G’ = G(V',E’) heilit Teilgraph von G, wenn gilt: V' C
V,E' CE.

Gilt E' = ENn{{u,v}|u #v € V'}, dann heiBt G’ ein induzierter Teilgraph von G und wird mit
G|V'] bezeichnet.

O
Photo 2 Teilgraph von ()

Induzierter Teilgraph von ()
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(3.3) Bemerkung (Graphvariationen)

Gelegentlich ist der Begriff “Graph” etwas allgemeiner gefasst und lésst z.B. zu:

1. Schlingen: Kanten, die einen Knoten mit sich selbst verbinden
{v,v} ={v} E enthilt auch einelementige Mengen.
2. Mehrfachkanten: Mehr als eine Kante zwischen zwei Knoten.
{u,v} kommt mehrfach in E vor: E ist Multimenge.
3. Gerichtete Kanten: Kanten, die in eine Richtung zeigen.
(u,v) €V xV liegtin E O

Im Folgenden sei G = G(V, E) wie in Definition (3.1) (ohne Schlingen, ohne Mehrfachkanten, ohne
gerichtete Kanten).

(3.4) Definition (adjazent, inzident, Grad)
1. u,v €V heilen adjazent oder benachbart wenn uv € E.
I['(v) :={u € V|u # v, u,v adjazent}
Menge der Nachbarn von v.
2. Zwei Kanten mit einem gemeinsamen Endknoten hei3en inzident.

v € V und e € E heiflen inzident, wenn v ein Endknoten von e ist.

3. Seiv € V. Der Grad von v, geschrieben deg(v), ist die Anzahl der mit v inzidenten Kanten.

O]

(3.5) Bemerkung

¥ deg(v) =2|E| .

vev

Beweis:
Seie=uveE,u#v.

e trigt den Wert 1 zu deg(v) und den Wert 1 zu deg(u), also insgesamt den Wert 2 zu Y deg(v).
veVv

O]

(3.6) Korollar

Sei V, :={v € V|deg(v) ungerade}. Dann ist |V, | gerade.
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Beweis:

Sei V, :=V\V,

= Y deg(v) gerade
vev,

= Y deg(v) =2|E|— Y deg(v) gerade

vev, veVg

= |V,| gerade, da die Summe einer ungeraden Anzahl ungerader Zahlen ungerade ist. O

(3.7) Definition (Kantenzug, Pfad)

1. Ein Weg w (oder Kantenzug) der Léinge [ in G ist eine Folge w = (vg,v1,...,v;) von Knoten
mitvivi ] €EVO<i<l.

vo, vy heillen die Anfangs- bzw. Endknoten von w und w heiit und ein vg - v; - Weg.

2. Ein Weg (vo,v1,...,v;) heit Pfad der Linge [ in G, falls alle v;, 0 < i <[ paarweise ver-
schieden sind. [vq - v; - Pfad]

3. Seil > 3. Ein Kreis der Liinge [ in G ist ein Weg (vg,v1,...,v;) mitv; = vg, sodass (vi,...,v;)
ein Pfad ist. [vo-Kreis].

]
(a,d,b,a,c) ist ein Weg der Linge 4 aber kein Pfad.
(a,d,b,c) ist ein a-c-Pfad.

(a,d,b,c,a) ist ein a-Kreis der Lénge 4.

(3.8) Definition und Bemerkung (Zusammenhangskomponente)

1. G heiB3t zusammenhdiingend, wenn fiir alle u # v € V ein u-v-Pfad existiert.
Sonst heilit G unzusammenhdingend.
2. Wir definieren die Relation ~ auf V wie folgt:

u~v:& u=voderu#vund es existiert ein u-v-Pfad. Dann ist ~ eine Aquivalenzrelation
auf V.

Seien Vi, ...,V; die Aquivalenzklassen von V. Dann heilen die induzierten Teilgraphen
G[Vi], 1 <i <k, die Zusammenhangskomponenten von G.

Beweis:

~ ist Aquivalenzrelation:

R): /

(S): Sei u ~v,u # v, und sei (u=uo,uy,...,u; =v) ein u-v-Pfad. Dann ist (u;,u;_1,...,us,up)
ein v-u-Pfad.

Graphentheorie - Grundbegriffe
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(T): Sei u ~ v,v ~ x,u # v # x % u (sonst trivial)
= Es existiert ein u-x-Weg
= Es existiert ein u-x-Pfad
(Ein Kreis in einem u-x-Weg kann weggelassen werden.)
Test auf Zusammenhang:
Breadth-First-Algorithmus. (Breitensuche)
Datenstrukturen fiir Graphen?
Zunéchst: Nummeriere die Knoten, V = {vy,...,v, }.
Im néchsten Schritt: Nehme V = n = {1,...,n} an (identifiziere einen Knoten mit seiner Num-
mer).
(3.9) Definition (Datenstrukturen fiir Graphen)
SeiV =A{1,...,n}.
1. Die Adjazenzmatrix von G ist die 0-1-Matrix
) 1, ijeE,
A = (aij)1<i j<n Mit ajj = { ’
0, sonst.
2. Die Adjazenzliste speichert zu jedem Knoten die Liste seiner Nachbarn:
[L,T(1)],[2,T(2),...,[n,T(n)]]
O
Photo
01 01
.1 0 11
Matrix: 010 0
1 100
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(3.10) Algorithmus (Breadth-First-Search (BFS), Breitensuche)

Eingabe: Graph G =G(V,E),s€ V.
Ausgabe: Listen d[v|, pred[v],v € V.

for all v € V do begin
if v = s then d[v] « v else d[v] <« oo;
pred[v] <« nil;

end

Q «— [ 1; // leere Liste

Insert (Q,s); // hidngt s an das Ende von Q

while not IsEmpty(Q) do begin

v « Dequeue (Q); // vorderstes Element von Q entfernen
for all u € I'(v) do
if d[u] = o then begin
dlu] « d[v] + 1;
predlu] « v;
Insert (Q,u);
end
end

(3.11) Bemerkung

Notation wie im Algorithmus (3.10).

1. d[v] ist die Lange eines kiirzesten s-v-Pfades.
Falls kein s-v-Pfad in G existiert, ist d[v] = oo.

2. G ist genau dann zusammenhingend, wenn d[v] oo Vv € V.

Beweis:

1. (a) Furv e V\{s} mit d[v] # oo gilt: d[v] = d[pred[v]] +1 > 1.
= (s,..., pred[pred|v]], pred|v],v) ist ein s-v-Pfad der Liange d[v].
(b) Zu jedem Zeitpunkt gilt fiir die Eintridge uy,...,u; von Q in Alg, (3.10):
du] <du] < ... <dw] <du]+1
(c) Fiir u,v € V mit d[u] # oo # d[v] und uv € E gilt: d[v] < d[u] + 1.
(Wurde d[v] beim Durchlaufen von I'(u) gesetzt, dann ist d[v] = d[u] + 1. Andernfalls

war d[v] hier schon gesetzt, also beim Durchlaufen von I'(x) mit d[x] < d[u]; damit
dix] =dx]+1<d[u]+1.)

Graphentheorie - Grundbegriffe



Graphentheorie - Hamiltonkreise und Eulertouren 44

(d) Sei (ug,uy,...,u;) mit ug = s, ux = v ein s-v-Pfad.
=dv] =du] <d[u—1]+1< ... <dug] +k=k.

2. G zusammenhiingend < Die Aquivalenzklasse von s bzgl. v aus (3.8) ist V. Die Behauptung
folgt aus (1).

O]

§ 2 Hamiltonkreise und Eulertouren

G = G(V,E) sei ein Graph.

(3.12) Definition (Hamiltonkreis)

Ein Kreis (vo,v1,...,v,) in G heiit Hamiltonkreis, falls V. = {v,...,v,} und |V| = n.

(3.13) Beispiel (Traveling Salesman Problem (TSP))

Ein Vertreter (Handlungsreisender) will n Stadte besuchen und seine Rundreise moglichst effizient
organisieren.

Modell: Graph G = G(V,E)

Knoten: V = {sy,...,s,} Stidte

Kanten: s;s; € E :< Es ex. eine direkte Flugverbindung zwischen s; und s;. Es ex. genau dann eine
Rundreise durch alle Stédte, in der jede Stadt genau einmal besucht wird, wenn ein Hamiltonkreis
in G(V,E) ex. O

(3.14) Beispiel

Hamiltonkreis kein Hamiltonkreis
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(3.15) Satz
Gilt in G die Bedingung
(*) deg(u)+deg(v) > |VIVu#vinV mituv ¢ E,

dann ex. in G ein Hamiltonkreis.

Beweis:

Durch Widerspruch.

Angenommen, es ex. G = G(V, E), der (*) erfiillt, aber keinen Hamiltonkreis enthilt. Unter allen
solchen mit festem |V| wihle einen, mit |E| maximal.

Seien x # y € V mit xy ¢ E (somit ex. Hamiltonkreis)

Sei G' = G(V,EU{xy}) EImS 6 hat Hamiltonkreis, der “durch xy geht”.
Sei w = (y,vi,...,v,) dieser Hamiltonkreis mit x = v; und y = v,.

Setze:

S:={vill <i<n,xviy €E}

T:={v|1 <i<n,yvi €E}

=v, € SUT,dh. [SUT| <n.

|S| = deg(x),|T| =deg(y), d.h. |S|+|T| > n wegen (*) = SNT #0

Seivie SNT = (Vi,v2,..-,Vi,Vu,Vu—1,---,Vit1,v1) ist Hamiltonkreis in G. 4 O

(3.16) Definition (Eulerweg/-tour)

Ein Eulerweg in G ist ein Weg w = (v, vi,...,vy) mit E = {vjv;+ 1|0 <i <m} und |E| = m.

Ist w ein Eulerweg mit vy = v,,,, dann heilit w Eulertour.
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(3.17) Beispiel (Das Haus vom Nikolaus)

3

2 4
1 5
(1,2,4,1,5,4,3,2,5) ist ein Eulerweg, keine Eulertour. d

(3.18) Bemerkung

Sei w = (vo,Vv1,...,vy) ein Eulerweg in G. Dann ist deg(v) gerade Vv € V\{vo, v }.

1. Ist vo = vy, d.h. wist eine Eulertour, dann ist deg(vo) gerade.

2. Ist vp # vy, dann sind deg(vo) und deg(v,,) ungerade.

Beweis:

Jedes v; kommt in w i.A. mehrfach vor, aber V = {vo,vi,...,vu}. Seiv € V\{vo,vu}.

Dannistv=v; firein1 <i<m-—1.

€4 ez

=
A

Vitq
V=vi

e1, ey sind zwei verschiedene Kanten an v;

Istv=v; firein 1 < j<m—1miti# j,dann sind v; — 1v,vv;;1,v;_1v,vv;; vier verschiedene
Kanten, die mit v inzident sind, etc.

Beweis fiir v = vy = v, und v = vy # v, analog. O
(3.19) Bemerkung

Sei G zusammenhingend und k = (vo,v1,...,Vmu—1, V) ein Kreis in G(v,, = v).

Dann ist auch G(V, E\{v;vi+1 })V0 < i < m zusammenhingend.
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Beweis:

SeiveV.

Ist w ein v;-v-Pfad in G, der iiber die Kante v;v; | lduft, kann der Teilweg v;v;11 durch (v, vi—1,...,v0,Vin—1,- -+, Vi+1)
ersetzt werden. O

(3.20) Bemerkung

Sei G zusammenh#ngend.

1. Sei deg(v) gerade Vv € V. Dann besitzt G eine Eulertour.

2. Seien x #y € V mit deg(x), deg(y) ungerade und deg(v) gerade Vv € V\{x,y}. Dann besitzt
G einen Eulerweg von x nach y.

Beweis:

1. Seiw = (vo,v1,...,v) ein Weg maximaler Linge in G, der keine Kante mehrfach enthilt.
= Alle mit v inzidenten Kanten liegen auf w.
= Vo = v, deg(vy) gerade
Angenommen, w ist keine Eulertour.

G zusammenhéngend i L . .
= Es ex. e € E\{vjvi11]| 0 <i < k} mit e inzident zu einem v;,0 <i < k

Sei e = uy;
Dann ist uv; vi;q...vg vy ...v; ldnger als w und enthélt keine Kante mehrfach. 4
2. 1.Fall: xy ¢ E
Betrachte G’ = G(V,E U {xy}). G’ erfiillt die Vorraussetzung von (1) = G’ besitzt Eulertour.
Léasst man darin die Kante xy weg, erhilt man einen Eulerweg von x nach y.
2.Fall: xy € E
Ist deg(x) = deg(y) = 1, dann G = 0—o0 /
Sei 0.B.d.A deg(y) > 1. Betrachte G’ := G(V,E\{xy})
Ist G’ zusammenhingend, verwende (1).

Sei G’ nicht zusammenhingend, und sei H die Zusammenhangskomponente von G’, die y enthiilt.
H erfiillt (1), und enthélt damit eine Eulertour.

x ist kein Knoten von H, sonst wire G’ zusammenhingend.
Sei e = yz in dieser Eulertour. = 7 # x.

Setze G" := G(V,E\{e})

Nach (3.19) ist G’ zusammenhingend, d.h. G” erfiillt (2)
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Indu:k>t10n G” besitzt Eulerweg von x nach z
= G besitzt Eulerweg von x nach y. O
(3.21) Algorithmus (Fleury)
Eingabe: Zusammenhingender Graph G = G(V,E) mit deg(v) gerade Vv € V.
Ausgabe: Liste W = [vg, v1,...,Vn), so dass (v, ..., v,) eine Eulertour in G ist.
Wihle vy € V;
w «— [v_0];
v «— v_0;
while not IsEmpty (E) do begin
if T'(v) = {v'}
then v «— v \ {v}
else wihle v’ € I'(v), so dass G(V,E \ {v V'}) zusammenhingend ist;
Insert (W,v’);
E «— E \ {v Vv'};
v o— Vv';
end.
O
(3.22) Bemerkung
Der Algorithmus (3.21) terminiert mit einer Eulertour von G.
Beweis:
Folgt aus (3.20) bzw. dem Beweis von (3.20) (2). ]
Graphentheorie - Hamiltonkreise und Eulertouren 48



Graphentheorie - Bdume 49

(3.23) Beispiel

w
(2]

[2,3] 6 ist jetzt verboten! [2,3,5]
[2,3,54]

[2,3,54.,3]

[2,3,5,4,3,6]

§ 3 Baume

G = G(V,E) sei ein Graph, v # 0.

(3.23) Definition (Wald/Blatt)

G heiBit Wald, falls G keine Kreise enthilt. Ein zusammenhéngender Wald heift Baum.

Ist G ein Baum und v € V mit deg(v) = 1, dann heift v Blatt.

(3.24) Bemerkung

Sei G ein Baum mit |V| > 1 und sei w = (vo,v1,...,V;) ein Pfad maximaler Linge. Dann sind
Vo, Vi Blitter und vg # vy,.

Beweis:

Ist vy kein Blatt, dann existiert v € I'(vp) mit v # v;. Wire v = v; fiir ein 2 < i < m, dann gibe es
einen Kreis in G. Damit wire (v,vg,V1,...,V,) ein lingerer Pfad als w4

Analog: v, ist Blatt.
Ist vo = vy, dannist m =0 und V = {vo}. O

(3.25) Satz

Sei G zusammenhingend. Dann gilt: G ist Baum < |E| = |V|— 1.
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Beweis:

“=" Induktion iiber [V|.
[v|=1.Sei [V| > 1 und v € V ein Blatt von G.
Seil'(v) = {V'}.
= G(V\{v},E\{w'}) ist Baum (zusammenhingend und kreisfrei)

Induktion ;1 _ (jy|—1) =1, dh. |E| = |V| — 1. // <= bitte tiberpriifen

“«<" Induktion uiber |V|. |V| =/
Sei [V| > 1.
Angenommen, deg(v) > 1VveV.

(3.5)
= Lieydeg(v) =2|E| =2|V[ -2 <2|V| =Y,y 2 < Yyevdeg(v) 4

Also existiert in G einv € V mitdeg(v) = 1. Sei I'(v) = {V'} und G’ = G(V\{v},E\{vV'})
= G’ istzshgd.und [E|—1=(|]V|]-1)—1

Indu:k>t10n G’ ist Baum

= G ist Baum.

(3.26) Definition (Spannbaum)

Ein Teilgraph G’ = G(V',E’) von G heifit Spannbaum (Geriist, spanning tree) von G, falls G’ ein
Baum mit V' =V ist.

(3.27) Bemerkung

G besitzt Spannbaum < G ist zusammenhédngend.

Beweis:

“=" Ein Baum ist zusammenhéngend.

“«<" Folgt aus (3.19): Ist (vo,v1,...,vn) ein Kreis in G, dann ist G(V,E\{vov; }) zusammenhin-
gend.
Durch sukzessives Weglassen von Kanten aus Kreisen erhélt man einen Spannbaum. O

Breadth-First-Search-Algorithmus (3.10)

Erinnerung: Algorithmus (3.10) (BFS):
Eingabe: G=G(V,E),s €V
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Ausgabe: d|v], pred[v],v € V

for all v € V do begin
if v=s then d[v] <- 0 else d[v] <- oo;
pred[v] <- nil;
end
Q <= [1;
Insert (Q,s);
while not IsEmpty (Q) do begin
v <- Dequeue (Q) ;
for all u <- I'(v) do
if d[u] = o then begin
d[u] <- d[v]+1;
pred[u] <- v;
Insert (Q,u);
end
end

(3.28) Bemerkung

Sei G zusammenhédngend.

Nach BFS auf G bilden die Kanten {vpred|v]|v € V\{s}} einen Spannbaum T von G, so dass

gilt:

Fiir alle v € V\{s} ist der (eindeutig bestimmte) s-v-Pfad in T ein kiirzester s-v-Pfad in G.

Beweis:

Nach (3.11) ist d[v] # Vv € V und d|v] ist die Lénge eines kiirzsten s-v-Pfades in G.
(s,...,pred[pred[v]], pred|v],v) ist ein s-v-Pfad der Linge d[v] in T = T ist zusammenhingend.

Da T nach Definition genau |V| — 1 Kanten hat, ist T ein Baum.

(3.29) Beispiel (Graph mit Breitdurchlauf)

rot: d[v], schwarz: v pred[v]
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§ 4 Gewichtete Graphen
G = G(V,E) Graph.

(3.30) Definition (gewichteter Graph/Gewicht)

G heiBt gewichteter Graph, falls eine Abbildung w : E — R>( definiert ist. (R>9 = {x € R|x >
0}.)

In diesem Fall heifit Y, w(e) das Gewicht von G. O

(3.31) Beispiel

(3.32) Definition

Sei: G zusammenhingender gewichteter Graph. Ein minimaler Spannbaum von G ist ein Spann-
baum von minimalen Gewicht (unter allen Spannbiumen). ]

(3.33) Lemma

Ist |V| > |E|+ 1, dann ist G nicht zusammenhingend.

Beweis:

Wiire G zusammenhiingend, dann hitte G einen Spannbaum 7' = G(V,E') = |E| > |[E'| = |V| -1 >
E]4 O
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(3.34) Algorithmus (Kruskal)
Eingabe: G = G(V,E),w : E — R>0, G zusammenhingend.
Ausgabe: F C E mit G(V, F) ist minimaler Spannbaum von G.
Q «— Sort(E,w); [sortiere Kanten nach aufst. Gewichten]
F— [];
while |F| < |V|-1 do
uv <« Dequeue (Q); //Jeweils leichteste Kante
if u, v in verschiedenen Zusammenhangs—-Komponenten von G (V,F)
then Insert (F,uv);
(3.35) Beispiel
G Graph aus (3.31):
O w
ag 1 x
eg 2 x
ed 3 x
ef 3 x
dg 4
bc 5 x
ab 6 «x
cd 6
bg 7
cg 9
af 10
ag 10
(3.36) Satz
Kruskals Algorithmus terminiert mit einem mi-
nimalen Spannbaum von G.
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Beweis:
|F|<|V]—1 (3£3>3) G(V,F) nicht zusammenhin-
gend.

In jedem Schritt ist G(V, F') ein Wald, denn beim
Hinzufiigen von uv zu F werden zwei Bdume zu
einem Baum vereinigt.

Da G zusammenhingend, existiert uv € E, so
dass u, v in verschiedenen Komponenten von G(V, F)
liegen.

Damit: Algorithmus (3.34) terminiert mit |F| = |V | — 1.

(329

Danach: G(V,F) ist Wald und |F| = |V|—1 (V,F) ist Baum, also Spannbaum.

Angenommen: G(V, F) ist nicht minimal.

Sei G(V,F') Spannbaum von minimalen Gewicht und unter allen solchen einer mit |[F N F’|
maximal.

F ist nach Gewicht sortiert (nach Konstr.).

Sei e € F die erste Kante mit e ¢ F', e = uv. Sei Fy die Menge der Kanten vor der Aufnahme von
e.

G(V,F'U{e}) enthilt einen Kreis k, k = (u = uy,up, ... ,tm—1 = v,y = )

Sei f = u; u;j1 die letzte Kante aus F, die auf k liegt und sei F; die Menge der Kanten vor der
Aufnahme von f.

u;,u;y1 liegen in verschiedenen Komponenten der G(V, F}), bei allen anderen Kanten auf , die in
F liegen sind die Endknoten in der gleichen Komponente von G(V, F})

= es existiert ¢’ = wjuj, 1 in k mit ¢’ ¢ F und u;j,uj; in verschiedenen Komponenten

= uj,uj4 in verschiedenen Komponenten von G(V, F)
Fy C F; in verschiedenen Komponenten von G(V, Fy)

= w(e) < w(e) (sonst hiitte der Algorithmus ¢’ genommen)
Sei F":= (F'U{e})\{¢'}

W(e)g(e ) F" ist zusammenhingend (3.19), also Baum (3.25)

= F’ ist minimaler Spannbaum von G und |FNF"| > |[FNF'| 4. O
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4 Modulare Arithmetik

§ 1 Gruppen, Ringe und Korper

(4.1) Definition (Verknipfung, algebraische Struktur)

Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung M x M — M.

Eine algebraische Struktur ist eine Menge auf der eine oder mehrere Verkniipfungen definiert
sind. O

7 X 7. — 7Z(a,b) — a+ b ist Verkniipfung.

Das Abbildungssysmbol ist das 4+-Zeichen, das zwischen die Argumente gestellt wird.

Polnische Notation: +a,b

(4.2) Definition (Gruppe, abelsch, kommutativ)

Eine Menge G heifit Gruppe, wenn eine Verkniipfung x : G X G — G, (x,y) — x*y definiert ist, so
dass gilt:
(1) (x*xy)*z=x*(y*z) Vx,y,z€ G (AG)
(2) Esex.e€ Gmitexx=x=xxe VxeG
(3) Fiirallex€ Gex. X € Gmitxxx = e =x"xx.
Gilt zusitzlich:
(4) xxy=y*x Vx € G, dann heiBt G abelsch oder kommutativ.

(4.3) Bemerkung

Sei (G, ) eine Gruppe.

(a) Das Element e aus (4.2)(2) heiB3t das neutrale Element von G (es ist eindeutig bestimmt)

(b) Seix € G. Das Element x’ aus (4.2)(3) ist durch x eindeutig bestimmt. Es heiBt das zu x inverse
Element.

(c) Ist G abelsch, dann schreiben wir oft + fiir %, 0 fiir e, —x fiir x’.

(d) Oft schreiben wir G “multiplikativ”, d.h. - oder kein Zeichen fiir %, 1 fiir e und x ! fiir .

Modulare Arithmetik - 55



Modulare Arithmetik - Gruppen, Ringe und Korper 56

(4.4) Beispiele
(1) (Z,+) ist eine abelsche Gruppe.
(N, +) ist keine Gruppe (0 ¢ N)
(Np, +) ist keine Gruppe ((4.2)(3) fehlt)
(2) R-y,") ist eine Gruppe
(R>p,-) ist keine Gruppe (0 hat kein Inverses)

3)
vgl.(2.19)

Sp={m:n— n|mistbijektiv} (n=1,...,n) die Menge der Permutationen von z ist eine Gruppe
bzgl. der Verkniipfung:

0:8, XSy — Sy,(m,0) — oo

o : Komposition von Abbildungen

Nach (2.21)ist ;oo € S, fir w,0 € S,

Neutrales Element: id,

Assoziativgesetz (4.2)(1): Gilt allgemein fiir Komposition von Abbildung
<~ uniibersichtliches Diagramm —> ho (go f)(x) = h(go f(x)) = h(g(f(x))
(fog)of (x) = (hog)(f(x)) = h(g(f(x))

Inverses Element eines k-Zykels:

(iiy ... i)' =(ixix_1 ... ir 1)

(1352)°1'=(2531)

(1352)(253 1) = (1)(2)(3)4)(5).

1S, =n!

S, ist nicht abelsch fiir n > 3.

In diesem Fall liegen (12),(23)inSsund (12)0(23)=(123)#(132)=(23)0(12). O

(4.5) Definition (Untergruppe)

Sei (G, *) eine Gruppe und H C G. H heilt Untergruppe von G, geschrieben H < G, wenn gilt:

(1) ec H.
(2) Firx,y € H istauchxxy € H. (H ist abgeschlossen bzgl. x)

In diesem Fall ist H mit der Verkniipfung % selbst eine Gruppe.

[xeH, X € Gmitx*xx =e=x'x(xxx') =x'xe?]
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(4.6) Beispiele
(1) Sei G =7 mit + :
Fiirn € Z sei nZ :={n z|z € Z}. nZ := {n z|z € Z} ist n-er-Reihe.
Fiirn = 3:
32={...,-9,—6,-3,0,3,6,9,12,...} die 3er Reihe.
Dann ist nZ < Z:
4.5)(1):e=0,0=n-0€nZ
(4.5)(2): nz+ny=n(z+y) € nZ
Spiter: Alle Untergrupppen von (Z,+) sind von dieser Form.
2) G=S, mito :
H={rm e S,|n(n) =n}.Dannist H < G:
(1) einid, lisst n fest = id, € H
(2) Seieno,x € H=
con(n)=0o(n(n)) =0(n) =n= ocom € H “H ist Stabilisator von n”.
(3) G=R>pmit -:
Q20<G:1€Q-0,xy€Q50 Vx,y€ Qo
{107z € Z} < Q>0
R~ keine Untergruppe von (R {0},).
(4.8) Definition (Ring, kommutativ)
Eine Menge R heiBit Ring, wenn auf R zwei Verkniipfungen +: RXR — Rund - : RXR — R
definiert sind, so dass gilt:
(1) (R,+) ist abelsche Gruppe
(@) (x-y)-z=x-(y-2) Yx,y,z€R (AG)
(3) Esexistiert l ERmitl-x=x=x-1 Vx€ER.
x-(y+z)=x-y+x-zund e .
(4) (4y)-2=x-24y-2¥x,y2€R (“Distributivgesetz”)
Gilt zusitzlich:
(5) x-y=y-x Vx,y €R, dann heiit R kommutativ.
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(4.9) Beispiel
(Z,+,-) ist kommutativer Ring
iiane Lo 11
Q Division: 5:2=3-3
1 _ -1
7=2
(4.10) Definition (invertierbar, Einheit)
Sei R ein Ring. x € R heiBt invertierbar, oder Einheit, wenn ein X’ € R existiert mit x-x' =1 =x'-x.
In diesem Fall ist x’ eindeutig durch x bestimmen und wir schreiben x~! fiir x’.
R* : {x € R|x ist Einheit }. O
(4.11) Beispiel

7r=1{1,-1}.

(4.12) Bemerkung (Einheitsgruppe)

Sei R Ring. Dann ist (R*,-) eine Gruppe; deshalb heiit R* auch die Einheitsgruppe von R.

Beweis:

Sind x,y € R*, dann auch x-y: (x-y)-(y '-x ) =x-y-y Taxl=x-x1 =1

= . : R* X R* — R ist definiert.

AG: Folgt aus (4.8)(2).

1 € R*, das Inverse zu x € R* ist x . O
(4.13) Definition (Kérper)

Eine Menge K mit zwei Verkniipfungen +, - heifit Korper (engl. field), wenn (K, +, -) ein kommu-
tativer Ring ist mit 1 # 0 und es gilt: K* = K\ {0}.

(Jedes von 0 verschiedene Element aus K ist eine Einheit.)
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(4.14) Beispiele

(Qa +, ')7 (R7+7 )

Weitere Beispiele spiter.

§ 2 Restklassenringe

(4.15) Definition (teilt, Vielfaches, Primzahl, zusammengesetzt)

(1) Seien a,b € Z.
a teilt b, geschrieben a|b : < Jc € Z mit ac = b.

In diem Fall sagen wir auch: b ist ein Vielfaches von a.

) SeipeZ
p heiBt Primzahl, falls gilt:
(a) p 7é 17 -1
(b) alp=ac{l,—1,p,—p}. P := {p € N|p ist Primzahl} (Menge aller positiven

Primzahlen.)

(3) Fallsa € Z, a # 0,1, —1 keine Primzahl ist, nennen wir a zusammengesetzt.

(4.16) Bemerkung

(1) al0 VaeZ
0|a nur fiir a = 0.
(2) alaunda|—a YaecZ
(3) Seien a,b,c € Z. Dann gilt:
(a) a|lb = a| —bund —alb
(b) alb und b|c = ac
(c)albund bla= b= =+a
(d) alb = albc
(e) albund alc = alb+c¢
(4) Sei p € Z. Dann gilt p Primzahl < —p Primzahl. (Deshalb Beschrinkung auf P C N)
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Beweis

Aussagen folgen aus Definition der Teilbarkeit und den Axiomen von Z.

Als Beispiel beweise ich (3)(c):

Seien ¢,d € Z mit ac = b und bd = +a.
=a=bd=(ac)d=a(cd) = a(l—cd)=0
l.LFalla=0=b=ac=0=a
2.Falla#0=1=cd=0,dh.cd=1
=ceZ*,dh c==+1
=b=ac=+a.

zu (4.6)3): G=S,

H = {rm € G|n(n) =n}

o,mcH

nleH:n ' (n)=n?

n(n)=n=n"Y(n(n)) =n"'(n)

n! on(n)

~———
idy

Schreibweise: x € R
|x] := max{z € Z|z < x} groBte ganze Zahl < x

[x] := min{z € Z|z > x} kleinste ganze Zahl > x
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(4.17) Bemerkung (Division mit Rest in Z)
Seien a,b € Z,b # 0.
Dann existieren eindeutig bestimmte g,r € Z mita = gb+rund 0 < r < |b]|.
Beweis
Existenz:
b|, fallsb>0
Setze q 1= La/b], falls
[a/D], fallsb<0
undr:=a—gb. = a=¢gb+rund0<r<|b|
Eindeutigkeit:
Seigh+r=a=q¢b+7r
mit ¢,¢',r,r’ € Zund 0 < r, r < |b|
=(q—q¢)b=r—r L166) bl —r = |b||F—r
=r —r=0,demn |/ —r|<|b] = g=¢q,dennb#D0.
(4.18) Definition
(1) Seine N(0¢N).
mod n : Z — N ist die Abbildung die definiert ist durch z mod n := r, falls z = gn + r mit
q,r€Z,0<r<n.
(2) Definieren Relation auf Z fiir jedes n € Ny durch:
x =y(mod n) :< nlx—y.
(4.19) Beispiel
1) n="1:
8mod 7=1
—8mod 7=06
21lmod 7=0
—3mod 7=4
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(2) n=0:
x=y(mod 0) & 0lx—y<sx=y
n=1:
x=y(mod 1) & ljx—y
also: Vx,y € Z : x = y(mod 1)

21 =0(mod 7)
—3=4(mod 7)

(4.20) Bemerkung (Restklassen mod n)

(1) Firn € Nyist= (mod n) eine Aquivalenzrelation auf Z.
Die Aquivalenzklassen heiien Restklassen modulo n.

(2) Sein € N. Dann gilt Vx,y € Z:
x=y(mod n) < xmod n=ymod n

(3) Sein € Ny.

Fiir x € Z sei C, die Aquivalenzklasse von x beziiglich = (mod n). Dann ist C, = x +nZ :=

{x+nzlz€Z} CZ

[zB.n=0:x+0Z = {x}
n=1:x+1Z2=7

27, falls x gerade

n=2:x+27=
1427, falls x unerade
(4) Sein e Ny,x,x',y,y € Z mitx =x'(mod n) und y = y'(mod n). Dann gilt:

(x+y) = (*"+y")(mod n) und (xy = (x'y")(mod n).

Beweis

(1) Folgt aus (4.16)
(2) “=” njx—y

x=qin+r,y=q@n+nrn=x—y=(q—q)n+(r1—r)

4.1 d —
( 6l£3)( ) nlri—nr In :r§‘<n ri =ry, d.h. xmod n =y mod n.

“<:!! x:q1n+r, y:q2n+r
=x—y=(q1—q2)n, dh.nlx—y.
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(3) Seiy € Z. Dann gilt:
x=y(mod n) < njx—y
&esex.zEZmitx—y=zn
&esex.z€Zmity=x+(—z)n
Sy Ex+n.

(4.21) Definition und Bemerkung (Restklassenring mod #)

Sein € Z.

(1) Fiir x € Z schreiben wir X := x + nZ (Notation hingt von n ab.)
Z/nZ := {x/x € Z} Menge aller Restklassen modulo n.
EsistZ/nZ ={0,1,...,n—1}und |Z/nZ| =n
(2) Durchx+y:=x+yundx-y:=Xxy
Fiir x,y € Z wird Z/nZ zu einem kommutativen Ring, dem Restklassenring modulo n.
(Nach (4.20)(4) sind diese Def. reprisentanten-unabhingig: X = x’
zB.n>7,x=8x=1:8=1
y=4,y=-3:4=-3
x+y=12xX+y =-2:12=-2).)

Beweis

(1) Nach (4.20)(2) ist ¥ = xmod n = Z/nZ = {0,1,...,n— 1}

fiir r £ 7,0 < r,r <ngilt rmod n=r,7 mod n =, also rmod n# ¥mod n, d.h. 7#r.

(2) Rechengesetze folgen aus denen von Z.
0 = 0+ nZ = nZ ist das neutrale Element bzgl +
1 =1+nZ ist das neutrale Element bzgl. -

—x = —x+nZ ist das zu x inverse El. bzgl. +

Restklassenarithmetik = Rechnen in Z /nZ

X+y=xmod n+ymod n=xmod n+ymod n= (xmod n+ymod n)mod n.

X-y= (xy)mod n
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(4.22) Beispiele

(1) n=2: 0=27 = Menge der geraden Zahlen
1= 1+27 = Menge der ungeraden Zahlen
0+1=0+1=1 gerade + ungerade = ungerade
1+1=1+1 =0 ungerade + ungerade = gerade

“bindre Addition”

XOR|F W

F F W

w |W F
XOR (vgl.Kap L, § 1)

(2) n=7:34+45=8=1
3-5=34+5="2=5
6-5=230=2 oder
6:5=1.5=-5=2
100000
”_*1100000 = (—(T))100000 — ((—(T))2)50000 — 720000

3) n=6:

3.2=3.2=6=0.
Aber 3 #£0,2 #0.

[Einheiten in Z/nZ ]

Alternative Schreibweise: Z,, := Z /n’Z
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§ 3 Der euklidische Algorithmus

(4.23) Definition (gréBte gemeinsame Teiler (ggT))

Seien x,y € Z. Ist (x,y) = (0,0), dann sei ggT (x,y) = 0.
Fiir (x,y) # (0,0) sei ggT (x,y) = max{d € Z| d|xmod d|y}

geT (x,y) € Ny heilt der grofite gemeinsame Teiler von x und y.

(4.24) Bemerkung

(1) Seien x,y € Z. Dann gilt:
(@) 88T (x,y) = g&T (,x).
(b) 88T (x,y) = 88T (|x[, |y]).
(c) 88T (0,y) = |yl
(2) Seien m,n € N mitm < nund m{n. Dann ist ggT (m,n) = ggT (nmod m,m).

Beweis

(1) Klar.
(2) Seir:=nmod m (wegen m{nistr#0).
Dann gilt fiir d € Z wegen n = gm+r: d|nund d|m < d|r und d|m

(4.25) Algorithmen (Euklidischer Algorithmus)

Eingabe: m,n € Nym < n.
Ausgabe: ggT (m,n).
func EUKLID (m, n)

if m|n then return m
else return EUKLID (n mod m,m) .

88T (0,n) =n
88T (m,n) = m, falls m|n
x,y€Z, ggT(x,y)=max{a € Z|alxund a|y}

x=y=0 ggT(x,y)=0
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(4.26) Beispiel

m=91,n=168

L]
91,168 168mod 91 =77 1
77,91  91mod 77 =14 1
14,77  77mod 14 =7 5

7,14 — 7|14 = ggT(91,168) =7
m,n € N,d = ggT (m,n), dann ex. x,y € Z mitd = mx+ny .
z.B.: —1001 +1008 =7
91-(—11)+168-6

[nmod m=n—|=]-m]

(4.27) Algorithmus (Erweiterter Euklidischer Algorithmus)

Eingabe: m,n € N mit m < n.

Ausgabe: x,y € Z mit ggT (m,n) = mx+ ny.

func E_EUKLID (m, n)

if m|n then return (1,0)

else (x',y’ «— E_EUKLID(n mod m,m);
x «— vy’ - x'" | n/m|;
y «— x';

return (x,V);
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(4.28) Bemerkung (Terminierung des Algorithmus)

Der Algorithmus (4.27) terminiert mit (x,y) fiir das gilt: gg7 (m,n) = mx+ ny.

Beweis

Bei jedem rekursiven Aufruf von E_EUKLID ist m+n kleiner als vorher. ~» Terminierung
Aussage klar, falls m|n

Sei alsom{n

Induion g¢T (nmod m,m) = (nmod m)x’'+my’'.

(4.24)(2)

=" ggT(m,n) =ggT (nmod m,m) = (n— 2] -m)xX'+my'=m- _x +4n y . O
:yl—xll,’*ﬂ =x'
(4.29) Beispiel (vgl. (4.26))
m=91,n=168
m n Xy 1 2]
91 168 —11 6 1 —-11=-5-6-1
77 91 6 -5 1 6=1-(-5)-1
14 77 -5 1 5 -5=0-1-5
7 14 1 0
—11-914+6-168 = —1001 4+ 1008 = 7. O
Einheiten in Z|nZ
neN:ZnZ={0,1,....n—1}
o, 1=-2n1—n 1,14n,142n,...= 14+nZ
——
(n+1)+nZ
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(4.30) Satz

Seine N.Dann giltfirx € Z: X € (Z|nZ)* < ggT (x,n) = 1.

Beweis

=" Indirekt.
Angenommen: 3a € N,a # 1 mit a|x und a|n.
Sein=abmit0<b <n,dh.b+#0.
Aus n|xb folgt X -b = xb = 0 in Z|nZ
X € (ZnZ)*,dh. I € Zmitx -x=1
=0=x-0=x-(x-b) = ( X)-b=1-b=b }
“e" Seien a,b € 7 mit | = xa +nb (4.27)
=l=xa+n-b=x-a=a-x dhxc(ZnZ)". O

Das zu X inverse Element in (Z|nZ)* kann mittels EEA berechnet werden.

(4.31) Korollar

Sei n € N. Dann: Z|nZ Korper < n € P.

Beweis

(13) = ) (430) _
Z|nZ Korper < 0 # 1 und (Z|nZ)* {1,...,n—1} & n>1lund ggT(K,n) =1 V1<n<
n—l&nel.

Ist p € P, dann setzen wir I, := Z|pZ,F ,: Korper mit p Elementen.
P = 2) ]FZ = {GvT} = {07 1}

—_ O

oS OO
—_ O =
— O+
—_ OO
O = =

(4.32) Definition (Eulersche ¢-Funktion)

Fir n € Nsei ¢(n) :=|(Z|nZ)*| = {K|0 <K <n—1,g¢T(K,n) =1}

¢ heilit die Eulersche @-Funktion.
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(4.33) Bemerkung

1. o(m-n)=@(m)-@(n) Ym,n € Nmit ggT (m,n) = 1.
2. o(p")=p"'(p—1) VpePkeN

Beweis

1. Folgt aus der eindeutigen Primfaktorzerlegung in Z.

2. Fiir m € N gilt: ggT (m, p*) # 1 < pln.
{jl0<j<phpliy=10,1-p2-p,....(p"" = 1)p}
Auswahl: pfF=1 = (p(pk) =pk—pFl= pkil(p— 1).

O
(4.34) Beispiel
¢(20) =(4)p(5)=2-4=38
©(675) = @(27-25) =3%-2-5-4 =360 O

(4.35) Satz (Kleiner Satz von Fermat)

Sei p € P,a € Z mit p{a. Dannista”~! = 1(mod p) (oder: a?~! =a’~! =1inF)).

Beweis

[Steger, Kap 5, Satz 3.18]

Beispiel
p=7,a=3,30=720=1+4+104-7.
p=11,a=2,2"0=1024=1+93-11.
(4.36) Definition ((endliche) Ordnung)

Sei G eine Gruppe, g € G. Existiert K € N mit g& = 1, dann sagen wir: g hat endliche Ordnung
und |g| := min{K € N|gK = 1} heiBt die Ordnung von g. O
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(4.37) Satz

Sei G eine endliche Gruppe (z.B. G = (Z|nZ)*). Dann hat jedes g € G endliche Ordnung und es
gilt: [g][[G].

Beweis

[Steger, Kap. 5, Kor. 5.71]. O

§ 4 Das RSA-Kryptosystem

Public Key

Zwei Schliissel K,,: 6ffentlich, K,: privat (geheim)

1. Jeder kommt K,,, kann damit Nachrichten verschliisseln, da nur der Besitzer von K, ent-
schliisseln kann.

2. Eine verschliisselte Nachricht, die mit K, entschliisselt werden kann, muss vom Besitzer mit
K, verschliisselt worden sein. (— Signatur)

(4.38) Beispiel (RSA-Kryptosystem)
(1) Einrichtung des Systems

1. Wihle (Kaufe) geeignete Primzahlen p,q € P, p # g groB3 (ca.: 100-150 Dezimalstellen)
2. Berechne n = p- g (leicht)
3. Wihle (geeignetes) a € N mit gg7 (a, ¢(n)) =1
Berechne (mit EEA) b € N mit ab = 1(mod ¢(n))
4. Publiziere (z.B. auf Homepage)
K, := (n,a)
5. Halte K, := b geheim.

(2) Verschliisseln

Verschliissele Zahlen aus {0, 1,...,n— 1}
Das Verschliisseln ist die Abb. ek, : {0,1,...,n.1}

—{0,....,n—1}x+— x*mod n
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(3) Entschliisseln

Das Entschliisseln ist die Abb.

dg,:{0,....,n—1} —0,..,n—1

x +— x1bmod n.

(4) Korrektheit

Beh.: Vx € {0,...,n— 1} gilt

dx,(ek,(x)) = xmod ek, (dk,(x) = x.

(4.39) Beispiel

p=3,qg=11

n=pq=33,¢(n)=2-10=20

a=2,b=1

Klartext

x=13

Geheimtext

x“mod 33 = 13*mod 33

132 = 169,169 = 4(mod 33)

13-4 =52,52=19(mod 33)

= 13°mod 33 =19

197mod 33:19 = (—14)(mod 33)

14 = 196,196 = (—2)(mod 33)

=197 =(—14)-(-2)’ = 14-8 = 112 = 13(mod 33)
= 197mod 33 =13 [197 = 893.871.739].
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Korrektheit

Beh.: Vx € {0,...,n — 1} gilt:
dx, (e, (x)) = x = ex, (dx, (x))

Beweis: Wegen der Symmetrie zwischen a und b, geniigt es, die 1. Aussage zu beweisen.

Firx € {0,...,n— 1} ist ek, (x) = x*(mod n)
und dg, (x) = x’(mod n) ((4.20)(2))

= dx, (d, (x)) = x*(mod n)

[(x**mod n)? mod n]

b

Es geniigt zu zeigen: x*” = x(mod n)

Haben

ab=1(mod ¢(n)), d.h

¢(n)lab—1

¢(n) =(p—1)(g—1) (4.33)
Seice€Zmitab=¢@(n)c+1=(p—1)(¢g—1)+1

Im Folgenden bezeichne X (fiir x € Z) die Restklasse von x modulo p,
dh.x=x+pZ € Z|pZ

Damit gilt:

xb = 300 = 5(z-1)la-Ve =5

(denn ¥"~! =1 falls p {x [4.35], und X = 0, falls p|x)

(420 b
x*? = x(mod p), d.h. p|x?* —x
s (mod p), d.h. p|

Analog: g[x® — x

bz, p-qlx® —x,d.h.x"* = x(mod n).
pq€P
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(4.40) Bemerkung (Angriffe auf RSA)

p,q,n = qp,a,b wie in (4.38)

1. Wire ¢(n) bekannt: n =~ 10%

b konnte mit EEA (4.27) aus amod ¢(n) bestimmt werden

2. Wire p bekannt (oder gq)

o(n) = (p—1)(g— 1) wire bekannt

Also: Kann rn faktorisiert werden, ist das System gebrochen.

Umgekehrt: Ist ¢(n) bekannt, kann n faktorisiert werden.

n—@(n)+1=p+q

n=pq

= pist Losung von x> — (n— @(n) +1)x+n=0 O

§ 5 Polynome

Hier: K Korper

(4.41) Definition

1. Ein Polynom iiber K in der Vorbestimmten (oder Variablen) X ist ein Ausdruck der Form

f=XloaX'

mit a; inKV0 <i<n.

Ist a, # 0 heit deg(f) := n der Grad von f und der hchste Koeffizient von f
2. Zwei Polynome f =Y ja;X' und g = Y., b;X' sind gleich :< a; = b;V0 <i < n.
3. K[X] := Menge der Polynome iiber K.

Beispicle: K =R: —24+X — 1X?+ X3 —2.XX0 = |

K=F:1+X+X?

K =R : Polynom = Polynomfkt.

fIR->Rx— —24+x— %x2+x3

K=F,:F, > F,x— 1 +x+x°

=1VxeFR,
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(4.42) Bemerkung

1. Seien f,g € K[X],
f=Y"aiX' g =Y" ,b;X". Definiere
f+g:=Y!o(ai+b)X', und
f-g:= Z?ﬁociXi mit
¢i = Yi—oakbii

2. Durch +,- wird K[X] ein komm. Ring, der Polynomring in X iiber K.

(4.43) Bemerkung

Seien 0 # f,g € K[X]
(1) deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)} -

Betrachte K als Teilmenge von K[X], in dem a € K mit dem “konstanten Polynome” a-1 = a-X°
identifiziert wird.

(4.44) Bemerkung

K[X]x = Kx = K\{0}
Beweis:
Sei f € K[X]*,g € K[X]| mit f-g=1

T 0= des(l) = deg(f -g) = deg(f) +deg(g)

= deg(f) =0,d.h. f € Kx. O

(4.45) Satz (Division mit Rest im K[X])

Seien f,g € K[X],g #0

Dann ex. eindeutig bestimmmte ¢,r € K[X| mit f =q-g+r
und r = 0 oder deg(r) < deg(g)

Beweis: Existenz (algorithmisch):

f=0Setze g=r=0.

Sei f # 0, a,, bzw. b, die hochsten Koeffizieten von f bzw. g

Istm < n,setzeq=0,r=f
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Istm > n, setze fi := f— 72 X" "g

= fi = 0 oder deg(f1) < deg(f)

———— dqi,r € K[X] mit fj =q1g+7r
Induktion

und r = 0 oder deg(r) < deg(g)

= ¢ = q1+ 32X""" und r erfiillen die Beh.

Eindeutigkeit: Analog zu (4.17). 0
f=2,g=3,q=%,r=0

3=2.3+0

Beispiel: f =X —1X*+X—2,g=X>+3

—2X —1

( X*-1x2 +x-2)-(xX>+3)=x-1+ X253

- X3 -3X
—1X*-2x -2
.G +1
—2X -1

1
=X Ix2 4 X 2=(X24+3)(X—=)-2X—1
3 X+ (X“+3)( 3)

M
q
fmod g:=r

Euklidischer Alg. u. EEA funktionieren im K [X]| — ggT (f, g) berechnenund gg7 (f,g) = f-h+g-k
mit i,k € K[X]

Restklassenarithmetik (vgl. (4.20),(4.21))
f € K[X],g:= g+ fK[X] Restklasse modulo f.

K[X]/fK[X] = {g\she K[X1}
{8lg € K[X],deg(g) < deg(f)}

(ZnZ}y = {0,...n—1} (Z/pZ)

~+ endliche Korper
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(4.46) Beispiel

K=F,={0,1}

f=1+X+Xx?

Fqs={0,1,x,1+x}

( = Restklasse der Polynome von Grad < 2)

+ 0 1 X 1+x

(@)
—_
=
—_
_l_
=

0 0 0
1 X 1+x
X 1+x
1+x

X
14+x

0
0
0
0

X+X=1-X+1-X=(141)-X=0-X=0
X?=(X*+X+1)+X+1
N——"

Rest

_y2 _ 2
X(1+X)=X24+X=(X +X+l)+R1
est

= IF,4 ist Korper mit 4 Elementen
[Z|4Z ist kein Korper ! (4.31) ]

28 = 256[F,s

(4.47) Beispiel (Die RWTH-ID)

[Bunsen - Miiller]
Jedes Mitglied der RWTH — RWTH-ID

1. Bedingungen:
- leicht zu merken
~+ Folge von Ziffern + Buchstaben
ohne 1,J,0O,V ~» 32 Symbole
- groB3er Vorrat an Nummern

~+ 5 Symbole, 32> > 30 Mio.
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- sicher gegen Vertippen

falsches Symbol

Symboldreher } sollen erkannt werden

~+ Check-Symbol ~» 6 Symbole

~~ 32% Nummern

Idee: Auswahl von 323 zulissige Nummern
2. Zulédssige Nummern

- Tabelle: 32 Symbole bijF}

0 < 00000,z < 11111

- Folge aus 6 Symbolen, z.B. SL§BRX

~ Bitfolge apay....az

s fri=Y2 ai X € Fa[X],deg(f) < 30

Setze g := 1+ X +X° € F»[X]

Definition: f € F,[X] gehort zu zuldssigen Nummer :< f = gh mit h € F>[X],deg(h) < 25
3. Codierung

Folge von 5 Symbolen, z.B. LSBRX

~ Bitfolge apaj ...ax4

~ fo = XitgaiX!

~r:=X- fomod g

~ fi=r+Xf [W]

by...bs
£X5-fo

= f gehort zu einer zuldssigen Nummer
— RWTH-ID, z.B. SL8BRX

4. Fehlerkennung
6 Symbole — f € F»[X],deg(f) < 30
g|f korrekt g1 f keine RWTH-ID
* falsches Symbol
= f=f+X1k-hmitk € {0,5,10,...25}
deg(h) <5
=gt £, d.h. dieser Fehler wird erkannt
* Symbol-Dreher: dhnlich
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§ 5 Boolsche Algebren

(4.48) Definition (vgl. (4.2))

1. Eine Menge M mit einer Verkniipfung * heillt Halbgruppe, wenn gilt
(AG), (xxy)xz=x*(y*x2)Vx,y,z€ M

2. Eine Halbgruppe (M,x) heiit Monoid, wenn ein e € M mit exx =x =xxe VYxeM
(Neutrales Element)

3. Eine Halbgruppe oder ein Monoid (M, ) heifit abelsch, wenn xxy = yxx Vx € M gilt. [

(4.49) Beispiele

1. Ist (G, *) Gruppe, dann auch Halbgruppe und Monoid.
2. (N,+) ist Halbgruppe, (No, +) ist Monoid.
3. Ist (R,+,) ein Ring (siehe (4.8)), dann ist (R,-) ein Monoid

(4.50) Beispiele

Sei 0 # A eine endliche Menge. (ein “Alphabet’)

1. Ein Wort der Lénge n iiber A(n € N) ist eine Folge w = (ay,...,a,) mita; €A V1 <i<n.
In diesem Kontext schreibt man oft:
W =aay...a.
[zB.A={a,b,...... ,Z,0,1,.....;+,;,....} Informatik ]
W (A) := Menge aller Worter tiber A

2. WA)xW(A) — W(A),
(w1,w) — wy,wy (Hintereinanderhidngen, Konkatenation) ist eine assoziative Verkniipfung
[(Informatik, Studentin) — InformatikStudentin]
W (A) : Worthalbgruppe iiber A

3. Das leere Wort iiber A ist die leere Folge der Ldnge 0 und wird mit € bezeichnet
Ax:=W(A)U{¢e} ist ein Monoid (mit Konkatenation).

Modulare Arithmetik - Boolsche Algebren 78



Modulare Arithmetik - Boolsche Algebren 79

(4.51) Definition (Eine algebraische Struktur)

(S,8,0,), wobei &, ® Verkniipfungen auf S sind und : § — S eine Abb., heiit Boolsche Algebra,
wenn gilt:

(B1) (S,) ist abelsches Monoid mit neutralem Element. 0

(B2) (S,0) Il

B3)ada=1VacS

a®a=0vacs

(B4) Distributivgesetze, d.h.

a®(b®dc)=(a®b)®(a®c) und

a®(boc)=(adb)®(a®c) Va,b,c €S. O

(4.52) Beispiel
(1) S ={0,1}, wobei 0,1 den Wahrheitswerten F bzw. W entsprechen, und &,®, durch die
Wahrheitstafeln der von V, A, — festgelegt sind.
(vgl.Kap L, § 1)
vi0 1

o
)
—_—

>
(=)
—

(e)
o O
—_ O

al|—-a
0] 1
1|0

Die Axiome folgen aus diesen Wahrheitstafeln

({0,1},V,A,—) heiBit auch Schaltalgebra.

(2) Sei M Menge, S = P(M) die Potenzmenge von M (vgl. (1.3)).

®:=U,0 =0, :x — x:=M\x (Komplement)

Neutrales Element bzgl. U : 0

n:M

(P(M),U,N,) Potenzmengenalgebra O
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Rechenregeln:

(4.53) Satz

Sei (S,®,©,) Boolsche Algebra. Dann gelten:

(1) Idempotenz: adba=a,a®a=a Yac S

(2) Einselement : a®®1=1,a0=0 V€S

(3) Absorption: a® (a©b) =a,a® (a®b) =aVa,b € S
(4) Kiirzen: Va,b,c € S gilt:

[(adb=a®c)und (abb=adc)l<b=a
(a®b=aGc)und (aGb=aGc)|<b=c

(5) Eindeutiges Komplement: Va,b € § gilt:
[(adb=1)und (a®=0)] < b=a

(6) Involution: @ =a Va€eS

(7) Konstante: 0 = 1,1 =0

(8) De-Morgan-Regeln: Va,b € S gilt:
atb=acbunda®b=a®b.

Beweis: (Exemplarisch)

Axiome u. Aussagen snd symmetrisch in ¢ und ©

~ Es geniigt, von jedem Regelpaar nur eine zu zeigen.

(Ha=a®0=a®(a®a)=(a®a)®(a®a)BIB3B4=(aGa)®l=a®aB2

2 adl=a®(a®a)=(ada)®a=ada=1.

Bad(aeb)=(aGa)®(a®b)=a0(1®b)B2B4d=aG1=a(2)B2
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(4.54) Definition

Sei B:={0,1} und (B, V, A, ) die Schaltalgebra.

F,(B) :={f|B" — B} f € F,(B) heiit Boolsche Funktion

Fir f,g € F,(B) seien

fVg:B"—=B,fVg(ai,....an) := f(ai,....an) Vglai,.....,an) € {0,1} € {0,1}

fANg:B"—= B, fA(al,...,an) = f(ai,....an) Ng(ai,....,an)

—f:B"— B,~f(ay,...ay) :=—(f(ai,....,an)).

Dadurch wird (F"(b),V,A,—) eine Boolsche Algebra. O

(4.55) Definition

Sein € N, und x1,...x, Variablen

Boolsche Polynome (oder Formeln) in x1, ..., x, werden rekursiv def. durch:

(P1) x1,...,x,, 0,1 sind Boolsche Polynome

(P2) Sind p, g Boolsche Polynome, dann auch (p) A (), (p) V (q),~(p)

[Boolsche Polynome sind Element von W (A) mit A = {x1,...,x,,0,1,V,A, =, (,) }]

P, : Menge der Boolsche Polynome in xy, ..., X, O

X1 A\ x2 #XQ A X1

(4.56) Definition

& : P, — F,(B) sei wie folgt def.: Sei p € P,,®(P) : B — B
(ai,...an) — p(ai,...,a), wobei p(ay,....,a,) € {0,1}

aus p durch Einsetzen von g; fiir x;(1 < .... <) entsteht.
[Klammern zuerst, oder Vorrangregeln]

®(P) heilbt Boolsche Polynomfunktion. O
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(4.57) Beispiele

(D) p=(x1 A—x2) V (—x1 Ax2)

p(0,0)=(0A1)V(1A0)=0vV0=0
p(1,0)=(1A1)V(OAD) =1VO0=1
p(0,1)=(0A0)V(IAl)=0VI=1
p(1,1)=(1A0)V(0OA1)=0V0=0

(2) Wegen (4.53)(3) (Absorption) gilt:
a Vv (a] /\ag) =a; Yay,a; € {0, 1}

= x1 V (x1 Ax),x; liefern die gleiche Polynomfunktion. O

(4.58) Definition

(1) Wir schreiben fiir p,g € P, : p ~ g := P(p) = ®(q)

~ ist Aquivalenzrelation auf P, ((1.22)(3))

(2) Normalformenproblem: Gesucht ist N, C P, mit:

VpeP, dgenaueing € N, mit p ~ g

(N, ist ein Représentatensystem).

Die Elemente von N, heilen Normalenformen. ]
Konvention:

Fira € {0,1} seid :=a,a’:= —a

B Y A 0._
fur x; € {x1,...,a,} seix] :=x;,x; := —x;

(4.59) Satz

Die Boolsche Polynome der Form

q:=\ai,...ai /\xil1 /\x;2 A AX (i ey iy) € B

mit a;,, ....,a;, € {0,1}V(i1,...,in) € B"

bilden eine Menge von Normalformen, die disjunktiven Normalformen (DNF)
Beweis: Es gilt. 0' =1°=0,00=1! =1

Damit gilt fur (ky,...,k,) € B™:

q(kl,...,kn): \V Qj,y..... ,ai"/\k?/\.../\ki"
(i1;-eeyin)EB"

/I ab hier fehler bereinigen!
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. O, falls (i] falls (l],ln) 7&
1, sonst
N
= g beschreibt genau die Polynomfkt mit Werten ay,, ...y, fur (ki,...,k,) € B".
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abelsch, 55

adjazent, 40
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-liste, 42
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algebraische Struktur, 55
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Anfangsknoten, 41
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Kontraposition, 22
Widerspruch, 22
Bild, 14, 15
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Blatt, 49
Boolsche Polynomfunktion, 81
Breadth-First-Search (BFS), 43
Breitensuche, 43

Differenzmenge, 12
Durchschnitt, 12

Einheit, 58
Element, 11
neutrales, 55
Endknoten, 39, 41
Euklidischer Algorithmus, 65
Erweiterter-, 66

Eulersche ¢-Funktion, 68
Eulertour, 45

Eulerweg, 45
Existenzquantor, 13
Exklusions-Prinzip, 30

Fakultit, 24
Faser, 15
Fehlstandspaar, 35
Folge, 14

Gewicht, 52
grofite gemeinsame Teiler (ggT), 65
Grad, 40
Graph, 39
gewichtet, 52
ungerichtet, 39
unzusammenhingend, 41
zusammenhéngend, 41
Gruppe, 55
Einheits-, 58

Halbgruppe, 78
Halbordnung, 17
Hamiltonkreis, 44

Identitét, 14
Implikation, 10
Inklusions-Prinzip, 30
invertierbar, 58
inzident, 40

Korper, 58
Kanten, 39

gerichtet, 40
Kantenzug, 41
Kartesisches Produkt, 12
Knoten, 39

Anfangs-, 41

End-, 41
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kommutativ, 55, 57
Komposition, 15, 33
Kreis, 41

leere Menge, 12
Lotto-Beispiel, 26

Mehrfachkanten, 40

Menge, 11
Definitions-, 14
endlich, 12
Werte-, 14

Monoid, 78

Normalenformen, 82

Obermenge, 12
Ordnung, 17, 69
endliche, 69

Partition, 18, 38
Pascalsches Dreieck, 29
Permutation, 24, 32
Pfad, 41

Polynomring in X iiber K, 74

Potenzmenge, 12
Primzahl, 59
Produktregel, 30
Produktsatz, 36
Public Key, 70

Relation, 17
Aquivalenz-, 17
antisymmetrisch, 17
reflexiv, 17
symmetrisch, 17
transitiv, 17

Restklassen, 62

Restklassenring, 63

Ring, 57

RSA, 70

Rundreise, 44

Schlingen, 40
Schubfachprinzip, 32
Signum, 35
Spannbaum, 50

minimaler, 52
spanning tree, 50
Stirling-Dreieck, 37
Stirling-Zahlen

erster Art (s), 37

zweiter Art, 38
Struktur

algebraische, 55
Summenregel, 30

Tautologien, 10

Teilgraph, 39
induziert, 39

Teilmenge, 12

teilt, 59

Tréager, 33

Transposition, 34

Traveling Salesman Problem (TSP), 44

Tupel, 14

Umkehrabbildung, 16
Untergruppe, 56
Urbild, 14, 15

Variation, 24
Vereinigung, 12
Verkniipfung, 55
Verkniipfungen, 9
Verneinung, 9

Vielfaches, 59
vollstidndige Induktion, 20
Vorbestimmten, 73

Wald, 49
Weg, 41

Zahlen
ganze, 12
natiirliche, 12
rationale, 12
reelle, 12
zusammengesetzt, 59

Zusammenhangskomponente, 41

Zykel, 33
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