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Teil T
Abzihlende Kombinatorik

1 Zihlen von Elementen aus einer Menge

Wieviele Moglichkeiten gibt es k Objekte aus einer Menge von n Objekten zu zdhlen?

Prazision!

Beispiel M = {1,2,3}, 2 Elemente aus M ziehen:
geordnet ungeordnet

(1,1),(1,2), (1,3), {1, 13{1,2},{1,3},
mit zuriicklegen | S (2,1),(2,2),(2,3), | M {2,2},{2,3},
(3,1),(3,2),(3,3) {3,3}
(1,2),(1,3),
ohne zuriicklegen | Sy (2,1),(2,3), ) ga ia {1,3},
(3,1),(3,2) ’
(1.1) Definition Sei k,n e N=1{0,1,2,...}

(i) S(n, k) ={(a1,as,...,ar)|a; € {1,...,n} firi=1,... k}

(i) So(n,k) ={(a1,a2,...,a5)|a; € {1,...,n} furi=1,...,k und a; # a; fir alle i #
J}

(iii) Mo(n, k) ={M C{1,...,n}||M| =k}

(iv) M(n,k):{f:{0,1,...,n}eN|Zf(z’):k}

Beispiel f:{1,2,3} - N
1123
2100 {11}
1]1]0]{1,2V

00/|2] {33y

Bemerkung (a) S(n, k) = Menge der Folgen der Lange k mit Eintragen aus {1,...,n}

(mit Wiederholungen, Anordnung relevant)

(b) So(n,k) = Menge der Folgen der Lénge k mit Eintrdgen aus {1,...,n} ohne
Wiederholung.
Sei F(n, k) ={f:{1,...,k} = {1,...,n}}
So(n, k) :={f:{1,...,k} — {1,...,n}|f ist injektiv }
Sn, k) — Sn, k) : f— (f(1),..., f(k)) ist Bijektion mit Fo(n, k) — So(n, k).
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(¢) Up—o Mo(n,k) =Pot({1,...,n}) = Menge aller Teilmengen von {1,...,n}.

(d) f € M(n,k) représentiert eine sogenannte Multimenge, also eine ,,Menge®, die

Elemente mehrfach enthalten kann.

Beispiel Pot({1,2.3}) = {0 = {}, {1}, {2}. {3}, {12}, {1.3},{2,3}. {1.2,3}}

-~

| MBO D Mo (3.2)
| Pot({1,2,3})| =8 =2

Es gilt: Pot({1,2,3}) < §(2,n)

MCA{l,....n} —xn:{1,...,n} — {0,1}

0 agM
a —
1 aeM

Beispiel M(3,2)
213

{11y
{1,2y
{1,3)
{2,3)
{2,2)
3,3}

O O O = =N
O N = O = O

N O =R = O O

Zéahlen:
geordnet | ungeordnet

mit Zuriicklegen | S(n, k) | M(n,k)
ohne Zuriicklegen | So(n, k) | My(n, k)

(1.2) Satz (a) |S(n, k)| =nk
(b) 1So(n, )] = nn — 1)(n —2) -+ (n— k+1)

Beweis. 1. (a1,...,ax) € S(n, k)

Moy (3,3)

n Moglichkeiten fiir a;, n Moglichkeiten fiir ao, ...n Moglichkeiten fiir a.

insgesamt: n - n---n = n* Moglichkeiten.
~—_——
k Faktoren

2. (a1,...,ar) € So(n, k)

n Moglichkeiten fiir a;, n —1 Moglichkeiten fiir ao, ..., n—k+1 Mdoglichkeiten

fir ag.
insgesamt: n-(n—1)-(n—2)---(n — k + 1) Moglichkeiten.

VvV
kFaktoren



1 Zahlen von Elementen aus einer Menge

(1.3) Definition n!=n-(n—1)-(n—2)---2-1
0l:=1

n n!
:—fll >
(k) F(n — )] allsn >k e N

(1.4) Satz

n
ot = ()
Beweis. Definiere ¢ : So(n, k) — Mo(n, k), p((a1,...,ax)) ={a1,...,ax}.

@ ist surjektiv aber im allgemeinen nicht injektiv.
Wieviele (ay, ..., a;) € Sp(n, k) gibt es mit ¢((ay,...,axr)) = {a1,...,ax}?

Bestimme

e ({{ar,- - ax}})
{(bl, e )|(p((b1, .. ,bk)) = {bh' . ,bk} = {Cbl,. .. ,ak}}
= {(a,(1 ) 2), . ar(k)|m {1, kY — {1,..., k} bijektiv}
o™ ({{ars - a}})| = [Bo(k, k)| = &
Esist So(n. k)= |4 ¢ '({X})

XEMo(n,k)

=[So(m, k)l = > e (XD = Z = |[Mo(n, k)| - k!
XeMop(n,

XEM() ’ka k!
S n, k; n
| My(n, b)) = 120t Rl k)
Beispiel
4! 4.3-2-1
’M0(47 2)‘ = =

A(4—2)1 2-1-2-1
Mo(4,2) ={{1,2},{1,3},{1,4},{2,3},{2,4}, {3, 4}}

n n
1.5) B k =
(1.5) Bemerkung (a) (k) (n B k)
Genauer My(n, k) < My(n,n — k)

X—A{l,....n}\ X ={ae{l,...,n}a ¢ X}

ok ()= ()
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Beweis. 1. v
2. direkt durch Nachrechnen oder:
k- (Z) =|{(a, X)|a € X € My(n, k)} |
A
n—1
o (1 21) = @ S O \ (b VI = Lae (o))
B

Bijektion A — B : (a, X) — (a, X \ {a})
= |A] = |B|

e i)

3. Nachrechnen oder:

Mo(’I’L + ]_, ]{3) — Mo(n, k’) U Mo(n, k— 1)

X le X
XC{l,...,n+1} nEle
X\{n+1} n+leX

ist Bijektion.

n (Z) _ zn: |Mo(n, k)| = ]Q)Mo(n, k)

k=0 k=0
n
= |Pot({1,...,n})| =1|F(2,n)| =|S(2,n)| =2
O
(1.6) Satz (Binomischer Lehrsatz) x,y € Ring
n . n n—
(x+y)" = Z (k)xky K
k=0
Beweis. (z+y)" = (@+y)(x+y) - (z+y)
nFaktore?f fiyeesfn
Beitrag zu 2% - y"*:
dazu aus k Faktoren das x auswahlen: f, ,..., fo, < {a1,..., a1}
aus n — k Faktoren das y auswéahlen
Koeffizienten von z* - y" =% = Z 1 = |My(n, k)|. O
{a1,...,an }C{1,...,n}
n (N
Folgerung >, _, p )= 2"

Setze z =y =1 in|(1.6)]
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(1.7) Folgerung Jede n elementige Menge hat genausoviele Teilmengen gerader
Ordnung wie ungerader Ordnung.

(M Menge: |M| = Ordnung von M)

Plausibelmachung: n ungerade

| X| gerade < |{1,...,n}\ X| ungerade

Beweis.

0=(1-1)"! k; (Z) 1F(—1)"* = k; (Z) (1)

0= (=3 (e =3 (G

Die Summe am Ende ist die Summe {iber alle Teilmengen wobei Mengen mit

gerader/ungerader Anzahl von Elementen je £1 zu der Summe beitragen. O

(1.8) Satz (Vandermonde Identitét)

(-2 06

Beweis. Horsaal mit w weiblichen und m ménnlichen Studenten. Die Anzahl der
Moglichkeiten, k& Studenten aus diesen w+m auszuwéhlen, ist die Summe der Anzahl

der Moglichkeiten, [ weibliche und k£ — [ ménnliche auszuwéhlen.

O
n+k—1 n+k—1
1.9) Satz |M(n,k)| = =
(1.9) satz Ml = (") = (THETY)
Beweis. f € M(n,k)ist f:{1,--- ,n} = N={0,1,---} mit Zf(z) =
Kodiere f durch: s---s|s-- x| %%
W—/ W—’ ——
f) ©) f(n)
Anzahl *: Z f(@)
Anzahl |: n —1
Lénge der Folge aus *, |: n— 14k
f ist eindeutig bestimmt durch die Positionen der * bzw. |:
—14+k
dafiir f * Moéglichkeiten
—1+4+k
bzw. " —{1_ Moglichkeiten
/”L —
= Behauptung. O]

44+3-1 6 6-5-4
Beispiel |M(4,3)|:( +3 >: (3) =373 1:20
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Beispiel f € M(4,3)

11234
{1,1,3 1210 ] 1] 0| *x]]x]
{2,3,4Y 10| 1] 1] 1] Ix]*]x
{3,3,3 | 010 | 0| 3| |]]%%x

2 Permutationen, die symmetrische Gruppe

(2.1) Definition Sei 2 eine Menge.

Sq = {f: Q — Q|f ist bijektiv} heiit die symmetrische Gruppe von .
Sp = S{1,- n}

Sn = Fo(n,n) < Sp(n,n)

|So(n,n)|=nn—-1)(n—-2)---2-1=nl

Bemerkung S, = §y(n,n)

Sei f:{l,---,n} — {1,--- ,n} injektiv

= Bild(f) = {f(1),---, f(n)} besteht aus n verschiedenen Werten
{f(),---,f(n)} C{1,--- ,n} < auch n Elemente

= Bild(f) = {1,--- ,n} d.h. f ist surjektiv.

Merke Ist M eine endliche Menge und f : M — M Funktion, so gilt:
f injektiv & f surjektiv < f bijektiv.

Dies ist falsch, sobald M unendlich ist:

Beispiel M =N={0,1,---}
f:M — M, f(n) :=n+ 1 ist injektiv, aber 0 ¢ Bild(f), also f nicht surjektiv.
g M — M, g(n) = n n ungerade

5 n gerade
= g surjektiv

aber g(1) = ¢g(2) = ¢ nicht injektiv.
Wir wissen bereits: |S,| = nl.

Beispiel
|S5] =5-4-3-2-1 =120
|S6| =720

Ubung: |Sa| =?

(2.2) Bemerkung (a) f,g € Sq = Die Hintereinanderausfithrung f o g € Sg

(fog)w) = flgw)),vw € Q
Umkehrabbildung: (fog)™t =g to f!
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Dann:

(fog)o(gtof)=Ffogogtof™
:foidgof*l:foion]“1
=fof' =idg

und umgekehrt ebenso.

(b) (i) Fir f,g,h € Sq gilt:
(fog)oh= fo(goh) (Assoziativitit)
(ii) Fiir f € Sq gilt idg o f = foidg = f
(111) Fir f € Sq gibt es f_l € Sq mit
fof ' =f"of=ida

(c¢) Eine Menge G' mit einer Verkniipfung o : G x G — G die (b)(i)-(iii) erfiillt,

nennt man Gruppe

(2.3) Bemerkung (Schreibweise fiir die Elemente aus .S,,)
1| 2|3 |...|n
o(1) [ o2 [ o@) [ ... [ o)
Beispiel n =6
1123|456
o
113]2]6|4]5
Zykelschreibweise: o = (1)(23)(465)

oeS,:

(2.4) Definition Ein k-Zykel ist eine Permutation o € S, die k Elemente zyklisch

vertauscht.
{wi, ..., wi} CA{1,...,n}
{wﬂlizL”wk—1
o(w;) = .
w1 1=k
oly=1 Vie{l,...,n}\{w,...,wi}

g = (wl,wg,...,wk) = (wg,...,wk,wk_l) = (wk_l,wk,wl,...,wk_Q) = ...

Beispiel n =5

(135) 3-Zykel

(1245) 4-Zykel
(135)0(1245)=(124)(53)

disjunkte Zykel

(1245) 0 (135) = (13)(245)

(53)(124)

i

'l

(2.5) Bemerkung (a) Zwei Zykel w = (wy,...,wg),0 = (01,...,07) € S, heiflen
disjunkt < {wy,...,wi} N {o1,...,0} = 0.
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(b) Sind o,w € S, disjunkte Zykel, so gilt c ow = w o 0.

Beweis. {1,....,n} = AW BWC mit A = {wy,...,w},B = {o1,...,0},C =
{1,...,n} \ (AU B).

Sei j € {1,...,n}. Zu zeigen: o(w(j)) = w(a(j)).

3 Falle:

(3) j € B genauso wie (2)

(2.6) Satz (a) Jedes w € S,, ist Produkt disjunkter Zykel.

(b) Die Schreibweise in (a) ist eindeutig bis auf: Vertauschen der Zykel.
(Achtung: (wi,...,wk) = (Wk, w1, ,WE_1) =+ € Sy,

(w1) = idg, kann immer weggelassen werden.)

Beweis. (a) Input: € S,
Init: Q={1,...,n};Z=10
Algorithmus:
while Q # () do
wihle w € €);
H:=w)l:=1,0=Q\{w};
while m(w) ¢ H do
H[l + 1] := [m(w)];
l=l4+1w:=7(w);Q:=Q\{w};
end while;
Z =7 UH,
end while;
Output: Z ={Zy,..., 2, = 7= Zy0---0Z, = Z,...Z, Produkt disjunkter
Zykel

(b) Eindeutigkeit: Zyklen aus Graph ableitbar:

Ecken: {i,...,n}, Kanten: i — 7(i).
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Beispiel n =9

112|3|4|5|6|7]|8]9
77 503[6[1]7]9]8]|4
(125)(3)(4679)(8) = (6794)(251)
Algorithmus:
QO={1,...,9,,Z2=10
w:=1H=I1];l:=1;

c(l)=n(l)=2¢ H:H=[1,2);l:=1+1,
7(2)=5¢ H:H=1[1,2,5];l:=3;w:=5;, n(b)=1€ H;— Z =ZU{[1,2,5]}
Q={1,...,9\{1,2,5} = {3,4,6,7,8,9}

(2.7) Definition Sei o € S,,.

Dann gibt es ein m € N;m > 0 mit 0™ = go...0 = id. Das kleinste solche m
—

m-Faktoren

heiBt die Ordnung von o: ord(c).

Beispiel o = (125)(3)(4679)(8)

= ord(o) =12

02 =(125)%(4679)* = (152)(47)(69)
= (125)°(4679)° = (1)(2)(5)(4976)

o2 = (%)t = (4976)* =id

Bemerkung (a) ord(k-Zykel) =k
(b) ord(id) =

(c) o1...0, disjunkte Zykeln der Ordnung k; = ord(c;) (i =1,...,s)
= ord(oy...04) =kgV(ky,...,ks) =1 a
Denn: Fiir m € Nist (o7...04)™ = o*...0" also (01...04)™ = id & o' =
=0t =id & kilm, ... ksm

Bemerkung Ist a € N;a > 0,0% = id = ord(o)|a.
Denn: m :=ord(c) = o¢™ =id
=id™' =id

cm =g lo...o0g!

. m-Faktoren )
Seia e Nyja>0,0°=id=a > m.

oM =g% 00 ™ = 0% = id.

Sei s € Nmit a —sm > 0,a — sm < m.
O_a—sm — O_ao (O—m)s — ld
-minimal .
a—sm<m =" a—sm=0= a=sm. Also a durch m teilbar.

(2.8) Bemerkung (Konjunktion) (a) Seien o,7 € S,. o, 7 heiflen konjugiert :<

1

ElgGSnmitazgo7rog*1:97r (4:}7'(:97 OO’Og:g_lo').
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(b) Ist o = (01,...,0k) ein k-Zykel und g € S,, soist gooog™t = (g(01), g(02), ..., g(o%))

wieder ein k-Zykel:
(gooog™)(g(or)) = glo(g~Lg(0:)))) = glo(o:)) = {

Rest klar:
J&{g(01),. .., glon)} =g & {or,...,on} dh. a(g7'(j) =97 '(j) = (gooo
g NG =9(a(g7()) = 9(971()) = J.

g(oip1) i<k
g(0;) 1=k

Beispiel (a) (458)0(1357)0 (458)"" = (1387)
(b) ord(gooog™') = ord(c) (Ubung)

(c) go(oomog™ =(gooog t)o(gomoyg™)
Denn: gooog logorog'=goocomog!
e

id

(d) Sind o und 7 disjunkte Zyklen, so gilt fir g € S,,, gooog ™t und gomog™?
sind disjunkte Zyklen.

Denn
o= (01,...,0%) googog ' =(glon),...,g9(on))
= (m1,...,Tk) gomog t=(g(m),...,g(m))
o, disjunkt < {oy,...,06} N {m,...,m} =0
4(m) = gloli) & m—a)
g injektiv

Beispiel o = (12 5)( )(3687),m = (574)(3)(12638) sind konjugiert in S.

Weifl: g € Sy, gooog™ = (g(1), 9(2),9(5))(9(4))(9(3), 9(6), 9(8), 9(7)) = (574)(3)(1268)
1\2\ 4\5\6\7\8
SHHBPRBEE
= g=(1543)(2786) € Sg, d.h. googog ! =m. gist ein konjugiertes Element.
Ebenso: h = (1724368)(5) erfiillt genauso hoooh™! = 7.

(2.9) Deﬁnition 1. Eine Partition von n ist ein k — Tupel A = (Aq,..., \x) mit
Z)\ =nund N € N, \; > 0Vi, Ap > Ao >+ > Ay > 0.

Das Diagramm von A besteht aus \; Késtchen in Zeile 7.

2. 8eime S,,m =010, Produkt disjunkter Zykeln der Ordnung \; =
ord(o;) > 1 so geordnet, dass \; > Ay > -+ > \;. Dann heifit die Partition
A= (A1,...,Ax) von n der Zykeltyp von 7.

Beispiel (a) A = (4,3,3,1) Partition von 11.



3 Operationen von Gruppen auf Mengen 11

(b) o, g, h wie oben.
Zykeltyp(o) = Zykeltyp(m) = (4,3,1)
Zykeltyp(g) = (4,4)
Zykeltyp(h) = (7,1)

(2.10) Satz Seien 7,0 € S,,. Es gibt genau dann ein g € S, mit 90 = gooog™! =T,

wenn Zykeltyp(m) = Zykeltyp(o).

Beweis. ,=* (A1, A, ..., \p) = Zykeltyp(m)
o= (1, Ta) (Tag 1y -« o Tagtrg) « - - (Tneagt1s - - -, ) sel die Zykelschreib-
weise von 7 als Produkt disjunkter Zykel.

Ist g € Spsogilt gomog™ = (g(m1),...,9(mx)) - (9(Tnnps1s- -+ 9(mn)))
ist Produkt disjunkter Zykel, d.h. falls 0 = gomog~! fiir ein g € S,,, dann ist

Zykeltyp(o) = Zykeltyp(r).

,,<:“ Sei o0 = (0'1, . ,O’)\l)(O')\1+1, c. ,O’)\1+)\2) . (O'n,)\kJrl, . ,O'n) € Sn ein beliebi-
ges Element mit gleichem Zykeltyp (A, ..., Ax).
Definiere g : {1,...,n} — {1,...,n} durch g(m;) := w;.
(Definition von ¢ ist eindeutig, da jedes Element von {1,...,n} als m; vor-
kommt. g surjektiv, da {wy,...,wp} ={1,...,n} =g €S,.)

Rechenregel = gorog ! =w

Bemerkung (Verfahren zum Finden von g mit gomog™! = o)

Schreibe m = (w1, ..., 7)) oo (Mnorp 141y -3 Tn)s 0 = (01, .y 00) oo (Cneny 415+ -5 On)

Zerlegung in disjunkte Zykeln (Zykeln der Lénge 1 nicht vergessen).

Definiere g € S, durch g(m;) =0; =0 =gomog

Beispiel 7= (137)(25)(4)(8)(6), 0 = (246)(13)(7)(8)(3)
g=(12)(34765)(8) erfiillt gorog™! =0.
Achtung: ¢ ist nicht eindeutig bestimmt.

3 Operationen von Gruppen auf Mengen

(3.1) Definition (a) Eine Gruppe (G,-) ist eine Menge G mit einer Verkniipfung
-G xG— G, (a,b) — a-bmit
(i) (g-h)-f=g-(h-f) VYg.h feC
(ii) 31 € G mit
() 1-g=g-1=g V geG
(b) Vge GIg! mitg-gt=g1=1
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(b) Ist (G,-) eine Gruppe, so heifit eine Teilmenge U C G eine Untergruppe :<
(U, -‘UxU) wieder eine Gruppe ist.
In Zeichen: U < G

(¢) Sind (G, -) und (H,-") Gruppen, so heifit eine Abbildung f: G — H mit f(g; -
g2) = f(q1) " f(92) ¥V g1,92 € G ein Homomorphismus von Gruppen.
G und H heiflen isomorph :< 3f : G — H bijektiver Homomorphismus
In Zeichen: G = H

Bemerkung: Ist f : G — H ein bijektiver Homomorphismus so ist die Umkehr-

abbildung f~!: H — G wieder Homomorphismus.

(d) Ist (G,-) eine Gruppe, M C G so heifit < M >= ﬂ U = die kleinste
U<G,MCU
Untergruppe von G, die M enthélt das Erzeugnis von M.

Beispiel (5, 0) ist eine Gruppe
1= idg.

Beispiel M = {a = (12)(345)} C S5

<M> = < (12)(345) >
= {a’ =id,a=(12)(345),a® = (354),a® = (12),a" = (345),a” = (12)(354) }
(a® = (a*)2 = id)
Die Menge auf der rechten Seite ist eine Untergruppe von S5. Umgekehrt enthélt
jede Untergruppe von Sj;, die a enthélt auch die Menge auf der rechten Seite.

(3.2) Bemerkung Sei (G, ) Gruppe.
(a) Fiir g € G ist g~! eindeutig bestimmt
Ebenso ist 1 € G eindeutig bestimmt
(b) U C G ist Untergruppe < U # () und a,b € U so ist auch a- b=t € U
O U<GV<G=UNV <G
(d) < M >= {m1'm2~~-mk|k€N,miEModerm;1 EMV@'}

(e) f:G — H Homomorphismus von Gruppen
Bild(f) = {f(9)lg e G} < H
Kemn(f) ={g€Glf(g) =1} <G

Beweis. (a) Eindeutigkeit von 1:

Seien 1,1’ € G mit [(3.1)|(ii)(a)

1 = ]_1/ = 1/
—~— ~—

da 1’ neutrales Element da 1 neutrales Element
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Eindeutigkeit von g~': Seien ¢!, ¢’ inverse Elemente von g € G

g =g 1=g"(9-9)=1(yg

(b) ,,<=* Wir miissen |(3.1)[(i)+(ii) nachrechnen:
:UxU—-Udh VabeUa-beU

Zunichst: 1 € U denn: U # 0 dh. 3u € U und damit 1 =u-u"t €U
beU=1-bl=blcU=a (b)) '=a-bel

(i) Assoziativgesetz gilt automatisch, da es fiir G gilt.
(ii) Iy =1g € U und mit b € U ist auch b~! =1-b"! € U (ii)(b) erfiillt.

(c) UNV <G:1€UNV #0und fir a,b € UNV liegt aucha-b= € UNV
(d) zu Hause

(e) Bild(f) < H:

denn: Bild(f)#0,daV g € G, f(g) € Bild(f)

f(g), f(h) € Bild(f) z.Zg. f(g)- f(R)~

F(g)- F(h) = flg-h~) € Bild(f)

Kem(f) = {g € Glf(9) =1} 5 1

g.h€ Kern(f) = f(g-h~") = f(g) - ()"

=1-1"'=1=g-h' € Kern(f) \S// G
nach [(3.2)(b)

Beispiel G =< a:= (12)(345) >< 55, H =< b:= (12) >< 5,
f:G—H: f(a"):=0"Vi=0,1,...,5 ist ein Homomorphismus
Kern(f)={a'|f(a') = 1} = {a*}

= {id,a® = (354),a* = (345)}
Bild(f)=H = {id, (12)}
[Kern(f)| - |Bild(f)] =G| =3-2=6

Bemerkung Sind G, H endliche Gruppen und ist f : G — H Homomorphismus so
ist |[Kern(f)|-|Bild(f)| = |G|

Beweis. Bild(f) ={by, -+ ,b,}
Gi:£g€G|f(g) :bi}(i: L. 7”)

G=a
=1
= |Gl =) |Gl
=1

Behauptung: Vi=1,...,n |G;| = |Kern(f)|. Sei g; € G;.
g € Kern(f) = ¢g;-g € G; (jede Verkniipfung mit einem Element aus dem Kern
ist wieder in G;), denn: f(g; - g) = f(g:) - f(g) =b;-1=0b; d.h. g;-g € G;



14 Teil I Abzihlende Kombinatorik

Umgekehrt sei h; € G; = g;' - h; € Kern(f) (d.h. jedes Element lisst sich
darstellen als Produkt eines Elements aus dem Kern und g;), denn: f(g; " - h;) =
flg)™ flh)=b7" b =1

Gesehen: G; = {g; - glg € Kern(f)}

G; < Kern(f)

o = |G| = |Kern(f)] O
99— 9=g; i

Erinnerung LA: V ein K-VR = (V, +) ist Gruppe, neutrales Element 0. v~ ¢
= —wv. Die lineare Abbildung V' — W ist ein Gruppenhomomorphismus.

Kern(f) <V, Bild(f) <W
dim(Kern(f)) + dim(Bild(f)) = dim(V)

(3.3) Definition Sei M eine Menge und G eine Gruppe

(a) G operiert auf M <= 3 Abbildung - : G x M — M,(g,m) — g-m € M(g €
G,m € M) mit

(i) (g-h) - m=g-(h-m) VmeMghed
(ii)) 1-m=m VmeM

(b) G operiere auf M. Dann ist fiir m € M
G-m = {g-m|g € G} die Bahn von m unter G.
Stabg(m) := {g € G|g - m = m} heifit der Stabilisator von m in G.

Beispiel S, operiert auf {1,--- ,n} durch Anwenden.

Beispiel {1,...,n} =M, G =25,

Stabg(n) = {g € Sulg(n) =n} = S,

g = g|{1,..n—1} Permutiert nur die ersten n — 1 Punkte.
G-n={1,...,n} (G operiert transitiv auf M.)

1Sul =1+ S| = |G n] - | Stabg(n)

Bemerkung Stabg(m) < G (der Stabilisator ist eine Untergruppe).

Bemerkung G operiere auf M. Dann ist die Abbildung i : G — Sy, u(g) - M —

M, m — g-mVm € M ein Homomorphismus von Gruppen.

(3.4) Satz (Bahnenlemma) Sei G eine endliche Gruppe, M eine Menge und G
operiere auf M. Fir m € M gilt |G - m| - | Stabg(m)| = |G]|.

Beweis. Sei S := Stabg(m), |G-m|=n,G-m={g1-m,...,g,-m} mit g;,...,g, €
G. m; = g; -m.

Gi:={9g€Glg-m=m;1<i<n}

=G = H—J G, Behauptung: G; = {g; - s|s € S}

i=1
s € Stabg(m) = (g;-s) - m=g;-(s-m)=g;-m=m; dh. g;-s €G,.
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Umgekehrt sei h; € Gy = hy -m =m; = g;-m = (g, - hi) -m = g;* - (h; -m) =
gt mi=g; ' (gi-m) = (g, -g:) -m=1-m=m
Also s := g; ' - h; € Stabg(m)

hi=gi-s= G;={g;-sls € S} d.h. |G;| = | Stabg(m)|. O

(3.5) Satz Bahnenalgorithmus Sei G =< {g1,- - ,gn} > eine endliche Gruppe. G
operiere auf M, m € M.

Gesucht: G - m (sowie Erzeugendensystem E C G mit < E >= Stabg(m))
Initialisieren: Bahn:=[m|; anz := 1; Weg:=[1]; akt:=1; E = ()

Algorithmus:
while akt < anz do
for ¢ in [1,...,n]| do
x := g;- Bahn|akt];
if x in Bahn then « = Bahnl[j]
s:=Weg[j] " - g; Weglakt];
E = FU{s};
else
anz := anz+1;
Bahn|anz| := z; weg[anz] := g;- weg|akt];
end if;
end for;
akt := akt+1;
end while

Ergebnis: Bahn = G -m

Beispiel G =< gy := (124), 9, := (24) > < 5,
M =1{1,2,3,4)
Gesucht: G -1
akt = 1 akt = 2
Bahn = [1] | Bahn = [1,2] | Bahn = [1,2,4]
Weg = [id] | Weg = [id, g1] | Weg = [id, g1, g17]
E:={g.} E = {92,990}
E={g:=(24),9, 9201 = (24),id " g1} = id, g7 " gogi " = (24)} = {id, (24)}
= Stabg(1) =< (24) >= {id, (24)}
G| = {1,2,4}] =3
IG|=3-2=6

Dies ist eine Effiziente Methode zur Berechnung von |G]|.

Beispiel Sei K ein endlicher Kérper.
GL,(K)={A € K""|A invertierbar }
GL,(K) operiert auf V = K™ durch Linksmultiplikation (A,v) +— Av
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V1 = : iGLn(K)UlzKrwd\{O}

0
Linge der Bahnen = |GL,(K) - vy| = |[K™! - 1= |K|" —1
S = StabGLn(K) (’Ul)
(

1 as---ay,
0

= . € GL,(K)
: A

> 0

1 as---ay
0 /

— : A/ |a2’...7an€K7A EGL'H,—I(K)
0

\
S| = [K[""HG Ly (K))]
= |GLn(K)| = |GLn(K) - v - [S]
= (IK[" = 1) - [K|"™" - |G Ly ()
= [lom (1K1 = DI K]

Berechenbar, indem man nur Z(!K |“ — 1)|K|*"! Elemente aufzihlt, das ist loga-

a=1
rithmischer Gewinn.

Beispiel (Operationen) (a) G Gruppe operiert auf M = G durch Linksmultiplika-
tion: G x M — M : (g,m) — g-m.

(b) G Gruppe operiert auf M = G durch Konjugation: G x M — M : (g,m)

g-m- g . Bahnen: Konjugiertenklassen.

Beispiel G = S, (n > 3). m = (123) € G. Bestimme |{gmg~'lg € G}| =

Liange der Bahn von m.
Gl |G| B n! n(n —1)(n — 2)

| Stabg(m)| = 3 - |Su_s| = 3 - (n — 3)!

" [Stabg(m)]  3-(n—3)! 3

(3.6) Satz G operiere auf M, my,my € M. Dann gilt entweder G - m; = G - my
oder G -m; NG -my = (: ,Bahnen sind gleich oder disjunkt®.

Beweis. Angenommen G - mq NG -my # (). Sei dann m € G- m; NG - my. Wir
wollen zeigen G - m; = G - my:

m = g; - My = go - Mo Mit geeigneten g1, g2 € G.

G-my C G-my: Seig-my € G-my. g-my = 9'(9_1'91'm1) = (9'92_1'91)'””61 € G-my.
Ebenso G -m; C G -mgy also G- mq = G - mo.

Die Bahnen partitionieren M (unterschiedliche Bahnenldnge moglich). O
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(3.7) Satz (Satz von Lagrange) G endliche Gruppe, U < G Untergruppe.

Dann ist |U]| ein Teiler von |G].

Beweis. U operiert auf G via U x G — G : (u,g) — u-g. G disjunkt zerlegt in
k

Bahnen: G = L—Ij U - g;, wobei in jeder Bahn genau ein g; liege.
i=1

Behauptung: |U| = |U - ¢g;|. Denn wir haben eine Bijektion:

U—-Uy:u—u-g

Vg ety

k k
Es folgt: |G| =) |U,|=> [U=k-|U|. O
=1 =1

Beispiel Die Ordnung eines Elementes g € G teilt |G].
Denn: Ordnung von g = | < g > | (vergleiche Aufgabe 9(i)) und | < g > | teilt |G|.

(3.8) Satz G Gruppe, M G-Menge (M Menge mit G Operation).
Es ist Stabg(g - m) = g - Stabg(m) - g7 fiir alle g € G und alle m € M.

Beweis.

x € Stabg(g-m) Sxr-g-m=g-m
S zg)-m=m
&g ' x - g € Stabg(m)
&x € g-Stabg(m) - g~ !

={g-s-g s € Stabg(m)}

Anzahl von Bahnen

(3.9) Satz (Burnsidesches Fixpunktlemma) Sei G eine endliche Gruppe und M
eine endliche G-Menge.
Fixpy(g) :=={m € M|g-m =m} C M ist die Fizpunktmenge von g in M fiir g € G.

Sei M = tl—J G - m; disjunkt in Bahnen zerlegt. Dann ist die Anzahl der Bahnen

=1
1 .
"= a > | Fixa(g)|-

geG
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Beweis. (a) Fall n =1, d.h. M transitiv. Sei X := {(g,m) € G x M|g-m =m}

X =) |Fixu(g)l = > |Staba(m

g€G meM
Bahnenlemma ‘G| M tran81t1v |G|
G
Z g > i =le
meM
Z | Fixy(g)] =1
geG
(b) Allgemeiner Fall:
M=+ G -m
Y Com
=1 _. 01, transitiv
1
el | Fixas(g Z Z | Fixas, (g
‘ | geG gEG i=1
—Z 30 Fis >|<221:n
gEG i=1
O
(3.9 a) Folgerung Bezeichnungen wie in
Sei 9g = {xgx~! |z € G} die Konjugationsklasse von g € G.
~—
g
Schreibe G = |+ “g; disjunkt in Konjugationsklassen zerlegt.
j=1
Sei Stabg(g;) = {z € G|z -g; - x~! = g;}
Dann ist die Anzahl der Bahnen von G auf M:
1.
= |Z|F1XM 9)| ¢ 94l
k
2y | Fixpr(g;)|
1 | Stabe (g;)]
Beweis. =: Zu zeigen: |Fixy(g;)| = | Fixy (zg;z—1))|
Genauer: Fixy(zgjz~") = 2 Fixp(g;)
Denn:
m € Fixy(zg;z™") & xgiz'm=m & gj(z7'm) =27'm
oo lme FIXM(g]) & m e ZL’FIXM(g])
G
. Einsetzen von Bahnenlemma: %g;] = G O

| Staba(g;)|
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Beispiel Wieviele Perlenketten aus 5 Perlen, entweder griin oder rot, gibt es? Da-
bei sind zwei Ketten als gleich anzusehen, wenn sie durch Drehen auseindander
hervorgehen.

Menge der Farbungen F':= {f : {1,...,5} — {griin,rot}}

Darauf operiert G :=< (1,2,3,4,5),(1,2)(3,5) > viag- f :i+— f(g~" i) fiir g € G.

G P 44 (1,2,3,4,5),(1,3,5,2,4), (1,4,2,5,3), (1,5,4,3,2),
(1,2)(3,5),(2,5)(3,4),(1,5)(2,4),(1,4)(2,3),(1,3)(4,5) }
Fixr((2,5)(3,4)(1)): Farbungen, die auf {2,5},{3,4}, {1} konstant sind.

= | Fixz((2,5)(3,4)(1))| = |[{rot, griin}|Arzhl der Zykel _ 93
= Anzahl den Bahnen ist nach|(3.9)

1 5 1 3 _ 80 _
E(l-?—l— 4-2 + o2 )—1—0—8
id (1,2,3,4,5) etc.  (1,3)(3,5)(4) etc.

(3.10) Bemerkung G < S,

F:={f:{1,...,n} — A} mit A endliche Menge, G operiert auf F via (g- f)(i) =
f(g7Y) fiir g € G und f € F. Dann ist |Fixg(g)| = |A¥, wenn g vom Zykeltyp
(A1, ..., A) ist. (Vorsicht: Einzykel zdhlen mit!) k& = Anzahl der Zykel.

Beispiel Farbungen eines Wiirfels. M = {1,2,3,4,5,6}.
Symmetriegruppe des Wiirfels: W =< (1346),(456)(123) >< Sy = Sg.
Farbungen: §={f: M — {1,...,a}}.

Gesucht: Anzahl der verschiedenen Férbungen der Seiten des Wiirfels mit a
verschiedenen Farben. Dies entspricht der Anzahl der W-Bahnen auf §.

W besteht aus 24 Elementen:

# Elemente | Typ Zykeltyp # Bahnen auf M | # Fixpunkte auf §
1 id (1,1,1,1,1,1) | 6 a®
6 90° (griin) | (4,1,1) 3 a?
3 180° (grin) | (2,2,1,1) 4 a’t
6 180° (blau) | (2,2,2) 3 a’
8 120° (rot) (3,3) 2 a?

(Achsen zwischen zwei gegeniiberliegenden Quadraten (griin), Kanten (blau) und
Ecken (rot).)

Anzahl der Bahnen: p(a) = 2—14 - (1a® + 6a® + 3a* + 6a® + 8a®) = 5;(a® + 3a* +
12a® + 8a?)
a |1]2 ]34 |5 |6 |7 |..
pla) | 1]10 |57 [ 240 | 800 | 2226 | 5390 | ...

4 Siebformeln

Beispiel A, Ay, A3 C M
|[ATU Ay U Az| = |Ar] + | A2+ |As| — |A1 U Ay — |[AT U Ag| — | Ay U As|+ |A1 U Ay U A
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(4.1) Satz (Siebformel) (engl. PIE = principal of inclusion and exclusion)
Sei M eine endliche Menge, Ay,..., A, € M, N := {1,...,n}. Fir I C N sei
Ar = ﬂAi, Ay := M. Dann ist
iel
M\ Al= D (—nMAy
iEN IC{1,...n}

dquivalente Formulierung:

U A= ) )M
}

Beweis. Sei x € M. Bestimme ,,Beitrag* von x auf linker bzw. rechter Seite.

€ M\ ey Ai: linke Seite Beitrag 1, rechte Seite z € A; < I = (), Beitrag
(=D =1

x € (J;en |Ai]: Beitrag auf linker Seite ist 0. Beitrag auf rechter Seite:
Sei J(x)=J={ie€ N|x € A;}. Dannist x € A; & I C J.

(=)= ZJ: <Z> (1) =

icJ i=0
o J :
it j =191, (1) = 7 € 71 = )

©=(1-1Y=0 (daj>0da3imitazec A

Anwendungen:

(4.2) Satz a:=|{f:{1,...,n} — {1,... k}|f ist surjektiv}|

S (Bum

Insbesondere fiir [ = n: |S,| =n! = ;(—1)i <7;) (n—1d)"

Beweis. Sei M = §(k,n) ={f:{1,...,n} = {1,...,k}} (= |M| =Fk"). Firie
{1 kysei A= {f € Mg f({L,....n)} = {F  {L,....n} — {L..., kN {i}}.
|A;] = (K —1)". Allgemeiner: I C {1,...,k}, Ay =(;c; 4 = |Af] = (k= |I]))™.
Also nach [(4.1)]

(4.3) Satz Eine Permutation © € S, heiit fizpunkifrei <= Vi € {1,...,n} ist
7(1) # i (derangement).
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Dann ist die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen in S, = n‘z( )

(< nl).

Beweis. M = Sy, A; := {7 € S,|n(i) =i}

.....

77777

i€{l,...,n} IC{1,...,n} 1=0
- , n! "L (—1)!
= —1)* — ) =nl
Z( 1 (n—i) g 0t=n il
=0 =0
O
Verallgemeinerung;:

(4.4) Satz Sei N ={1,...,n}, f,g: Pot(N) — R Funktionen. Aquivalent sind:

(a) g(1) =S _f(J) VICN

JDI

(b) f(I) =) _(-n)"Ng(J) ¥ICN

JoI
Beweis. Seien A, B € R**?" indiziert durch die Teilmengen von {1,...,n}
(IPot({1,....n})| = 27).
1 falls I C —1)INVE falls T C
A]JII A _J U_ndB[JII ( ) as _J.
’ 0 sonst ’ 0 sonst
f(@) 9(0)
(a) iibersetzt sich als A - : = : und
f(N) g(N)
9(0) f(@)
(b) heifit B - : = :
g(N) f(N)

Zu zeigen ist B=A"!, dh. A-B=DB-A= Epn.
(A'B)I,J = Z AI,K 'BK,J = Z <_1)|J\K| =P

KCN ICKCJ
NS

S

=0 falls [ZE oder KZJ
Klar: & =1 falls I = J, zu zeigen: ¢ =0 falls | ; J.

Mit Siebformel :
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Sei M = {1}, A; = {1)Wie J\I =L
| = —1)Xl
Al = 30 -0 Ay

i€l XCL 1

S S Sy e

XCJ\I ICKCJ
(X=J\KCJ\I)

=0

[
(4.5) Folgerung
S (L) = { 0 I&J
Wy, 1 I=J
Aquivalente Formulierung
(4.4’) Satz N ={1,...,n}, f,g: Pot(N) — R. Aquivalent sind
(a) g() =) f(J) VICN
JCI
(b) f(1) = (~D)"VIg(J) VICN
JCI
Beweis. Analog zu ((4.4)| oder setze f'(X) := f(N \ X),¢'(X) := g(N \ X) und
benutze (4.4)| fir f' und ¢’ und benutze Y C X < N\Y DO N\ X. O
Anwendungen:

(4.6) Folgerung Seien f,g: {0,...,n} — R. Aquivalent sind

@ 90 =3 (0)76) vieo.m

J=0

(b) ) = 3 (1) (?)gm vie {0,....n)

. J
7=0
Beweis. Definiere G, F' : Pot({1,...,n}) — R durch G(I) = ¢(|J|) bzw. F(I) =

f(lI1) und wende [(4.47)] an:
(;) = [{J C I||J| = 5} falls |1] = i. Sei 1] = i = G(I) = g(i) =2 3" F(7) =

JCI

Z <Z,)f(j) d.h. |(4.4) fiir F und G ist dquivalent zu |(4.6)(a) fiir f,g. Ebenso
- J
7=0

(4.47)[(b) fur F und G ist dquivalent zu |(4.6)(b) fiir f, g. O

(4.7) Folgerung (Inverse des Pascalschen Dreiecks) Seien A, B € R"HD* (D) mig
Zeilen- und Spaltenindizes in {0, ...,n} definiert durch

N < () <
Aij = J - ,Bij= J ~ . Dann gilt B=A"1
0 ] >1 0 ] >1
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Beispiel n =3
1 000 1 0 0
= 1 100 B -1 1 0 0 _ 4
12 10 1 =2 1 0
1 3 31 -1 3 =31
Beweis. [(4.7)} sagt aus:
f(0) 9(0)
fir f = : e R" und ¢g = : ceR"™Mgilt g=A-fo f=B-gdh.
f(n) g(n)
A=DB'bzw. B= A% O

5 Partiell geordnete Mengen und Mo6biusinversi-

on

(5.1) Definition Eine partiell geordnete Menge (engl. poset = partially ordered
set) p.g.M. (M, <) ist eine Menge M mit einer Relation < (C M xM = {(z,y)|z,y €
M}) (z,y) €e<< x <y wenn gilt:

(i) <z Vre M (reflexiv)
(ii) « <yund y <z = x =y (antisymmetrisch)
(iii) x <yund y < z = z < z (transitiv)

Beispiel e (R, <) ist p.g.M. (sogar totalgeordnete Menge, d.h. Vz,y € R gilt
r <yodery<ux)

e N Menge = (Pot(N), Q) ist p.g.M. (keine Totalordnung: {1} Z {2} und
{2} {1}

(5.2) Satz Sei (M, <) partiell geordnete Menge.

Dann existiert eine Totalordnung <’ mit x <y = x <y Va,y € M.

Analoge Formulierung: Man kann M so nummerieren M = {m4,...,m,}, dass
m; Imj =1 < 7.

Totalordnung <': my <" 'moy < mz <" ...

Beweisskizze zu |(5.2)

Angenommen < ist noch keine Totalordnung. Dann gibt es a,b € M mit a Ab und
b Ka

Setze <': a < b (Auswahlmoglichkeit, nicht eindeutig!) und schliesse transitiv ab:
r <y & entweder x Iy oder  Ja und by (Zeige: <’ ist transitiv, reflexiv und
antisymmetrisch), mache weiter mit <’ anstelle von < (hort auf, falls M endlich).

Achtung: <’ ist nicht eindeutig bestimmt.
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(5.3) Definition Sei M = ({my,...,m,}, <) p.g.M. mit m; Im; =i <j
I(M) :={A e R"™"|A;; # 0= m; <m;} heifit die Inzidenzalgebra von (M, ).

Beispiel M ={1,...,n}, <=<

= I(M)=RYy" ={A e R""A;; =0falls i > j}
R ... R

= e = obere Dreiecksmatrix

0 R
Fir A € I(M) schreiben wir auch A(m;, m;) == A;;
AcI(M) < (Alm,n) #0=mInVm,n € M)
Matrixmultiplikation: In I(M) iibersetzt sich als:
(A-B)(m,n) = Z A(m,2)B(z,n) # 0, falls m <n

zeM, m<z und z<n
Also ist I(M) abgeschlossen unter Matrixmultiplikation, Matrixaddition und Mul-

tiplikation mit Skalaren (€ R) (sogenannte Algebra).
(5.4) Beispiel Wichtige Funktionen in I(M)
1 0
(i) eecI(M) e«
0 1

1 fallsx =y
Y) = Ve,y e M
e(@.y) { 0 sonst Y

(ii) ¢« charakteristische Funktion von <

1 fallsx dy
ta(z,y) = { 0 sonst Ve,y e M

~! (inverse Matrix) ist rekursiv definiert durch

1 fallsz =y
Z Mﬂ(xv Z) =
0 sonst

o=y

(ii)) po=(ra)

(5.5) Bemerkung A € I(M) invertierbar in I(M) < A € R™™ invertierbar
& det(A) #0 < Vm € M ist A(m,m) # 0
Dann liegt auch die inverse Matrix A~! wieder in I(M).

0 falls m; Am;
A;jl = A(mz, mj)_l falls ¢ :j
* falls m; < m;

Wobei * rekursiv definiert ist durch

x = A(my;,m;)~"- Z A(mi, z) - A(z,my) ™!

m; Lz<dm;(m;#z)
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(5.6) Bemerkung jq(z,y) € ZVx,y € M denn pg = (1q)™! und 14 € Z™" und
det(tq) = 1 plus Cramersche Regel.

(5.7) Satz Seien f,g € I(M). Aquivalent sind
() flay)= ) (9(z,2)ea(zy))

x<z<y
= Z g(x,2) (da ta(z,y) =1 fiir 2 <y) Ve,y e M
x<z<y
(b) g(z,y) = Y (flw,2)-p(z9) Yo,y € M
x<z<y

Beweis. (a) sagt aus f =g - 14

(b) sagt aus g = f - ug = f(1a)™", also Aussage klar. O

Beispiel 1. M ={1,...,n},<d=<
1 1 1

E Rnxn

~

IN

Il
e e

2. M =Pot({1,...,n}),<=C
1 ICJ
0 sonst

_ 1\ II\J]|
ug(LJ)Z{(() DR Ied

LQ(IN]):

sonst

Beweis. ic - uc = e (zu zeigen)

dh. > (LK) pc(I,K)= Y (-1

K,ICKCJ ICKCJ

1 I=J
{ .
0 sonst

=
[}
=

3. M:Nzlz{’RENhlZl}

a<b< alb
1 alb
ei 7b =
teie(@ D) { 0 sonst
0 fallsa f b
b/a durch p? teilbar fiir Primzahl p
,uteilt(a'a b) =

0
(—=1)* b/a=p;-pa---ps mit paarw. versch. Primzahlen py, po, ..., ps
1 falls b = a
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Bemerkung Die Funktion x: N>y — {0,1, —1} mit

1 d=1
w(d) == peens(1,d) = ¢ (=1)° d= le- mit paarw. verschiedenen Primzahlen
i=1
0 sonst

ist die klassische Mobiusfunktion der Zahlentheorie.

(5.8) Folgerung (Mobiusinversion, klassisch) Seien f,g : Ns; — R. Aquivalent

sind

(a) f(n)= > g(d)  ¥neNs
dln

(b) gn) =D f(d) - (5)  VneN
din

Beispiel M = {1,2,3,4,5,6}, < teilt.
Charakteristische Matrix, A~ = e
1 1111110 0

_ o O O

0
0
0
1
0

o o O O
_ O = =
o o O =
o o O o O

o O O = O O

o O O O =
o O O = O
o O = O =
o O O O O
S = O O O

0 01 0 0 1
Bringe (A|ls) durch Zeilenumformungen auf die Form (Ig|B). Dann ist B = A™!

und beschreibt figeins -

16000001 -1 -1 0 -1 1
co10000/01 0 -1 0 -1
coo0o1o0o000 0 1 0 0 -1
coo0o0o1o0o0/0 0 0 1 0 0
oo0o001O0j0 0 0 0 1
0oo000O0T1T|{0 O O 0 O
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Graphentheorie

6 Graphen

(6.1) Definition (i) Ein ungerichteter Graph G = (V, E, f) besteht aus nicht-
leeren disjunkten Mengen V' (vertices bzw. Ecken oder Knoten) und E (edges

bzw. Kanten) sowie einer Funktion f : E — {{z,y}|x,y € V}.

(ii) Zwei Graphen Gy = (V4, E1, f1) und Gy = (Va, Es, f2) heiflen isomorph genau

dann, wenn eine Bijektion §: V; — V5 existiert, so dass fiir alle v, w € V; gilt

[ (v, wib)l = 1 ({8 (), Bw)}})]

(iii) Eine endliche Folge K = (vgejvieavs ... e,v,) mit v; € V, e; € E heifit Kan-
tenzug, falls f(e;) = {v;_1,v;} fir allei € {1,...,n}.

K heifit offen < vy # v,

K heifit geschlossen <= vy = v,

K heifit Weg < v; # v; Vi # j

K heifit Kreis < v; #v; Vi # j, 1 <4,7 <nund vy = v,

Ein geschlossener Kantenzug (voejv; . . . e,v,,) heiBt Fulertour < |E| = n und

E ={ey,...,en} (jede Kante kommt genau einmal vor).

(iv) G heiBt endlich 1< |V| < cound |E| < co. A € NV mit A, ,, = [f({{v,w}})]

die Adjazenzmatriz von G.

(v) G heifit zusammenhdngend, falls je zwei Ecken durch einen Kantenzug mit-
einander verbunden sind. Die Relation ,v ~ w < d Kantenzug in G der
v,w € V verbindet® ist eine Aquivalenzrelation. Die Aquivalenzklassen heifien

Zusammenhangskomponenten von G.

(vi) Der Grad einer Ecke ist die Anzahl der von ihr ausgehenden Kanten: v € V
s(v) = [{e € E|f(e) = {v}}| (Anzahl der Schlingen)
t(v) =|{e € E|Fw #v,w € V mit f(e) = {v,w}}|
d(v) :=t(v) +2 - s(v) ist der Grad von wv.

(6.2) Satz Ein zusammenhéngender endlicher Graph hat genau dann eine Euler-

tour, wenn d(v) gerade ist fiir alle v € V.

Beweis. , = Sei (vpejvies...e,v, = vg) eine Eulertour d.h. EF = {ey,..., e, },

|E| = n, jede Kante (die zu d(v) beitragt) kommt genau einmal vor.
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e1, e, tragen beide 1 zu d(vg) bei, e;_1, e; tragen beide 1 zu d(v;_1) bei)
= d(v) gerade fiir alle v € V.

,<=" Sei d(v) gerade fiir alle v € V.
Konstruiere Eulertour: Starte bei beliebigem v € V. Arbeite zunéchst alle
Schlingen e € FE ab mit f(e) = {v}, K = (vejvegv...esv). Wihle beliebiges
w eV mit f7H({{v,w}} # 0 d.h. es existiert eine Kante zwischen v und w.

Verlangere K = (ve; ...egvesqw).

Behauptung: Ist w # v so gibt es e € E mit w € f(e) (es gibt eine Kante e

(die bisher nicht benutzt wurde), die von w ausgeht).

esy1 tragt 1 zu d(w) bei, d(w) — 1 # 0 da d(w) gerade d.h. es existiert eg;o

mit w € f(esy2) = {w,x}. K = (vey...esjweg o).
Behauptung: Dies konstruiert eine Eulertour.

Achtung: nicht immer. Es kann passieren, dass x = v ist und keine Kanten
von x aus iibrig bleiben.

Dann: neue Eulertour im Restgraph konstruieren.

Beachte: Fiir jede Ecke # v = vy die im Verlauf des Algorithmus besucht
wird bleibt immer noch eine ungerade Anzahl von Kanten iibrig, die von ihr
ausgehen.

Wenn man also nicht mehr weiterkommt, so ist man wieder bei v = vy ange-
kommen.

Hat man nicht alle Kanten verbraucht, so haben die Ecken im verbleibenden
Graphen wieder alle geraden Grad und man kann geschlossene Kantenziige so

einfiigen, dass am Ende eine Eulertour entsteht.
O

7 Baume und Walder

(7.1) Definition (i) Ein Graph ohne Kreise ist ein Wald. Ein zusammenhéngen-
der Wald ist ein Baum.

(ii) Fiir einen endlichen Graphen G = (V, E, f) sei u(G) = |E| — |V|+ #Zusam-

menhangskomponenten von G der Index von G.
(7.2) Satz Ist G ein Baum, so ist u(G) = 0.

Beweis. Ein Baum hat genau eine Ecke mehr als Kanten.

Baum: neue Kante hinzufiigen genau dann, wenn neue Fcke hinzugefiigt. O]

(7.3) Satz Jeder zusammenhéngende Graph G(V, E, f) hat einen aufspannenden
Baum T = (V,E', figr) d.h. einen zusammenhéngenden Teilgraphen mit gleichen

Ecken der keine Kreise besitzt.
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Beweis. In jedem Kreis in G lasse eine Kante Weg. [
(7.4) Folgerung G endlicher Graph = p(G) > 0 und p(G) = 0 < G ist Wald.

Bemerkung Vergleiche mit Konstruktion einer Basis eines Vektorraums durch
Weglassen ,,abhingiger® Vektoren aus einem Erzeugendensystem.

Umgekehrt: € = {vy,...,v,} Erzeugendensystem, aus £ Basis B auswéhlen.
vy € B, falls vy # 0 ((vy) nicht linear abhéngig)

vy € B, falls (v, v9) linear unabhéngig

maximal linear unabhéngige Teilmenge auch Basis.
Ebenso: Konstruktion eines aufspannenden Baumes in zusammenhéingenden

Graphen V, E’ = () fiige neue e € F zu E’ hinzu solange keine Kreise entstehen.

(7.5) Definition (bewerteter Graph) (i) Ein bewerteter Graph ist ein ungerich-
teter Graph G = (V, E, f) mit einer Kostenfunktion o : E — Ryg, ae) =
Kosten fiir die Kante e € F.

(i) Ein zusammenhéngender Teilgraph 7' = (V, ', fig/) in einem bestimmten Gra-
phen G = (V, E, f, «) heiit minimaler aufspannender Teilgraph, falls Z a(e)

eck’
minimal ist unter allen zusammenhéngenden aufspannenden Teilgraphen.

(7.6) Satz Jeder minimale aufspannende Teilgraph 7" = (V, E' f|) ist ein aufspan-

nender Baum.

Beweis. Sonst kann man Kanten in E’ weglassen, so dass T zusammenhangend

bleibt und damit Z a(e) verkleinert. O

ecE’

(7.7) Algorithmus (Finden eines minimal aufspannenden Teilgraphen)
Gegeben: G = (V, E', f), a: E — Ry, G zusammenhéngend.

Gesucht: T'= (V, E', fipr) zusammenhéngend mit ) ., a(e) minimal.
Init: ' =0, T = (V,E', fi)

Algorithmus:

o Setze £ = {e € E|f(e) = {z,y} mit z,y liegen in verschiedenen zusam-

menhéngenden Komponenten von 7'}
e Wihle ¢ € F mit a(e) = min{a(é)|¢ € E}.
e Setze E' := E' U {e} und wiederhole bis E = (.

(7.8) Satz Algorithmus endet nach |V| — 1 Schritten und produziert einen

minimal zusammenhéngenden Teilgraphen 7.
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Beweis. Der Algorithmus endet: Die Anzahl der Zusammenhangskomponenten von
T verringert sich in jedem Schritt um eins. Das heifit, am Anfang haben wir |V/|
Zusammenhangskomponenten, am Ende eine.

Minimalitét: Sei T = (V, E', figr) der vom Algorithmus produzierte Teilgraph
und E’ = {ey,...,e,_1} in der Reihenfolge, wie die Kanten im Algorithmus gew#hlt
werden. Dann ist a(e;) < a(eg) < -+ < ale,_1).

Angenommen, es existiere ein aufspannender Baum 7" = (V, F, f|r) mit kleineren

Kosten Za(e) < Z ale) und sei F' = {fi,..., fa_1} so geordnet, dass «a(f1) <
ceF cEE
a(fz) < -+ < a(fp-1) mit n = [V].

m—1 n—1
Wir wissen: Z alfi) S Za(ei).
i=1 i=1
Sei k minimal mit Zle a(fi) < Zle ale;).
k—1 -1

Dann ist £ > 2, da a(e;) minimal gewesen war und Za(fi) > a(e;) und
1
daher a(f)) < -+ < a(fio1) < a(fi) < aleg).

Jetzt wahlt der Algorithmus e, im Schritt £ und keines der f1, ..., fi obwohl sie

kleinere Kosten haben.

Setzt man Ty = (V. {e1, ..., ex1}, fiter,enay) Wd 1Y == (V. {f1 o fo by fith )
so sind beides Wiélder.
Anzahl der Zusammenhangskomponenten 73 = |V| — (k — 1) > Anzahl der

S

i=1 7

Zusammenhangskomponenten 77 = |V| — k.

fi,... fx & E im Schritt k, d.h. keines der f; (1 < i < k) verbindet zwei
verschiedene Zusammenhangskomponenten von T}
= Widerspruch, da die Anzahl der Zusammenhangskomponenten 7] < Anzahl der

Zusammenhangskomponenten 77 . O]
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Algebraische Strukturen

8 Ringe und Ideale

Beispiel Z = {0,1,—1,2,—-2,... } Ring der ganzen Zahlen (mit den Verkniipfungen
+ und -).

K[X] = {Z a;7'|a; € K,n € N} ist ein Polynomring mit den Verkniipfungen
i=0

(Z aixi) + <Z bjxj> = Z (a; + b))’
(Z aixi) . (Z bjxj) = Z cpzh mit ¢, = Z a; - br_;

=0

Darstellung im Rechner

n

i
E a;x" ~> (ag,ayy. .., a,,0,...)
i=0

Addition also Komponentenweise:

(ao,al,...,an,O,...,O)+(b0,b1,...,bm,0,...,0) = (a0+b0,a1+b1,...)

Multiplikation ist also Shift-Operation:

x - (ag,ay,...,a,,0,...,0) = (0,a9,a1,as,...,a,,0,...,0)

(Zbﬂ”)~(a0,a1,...,an,0,...,0) = (boao, boay, . . ., boan, 0, ...,0)
+ (0, b1ag, byay, ..., byan,0,...,0)
+ (0,0, baag, - . .)
+ ...
+(0,0,...,0,bna0, bpay,...)

Dadurch kann man erkennen, dass Polynome etwas anderes als Polynomfunktionen

sind.
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(8.1) Definition (a) Ein Ring A = (A, +,-) ist eine Menge A zusammen mit zwei
Verkniipfungen +: Ax A — A, -: Ax A — A mit

(i) (A, +) ist abelsche Gruppe, d.h. (A,+) ist Gruppe und es gilt a + b =
b+aVa,be A
(i) (a-b)-c=a-(b-c)Va,b,cec Aund Il € Amitl-a=a-1=aVac A
(iii) Distributivgesetz: (a+0b)-c=ac+bcund a-(b+c) = ab+ acVa,b,c € A
(b) (A, +,-) heiit kommutativ < ab = ba Va,b € A

Bemerkung: (A, -) ist im Allgemeinen keine Gruppe, z.B. (Z, -) ist zwar assozia-
tiv, aber 271 ¢ Z, d.h. Va € Z ist a - 2 # 1 (2 hat kein Inverses).

(c) Ist (A, +,-) ein Ring, so heifit A* = {a € A|Fb € Amita-b=">b-a =1} die
Einheitengruppe von A.

(d) (A,+,-) heifit Korper, falls A kommutativer Ring, 1 # 0 und A* = A\ {0}.

(e) a € A heifit Nullteiler, falls a # 0 und 3b € A,b# 0 mit a-b= 0.

Ein kommutativer Ring ohne Nullteiler heifit Integrititsbereich.

(f) Sind A und B Ringe so heifit eine Abbildung ¢ : A — B ein Ringhomo-
morphismus < ¢(a1 + a2) = p(a1) + ¢(az) VYai,ay € A und (b - by) =
©(by) - p(ba) Vb1, by € A sowie ¢(1) = 1.

Ein Ringhomomorphismus heifit Isomorphismus, falls er bijektiv ist. Dann ist
A= B (A und B sind isomorph).

(g) Eine Teilmenge I C A heifit Ideal (I < A) :& (I,+) < (A,+) (Untergruppe)
undVae A,ielista-ielundi-a€ l.

Beispiel (Einheitengruppe) o Z*={1,-1}

o (K[X])" =K*"={(ap,0,...,0) | ap € K*}
Beispiel (Korper) C, R, Q = {%|a,b € Z,b#0}. Fy={0,1} mit 1 +1 = 0.
Fy = {1} = F2\{0}.

Beispiel (Integrititsbereich) o 7 ist Integritédtsbereich

o K Korper = K ist Integritétsbereich:
a,be K\{0},a-b=0=b=1-b=a'-a-b=a"'-0=0 Widerspruch zu
b # 0.

o K Korper = K[X| Integrititsbereich:
(ag, a1,y ..., ap,0,...,0) « (bo,b1,..., 0, 0,...,0) = (co,C1y--+,Cnim,0,...,0)
mit Cepm = ay - by, # 0 falls a,, # 0 # by,. Definiert man fiir a € K[X],a # 0
den Grad Grad(a) = deg(a) := max{n € Nla, # 0} dann gilt Grad(a - b) =
Grad(a) + Grad(b).
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Beispiel (Ringhomomorphismus) V sei K-Vektorraum der Dimension n. End(V) =
{f : V — V|fist K-linear} ist ein Ring: (f + g)(v) = f(v) + g(v), (f - g)(v) =
f) - g(v).

Ist B = (vy,...,v,) eine Basis von V so ist Mp : End(V) — K™ : f+ Mpg(f) ein
Ringhomomorphismus (Ergmdoglicht das Rechnen in End(V)).

Definition Ist A ein kommutativer Ring, n € A so ist

(n):=n-A:={n-ala € A} QA das von n erzeugte Hauptideal.
Beweis. (n) < (A,+) denn 0 € (n) und fiir n-a und n - b aus (n) gilt:
=n-a+n-b=n(a+b) € (n)
n-a—n-b=n-(a—>b) € (n)
Ist jetzt a € A, n-b e (n) =a-(n-b) =n(a-b) € [und (n-b)-a=n-(b-a) e l. O

Beispiel e A=7Z,neZl
(n)=nZ={n-ala € Z} IZ (Menge aller durch n teilbaren Zahlen).

e v : A — B Ringhomomorphismus = Kern(y) = {a € A|p(a) =0} < A.

Beweis. Kern(yp) < (A, +) als Kern eines Gruppenhomomorphismus ¢ : (A, +) —
(B,+).

Sind i € Kern(y) und a € A so sind auch a -7 und i - a in Kern(y):

ola-i) =p(a) - p(i) =¢(a)-0=0=a-i € Kern(p)

w(i-a)=pi) -pla) =0-p(a) =0=1i-a € Kern(p) O

¥
¥
(8.2) Bemerkung (a) I <A JJIA=INJJA

b) ISAmit INA*£0=I=A

Beweis. Sei a € I N A*, b € A beliebig. Zu zeigen: b € I.

b=b-1=0b-a') - _a €I O
—_——
cA cl
Restklassenringe

(8.3) Bemerkung Sei R Ring, (I,+) < (R, +).

Dann operiert die Gruppe I auf der Menge R durch I x R — R, (i,7) +— i+ r.

R ist disjunkte Vereinigung von Bahnen. Bahn vonr € R =r+1 = {r+ili € [} =:
[z

Fiir a,b € R gilt: a,b liegen in der selben Bahn < [a]; = [b; @ a+ [ =b+1 &
a—bel.

Bahnengleichheit definiert eine Aquivalenzrelation auf R: a =; b < [a]; = [b]; &
a—0bel R/I:={[ala € R} = R/=, Menge der Aquivalenzklassen.
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Errinerung: M Menge, ~ heiBt Aquivalenzrelation auf M falls Yz, y, z € M:
(i) symmetrisch: © ~y < x ~y
(ii) reflexiv: x ~ z
(iii) transitiv: x ~y,y ~z=1x~ 2
Beispiel e ,=“ Gleichheit ist Aquivalenzrelation.

e Bildgleichheit ist Aquivalenzrelation: Sei f: M — N. ~ ¥ Aquivalenzrelation,
a ~¢ b fla) = f(b). Aquivalenzklassen: Fasern von f = {f~'({n})|n €
Bild(f)}.

(8.4) Satz Sei R (kommutativer) Ring, I/ < R Ideal.
= R/I ist Ring mit [a|; + [b]; = [a + b]; und [a]; - [b]; = [a - b];. R/I heifit
Restklassenring.

Beweis. Zu zeigen: R/I ist Ring.
Ringgesetze (Assoziativititsgesetz, Kommutitativitatsgesetz, Distributivgesetz, ... )
folgen direkt aus denen von R.
Wesentlich hier: Wohldefiniertheit von 4+ und -: also Unabhéngigkeit von der Wahl
der Vertreter a € [a],b € [b]:
Sei a,d’ € [a],b,1 € [b]. Zu zeigen: [a+b] = [a' + V] und [a - b] = [’ - V).
a,d' €la] < a—d € Tund bt € [b] & b—V € 1. Zu zeigen: (a+b) — (' +V) € I,
(a-b)—(a-V) el
(a+b)—(d+V)=(a—d)+(b-V)eIda(I,+) Gruppe.

——

I I
€ €
. _ /./: 4. !/, _ A /: _ /' /. N
(a-b)—(d-V)=(a—d)-b+d -b—ad - V=(a—d)-_b +_d -(b—V)dal<R.
el €R €R el

N J/
TV TV

el el
Summe wieder in [ da (I,+) Gruppe. O

Beispiel R =7Z. I =27 = (2) = {Menge der geraden Zahlen}.
R/T = {[0]5, [1]2}

[0]; = {geraden Zahlen} = (2) =: g, [1]o = {ungeraden Zahlen} =: u
g-u=g,gtu=uut+u=g.

Beispiel n € N. Z /nZ = {[0],, [1]n,- .., [n — 1]} ist ein Ring.
n=6: 2] [4]¢ = [8]¢ = [2 + 6]¢ = [2]6

[8]6 - [-2]6 = [-16]6 = [2 4+ (=3) - 6]6 = [2]6
(16 + [4]6 = [5]¢ = [~1]6¢ = —[1]6, denn [1]¢ + [~1]s = [0]e.

Z /67 ist kein Integritatsbereich: [2]g - [3]¢ = [6]¢ = 0. [2], [4]6, [3]¢ sind Nullteiler.
(Z /6 Z)* = {[1]s,[5]6} (Element # 0 die keine Nullteiler sind). [5]5 = [5]¢ denn
[5]6 - [5le = [25]6 = [1]6 = 1.



8 Ringe und Ideale 35

Beispiel Sei p(z) = X?+1€eR[X]. [ = (X?+1) <R[X].

A = R[X]/I = R[X]/(X? + 1) ist ein Restklassenring. Rechne: [X]|7 = [X?], =

(X2 — (X% + Dlp = [-1], = =1, = -1

Die Abbildung: A — C,[az +b], — a-i+b (i* = —1) ist ein Ringhomomorphismus.
Weitere Moglichkeiten in A zu rechnen:

A ist 2-dimensionaler R-Vektorraum mit Basis [X],, [1],. a,b € R, a[X], + b[1], =

[aX + b],.

0 —1 1 0
R-Vektorraum-Homomorphismus: A — R**? [X] (1 0 ) 1] - (0 1) ist

—a

a b

(8.5) Bemerkung (a) Sei K ein Korper, (A, +,-) ein Ring. Ist K Teilring von A
mit s-a=a-sVs € K,a € A so heifit A eine K-Algebra.
A wird zu einem K-Vektorraum durch + als Vektorraum-Addition und K x A —
A, (s,a) — s - a als skalare Multiplikation.

Ringhomomorphismus (injektiv). a[X] + b[1] = [aX + )], —

(b) Ist A eine K-Algebra und ist I <t A(I # A) so ist auch A/I eine K-Algebra.
(K — A/I,s+— s+ 1 =[s]; ist injektiver Ringhomomorphismus, denn K N1 =
{0} da K\ {0} C A* und daher K \ {0} N1 = 0[82)b).)

Beispiel K[X] ist eine K-Algebra (1, X, X? X3 ...) ist K-Basis von K[X].

Beispiel R[X]/(X?+ 1) ist eine R-Algebra.

Beispiel Sei K ein Korper, p(z) = X"+ a, 1 X" ' 4+ -+ +ap € K[X].
K[X]/(p(z)) = {[q(x)],lq € K[X]} ist K-Algebra, Basis: B = ([1], [X], [X?],...,[X"1]).
Nachrechnen: B ist linear unabhéngig:
Seien cp,c1,...,0h—1 € K mit ¢o[l] + 1[X] + -+ + ¢ [X"7] = 0 = [0], d.h.
[co+ 1 X+ + e X", = [0],
SctoaX -+t 1 X" e (p)
SIgeK X mitp-g=cy+a X+ +c, 1 X" =r(X).
Ist ¢ # 0 so gilt: Grad(p - q) = Grad(p) + Grad(q) = n + Grad(q) > n. Grad(r) =
Grad(co+ a1 X +...c, 1 X" 1) <n—1<noderr=0.
Also gilt r = 0dh. g+ X+ +c, 1 X" =0€ K[X]. (1,X,X?,...) ist
K-Basis von K[X] also folgt co =¢; =+ =c¢,_1 = 0.
Erzeugendensystem:
Sei q(z) = by + WX + -+ 4+ b, X" € K[X]. Zu zeigen: Jcyg,...,cp—1 € K mit
[9(2)]p = coll], + er[X]p + -+ ot [X" Ty = [co + a1 X 4+ + 1 X,
Angenommen dies gilt nicht, dann sei ¢(X) € K[X] so ein Polynom minimalen Gra-
des = Grad(q) =: m > n = Grad(p) (sonst wihle ¢; = b;Vi).
Sei (z) = a(X) — b, X" "p(X) = [¢l, = [¢], und Grad(q) < m — 1 < Grad(g).
Dann nach Minimalannahme: [q], €< [1],,...,[ X", >k = [¢], = [¢], Wider-
spruch!
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(8.6) Beispiel Sei p(z) =ag+ a1 X + -+ +a,1 X" ' + X" € K[X], Kérper.
A = K[X]/(p(z)): Dann ist A eine K-Algebra und B = ([1],[X],...,[X"1]) ist
K-Basisvon A. a € A= m,: A— A:bw a-bist K-linear. a- (s1by + s2b9) =
s1aby 4 sqaby Vs1, 89 € K, by, by € A.

Matrix von m, beziiglich Basis B?
a=[X],: [X], [X],=[X"],Vie{0,1,...,n—1} (X°:=1).

o o0 --- 0 O

1 0 . . 0O
Mp(mix) =10 1

: 0 O

0 O

= [—ao — CL1X — — an,lX”_l]
= —ag — a1[X], — o[ X?], — - = ap 1 [X 7Y,
n—1
Mp(mx),) = Begleitmatrix des Polynoms p. Matrix von m, a = Zaj [X7], ist
=0

k—1
Mp(mq) =Y a;MJ, m, € End(A) = K™,
§=0

f +— Mg(f) = Die Abbildung A — K™*" a — Mpg(m,) ist injektiver Ringhomo-
morphismus d.h. Rechnen in A iibertragt sich zur Matrixrechnung in ®(A) € K™ ™.
®: Ringhomomorphismus: da p(M,) = 0, injektiv: da p = Minimalpolynom p, =
kleinstes Polynom mit dieser Eigenschaft (Details: Ubung).

9 Euklidische Ringe

(9.1) Definition Ein Integritdtsbereich (kommutativer Ring ohne Nullteiler) heifit
Euklidischer Ring genau dann, wenn es eine Abbildung 6 : R\ {0} — N gibt mit
der folgenden Eigenschaft:
Fiir jedes a € Rund b € R\ {0} gibt es ¢,7 € R mit r = 0 oder §(r) < 6(b), sodass
a=b-q+r.

. : - . a a>0
Beispiel (a) Z ist Euklidischer Ring. ¢ : Z — N,d(a) = |a| = { .

—a a<0

(b) K Korper, dann ist K[X]| Euklidischer Ring, ¢ : K[X] — N, d(p) = Grad(p).
(9.2) Definition Sei R ein Integritétsbereich.

(a) Fiir a,b € R sagen wir a|b (a teilt b) genau dann, wenn ein ¢ € R existiert mit

b=ua-c.
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(b) Sind a,b € R\ {0} so heiBt d := ggT(a,b) € R ein grifster gemeinsamer Teiler

von a und b genau dann, wenn d|a und d|b und Ve € R mit ¢|a und ¢|b folgt c|d.

(c) Sind a,b € R\ {0} so heiit k := kgV(a,b) € R ein kleinstes gemeinsames
Vielfaches von a und b genau dann, wenn alk und b|k und Ve € R mit a|c und
blc gilt klc.

(9.3) Bemerkung Gibt es ein g = ggT(a,b) so ist {d|d = ggT(a,b)} = g R*.

Beweis. Sei g = ggT(a,b) und d = ggT(a,b).
= g|dund dlg, dh. Iz, y e Rmitd=g¢g-x,g=d-y.
Zu zeigen: x € R*.
g=d-y=g-z-ydh. g-(1—2-y)=0. R Nullteilerfrei also g = 0 (Widerspruch,
Teiler sind # 0) oder z € R*. O

(9.4) Satz In einem Euklidischen Ring R gibt es ggT und kgV.
Genauer konstruiert der folgende Algorithmus zu gegebenen a,b € R\ {0} ein

g,x,y € Rmit g = ax + by = ggT(a,b). (Ubung: kgV(a,b) = ————
(a.0). ( (@0 = )

Euklidischer Algorithmus

Idee: Schreibe a = bg + 1 (§(r) < (b)). Dann ist ggT(a,b) = ggT(b,r).

Denn: c|a und ¢|b < ¢|b und c|r = a — bq.

Algorithmus
a=bqy+ 1 mit 7 = 0 oder d(rq) < §(b)
b=riq + 79 mit ro = 0 oder §(ry) < §(rq)
1 ="Toqs+ T3 mit r3 = 0 oder §(r3) < §(rz)

Tn—2 = Tn-1qn—1 T Tn

T'n—1 = Tndn

Konstruierte Folge von Resten r; mit d(b) > d(ry) > d(re) > -+ > 0(rp-1) >
0(r) > ... Echt absteigende Kette natiirlicher Zahlen. Diese ist endlich. D.h. 3n
mit 7,1 = 0 und r, # 0.

Behauptung: r, = ggT(a,b)

Denn: r, = ggT(rn_1,7n) Idee geT(ry_o,rn_1) = -+ = ggT(r1,m2) = ggT(b, 1) =
ggT(a,b).
Alternativ:

(1) g = teilt a und g teilt b denn:
glrn und g|r,—1 < g|rp—1 und g,—2 < ... < gla und glb.
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(2) 3z,y € Rmit g =ax +by. Esist r; =10 —1;_1¢;_1.

g="Tn="Tn-2 " Tp-1qn-1
= T2 — (Tn-3 = "'n—2Gn—2)Gn—1
=Tp2(l + @n2Gn-1) = Tn-3Gn1
= (Th-a = Tn-3Gn-—3)(1 + Gn-2Gn-1) — Tn-3Gn—1
= ... =az+by

(1) + (2) = g = ggT(a,b). Sei dazu d € R, d|a und d|b = d|ax + by (Vx,y € R),
also auch d|g.

Beispiel ggT(31,399)

91 =0-399+91
399 =4-91+ 35

91=2-35+421
35=1-21+14
21=1-14+7
14=2-740

= 7 =ggT(91,399)

7=21—14=21— (35— 21)
=2.21-35=2-(91—2-35) — 35
= (=5)-354+2-91=(=5)-(399 —4-91) + 291
=22-91—5-399

(9.5) Satz Sei R ein Euklidischer Ring und f € R. Dann ist die Einheitengruppe
(R/(f))* = {lalfla € R,ggT(a, f) = 1}. Sind z,y € R mit ax + fy = 1 so ist
a7 = [2]5.

Beweis. ,0“ Sei a € R mit ggT(a, f) = 1. Dann gibt es z,y € R mit 1 = ax + fy.
= laly - [z]y =la-a]p = [1— fyly = [y — [fyly=1-0=0.

»C“ Sei umgekehrt [a]; € (R/(f))* dann gibt es b € R mit [a]; - [b]f = [1]; d.h.
[a- 0] = 1]y
=ab—-1€(l)=f-R={f-yly€ R} dh. Jy € Rmit ab—1 = fy =
ab+ (—y)f =1 d.h. 1 hat die Eigenschaft (2) aus Beweis[(9.4)] AuBerdem 1|a
und 1|f = 1 = ggT(a, f).
L
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Beispiel (Z /6Z)" = (Z /(6)) = {[1],[5]}. Es gilt [5s - [5]s = [25]6 = [1]s dL.h.
5]6" = [5)s-

(9.6) Folgerung |Z /N Z |* = ¢(N) (Eulersche p-Funktion: ¢(N) := |{d € {0,..., N—
1} ggT(d, N) =1}|). Denn (Z /NZ)* = {[d]n|d € {0,...,N — 1},ggT(d,N) = 1}.

(9.7) Folgerung p € N Primzahl (d.h. p > 1 und falls p = a-b mit a,b € Z, a > 0
so gilt @ = 1 oder b = 1). Dann ist Z /pZ =: F, ein Korper. (Errinerung: Ein
Korper ist ein kommutativer Ring R mit R* = R\ {0}.)

Beweis. 7 /pZ ist kommutativer Ring. Zu zeigen: (Z /pZ)* = Z /pZ\{0}.
[a], € Z /pZ ist invertierbar < ggT(a,p) =1 < p fa * Prigeahl la], # [0], O

(9.8) Folgerung K Korper, p(X) € K[X] irreduzibel (d.h. Grad(p) > 0 und falls
p=a-bmit a,b € K[X] so gilt Grad(a) = 0 oder Grad(b) = 0).
Dann ist K[X]/p(X)K[X] ein Korper.

Beweis. Wie bei |(9.7)| oder:
R := K[X]/(p(X)) ist kommutativer Ring.
[a](p(x)) ist invertierbar (a € K[X]) & ggT(a,p(X)) =1
da p(X) irreduzibel
e p(X) fa < [a]pe) # 0.
= R*= R\ {0} d.h. R ist Korper. O

Beispiel K =Fy =Z /27 = {[0]s, [1]2} = {0,1}, p(X) = X? + X + 1 € K[X] ist
irreduzibel (da p(1) = 1 = p(0), also hat p keinen Teiler vom Grad 1).

= F, :=Fy[X]/(X?+ X + 1) ist Korper.

Fo-Basis von Fa: ([1](x24x41), [X](x24x41))

Sei w 1= [X]|(x24x+41) € F4. Fo-Basis von Fy: (1,w).

Fy={0,1,w,w+1}, Ff ={l,w,w+ 1 = w?}

Es gilt [X]%X2+X+1)+[X](X2+X+1)+[1](X2+X+1) =W twtl = [XP+ X+ (x20x41) =
[0](X2+X+1) = 0, also w2 =—w-—1 da _1::1 o 2 w+ 1.

F; =<w>={uw'i € Z} = {w,w? w* = 1}.

w3 =1: Dain Fyt] gilt t* — 1 = (t — 1)(¢* + ¢ + 1) oder:

[X]?XQ-i-X-‘,-l) = [1](X2+X+1) = X3 —1 - (X2 + X + 1) . FQ[X] Dies gllt, da
(X -D(X?+X+1)=X3-1.

(9.9) Definition Eine Gruppe G heifit zyklisch falls es ein g € G gibt mit G =<
g>={glieZy={¢"=1,9,97".¢%...}.
Beispiel o (Z,+) ist zyklisch: (Z,+) =<1>={0,1,-1,2=1+1,-2,...}.

e Bezeichnung: G =< g > zyklisch und |G| = N < oo so heift G = Cy (die

bis auf Isomorphie eindeutige zyklische Gruppe der Ordnung N, engl.: cyclic
group of order N).
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o [y =(j5
(9.10) Satz Sei K ein endlicher Korper. N := |K|—1 = |K*|. Dann ist K* = Cy.
Beweis. Setze G = K*, Dann ist GG eine endliche Gruppe.

Wir wollen zeigen, dass ein g € G existiert mit | < g > | = |G| = N.

Wir wissen:
egelG=|<g>|teilt Nund |[<g>|=N& G=<g>.
e NeN= Z(p(d) = N (Ubungsaufgabe 20(3)).
dN

Zu zeigen: Fiir jeden Teiler d von N hat G genau ¢(d) Elemente der Ordnung d.
Insbesondere hat G genau p(N) > 1 Elemente g der Ordnung N (denn < g >= G).
P(d) :={a € K*|ord(a) = d}.
Es gilt K* = G = [H¢(d) also N = |G| =) " [v(d)|.

d|N dIN
Ist a € ¥(d) so ist a Nullstelle von X¢ — 1 € K[X] (a? = 1). Dieses Polynom hat
héchstens d verschiedene Nullstellen in K, d.h. {z € K|z?=1}= <a>

hat d Elemente
{Elemente der Ordnung d in < a >} = {a'|]l1 < i < d—1,ggT(i,d) = 1} denn

ord(a’) = #ggm. Das sind genau ¢(d) Elemente.

= |[Y(d)| = ¢(d) = |Y(N)| = ¢(N) d.h. es gibt genau ¢(N) Erzeuger von K* (das
sind g € K* mit < g >= K*).
©(N)#0 = K* =< g > zyklisch. O

Beispiel p =7, F; = Z /7Z. Nach Satz|(9.10)|ist F> = Cs.

2:=[2]; € F7. Ist < 2 >=TF%?
22— 4 2% =2.4=8=1(inF), also | <2 >=|{1 =20,2,22 = 4}| = 3, d.h.
<2>#T7.

3:=[3]; € F7. Ist < 3 >=TF37
32=9=23=3.-2=6,3"=6-3=4,3=4-3=5,3>=5-3=15=1. D.h.
<3>=1{1,3,2,6,4,5} = F%.

Definition a € K* mit < a >= K* heifit primitives Element von K.

Beispiel (Z /pZ)* = C,—

10 Der chinesische Restsatz

(10.1) Definition Sei R Ring, I; < R und o < R heiflen teilerfremd <= R =
[1"‘[2 = {CL—Fb’aE Il,be Ig}

Beispiel R Euklidischer Ring, I1 = (a1) und Iy = (as) teilerfremd < ggT(ay, a2) =
1.
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(10.2) Definition (a) Sind R, S Ringe so ist R x S = {(r,s)|r € R,s € S} wieder
ein Ring mit (ry, s1) o (r2,82) = (ry 0 re, 810 89) (0 € {+,-}) das sogenannte
ringdirekte Produkt.

(b) Sind G, H Gruppen, so heit Gx H = {(g,h)|g € G,h € H} das direkte Produkt.
(91, h1) - (92, h2) = (g1 - g2, h1 - ha)
|G x H| = |G| [H|
(g:0) = (97" h7Y), loxn = (1, 1n)
Ist | <g>|=a,|<h>|=bsoist | <g,h>|=kgV(a,b).

Beispiel (ringdirektes Produkt) Orxs = (0g,0s), 1lrxs = (1g, 1s)
(RxS)*=R*xS*={(r,s)|r € R*,s € S*}

(10.3) Satz (chinesischer Restsatz) (a) Seien Iy, I teilerfremde Ideale in R. Dann
ist die Abbildung

) R/(Il N IQ) — R/Il X R/]Q

[T]Ilﬂfz = ([7“][1, [T]12>
ein Ringisomorphismus.

(b) Seien Iy, ..., I} paarweise teilerfremde Ideale in R (d.h. [; + I; = R Vi # j).

Dann ist

e:R/(LiN---NIy)— R/I{ X -+ x R/}

rlnaenn = ([l - )
ein Ringisomorphismus.

Beweis. (a) ¢ wohldefiniert:
"l e = [Slhan ©r—se LN
[rl, =[s]lp, &r—sel;
"l =[s]lp & r—sel
r—selhinNlh=r—selundr—sel.

Ringhomomorphismus: v'(vertreterweise rechnen)

injektiv: @([rlnnn) = ¢([slnnn) < (Mn, [rln) = (8, [slR)

< [rl, =[s]l, und [r], = [s], dh. r—s€ L und r — s € L.
Sr—selinl, & [7‘]]1012 = [S]Ilﬁ12~

surjektiv: Hier wird I; + I = R benétigt. Schreibe 1 = ay + ao mit a; € I3,
o € [2. Sei ([T][l, [5]12) € R/Il X R/IQ

Wir suchen ein Urbild:

([T]IN [3]12) = ([T]h’ [T]Iz) : (1’()) + ([8]117 [S]I2> : (071) = @([T]Ilﬁb) : (170) +
e([slnnr) - (0,1)
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Es geniigt also ein Urbild von (1,0) bzw. (0,1) zu finden.

o(la1]nnn) = ([a1]r,[a1]n) = (0,1) da a1 € I ist [a1];, = 0 und wegen
a; =1 — ap mit ay € I, folgt [a;]r, = 1.

Ebenso ¢([as]r,nr,) = (1,0).

o([r-az+s-ailnnr) = ([rln, [s]e)

(b) Ubung

Beispiel R =17, I, = (2), I, = (3).
LZ|6L=T]2ZXZ/|3L.

Anders gesagt: m,l € Z, ggT(m,l) = 1, so ist a € Z mod m - | bekannt sobald

a mod m und ¢ mod [ bekannt ist.

Beispiel a =5, b =7, gesucht: n € {0,...,34} mit n =5 2 und n =; 3.

Ubersetzt: Z /(35) 2 Z /(5) x Z/(7), ¢ : [r]ss — ([r]5,[r]7), gesucht: Urbild von
(12]5, [3]7)-

Beweis von sagt: Schreibe 1 = ay + ag mit a1 = bz, as = Ty = p([2a2 +
3a1]35) = ([2]s, [3]7).

Euklidischer Algorithmus: 7=5+2,5=2-241=1=5-2-2=5-2-(7—5) =
3-5—2-7 (ebenso gut: Raten) = z =3, y = —2.
2-(=2-.7 )+3-( 3 -0 )=37+10=17

T a

Y b
17=52und 17 =7 3
Allgemeine Formel: —14s + 15t =5 s =7 t

(10.4) Folgerung N = pr mit p; Primzahlen = Z /NZ = Z [p{* Z X - -+ x
i=2
Z/p”SZ und (Z/NZ)* = (Z/p*Z)" x --- x (Z /p? Z)*. Insbesondere p(N) =

gso Hp pi — 1).

Beweis. Es geniigt |(Z /p"Z)*| = p"~!(p — 1) fiir Primzahlen p zu zeigen.
Z[p" Z = {0, Apr, - [p" = Lpn}
#{la],» mit ggT(a,p") =1}
=|Z/p"Z] = [{lp- alprla € Z}]
=pt—p"t=(p-1)p! O
(10.5) Folgerung p,q Primzahlen, N =p-q, p # q.

Z/INLZ=Z |pZ X7 /qZ
(Z/NZ) = (Z/pZ) x(Z/qZ) = Cp1 X Cya
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(10.6) Folgerung Allgemein gilt fiir eine Primzahl p

p>2= Z/pn Z)* = Cpn—l(p_l)
Z[2"7)* = Cy x Con—2 firn >3
7 /47) = C,

7. )272) = {1} =,

p=2=

o~ o~ o~ o~

11 Kryptographie: das RSA Verfahren

Ziel: Sender sendet Daten an Empfanger tiber eine unsichere Leitung (mit Lauschern
oder auch Personen die falsche Daten einschleusen).
Zur verschliisselten Dateniibertragung gibt es zwei wesentliche verschiedene Ansétze:
(S) Secret Key Kryptographie

Sender und Empfanger einigen sich auf einen geheimen Schliissel mit dem
die Nachricht verschliisselt und nachher auch entschliisselt wird. (Beispiel:

Enigma im zweiten Weltkrieg)

Probleme:

— Schliisselaustausch
— Schliisselgeheimhaltung
— Anzahl der Schliissel

Wollen 1000 Teilnehmer paarweise sicher kommunizieren, so braucht jeder

1000
999 Schliissel. Insgesamt ( 5 ) ~ 500.000 Schliissel.

(P) Public Key Kryptographie

Empfinger macht Schliissel 6ffentlich mit dem man verschliisseln aber nicht

entschliisseln kann.

Vorteil:

— keine geheime Absprache notig

— jeder braucht sich nur einen Schliissel (den eigenen Entschliisselungs-

schliissel) geheim zu merken

— kleinere Anzahl von Schliisseln: pro Teilnehmer einer
Nachteil: Schliissel lénger als bei Secret Key Kryptographie

In der Praxis wird ein Hybridverfahren eingesetzt. Ein geheimer Schliissel wird
mit der public key Methode iibertragen und dann die Nachricht mit diesem Schliissel
mit secret key Kryptographie verschliisselt.

Das RSA-Verfahren: (Rivest, Shamir, Adleman, 1977)
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(11.1) Errinerung Sind p,q Primzahlen mit p # ¢ und sei m = p - ¢. Dann ist
Z/mZ = Z/prZ/qZund(Z/mZ) -1 X Cy_1.
Also ist a € N mit a =(,_1yg-1) 1 so gilt Vo € Z mit ggT(z,m) = 1: 2° =, =.

(11.2) Definition (Public Key Kryptosystem) Ein PKK mit Authentifikation be-
steht aus einer Menge von Teilnehmern {E, S, . .. }, einer Nachrichtenmenge N/, einer
offentlich bekannten Hashfunktion H : N' — N, sowie einer bekannten 6ffentlichen
Funktion f, : N' — N fiir alle Teilnehmer . Jeder Teilnehmer ¢ kennt sein f;*
(geheim).

Verfahren: Will S an E die Nachricht N senden, so berechnet S X = fg(N)
und Y = fu(fs'(H(N)) und schickt dies an E.
E entschliisselt N = f;'(X) und verifiziert, dass N unverfilscht von S stammt
durch Test ob H(N) = fs(f5'(Y)) ist.

(11.3) (RSA Verfahren) Ubereinkunft: a( mod m) € {0,...,m — 1} mit [a(

mod m)l,, = [a]m-

Verfahren: Empfiinger £ wiihlt (kauft) 2 groe Primzahlen p und ¢ (p, ¢ ~ 10'%)
und eine Zahl v € N mit ggT (v, (p — 1)(¢ — 1)) = 1 und bestimmt e € N mit
v-e=1( mod (p—1)(¢g—1)). m:=p-q.

Offentlich: (m,v)
Geheim: ¢

Verschliisseln' N =N. S will N € N an FE schicken. Berechne zuerst N =

Z”z m' mit n; € {0,.. — 1} und fe(N) = (fe(no), ..., fe(na)).
Fur n € {0,.. — 1} ist fr(n) = n’( mod m).

Empfinger bekommt a € {0,...,m—1} mit a =, n” und berechnet a®( mod m) L)
n. Es geniigt zu zeigen a¢ =, n € {0,...,m — 1}. Es ist a® =, (n")* =,

nv¢ =,, n nach dav-e=@p_1)g-n= 1 (nur richtig, falls ggT(m,n) =1,
sonst Fehler; ggT(m,n) € {p, ¢} unwahrscheinlich).

Beispiel Empfianger F, Sender S

pzll,q:17,m:p-q=187
p—1(¢g—1)+1=7-23
offentlich: m =187, v =7
geheim: e = 23

n = 3 soll an £ gesendet werden.
n’ =37 = 2187 = 11- 187 + 130
= v(n) =130
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130 =130 mod 187
23 =204224+2+1

130 =130 mod 187
1302 =130-130 =70 mod 187
130* =70-70 =38 mod 187
1308 =38-38 =135 mod 187
1306 =135-135 = 86 mod 187

= 130 =130"-130%-130%-130' mod 187
=130-70-38 - 86 mod 187

=3 mod 187

Sicherheit von RSA
Berechnung von e ist dquivalent zur Faktorisierung m = p- ¢ (es wird angenommen,
dass dies schwer ist; es ist kein schnelles Verfahren bekannt).

Man weifl nicht, ob das Entschliisseln einer Nachricht iiber v-tes Wurzelziehen
in (Z /mZ)* (n® bekannt = n = v/n¥) genauso schwierig ist, wie die Faktorisierung

von m.

Kosten fiir das Potenzieren in Z /m Z: log,(v) + log,(e).

12 Endliche Korper
(12.1) Satz Sei K ein endlicher Korper.

(i) Es gibt einn € Nyy mitn-1g =1+ -+ 1 = 0.
= —_——
(ii) Char(K) := min{n € N|n > 1,n - 1x = 0} ist eine Primzahl und heifit die
Charakteristik von K.

(iii) Sei p := Char(K). Dann ist K eine F,-Algebra. Genauer ist der von 1x
erzeugte Teilring isomorph zu F, = Z /pZ = {[0],, [1],,...,[p — 1],}. K ist
F,-Vektorraum. Ist f := Dimg, (K) so ist |K| = p/.

(iv) K7 = (K\{0},-) = Cpry

(v) Ist a € K soist a?’ =a. X?' — X = H(X—a) € K[X].
acK

Beweis. (1) 1gx € K, 1x+1g+---+1x +...,1x € K. |K] endlich = es existieren
—_——

nmeNn<mmitm-lxg=n-1lxg = (m—n)-1lxg =0, m—n>1.
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(ii) Sei m € N, n > 1 minimal mit n- 1x = 0. Dann ist n > 1, denn 1x # Og.

7 zeigen: n ist eine Primzahl.

Sei dazu a,b € Nmit n =a-b. Dann (a-0)-1xg =0< (a-1k)-(b-1g) =0

K nullteilerfrei
=

a-1lg =0 oder b- 1k, n war minimal = a = n (und b = 1) oder
b=mn (und a = 1), d.h. n ist Primzahl.

(i) Sei M ={0,1x,1x + 1 = 2,...,p— 1} C K. M ist abgeschlossen unter +
und -, also ein Teilring.

¢ :F, — M,[a] — -1x € M ist Ringisomorphismus.
(iv) war Satz|(9.10)|

(v) Folgt aus (iv): K = K*U{0}. a € K: a = 0, dann ist a”’ = 0 = a oder

a€ K* dannist @ "' =1 & o =a.

In K liegen damit p/ verschiedene Nullstellen von X X, Polynom vom Grad
p’ hat hochstens p/ verschiedene Nullstellen = X7 — X = [Lex(X —a).
O

(12.2) Lemma Sei g(X) € F,[X] irreduzibel und normiert vom Grad f (d.h.
g(X) =X/ +a, X7V + ...+ ay). Dann gilt g(X) teilt X?' — X.

Beweis. Sei K = F,[X]/(g(X)). Dann ist K ein Korper (da g irreduzibel) und
K| =p" (([1],,[X]g---,[X77Y,) ist F,-Basis von K).

Nach gilt daher a”’ = q fiir alle a € K.

Insbesondere ist [X}’;f = [X], & [X]”' - [X]=[0], & [X* - X],=[0],

& XP — X e(g), (9) ={g-hlh € Fy[X]} dh. g teilt X' — X O

(12.3) Satz Sei K ein endlicher Korper, | K| = p/ mit p = Char(K). Sei g € F,[X]
irreduzibel und normiert. Dann ist K = F,[X]/(g) =: F.
Insbesondere sind je zwei Kérper mit p/ Elementen isomorph. IF,s bezeichne den bis

auf Isomorphie eindeutig bestimmten Kérper mit p/ Elementen; F,; = F,[X]/(g).

Beweis. ,Konstruktion® Isomorphismus ¢ : F' — K. In K gilt o —a=0VaeK.
X —x = [[(X —a) € K[x]. X7 - X8 ) e 7 [x] € K[X] (da F, € K)

aeK
f

d.h. es existieren ay,...,a; € K mit g = H(X —a;). Seia:=a; € K, g(a) = 0.

=1

f—1 f—1
Die Abbildung @, : F,[X]/(g(X)) = K.Y a;[X]; = Y oua’ Vay,...,ap_ €
=0 =0

[F, ist ein Ringhomomorphismus (Wohldeﬁnierjc da g(a) = 0).
©. ist injektiv da Kern(p,) = {0} (Kern(p,) < F, F Korper also sind alle Ideale in
F entweder {0} oder F').
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Fact: ¢ : G — H Gruppenhomomorphismus, Kern(¢)) = {1} so ist ¢ injektiv,
denn sonst gibt es g1 # ¢-2 € G mit ¥(g1) = ¥(g2) = P(1ga ) = V(G )P(g2) " =1
also g1 - g, € Kern(¥) = {1} = gi9; " =1 = g1 = ¢o.

Fact anwenden auf die Gruppen (F,+), (K, +) und ¢, also Gruppenhomomor-
phismus auffasen = ¢, surjektiv da |F| = |K]|. O

(12.4) Satz Fiir alle f € N3y und alle Primzahlen p gibt es ein irreduzibles nor-
miertes Polynom g € F,[X] mit Grad(g) = f. Insbesondere gibt es zu jeder Prim-
zahlpotenz p/ genau einen Kérper (F,[X]/(g(x))) mit p/ Elementen.

Beweis. Ubung 8 [

(12.5) Beispiel Fig = Fo[X|/(X* + X + 1), v := [X]xa1x41) € Fig so gilt v* +
v+ 1 =0 (alles andere folgt daraus). Fy-Basis von Fig: (1,7,72%,93). 75 =291 =
Y(y+1) =7 +7%

Darstellung als Koeffizientenspalten (oder Zeilen) beziiglich dieser Basis.

Addieren: leicht (1001) 4 (0011) = (1010), (1 +~3) + (42 ++°) = (1 ++?).
Multiplikation: schwierig.

Daher Ubergang zu sogenannten Zech-Logarithmen.

7 ist primitives Element (Primitivwurzel) von Fig d.h. Fjs =<y > d.h. Poten-
zen von v erzeugen den Fy-Vektorraum Fis (= (1,7,v%7?) ist eine Fo-Basis von
Fi6).

Potenzen von ¢ := 3 erzeugen auch Fy-Vektorraum Fyg.
1 = (1000),d = (0001),4% = (0011),6% = (0101) (% = 6% — &, v = 5% —9).
Jedoch ist § kein primitives Element, denn < § >=< 3 >= {1,6,4%, 83, 6*}. §° =
P =1da|Fig| = 15.

¢ := +° Erzeugen Potenzen von € Fg?
1 = (10000), € = (0110), €2 = (1110), € = (1000) = * = 1.
Der von € erzeugte Teilkérper von Fig hat 4 Elemente {0,1,¢,6* = ¢ + 1} = Fy[e] C
Fio. Fole] X Fy X Fy[X]/(X?+ X +1). € +e+1=0.

(12.6) Rechnen in endlichen Koérpern Zech-Logarithmus: K sei endlicher Korper.
K ={0} U K* = {0}U < o > « primitives Element in K.
<a>={a"=1,a,0? ... ,ozpf_Q} falls | K| = p/.
al i (i€f0,....,pf —2}),0 < %

Multiplikation einfach: o - af = o'*7 (Rechnen i - j = k mit k € {0,...,p/ — 2},
k=i+j( modp/ —1), x-i=x)

Addition: o +a? = a'(1 +a7%)
1+ a7 = a*U~9 (2 = Zech-Logarithmus)

ol + od = ot

Beispiel K =5, K* =<7 >, 7= [X]x11x11)
VH+H1l=14+1=0,7'+1=742+1=18 .. .:
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kolof1]2]s|4]5]6|7]s]o]10|11]12]13]14
ak) |« |4|8|1af1]10]13)9|2|7| 5 [12]11]6 3
710+77:77(1+73):77.743):77,714:721:76'
Platzbedarf: ~ |K| (nur fiir , kleine“ Korper).

(12.7) Satz Sei K = F,r und F, = {0,1,2,...,p — 1}. Dann ist K ein F-
Vektorraum (Dimension f) und Frob, : K — K, a + a? ist eine F,-lineare bijektive
Abbildung mit Frob,(a)-Frob,(b) = Frob,(a-b) (ein Kérperautomorphismus). Frob,

heiBt der Frobenius-Automorphismus von K (iiber F)).

Beweis. Klar: Frob,(a) - Frob,(b) = a? - b = (a - b)? = Frob,(a - b).
F,-Linearitdt: seien o, 8 € F, und a,b € K.
Zu zeigen: Frob,(a-a+ 3-b) = a - Frob,(a) + 3 - Frob,(b)
p

Binomische Formel: (a-a+ 3 - b)? = ; C)) (- 0y (3 - by
(1) ==y <

(Beachte: ne N, a€ KsoheiBt n-a=a+a+---+a=(n-1g)-a.)

n

(p) -1 =0falls 1 <7 < p—1denn dann teilt p den Zahler des Bruchs aber nicht
i

den Nenner d.h. p| (p) € N, also (p) =p-m (m € N).
i i

= (‘p)-1K—(p-m)-1K—(p-1K)-(m-1K)—O€K
] N——

= (aa + Bb)P = (aa)? + (Bb)P zoap - aP + BPOP
a,feF, = o =a, ﬁp:ﬁ(v)
= Frob, ist F)-linear.
Lineare Algebra: Frob, ist injektiv < Kern(Frob,) = {0}
< {a € K|a? =0} = {0} (richtig, da K nullteilerfrei)
= Frob, bijektiv, da |K| < oo. O

(12.8) Folgerung Sei a € F, s, h € F,[X] mit h(a) = 0. Dann gilt h(a?) =
h(Frob,(a)) = 0.

Beweis. h(a?) =  h(Froby,(a)) = Frobp(h(&))l = Frob,(0) =0 =0

N

Vv
Frob, ist Kp-Automorphismus und [y -linear

Ausfiihrlich: h(X) = ZaiXi mit «; € F,,. Frob,(h(a)) = (h(a))?.

1=0

(o P E S e = Y aula?) = hia). =
1=0 1=0 =0

Beispiel X% — X € F,[X]
XX =X(X+D)(X?+X+1)(X*+ X+ 1) (X + X34+ 1) (X 4+ X34+ X2+ X +1)
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v € Fi4 sei Nullstelle von X4+ X +1
= Froby(y) = 72, Froby(v?) = 4%, Froby(7?) = 4%, Froby(y8) = 46 = 7 sind Null-
stellen von X* + X + 1.

§ = ~3 ist Nullstelle von X* 4+ X? + X2+ X +1 (=
= 2,0, 6% = v** = 49 sind auch Nullstellen.
X4 XP £ X2 X 1= (X —8)(X — 62)(X — 6*)(X — &)

5

5 _
% 1 und > =1, # 1)

(12.9) Satz Sei K C F,; Teilkirper (= Teilring). Dann ist |[K| = p? mit d|f.
Umgekehrt hat F,; zu jedem d von f genau einen Teilkorper K C F,; mit |K| = e,
niimlich K = {a € F,s [a* = a}.

Beweis. (a) Sei K C F,; = K* <[, Untergruppe.
= |K*| = p® — 1 teilt |F}, | =p/ — 1.

Behauptung: (p? — 1) teilt (pf — 1) & d teilt f

F -1
Beweis: ,,=* b y mit Division mit Rest:
pd —
p=1=p = 1) +p -1
Pt = 1= 1)+ p 1

pPrt= 0 ! T T (" - )+ (T - 1)

Rest = 0 sobald n-d = f d.h. d|f = p —1|p/ — 1.

,<=" Zu zeigen: p? —1|pf —1 = d|f
Sei f > d minimal mit p? — 1|p/ — 1 aber d Jf. Esist (p/ —1) = p/~(p? — 1) +
(p'=% — 1) mit p? — 1|p/~¢ — 1 und d f(f — d). Widerspruch zur Minimalitit

von f.

(b) Fpe < Fpy = d|f denn dann ist Fy, < F}; und daher nach |(3.7)] [Fy.| = p**
teilt |7y | = p/ — 1 also nach (a) d|f.

(c) Es gelte nun d|f und p/ — 1 = a(p? — 1) mit a € N, Fr=<a>,[:=a"
Behauptung: {0} U {0 <i<pl—2} =K "= M :={z € Fy, |20 = 2}
ist ein Teilkdrper von IF,;.

Beweis: Falls K = M so ist K < Fy;. Dazu: z,y € K = z-y € K (da

BBl =p* e K). 2,y € M = x+m € M denn (z +y)?) = Frob’(z +
) Korperautomorphismus Frob;l(a:) + Frob;l(y) = 2@ 4+ 40 = 2 4y (da z,y € M).

Zu zeigen: M = K.

€M = x=0oderre€F; und 271 =1

relF, = 3 eNmitz=a" gt =1 = o0 = (@ = 1
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p/ —1 = Ordnung von a = i(p? — 1) ist durch p/ — 1 = a(p? — 1) teilbar =
ai=j-a=z=a"= (") =0 €< >, also M C K.

Umgekehrt: x € K = 2 =0 € M oder z = 8/ und dann ist - ﬁj(pdfl) =
a@'=1i = (gP' 1)i =1,

]

Beispiel Fy £ Fg (4 =22, 8 =23 und 2 } 3). Es gilt wohl F, < Fy4 (da 2/4).



Teil IV

Codierungstheorie

13 Lineare Codes

13.1 Einfiihrung

(13.1) Definition (i) Ein Code C der Linge N iiber einem endlichen Alphabet
A ist eine Teilmenge C C AN = {(ay,...,an)|a; € A}.

1 log(|C
(ii) Die Informationsrate von C' ist r(C) := N log 4 (|C]) = %.
(iii) Sind z,y € A" so heifit d(z,y) := [{i € {1,..., N}|z; # v;}| der Hammingab-
stand zwischen z und y. d(C) := min{d(z,y)|x # y € C} heifit der Minimal-
abstand von C'.

Ziel: Finde C' mit r(C) groB und d(C) grof.

Beispiel Sei A = {a,b,...,2}, N = 3, C = {(aaa), (bbb),...,(222)} = r(C) =
1 1
3 logys(26) = 3

) degde (

1 Fehler kann korrigiert werden: (aba aaa).

2 Fehler konnen erkannt werden: bei (abc) wissen wir, dass (mindestens) 2 Fehler

aufgetreten sind, bei (aba) wissen wir, dass es fehlerhaft ist.

Bemerkung (i) Fiir den Hammingabstand gilt die Dreiecksungleichung d(z, y)+
d(ya Z) > d(l’, Z) vxa%Z € AN,

(il) 7 :=r(C) = logyn(|C]) erfiillt [C]" = |A[Y.

(13.2) Definition Sei C' C A" ein Code. Ein minimal distance decoder (MDD) ist
eine Funktion f : AN — C mit d(f(a),a) = min{d(c,a)|c € C} Va € AN.

(13.3) Satz Sei C C A", d = d(C), f ein MDD fiir C.
. d - ..
(i) Ist e < 5 50 kann f e Ubertragungsfehler korrigieren.

(ii) Ist die Anzahl der Ubertragungsfehler e < d so erkennt MDD, dass ein Fehler

aufgetreten ist. Ist also a € AV das empfangene Wort und sind bei der Ubert-

d
ragung von ¢ € C' e Fehler aufgetreten, so gilt: Ist e < 3 %0 ist f(a) = ¢ und

ist e < d soist f(a) # a d.h. wir wissen es ist ein Fehler aufgetreten.
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Beweis. Folgt aus der Dreiecksungleichung:

Ist e = d(a,c) < = soist ¢ € C das einzige Codewort mit d(a,c) < e. Denn sei
¢ € C ein weiteres Codewort mit d(a,¢) < e, dann ist d(¢ c¢) < d(a,c) + d(a,¢) <
2-e<d=d(C)=c=¢.

e <d = f(a) # a ebenso. O

Ziel: Finde C mit d(C') grof (viele Fehler erkennen) und r(C) gro, d.h. viel

Information Ubertragen. Codieren und Decodieren ~ lineare Codes.

13.2 Lineare Codes

(13.4) Definition A endlicher Kérper, N > 1, AN = A ist A-Vektorraum der

Zeilenvektoren. C C AN Unterraum heifit linearer Code.

Beispiel A =F, = {0,1}, N =3, C = {(0,0,0), (1,0,1), (0,1,1),(1,1,0)} (dritter
Eintrag Summe der ersten beiden).

Empfange: (1,1,1) ¢ C, also Ubertragungsfehler. Problem: original Wort ist
kiirzer.
dim4(C)

N
(13.6) Bemerkung C'ist ein [NV, dim(C), d(C)]-Code (Kosten, Kapazitit, Fehler-

toleranz).

(13.5) Bemerkung Informationsrate:

(13.7) Lemma Sei C' C AY ein linearer Code. Dann ist d(C) = min{d(c,0)|c €

CA\{0}}.

Beweis. Linke Seite < rechte Seite, da das Minimum {iber eine gréffere Menge ge-
bildet wird.

Linke Seite > Rechte Seite: Seien ¢, € C mit ¢ # ¢ und d(C) = d(¢,’). Dann
ist die linke Seite = d(C') = d(c,d) = d(c+ (=), + (=) = d(c — ¢,0) > rechte

——
#0

Seite. O
(13.8) Definition (a) Das Gewicht w(x) von x € AN ist definiert als w(x) :=

d(z,0).

(b) Sei C C A" ein linearer Code. B € A**N heifit Erzeugermatriz von C, falls ihr

Zeilentupel eine Basis von C ist. Dann: dim(C) = k.

Beispiel
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= d(C)=3
3 1
C' ist ein [6, 3, 3]-Code.
100100
M) B=10100 1 0] €Fy°ist ein [6,3,2]-Code. (Verdoppelungscode —
001001

jedes Wort doppelt senden; nicht optimal, vergleiche (a).)

(13.9) Definition Seien C,C" C A" lineare Codes. C,C’ heiflen dquivalent, falls

w € Sy und ay,...,ay € A* existieren mit

C" = {(a12p(1), Tw@), - - - s ONTon) | (21, T2, ..., 2n) € CF.

Ist B Erzeugermatrix von C' und entsteht B’ aus B durch Umsortieren der Spal-
ten und Multiplikation mit Skalaren # 0, so ist der zu B’ gehorende Code C’' zu C
aquivalent.

Jeder Code ist dask Zeilenstufenform &dquivalent zu einem Code mit Erzeuger-
3 kxN
matrix ( B, P )€ A™N.
kxk kx(N—k)

(13.10) Definition Schreibe (z,y) := z-y fiir 2,y € AY. Ausgeschrieben: (z,y) =
T1Y1 + T2y2 + - - - + xyyn (Standardskalarprodukt).
(13.11) Bemerkung Stets ist (z,y) = (y, ) bilinear, d.h. ({x+&'2',y) = &(x,y)+
(@', y) und (2, ny+n'y') = n(z,y) +0'(z,y) fir z,y, 2",y € AV und £,¢',n. 7' € A.
(13.12) Definition Sei C C AV ein linearer Code. Setze O := {x € AN|(z,c) =
0Vc € C}. C* ist der zu C duale Code.
(13.13) Bemerkung (i) C* ist linearer Code.

(i) Sei (cy,...,c,) Basis von C. Dann: C+ = {z € AV|(x,¢;) =0V1 < i < k}.

Beweis. (i) Unterraumkriterium anwenden:

(a) 0 € C+
(b) z,y € C+, &,n € A Zu zeigen: éx +ny € C. Sei ¢ € C. Es wird
(§z +ny,c) =& (x,¢)+n(y,. c) = 0.
——  N——
=0 =0
(i) ,C“ Vv
SO 1 e rechte Seite. Zu zeigen: x € C*. Sei ¢ € C. Zu zeigen: (x,c) = 0.

Schreibe ¢ = a;ci, a; € A. Eswird (, ¢) ;¢;) a; (x,¢) =
> ) = e

=1 -0

]
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(13.14) Satz (i) Es ist dim(C*) = N — dim(C).

(ii) Ist (ERP) € APN Erzeugermatrix von C, dann ist (—P'Ey_;) € AN-kXN

eine Erzeugermatrix von C*.

(iii) c+* = C.
Beweis. (i) Sei B € AMN Erzeugermatrix von C, k = dim(C). Dann: C+ =
Kern(AY — A% 2 +— X ot ).
<~

B-xt=0%& alle Zeilen von B senkrecht auf =

Dimensionssatz (aus lineare Algebra): dim(C*) + Rang(B) = N.
——
=k=dim(C)
. . . t . . L _P
(ii) Die Zeilen von (—P*Exn_y) liegen in C+, da (EP) - P =P—-P=0,
N—k
die Zeilentupel von (—P'Ex_j) sind linear unabhéngig und hat die Linge
N — k = dim(C*) = Basis.

iii (i)
(iii) dim(C’lL) Wy dim(C*)dim(C). Zu zeigen: C' C CLt. Seic € C, sei
x € Ct. Zu zeigen: (z,c¢) = 0. Das aber folgt schon aus x € C*.

]

10
01

1 011

Beispiel A =T, B =
eispie 2 ( 0110

) definiere C'. B’ =

— = O
S = = O
o O O =
o O = O
o = O O
_ o O O

F3*® Erzeugermatrix von C*.

(13.15) Definition Sei C' C AN ein linearer Code der Dimension k. Eine Matrix
H e ANX(N=k) yom Rang N — k mit der Eigenschaft, dass fir z € AN z € C <
x - H = 0 gilt, heiit Prifmatriz von C.

—-P
(13.16) Bemerkung Ist (EjP) Erzeugermatrix von C' C AN so ist ( ) eine
—k

Priifmatrix von C.

. : -P
Demn: ze C e r=(u , v )mltv—uPﬁx—(uv)mlt(uv)<E>—O<:>

—~—
k Nk
x = 0.
E
(13.17) Definition Sei C' C AY ein linearer Code mit Priifmatrix H. Ist z € AV,
so heifit z - H Syndrom von x (dieses ist Null gdw. = € C).

(13.18) Bemerkung Sei fiir alle s € AV ~F ein z, € AN gewihlt mit 2,H = s und
w(z,) = min{w(z)|r € AV, z - H = s}, dann gilt AN — C : z — x — z,.p5 ist ein
MDD.

x—x,.p ist Codewort (d.h. inC): (z—zpgy) H=2-H—x,yH =x-H—x-H = 0.
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1 0 0(0 1
Beispiel B=| 0 1 0|1 1 | € F}* Erzeugermatrix von C,
00 1|1 0
01
11
H=|1 0| €eF*2=N-k).
10
01
s xs (nicht eindeutig, z5- H = s)

(00) | (00000)
(10) | (00010) (oder (00100))
(01) | (10000) (oder (00001))

(11) | (01000)
liefert einen MDD.

Sei das empfangene Wort (10010) = 2.
Syndrom (11) = 2'H.
2" =2’ — xpy = (10010) — (01000) = (11010).

13.3 Hamming Codes

7~ fiir ein r € N.

(13.19) Definition Sei A =F, und N =

(Beachte: N ist die Anzahl der 1-dimensionalen Teilrdume von ]FZ, denn ¢" — 1 ist
die Anzahl der Vektoren ungleich 0 und ¢ — 1 ist die Anzahl der Erzeuger eines
1-dimensionalen Teilraums.)
Sei H € IE‘(]IV *" eine Matrix, deren Zeilen genau die N verschiedenen 1-dimensionalen

Teilrdume von F(]ZV erzeugen:

xy

H =

TN
mit F) = {0} U UN {azi|a € F,,1 <i<r}. Der Code C := Hy(F,) = Hy(q) mit
Priifmatrix H heifit der Hammingcode der Lange N.

. . 22 -1
Beispiel A=TF,, r=2, N = 5 1 =3.
10
H= |0 1| (Zeilen = Vektoren # 0 in F3)
11

C =Kemn(H) = {x € Fy** |xH = 0}, dim(C) = 3 — Rang(H) = 1
= E = (1,1,1) ist eine Erezeugermatrix fiir C' = Hj3(2).
Beispiel A= ]F4 = {07 1,(4],(4]2 =w+ 1}, W = [X]X2+X+1 € FQ[X]/(XZ + X + ].) =

£2-1 1
Fyr=2, N = By

4-—-1 3
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Ist U ein 1-dimensionaler Teilraum von F?, dann ist U =< (a,b)|a,b € Fy >.

b

Falls a # 0, dann ist U =< (1, —) >; falls @ = 0, dann ist U =< (0,1) >. Dann ist
a

H beispielsweise:

1 0
1
H=|1 w
1l w+1
0 1

Die Erzeugermatrix von Hs(4) ist eine Basismatrix von Kern(H).
Aus Gewohnheit: Kern(H™).

1 1 1 1 0 1 0 w+1 w 1
AN
01 w w+1 1 01 w w+1 1

w—+1 w 1
w w+1 1
= Kern(H'r) =< 1 , 0 0] >
0 1 0
0 0 0

(Beachte: Im allgemeinen wiren die ersten zwei Eintrige der Basisvektoren hier
negativ, es gilt jedoch z = —z in Fy.)

Also haben wir nun eine Erzeugermatrix fiir Hy(4):

w+1l w 1 00
E= w w+1 010
1 1 0 01
(13.20) Satz Sei N = q _1 Dann gibt es (bis auf Aquivalenz) genau einen
q—

Hamming-Code C' = Hy(q) < FY. Diseer hat die Dimension dim(C) = N — r und
den Minimalabstand d(C') = 3.

Beweis. Eindeutigkeit: Umordnen der Zeilen bzw. Multiplikation mit Element
0 € F, der Priifmatrix H von C liefert zu C' dquivalenten Code. (Multipliziert man
eine Zeile von H mit einem a € Fy,a # 0, so muss man in C die enstsprechende
Spalte mit a~! multiplizieren.)

dim(C) = N — Rang(H) = N — r. Zum Minimalabstand: Sei wie oben die i-te
Zeile von H mit x; bezeichnet. Ein Wort ¢ = (¢q,...,cy) liegt genau dann in C,
falls c;xy + -+ + eyxy = 0. Ist nun ¢ # 0, so ist w(c) > 3, da je 2 verschiedene
Vektoren z; linear unabhingig sind. O]

r_1
(13.21) Bemerkung Sci C' = Hy(q), N = q T Dann ist die Syndrommenge
q j—

S = I}, gerade die Menge der Vielfachen der Zeilen der Priifmatrix von H zusammen
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mit dem Nullvektor. Ist z; die i-te Zeile von H und a € [, so ist der eindeutig
bestimmte Vertreter zu ax; € S gerade das a-fache des i-ten Einheitsvektors ae; =
0,...,0,a,...,0,...,0) (a an der i-ten Stelle).

(13.22) Definition Ein Code C' C A heifit perfekt, falls es eine Zahl e € N gibt,

so dass es zu jedem a € AN genau ein ¢ € C gibt mit d(c,a) < e.

Beispiel (i) C = A" ist ein perfekter Code mit e = 0.

(ii) Ist A = Fy und N ungerade, so ist der Wiederholungscode C' = {(0,...,0),(1,...

N -1
AN ein perfekter Code mit e = —

(iii) Der Hamming Code H7(2) ist ein perfekter Code mit e = 1.

(13.23) Satz Hamming Codes sind perfekte Codes mit e = 1.

r

q_

Beweis. Sei C' = Hy(q) der Hamming Code der Linge N = mit Priifmatrix

H und a € IFfIV. Dann gilt entweder aH = 0 oder aH = ax; = ae;H # 0 und
damit ist aH ein Vielfaches der i-ten Zeile von H. D.h. entweder ist a € C' oder
a—ae; € C. Dad(a— ae;,a) = w(ae;) =1 ist gibt es also zu jedem a € IFf]V ein
¢ € C mit d(a, c) < 1. Die Eindeutigkeit eines solchen ¢ folgt aus d(C') = 3. O

Bemerkung Sei C' ein perfekter Code bindrer Code.

Ist e =1 so ist C' ein Hamming Code.

Ist e > 1, so ist C' entweder ein Wiederholungscode (C' = {(0,...,0),(1,...,1)})
oder C' ist der bindre Golay Code (a3 der Lange 23 und Dimension 12. Es gilt
d(Ga3) = 7 und Gos ist ein perfekter Code mit e = 3.

Bemerkung C' ist genau dann ein perfekter Code fiir e € N, wenn die Kugeln um

¢ € C' mit Radius e paarweise disjunkt sind und ihre Vereinigung Fév ist.

Erweitern von Codes

(13.24) Definition Sei A ein Kérper und C' C AN ein Code. Dann ist der erwei-
N+1

terte Code C' = {(c1,...,enyengr € AN (e, ... en) € C, g ¢ = 0}, cyyq ist
i=1
das Kontrollsymbol.

10011
, by == (10011), by :=
0111 1) = (10011), by
(01111). C = {0, by, by, by + by} (by, by) Basis von C. C' < FS hat die Erzeugermatrix
- 1
P 00111
01 1110

Beispiel C < F5 mit Erzeugermatrix E = (
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(13.25) Satz Sei C' < AV ein linearer Code. Dann ist C' < AN*! ein linearer Code.
Es gilt dim(C) = dim(C =: d. Ist E eine Erzeugermatrix von C' so ist £ = (Ele) €

AN+ ¢ine Erzeugermatrix von C' mit e; = — Zj = 1NE,-7]~. Ist H Priifmatrix
1

fir C (d.h. C = {z € AN|zH = (0,...,0)}), so ist H = H 1 eine
0 00

Priifmatrix fiir C.

(13.26) Bemerkung Seit C' < FY ein linearer bindrer Code und C' < FY™ der
erweiterte Code. Dann ist w(¢) = [{t € {1,...,N + 1}|G; # 0}| gerade fir alle
¢=(é,...,eny1) € C. Also ist d(C) = min{w(é)|0 # ¢ € C} gerade. Ist d(C) also

ungerade, so ist d(C) = d(C) + 1.

N+1
Beweis. w(¢) = Z ¢ =0 € Fy also w(¢) gerade.

=1

d(C) > d(C) da ¢ := (c1,...,cn,eng1) € C und w(c) > w((cy,. .., cy)). Also
eC

d(C) > d(C) + 1.

,=“ ¢ e C mit w(c) = d(C) (ungerade), dann ist (¢,1) = (c1,...,cn, 1) € C mit

Gewicht d(C) + 1. O

—~—

Beispiel Der erweiterte Hammingcode der Linge 8. eg = H7(2). H(2) < F} ist der
Hammingcode der Lénge 7. Die Priifmatrix von H7(2) hat als Zeilen die Vektoren
aus F7\{0}.

|
el e e == )
_ R O O R R O
_ O =k O R O -

Erzeugermatrix von H7(2): E € F3*", E- H = 0, Rang(E) = 4.

111000 0]1
- 1
P 0 01 010]1
001 1 0O0 1|1
00011110
E € F3*8 ist Erzeugermatrix von eg = H7(2). eg ist ein sehr guter Code: dim(es) =
di 1
4, Lange(eg) = 8, Informationsrate = mo_ r(es) genauso grofl wie r(C')

Linge 2
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mit C' =< (11000000), (00110000), (00001100), (00000011) > (Wiederholungscode).
d(C) =2 < d(es) = d(H7(2)) +1 = 4. eg = eg (selbstdual).
N——

3
1 000
1100
1 010
Priifmatrix von eg ist (E)"" = bl VE-(BE) =0
0001
0101
0011
1110
Man kann zeigen: C' < F5, dim(C) = 4, dann ist d(C) < 4 und falls d(C) = 4

dann ist C' = eg.

14 Zyklische Codes

Fiir diesen Abschnitt: Sei p Primzahl, ¢ = p/, F, der Kérper mit ¢ Elementen.

(14.1) Definition Ein linearer Code C' < IFZIV heifit zyklisch < (cq,...,cn) € C,

dann auch (ey,cq,...,cn-1) € C.

(14.2) Satz (i) Die Abbildung

¢ :F) — Fla]/(zY = 1) : (ar,...,an) — Zai[x]ivﬁl

ist ein F,-Vektorraum Isomorphismus.

n

(ii) € < FY ist genau dann ein zyklischer Code, wenn ¢(C) ein Ideal in F,[z] /(2" —
1) ist.

Beweis. (i) B = (1,[x]pn_1,...,[x" sn_1) ist F,-Basis von F,[z]/(z" — 1). E :=
(e1 = (1,0,...,0),e2 = (0,1,0,...,0),...,exn = (0,...,0,1)) ist F -Basis von
IF(]JV . ist bijektive lineare Abbildung die E auf B abbildet. Also ist ¢ ein

Vektorraum Isomorphismus.
(i)
[@]ov 1+ (a1 + asfz] + -+ + an[2z" 7))
= a1[x]pn_1 + a2[$2]a:n—1 + - +an [xN]z”—l
1

= aN[l]wN_l + al[x]xn_l + -4 aN_l[:vN_l]xn_l

©(C) ist immer ein F,-Teilvektorraum von F,[z]/(z" — 1). Damit ¢(C) ein

Ideal ist, muss zusétzlich noch [z],~_;¢(c) € ¢(C) sein fiir alle ¢ € C. Dies ist
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nach obiger Rechnung aber genau die Bedingung dafiir, dass C' ein zyklischer
Code ist.
[
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