G. Nebe, M. Kiinzer 01.09.2006

Diskrete Strukturen, SS 06

Vordiplomsklausur

Bearbeitungszeit: 120 Minuten.

Zugelassene Hilfsmittel: Ein beliebig beschriebenes Blatt DIN A4 und ein nichtprogrammierbarer
Taschenrechner.

Es sind insgesamt 36 Punkte erreichbar.

Ist ein Kasten bei der Frage, so bitte die Antwort in den Kasten. Die fiir diese Antwort benétigten Rechnun-
gen gehen diesenfalls in die Bewertung nicht ein. Eine falsche Antwort gibt 0 Punkte (aber keine negativen
Punkte).

Bitte zu jeder Bearbeitung einer Frage ohne Kasten deutlich die Aufgabennummer angeben.
Wer mehr Papier benétigt, bitte melden.
Aufgabe 1 (1424242 Punkte)

(1) Auf wieviele Arten kann man 3 Kugeln aus 5 Kugeln ziehen, wenn man jeweils nicht wieder zuriicklegt
und nicht auf die Reihenfolge achtet?

(2) Bestimme die Anzahl der Elemente der Konjugationsklasse von (1,2)(3,4)(5,6) in Ss. I:l

(3) Bestimme die Anzahl der surjektiven Abbildungen von {1,2,3,4,5} nach {1,2,3,4}. I:l

(4) Bestimme die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome von Grad 8 in F3[X]. :l
Aufgabe 2 (2424141 Punkte)
Sei G := (a:=(1,4)(3,5)(2,6), b:=(1,3)) < Ss.

(1) Bestimme die Bahnenlidnge |G - 2|. l:l

(2) Bestimme die Bahnenlidnge | Stabg(2) - 1. I:l

(3) Bestimme die Bahnenlénge | Stabg(1,2) - 4]. :l

(4) Bestimme |G|. S

Aufgabe 3 (341 Punkte)
Sei F3o := Fy[X]/(X® + X2 +1). Schreibe ¢ := [X] x5, x241-

(1) Berechne (62 + 1)7! als Linearkombination der Standardbasis (6,81, 62,8%,6%) von Fsp iiber Fy.
‘ ‘ (Hinweis: Euklid.)

(2) Entscheide, ob 62 + 1 ein Erzeuger von Fj, ist. Begriinde!
Aufgabe 4 (2 Punkte)

1A

Bestimme die Anzahl seiner Kantenziige von Lange 2. |:|

Betrachte folgenden Graphen.



Aufgabe 5 (24141 Punkte)

Wir wollen das RSA-Verfahren anwenden und verwenden dabei die Standardbezeichnungen.
Seien p =7, ¢ = 11 und v = 7. (Hinweis: Taschenrechner.)

(1) Bestimme e. I:I

(2) Verschliissele die Ziffer 5. :l

(3) Entschliissele die Ziffer 2. |:|

Aufgabe 6 (242 Punkte)

Sei C' der lineare Code iiber F4 mit der Erzeugermatrix (;2 é‘f“;)

(1) Bestimme eine Priifmatrix fiir C.

(2) Bestimme den Minimalabstand von C.

Aufgabe 7 (2414241 Punkte)

Sei f(X)=X34+X%24+1€R[X]. Esist g(X):=(X"—1)/f(X)=X*+ X3+ X%+ 1. Sei C der zyklische
Code der Linge 7 mit Erzeugerpolynom f(X).

1) Bestimme alle Nullstellen von f(X) in Fs. ‘

3) Bestimme den Minimalabstand d(C') und vergleiche mit dem designierten Minimalabstand von C.

(1)
(2) Bestimme den designierten Minimalabstand von C.
(3)
(4)

Vergleiche die Dimension von C' mit der Hammingschranke im vorliegenden Fall, d.h. fiir Ldnge und
Minimalabstand wie C.

Aufgabe 8 (3 Punkte)
Zeige oder widerlege folgende Aussage.

Sei G eine endliche Gruppe. Seien U und V' Untergruppen in G. Sei |U| teilerfremd zu |V, d.h. sei
geT(|U,|V]) =1. Esist UNV = {1}.
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Diskrete Strukturen, SS 06

Losung zur Vordiplomsklausur
Aufgabe 1

(1) Wir haben (3) = 10 Méglichkeiten.

(2) Die Konjugationsklasse von (1,2)(3,4)(5,6) in Sg enthélt ﬁl,g, = 420 Elemente.

(3) Die Anzahl der surjektiven Abbildungen von {1,2,3,4,5} nach {1,2,3,4} ergibt sich zu

DD () (A-i) =1-4°-4.3°+6-2°-4-1°+1-0° = 240

(4) Die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome von Grad 8 in F;[X] ergibt sich zu

%ZSdu@/d) = %(—34+38) = 810.
d|8

Aufgabe 2

Wir erstellen einen Baum zur Berechnung von G - 2 und von Stabg(2).

2

a? - 2 = 2, redundant

ba -2 =a -2, Erzeuger a 1ha = (4,5)

¢ b-2=2, Erzeuger b= (1,3)

Somit ist G -2 = {2,6}, und |G - 2| = 2 (Antwort zu (1)). Ferner ist Stabg(2) = (b = (1,3), ¢ := (4,5)).
Wir erstellen einen Baum zur Berechnung von Stabg(2) - 1 und von Stabg(1).

6 12.1= 1, redundant

cb-1="b-2, Erzeuger b—lcb = (4,5)

¢-1=1, Erzeuger ¢ = (4,5)



Somit ist Stabg(2) - 1 = {1,3}, und | Stabg(2) - 1| = 2 (Antwort zu (2)). Ferner ist Stabg(1,2) = (c = (4,5)).
Direkt erkennen wir, dafl Stabg(1,2) -4 = {4,5} und | Stabg(1,2) - 4] = 2 (Antwort zu (3)).

. G Sta
Insgesamt wird |G| = rset - heepec iy | Staba(1,2)] = |G 2] Stabg (2) - 1] | Stabg(1,2)| = 2-2-2 = 8 (Antwort
zu (4)).

Aufgabe 3

(1) Mittels des Euklidschen Algorithmus bestimmen wir Polynome s(X) und ¢(X) so, daf§
I =sX) (X°+X24+1)+HX) (X*+1).

Wir erhalten z.B.
=X (X°+X*+ D+ X"+ X2+ X +1)-(X2+1).

Einsetzen von § gibt
1 =0-(0°+2+1D)+(*462+0+1)-(8241) = (0*+62+5+1)- (02 +1),
und also (02 + 1)1 =61+ 62+6+ 1.
(2) Es ist F}, ~ C3;. Da 31 prim ist, ist diese Gruppe von jedem Element ungleich 1 erzeugt. Da §% + 1 # 1, ist
insbesondere 62 + 1 ein Erzeuger von F3,.
Aufgabe 4
Die Inzidenzmatrix unseres Graphen ist A := (%é%) Der Eintrag an Position (i,j) von A? gibt die Anzahl der

646
Kantenziige der Linge 2 von i nach j. Wir miissen also alle Eintriige von A? aufaddieren. Da A? = (461 8 g), erhalten

wir 48 Kantenziige der Lange 2.

Aufgabe 5

(1) Esist (11 —1) - (7 — 1) = 60. Mittels Euklid ermittelt man, dafi 1 = 2-60 — 17 - 7. Das Inverse von v = 7 in
Z/60Z wird also reprisentiert von —17, oder aber, im vorgeschriebenen Intervall, von e = 43.

(2) Es ist 57 =11.7 47.
(3) Es ist 243 =11.7 30.

Aufgabe 6

oot

w
1
1
(2) Es gibt in der Priifmatrix kein linear abhéngiges Zeilentupel der Liange 1 (d.h. keine Nullzeile), wohl aber ein

linear abhéngiges Zeilentupel der Lénge 2, bestehend aus der 2-ten und der 4-ten Zeile. Somit erhalten wir den
Minimalabstand d(C) = 2.

(1) Die Erzeugermatrix in Zeilenstufenform ist ((1) Oe 4). Dies liefert z.B. die Priifmatrix (

Aufgabe 7

(1) Als Nullstelle ergibt sich durch Probieren zunichst etwa 32. Daraus erhalten wir die weiteren Nullstellen (3%)% =
B% und (8%)* = 312 = 3°. Da deg f = 3 ist, erhalten wir {3, 3°, 3%} als Nullstellenmenge von f(X). Alternativ
hat diese Menge auch die Form {3+ 1, 8> + 3+ 1, 32 + 1}.

(2) Es ist 3 eine primitive 7-te Einheitswurzel (da 8 # 1). Deren 2 aufeinanderfolgende Potenzen $° und % sind
Nullstellen von f(X). Also betrigt der designierte Minimalabstand 2 + 1 = 3.

(3) Eine Priifmatrix von C' ist gegeben durch

CORF—OR
O FEOFHO
HEREOROO

In dieser ist jedes aus 2 Zeilen bestehende Tupel linear unabhéngig, wie eine direkte Priifung ergibt. Also ist
d(C') > 3. Hierfiir kann man alternativ auch das Ergebnis aus (2) heranziehen.



Hingegen ist das aus der 1-ten, der 2-ten und der 4-ten Zeile gebildete Tupel linear abhingig. Also ist auch
d(C) < 3.

Im vorliegenden Fall stimmen also Minimalabstand und designierter Minimalabstand {iberein.
Alternativ kann man auch mit (2) und der Standarderzeugermatrix arbeiten.
(4) Der Minimalabstand ist d = d(C) = 3, die Lénge ist N = 7. Die Hammingschranke ergibt sich fiir diese

Parameter zu 7 — logy (V2(7,1)) = 7 —logy((¢) + (1)) = 7 — 3 = 4. Die Dimension von C ist ebenfalls gleich 4.
Die Hammingschranke, die eine obere Schranke fiir diese Dimension darstellt, wird also angenommen.

Aufgabe 8

Die Aussage ist richtig. Es ist U NV eine Untergruppe von U, und folglich |U N V| ein Teiler von |U|. Genauso ist
U NV eine Untergruppe von V, und folglich |U N V| ein Teiler von |V|. Da der groBite gemeinsame Teiler von |U| und
[V| gleich 1 ist, folgt [UNV] =1, und also UNV = {1}.



