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Im folgenden habe ich das Script der Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* vom Prof.
Dr. E. Triesch von der RWTH Aachen aus dem SS 03 digitalisiert!

Ich erhebe hiermit keinen Anspruch auf die Vollstdndigkeit und die Korrektheit des
Scripts!

Das Script darf frei verwendet werden, allerdings nicht fiir kommerzielle Zwecke!
Verdanderungen am Inhalt sind nur mit ausdriicklicher Genehmigung des Autors zu
gewdhrleisten

Fiir Beschiadigungen o.4., die durch dieses Script hervorgerufen werden, kann ich
selbstverstindlich keine Haftung tibernehmen
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Tell I:
Abzahlung

Typisches Problem:
Geg. sei eine Familie von endlichen Mengen (S; | i € I)
Bestimme die Funktion
f: 1> No=1{0,2,34,...}
(i) := ISy
Schwammig formuliert
Was heif3t “bestimmen”?
Ideal wére eine sogenannte ,,geschlossene Formel®,
aber die Existenz einer solchen ,,Formel® ist eher die Ausnahme.

Bsp:
Wie viele Permutationen von n Symbolen gibt es?

123,
132,
213,
231,
312,
321

6 Permutationen von 3 Symbolen

1. + n-1 weitere Symbole ...
2. + n-1 weitere Symbole ...

n. + n-1 weitere Symbole ...

- f(n)=n-f(n-1)=n(n-1)-2-1=n!



Bsp.:
Wie viele Permutationen von n Symbolen 1, 2, 3, ..., n gibt es, bei denen keine Zahl an
threm urspriinglichen Platz steht?

1,2,3,...,n Dn (=Derangement numbers)
n _ k

,Formel*“: D, =n! Z =D
o K

Dn_ ¢ (-1 !

n g

Rekursionen
z.B. fir Dn
Dn=(n-1)(Dn—-1+Dn-2) ,n>3
D1=0,D2=1

Asymptotik
Dn = 1 on!
e

Primzahlsatz

m(n) = (Anzahl der Primzahlen <n)
n

Inn

Elementare Zahlprinzipien

Einige Regeln ,,bewusstmachen®, die immer wieder bei Abzdahlmethoden angewandt werden:
Gleichheitsregel:
IS| = |T] g.d.w.! eine Bijektion zwischen S und T existiert

Summenregel:

t t
IstS = U Si eine disjunkte Zerlegung, so ist die Anzahl der Elemente in | S |= Z| Si |

i=l i=1

Produktregel:
Ist S=S1xS2x S3 x ... x St einkartesisches Produkt, d.h.

t
S={(a,a,):a €S,1<i<t},sogilt: [S=]]IS]|

i=1

Bsp.:

n
[kj sei die Anzahl der k-Elementigen Teilmengen einer n-Elementigen Menge

S S| =n,

! g.d.w. = genau dann wenn



Es seinun xe S

y ;:{XE[Ej|x6x}
-
@: MUN

__ Summenregel [:]=|M|+|N|

Die Abbildung X — X

Slpg | _(n-1
k-1) \k-I

S
1 vermittelt eine Bijektion zwischen M und [ ‘ o J , also
k-1

[M]=

: Sl n-1
Ebenso ist N = , also |N| =y
k

W

Was ist die Anzahl der Abbildungen f :N - R R" :={f :N - R}
Behauptung ‘RN‘:|R|‘N‘
Essei N ={X,...,X,},n=|N|

R > f —)( f (X1 ),...,f (Xn )) ist offenbar eine Bijektion zwischen R" und
RXRX...XR
%/_/

n—mal



Bemerkung : 2" bezeichne die Potenzmenge von N, d.h. 2V ={X : X < N}
2V 53 x =11, :N = {1,0}

{I,X e X
L,(X) =

0, sonst
Also [2"| =[{o.1}"| = 2"

Bsp.:
Was ist die Anzahl der ,,Ketten“ A, c A, ... A, < N der Langerin N

Losung: (r+1)n , N :|N|
Bijektion: (A c A, c...c A )— fe{l,...,r+1}", wobei A ={xeN|f(x)<i}

Sehr hilfreich ist auch die Regel vom zweifachen Abzédhlen

Essei M = (mij )eine Matrix von Zahlen, dann ist Z(Z m;; J = (Z mijj
= 5 —| &

i j i
Summe der Zeilensumme = Summe der Spaltensumme
Bsp.:

Die Teilerfunktion t: N — N
t(j) = Anzahl der Teiler von j

t(p) = 2.falls pPrimzahIJ

verlauft hochst unregelmaBig
t2")=n+1

t(p,” ... p," ) =(a, + (e, +1)...(a; +1)
. 1S, .
Es sei E(n)—ﬁét(j)

Basteln eine Matrix wie folgt:



m;; €1{0,1}

M = (my) € 0.0 1<i<nl<j<n

" 10 sonst

:{l,iteilt iGil)

n

St(H=D1=)m

i=ilj i=1

i=1

Sui-3(Em, |- Sm |- Sl 3 7|
|

Definition: ,,| | = groBite ganze Zahl € «

> t(n)= %Z[TnJ < %Z? = Zl = H_ - n-te harmonische Zahl

Schubfachprinzip

Verteilt man n Bélle auf r Facher, so existiert im Falle n > r stets ein Fach, das mehr
als einen Ball enthalt.

Verallgemeinerung in der Sprache der Abbildungen f : N — R mit |N| =N>r-= |R

2

so existiert ein a € R mit ‘f‘l (b)‘ >|R| {nT_letl
n=Z‘f"(b)‘s|R|{n—_lJ£n—l
beR r

Baum

Level(Tiefe)

Level 2

A\ Level k
Elatter

Jeder Punkt des Levels 1 hat genau m S6hne
dann ist die Anzahl der Blatter m,,m,,m,,...,m,



Bsp.:
Abzihlungen von k-Permutationen einer Menge N,
IN|=n

{(al,...,an) e NxNx...xN| alle a, verschieden}
%,—/

n—mal

ait

a2

A\ )
n-k+1=n-(k-1)

Anzahl nin-1)(n-2)...(n—k +1) = n*
n(N+1)(N+2)...(n+k—1)=n"

f:N—>R |N=n>r=|R|

Es existiert ein @ € R mit ‘f - (a)‘ = {n—_lJ +1
r

Bsp.:
Wir betrachten (nxn)-Matrizen
M = (m;) mit folgenden Eigenschaften

G myeN

(i)  Fallsein m; =m, so existiert genau ein Paar (k,l) = (i, j) mit m, =m; =m.

Bsp.:



1@34
(1 2} 254@? 2131
2 1) 78@5

78 6

Die Anzahl n* der Matrixelemente muss eine gerade Zahl sein, also n gerade

Transversale

Permutationen von {l,...,n} konnen definiert werden als bijektive Abbildungen von

{1,...,n} auf sich.

Die Menge aller Permutationen auf N nennen wir die symmetrische Gruppe auf N
,,,,, =S
eSS, Betrachte alle Paare

(i,z(i)), 1<i<n

Diese Menge von Paaren heif3t die zu 7 gehdrige Transversale (in einer nxn Matrix)
Transversale heif3t zuldssig, wenn sie keine doppelten Elemente enthilt.

n

Frage: Enthilt jede Matrix M mit (1), (i1) eine zuldssige Transversale?
Antwort: NEIN, aber fiir gerade n > 4 gibt es stets eine zuldssige Transversale
Beispiel: Die Matrix M sei gegeben.
Wir nennen ein Paar {(i, j), (k,l)} mit i =k, j=1und m; =m, ein singuldres
Paar.
j I
r )
| mi?.
k My
L !

Eine Transversale ist zuldssig g.d.w. sie kein singulédres Paar enthilt!

R . n’
Es sei T die Menge aller singuldren Paare [0 < |T| < 7}

N = (n”’t )ﬁes . sei die folgende Matrix:

mt:

B {1, falls die durch = bestimmte Transversale das sin gulare Paar t enthalt
0, sonst

Z [Z‘ N, ] = Z [z N, ] (Zeilensumme=ZeSu)

V4 t
%,—/
ZeSu Anzahl der Perm. Die das sing. Paar t enthalten =(n-2)!

n! Summanden

=[T|-(n-2)!
10



,»Schubfachprinzip®: Es existiert mindestens ein Summand 7, in der ersten Summe mit

>, sﬁ-m(n—z)!J :{LJ

n-(n—1)
2
Aber |T| < n
2
T 2
S I S SR B
nin-1) 2n(n-1) 2(n-1)
]
=>|——1=0
n(n—1)
= Znﬁo,t =0 ,also 7, zuldssig
t
Bsp.: Zeige: Unter n” +1 verschiedenen reellen Zahlen gibt es stets n+1, die eine

monotone Folge bilden (steigend o. fallend)

Beweis: Die Zahlen seien a,,a,,...,a,:,,
Jedem a, ordnen wir die Lénge t; der ldngsten Folge
ai=a; <a; <..<q;

zu, die mit a; beginnt.
Falls fiireini t, 2 n+1 ist, so sind wir fertig.
Falls nicht, so existiert t € {l,..., n}, so dass t; =t flir mindestens
{MJ +1=n+1

n
Indizes, etwa i, <1, <...<I,,,
t =t =..=t =0
B> PR - R -

i iy i

a ..
Angenommen, fir ein | wére ein &, <@, , dann kdnnte man eine t-
elementige monoton steigende Folge, die nei &, ~beginnt, zu einer
(t+1)-elementigen verlédngern, die bei a; beginnt, also t; >t +1,
Widerspruch zu t; =t

= a, >a; also

a > >..>a >3 undwir haben eine fallende Folge der Lénge

n+l

n+1

11



Die fundamentalen Zahlkoeffizienten

n
[ j : zahlt die k-Untermengen einer n-elementigen Menge = Binomenialkoeffizient

S,k - Anzahl der Mengenpartitionen von N QN| = n) in k nichtleere Blocke

Stirlingzahlen 2.Art

Bsp.:

Bestimme S,

Essei Ac N, 0<|A<|N|
Jedes solche A kann ein Block einer der gesuchten Aquivalenzrelationen (Partitionen)
sein; Anzahl der A’s: 2" -2

S,, =2""-1

P, : Anzahl der Zahlpartitionen von n in k Summanden

n=n, +..+n,

n=>n,>--->n, =1
1 2 k

Darstellung von Zahl-Partitionen durch sogenannte Ferrers-Graphs
zB.: 13=4+4+43+2

XXXX X... X | n1
XxXXx X... X n2
XX : :
X X X...X nk

Es handelt sich hier im ungeordnete Partitionen, ebenso bei S,

Erinnerung:

LAsung:

n =n(-1)...n-k+1)

Anzahl der k-Permutationen von N

Wir erhalten diese andererseits, wenn wir zuerst eine k-Untermenge aus
N auswéhlen und deren Elemente dann irgendwie anordnen

nk = (Ejk!, also

(nj:i: n(n—1)...(n—k +1)

k k! k!
Anzahl der geordneten k-Mengenpartitionen wird durch k! S,

abgezahlt.
Nicht so bei den geordneten Zahlpartitionen von n in k Summanden

)

12



S =|Hama JIA ULLUA =N, A £0,1<i <k}

Bsp.: Was ist die Anzahl der Bijektiven Abbildungen von N in {1,---k}? (k < n)

Behauptung:
Diese Anzahl ist k!S

S =|Hama JIA ULLUA =N, A #0,1<i<k]
Surjektive Abbildungen von N in {1, o k} konnen wir beschreiben als k-Tupel
(F @ 7 @ss £ ()

@

o g FiE

M

Zahlpartitionen
5=4+1=3+2=3+1+1=2424+1=2+1+1+1=1+1+1+1+1

p(n)
P.«  Anzahl der Partitionen von n in k Summanden, unabhéngig von der

Reihenfolge der Summanden
zB.: P,,=2PS

Was ist die Anzahl der geordneten Partitionen von n in k Summanden?

H(n,..on)in eN,1e N, I<i<k,-n +n, +...0, :nH:(n_lJ

k-1
I,..,n—1
k-1
Zum Beweis konstruieren wir eine Bijektion:
f:(n,...,n) = {n,n+n,0 +0, +0g .0, 40,40}

Bild f < ({1"“’ - 1}]

k-1
Was ist die inverse Abbildung von f? (g)
o({a, <a, <..<a_,})=(a,a, —a,,a, - a,,...a, —a,_,,...N—a,_,)

Bsp.: Multimengen {1,2} ={1,1,2}

13



Ein Paar (M,v), wobei M eine Menge und r : M — N heillt Multimenge
m € M kommt in der Multimenge r(m)-mal vor.

Idee:

Anzahl der Elemente von (M, vV): Z v(m)

meM

Schreibweise: Mit normalen Mengenklammern oder { }

Frage:

{(M,v):

Was ist die Anzahl der k-Multimenge von N

M c N,Zv(m):kH:

L L..,n+k—1
Bijektion auf )

Schreiben die Multimengen als k-Tupel (

I<a <a,<..<a <n
f(a,,a,,..a )=1{a,a, +La, +2,.,a, +(K-1)}

id £ e ({1, .,n+k—1}j

B

Die bisherigen Ergebnis erlauben es uns, folgende Probleme zu 16sen:

k

g-f":g(fb, <b, <...<b })=(b,,b, =1,b, =2,...,b,

Verteilung von Billen auf Urnen:

N: Menge aller Bille

R: Menge aller Urnen

={l,...,n}

o

a,,..,a, ) mit

—(k-1))

Beliebige

n<r

n=r
Verteilung injektiv surjektiv bijektiv

g =R |t =r(r=Dr-n+1) rs,, ri=n!
N(Nicht unterscheidbar) r+n-1 r n-1
R 1

n n r-1
N r
R(Nicht unterscheidbar) kz=1: S n.k 1 5 n.k 1
N(Nicht unterscheidbar) L
R(Nicht unterscheidbar) ; Pn,k 1 Pn’k 1

Permutationen

Permutationen von N Bijektionen SN N
a,,a,,..,a
Permutationen konnen auf verschiedene Weisen dargestellt werden! Z.B.:

1
() ~«

n

2 ... n j
2) .. z(n)

={l,....n}

14




Bsp.:

Bsp.:

Bsp.:

Satz:

1-3
1 2 3 4 24
(3 4 2 lj 352
4 -1

Es geniigt deshalb durch ein ,,Wort*“ z(1)z(2)7(3)...7(n) zu schreiben

Aus der Algebra kennen wir ferner die Zyklendarstellung von 7,

12345678j
zB.: =

53182476

8

: 6
(1523) (2315)=(5231)=(3152)
7 = (1523)(486)(7) = (1523)(486)

S.« =|ir €Sy | = hat genau k Zyklen|
Die S, heillen die Stierlingzahlen erster Art.

- S, =2 (-1

- DS, =n (nx1)

k=1
Es sei nun a,...a, eine Permutation der Zahlen 1, 2, .

Ist i<j und a; <a;, so heifit das Paar (a;,a;) eine Invers1on von a,...,a,

19 J

2413 Inversionen (2,1), (4,1), (4,3)
Inversionstafel bb,..b, von aa,...a,

b, = Anzahl der Elemente links von j, die groBer als j sind (= Anzahl der Inversionen

mit 2.Komponente j)

3 a,..a
b,,...,0,
klar: 0<b, <n-1,0<b,<n-1,..,0<b,, <n-1b, =0

n-1 —

Die Permutation a,,...,a, ist durch die Inversionstafel eindeutig bestimmt!

15



Man erhélt a,,...,a, aus b,,...,b,, indem man sukzessive die relative Position der
Elemente n,n—1,n—2,....2,1 (in dieser Reihenfolge) bestimmt.
[llustration am Beispiel:

9

by =1 9 8

b, =2 9 8 7

b, =2 9 8 6 7

b, =0 59 8 6 7

b, =4 59 8 6 4 7

b, =6 598 6 4 7 3

b, =3 598 2 6 4 7 3

b, =2 591 8 2 6 473
Bsp.: Bubblesort
Gegeben:

Ein Feld a[l...n] mit n (verschiedenen) Zahlen
Gesucht:

Verfahren zur Sortierung des Feldes
d.h. nach Anwendung des Verfahrens gilt a[l] < a[2] <...< a[n]

Bei Bubblesort wird das Feld mehrere male von links nach rechts durchlaufen
1. Durchlauf von Bubblesort (BS):
1<i<n-1: Falls a[i] > a[i +1], so vertauschen wir a[i]und a[i+ 1], sonst &ndern

wir nichts
2. Durchlauf von BS
Analog, nur fiir 1<i<n-2

Usw :

Hochstens n-1 Durchldufe sind notig
Wir brechen das Verfahren ab, falls bei einem Durchlauf keine Elemente mehr
vertauscht werden

Bsp.:
(1) n(n-1)(n-2)...21
(n=DH(n-2)..21n
Anzahl der Durchldufe (n-1)

. nin-1) (N
Anzahl der Vergleiche: (n—l)+(n—2)+...+2+1:T: :

16



133210210
6 1 5423 9 87
022100100
.. 1 54 2 3 6 8 7 9 I1.Durchlauf
@ 911000000
1 4 2 3 5 6 7 8 9 2Durchlauf
0 00O0O0OOOO OO
1 23 45 6 7 8 9 3.Durchlauf
Es gilt:
Satz a,'..a," mit Inversionstafel b,'..b," aus a,...a, (mit Inversionstafel b,...b, )
durch einen Durchlauf von Bubblesort entstanden, so gilt:
. |by =1, fallsb, >0
! :{o, falls b, = 0
Beweis: Ist links von @, ein groferes Element, so wird bei einem Durchlauf von

Bubblesort maxa; aus a; vorbeigezogen, d.h. b, '=b, —1.

j<i

Ist dies der nicht Fall, so ist b, '=b, =0

Wie viele Permutationen gibt es, die hochstens k Durchlédufe bendtigen?

Antwort:
(Anzahl der Inversionstafeln ohne Komponenten >k ) = k"™
0 0 0 0 0
k-1 ... k-1 k-2 k-3
n-k k-1 k-1 1

genau k Durchlaufe: [Eﬁk!—(k e ( 1)!} =A

Durchschnittliche Anzahl von Durchldufen:
1 n—1
- k =
n! kZ::‘ A
1 n-1
= _Z(ak - ak—l)k =
n'a

1 n-1 n-1
= WZ ka, - > ka,_, =
+ k=1 k=1

17



(ni ka, — S (k + l)akj =

k=1 k=0

aon,[(n Da, - Zakj

]
n! k=1

= nl!(n(n —-1)(n —1)!—:2;; akj =

n-1 kn—kk|
=n-1- .
kZ::‘ n!

%/_/

. N
wig ro? ~ [—

9 2

Prinzip von Inklusion und Exklusion

|[AUBUC|=
|A+|B|+|C|-|AnB|-|BNC|-|ANC|+|AnBNC|

Satz: Esseien A,,..., A, endliche Mengen, dann gilt:
A U.LUA = Z|A|— DANA)+ D (ANANA)—+...+D"|A U.LUA|

I<i<j<n I<i<j<n
Beweis:
(1) Binomischer Lehrsatz:
n (N k y,n—-k
X+ = X
(X+Y) g[kj y
n (n
x=y=1: 2"= [j
2k
n (n
x=1y=-1: 0:(1—1)”—2 D" =D =D
k=0 k=0 k

(i1) Angenommen: a € U A, , ist genau k der Mengen A, ,..., A, enthalten.
i=1
Wie oft wird es links und rechts gezéhlt?
Links: Einmal

Rechts: In Z|A1| k-mal

mZMmAVJ

i<j

18



k
I Y|ANA mA,‘[?’j
I<i<j<l<n

| t'k—k+k—++—1tk
nsgesamt: 5 3 et (=1 ‘

1, k ungerade
0, k gerade

) 1_(1_k +@_[gj+_...+(—1>”{tn

ﬁo[‘}](—l)'e(l—l)k:o

j=

Wobei t = {

=1

Also wird a auch rechts einmal gezéhlt!
Bsp.: Derangement-Zahlen D,

D, =|{reS, z@i)=i+i firl<i<nf

Ai={zreSn :7r(i)=i}, 1<i<n

Es gilt:

n-D, =

U

A= (-[3]

jed

=|AU.LUA|= Zn:(—l)j_l(r;](n - !

j=t

-1
:n![l—l+l+—...+( 2 J
2! 3 n!

D
1 ,e=271.....
n e
Inversion
Stierling-Zahlen erster (S, ) und zweiter Art (S, )
Es gilt:
X" =8, X" (S, =0 fir k>n)
k=0
(Seo =1, Sy (k>0),S,, =0flirn>0)

xeN

Interpretiere die linke Seite als Anzahl der Funktionen von N = {1,..., n} n {1,..., X}.
Lose nun folgendes Hilfsproblem:
Was ist die Anzahl der Abbildungen von N in {1,..., X} mit |Bi|d (f )| =k?

19



Wir wissen bereits: Anzahl der surjektiven Abbildungen von N in {L,...,k} ist S, k!
X
Also: Wir kdnnen auf [kj Weisen eine k-elementige Menge B < {1,..., X} auswdhlen.

Dann gibtes S, | -k! Abbildungen von N in {1,..., X} mit Bild(f)=B.
= Anzahl der Abbildungen f : N — {l,...,X} mit

Bild(f)|=k = @/an,kk!: S0 X(X=D(x=k +1) K=, X"

k!

n
=  x"=)5 ,x
k=0

Interpretieren beide Seiten als Polynome (festes n). Die Polynome auf der linken und
rechten Seite der Gleichung stimmen an unendlich vielen Stellen iiberein (fiir jedes
X € N). Dann miissen die Polynome aber sogar koeffizientenweise libereinstimmen.

Ein Polynom vom Grad n besitzt hochstens n Nullstellen
p(x) p(@)=0 px)=(x-a)q(x)+r(x)

Fiir die Stierlingzahlen 2.Art gilt folgende Rekursion:
=S, =S, tk-S i (nk>0)

Beweis: (Summenregel)

Bsp.:

N = {1,..., n}, aeN Klassifizieren die k-Zerlegung von N wie folgt:

-1.- {a} ist ein Block der Zerlegung
-2.- a ist in einem Block mit mindestens 2 Elementen enthalten
Entferne nun a. Was passiert?

Im Fall -1.-:  Eine (k-1)-Zerlegung von N |, entsteht
Im Fall -2.-:  Eine k-Zerlegung von N |, entsteht

Im Fall —1.- ist die entsprechende Abbildung eine Bijektion, d.h. jede (k-1)-Zerlegung
von N |, entsteht genau einmal auf diese Weise (Anzahl: S, ).

Im Fall -2.- ist die entsprechende Abbildung ,.k zu 1%, d.h. jede k-Partition von N [,

entsteht auf k verschiedenen k-Partitionen von N, also gibt es fiir den Fall -2.-
k-S,. k-Zerlegungen von N.

= Sn,k = Sn—l,k—l +k- Sn—l,k

k=0 k=1 k=2 k=3

n=0 1

n=1 0 1
n=2 0 1 1
n=3 0

1 3 1

Entsprechend finden wir eine Rekursion fiir die Stierlingzahlen 1.Art:
Soo=1LS,,=0(k>0),S,,=0(n>0)

20



Sik =Sk t(M=DS | (n,k >0)
Beweis:
Es seien N und a wie oben.
Klassifizieren Permutationen mit genau k-Zyklen
-1.- aist ein Fixpunkt (Anzahl A )
-2.- a ist kein Fixpunkt (Anzahl A,)
zerstore a (!)
zu—1.- klar, dass A, =S

zu—2.-

k=1

nk >

i Zerstérung von a
a

(ijk) {(...xay)-=(...xy...)
Wir erhalten eine Permutation von N [, mit k Zyklen

Wie oft kommt eine Permutation von N |, auf diese Weise zustande? Auf n-1
Weisen, da als Bild von a jedes Element von N [, in Frage kommt.
= A =(-1)-S
Sik =Sy T(N=DS
—

%_/
A A

n
BSp.: Sn,l :(n_l)!) Sn,n—l :(2]7 Sn,n =1

Sn,z 1
(n=1)! B (n _1)|(Sn—1,1 +(n-1)-S,,,)=
:(n—2)!+ Sn—l,z _ Sn71,2 + 1

(-1 (=21 (n-2)! n-1

Sias 1 1 1 1 1
= + + ==——F——F =41
(n=3)! n-2 n-1 n-1 n-2 2
=S,,=MN-D L+L+“'+l+l =(n-Dt H.,
’ n-1 n-2 2 ——
(n-1)teharmonischeZahl

Zeige nun: Fur x e N gilt:
X" = Z(_l)n_k Sy X
k=0

Beweis:
n=0: 1=1 richtig, ebenfalls fiir n=1
Induktionsschluss: n-1—n

n-1
XD = XE(X —-n+ 1) md:An (Z(_l)n—l—k . Sn—l.k . ij(x -n+ 1)
T\ k=0
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Def.:

z.B.:

Satz:

>
—

n-1
DS X D (N =) S X
k=0

D)™ X S, 1y +(N=D)S, 4 }

Il
M- - I

(D" xS, |,

=
I
(=}

Eine Basisfolge (p,(X), p, (X),..., P, (X)...) ist eine Folge von Polynomen p, mit
Grad (p,) =n fiir alle n (Insbesondere ist p, eine Konstante # 0)

p,(x)=x" ,n=0,1,23,...
p,(x)=x" ,n=0,1,23,...
= 1, X, X(X—1),X(X —2),...
Die Polynome p,(X), p,(X),..., p,(X) bilden eine Basis im Vektorraum (Poly(n)) aller

Polynome vom Grad <n.
Sind (p,(X), p,(X),...) und (q,(x),q,(X),...) Basisfolgen, so existieren Zahlen (a,, )

und (b, ) mit

6,0 =Y a,, p, (X)
k=0

bzw. pu(x) = 3, G ()

k=0
Wir nennen (a,, ) und (b,, ) die Zusammenhangskoeffizienten der Basisfolgen.

Sie bilden zwei (unendliche) untere Dreiecksmatrizen (a,, =b,, =0 flrk >n).
Es sei A=(aij)y j, und B = (bij), ;., die entsprechenden (n +1)x(n +1)-Matrizen.

Dann sind A und B invers zueinander, denn A beschreibt die identische Abbildung auf
pOIy(n) beZUgllCh der Basen (qO H ql b q2 EARAS) qn ) und ( pO b pl b p2 EARAS) pn ) (bel
Zeilenkonvention!) und B ebenfalls die Identitdt beziiglich (p,, p,, P,,--., P,) und

(qO> ql s q2 LARAS) qn) .
Stierlingzahlen erster und zweiter Art sind also im wesentlichen die
Zusammenhangskoeffizienten bzgl. der Basisfolgen (1,x,x*,%’,...,x",...) und

(1, X, X(X=DX(X=2),...,X",....).

O35,
S IRIEENG)

Sind (p,) und (q,) zwei Basisfolgen mit Zusammenhangskoeffizienten a,, bzw.

b, » dann gilt fiir 2.Folgen (u,,u,,u,,..,u,,...), (V,,V,,V,,..,V,,...) von Zahlen.

n n
v, = Zan,kuk fa.n (firallen) < u, = an,kvk fa.n
k=0 k=0
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Beweis: A und B sind invers zueinander (A- (@j)osijens B (0y)osi jcn ), also gilt mit

v=Au < u=Bv
sogenannte Inversionsformel

Bsp: Binomial- Inversion

nfn
Binomischer Lehrsatz (a+b)" = Z(kjakbn_k
k=0

Setzen ein: a=(x—1), b=1

X" = ZHZ(EJ(X —1)*
k=0

Basisfolgen: 1,x,x7,... und 1(x—1),(x—=1)>,...

(x=D" = Zn:(mxk(—l)”-k

k=0

(N n—k
>

Ersetzen wir u, durch (-1)"u,, so ergibt sich:

vn=i[”j(—1>kuk & un<—1>k=i<—1>"'k@vk

oLk

ou, =i(—1)k@vk

(symmetrische Form der Binomialinversion)

n
Satz: v, :Z[kjuk fan o U,

n
k=0

Bsp: Derangement-Zahlen D,
d(n,k): Anzahl der Permutationen mit genau k Fixpunkten (in S )

d(n,0): D,, d(n,k) :(Ean—k

also nl=>"d(n.k) = i@Dn_k 0 i@ok

Binomialinversion mit u, = D, Vv, =n! liefert

o N n-k (N n-k 1
D”:z(k](_l) k! ) "o Z(kj(_l) (n—k)!

K=0 “kn—ky <70

L (D)
= 1y ~2
K statt n—k n'z k!

k=0

23



Rekursionen

Bsp.: Die Fibonacci-Folge: f, f,, f,,...
f,=0,f=Ln>2:f =f +f,
0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55, ...
Euklidischer Algorithmus:

154=2-56+42
56=1-42+14
42=3-14+0

1844 zeigte Gabriel Lamé:
Anzahl der Divisionen <5 (Anzahl der Ziffern der kleineren der beiden Zahlen)
Angenommen, wir brauchen n Divisionen fiir die Zahlen (a,,,,4a, ), d.h.

a,, =ma, +a,, (a< a,; < an)

n+l12
a,=m_a,, +a,, (a< a,, < an—l)

a,=mja,+a, (a<a,<a,)

a,=mya, +a, (a<a <a,)

a, =ma,

a, =21 a,22-1=2, a,21-2+1=3, a, =5, .. hierentsteht die Fibonacci-
Folge

Benutzen wir nun mehrfach die Fibonacci-Rekursion
fos=fa+f=2-f  ,+f =3, ,+2-f  =5"€,+3-f,

=8-f, +5-f _,=13-f _,+8-f ,=21-f ,+13-f ,>20-f ,+10-f .
=10-2-f _,+f,;)=10-(f, _,+f _,)=10-f,

= f,.; hat mindestens eine Ziffer mehr im Dezimalsystem

0<n<5 f, hatnureine Ziffer

5<n<2.5: f, hat >2 Ziffern

2-5<n<3-5: f hat >3 Ziffern

n+5 n+3 n+2

k-5<n<(k+1)-5: f_ hat>(k+1) Ziffern

Betrachte beliebiges n: Dann gibt es ein k mit K-5<n<(k+1)-5
= f, > (k+1) Ziffern

a, > f_ : alsohat a, ebenfalls mindestens (k +1) Ziffern

5. (Anzahl der Ziffern von a,)>5(k+1)>n

Erzeugende Funktionen

Idee: Suche eine Folge a,,a,,a,,.... Fassen sie auf als Koeffizienten einer Potenzreihe

ianz”
n=0

Bsp.: 1=a,=4a,=a, =...
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daz"=)"=1+2"+72 +.+2" 4.
n=0 0

l_ZrH—l
1-2

1+2°+2°+..+2" =

I-2)0+2°+2 +..+2)=1+2"+2 +..+2"—(2+2"-1-2"+2")=1-z

- 1 . .
Z 7" =—— geometrische Reihe
n=0 -z
(I-2)A+z+2°+..)=
(I+z+2°+27+2% +..)

—(z+2°+727+2% +..)

1+0+0+0+0+...

Bsp.: Fibonacci-Zahlen
f =f, +f, @m=2)
f,=11f,=0

Yt =z+27 42274320 + ..
=0

rucke die Rekursion in einer Formel aus:
f,=0flirn<0

Abklirzung: A sei eine Aussage
Al {1, falls A wahr

0, falls A falsch
f,=Ff_ ,+f_,+[n=1] (hne2)

Was sagt uns das iiber die Funktion F(z) = Z f,z"?

neZ
Fo)=> f, 2"

NEZ (£, 1+ 1, ,+[n=1])

= Z f . z" +z f 2" +Z[n =1]z"

=F(2)+2*f(2)+z
16sen nach F(z) auf
z

f(o)(1-2-2°)=1z, f(z):m

1 a

—= + Partialbruchzerlegung
1-z-2°) l-az 1-p1z

mit 1-z-z" = (1-az)(1- fz)

Ermittlung von «, #,a,b:

n+1
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%@=14-f,Cﬁ@)=f—z—1=f-¢{%j

e und S sind die Nullstellen von g~ (z)

Allgemeiner:
q(x)=1+q,z+q,z2> +...+q,2°

qR(Z) = 27" "'qum1 +qzzd72 +..+(y = q(%)zd

Sind a,,...,a, die Nullstellen von q®(z), so ist

qRa)z(z—aomiz—“d):Zd*{%j

q(z) = quR[%j =7° -(%—alj[%—azj..{%—ad

Im Beispiel:

j =(-a,2)1-a,2)..(1-a42)

q(2)=1-72-22, qR(Z):Zz_Z_lz(z_l-i-z\/g](z_l—\/gJ

YA a

2
b

aW2)=01-¢2)(1-42)
LGOsung:
o L[{1e45) _(1=45Y
NG 2 2

Ziel dabei:

(—g2-g2) 1-42 1-42

Ldsung von linearen Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten:

an+d = ql ' a‘n+d—1 + q2 ' a‘r1+d—2 +..+ qd ’ a'n

Ntzliche Potenzreihenentwicklungen:

o0 n

Z 2 7"
f=3" logl+2) =D (=)™
o g(l+72) 2 n( )

n=0

(¢]

1 o0
—— =142+ 24D 2"
-z n=0

(1+2)° =i[ﬂz (z|<1)

n=0

{a] _ a(a—-1..(a—n+1)

n n!

© (1] v ~
L 1-2)"=(1+(-2))" = 2( j(_z)n =S (1) (=D(=2)-.-(=N) _»

l—Z n=0 n

n=0 n!

=1



(A1)

» (_d © —
1 =z(n j(_l)n n Z (d 1) (d+n 1)( l)nzn=

(1_ Z)d n=0 n=0 n!

= d(d +1)..(d .. n+d-1 n+d-1) ,
Z(+)(+) Z( j Z(d—l jz

n=0 n=0 n=0

2.2 . b % aber
l1-z2-2" 1-¢7 1-¢1z2

(2-gNz—9)=2"~z-1. ¢=“f,¢3=“f
1—2—22:(1—¢z)(1—(32)
0-(1-42)
VA ~ a A ~
(=g = 1- 1-
(1_¢Z)(17¢7)£/¢”T) (1—¢z)( $2)+ (=g2y
1
1. ¢
L=—=: —:O+b
b 12
¢
b=t - L
-9 5
1
. ¢
0-(1-¢2), 2=— -=a
9
¢
ao_Lt _ 1
p-9 5
1 1 1 1 I (< Kk o~ (2 LK _DOL kK 2k )5k
FO= e T f(g(m) —;(w)]—g SARL

Es gilt folgender Satz:
Essei Q,,...,q, eine feste Folge von (komplexen) Zahlen, d >1,q, # 0

Qz2)=1+0q,z2+..+q,2° =(1-,2)" (1 -, 2)® ..(1—-a, 2)*
a,,...,a, sind dabei die paarweise verschiedenen Nullstellen von

qf(z) = z° +qlzd_1 +..4+Q, = qu(%j mit Vielfachheiten d,, 1 <i <Kk

Fir f : N — C sind die folgenden Bedingungen dquivalent:

(Rekursion)
Firn>0
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f(n+d)+q,f(n+d-D+..+q,f(n)=0

@)
A2) F f(nyz" =
(A2) F(z)=) f(mz"= oz

n=0

, wobei p(z) Polynom vom Grad <d —1

(A3) (Partialbruchzerlegung)

k
z f(nmz" ZZ%’ wobei ¢;(z) Polynom vom Grad <d, -1, 1<i<k
n>0 i1 (1—0;2)"

(A4) (Explizite Lésung)
k
f(n)= z p,(Me;" mit p,(n)Polynom innvom Grad <d, -1, 1<i<k
i=1
Beweis:
v, ={f :N>C: ferflllt (4)}, 1<i<4.

Jedes v, ist ein Vektorraum (iiber C)
z.B. fir v,:
(Z) _h@
f =
Z (mz" = Zg( )z" a2

P, h(2) _ p(@)+h()
f _
2 (MM = o ™ 4@

Y fme = “ E’()Z)

Aulerdem: Jedes v; hat die Dimension d.
f(n+d)=—q,f(n+d-1)—...—q, f(n)
f ist durch f(0), f(1),..., f(d —1) festgelegt, f(t).,..., f(d —1) sind ,,frei
wihlbar®.
Benutzen aus der linearen Algebra:
Ist v, cv;,s0istv; =V,
(gilt fur endlichdimensionale Vektorrdume v;,V; gleicher Dimension)

(a) v, cv,: Essei f ev,,dh
3 f(myz" = g((:)) Lalso q(z) =3 f(M2" = p(2)

(A+0,2+0,2° +..+9,2°)FO)+ Tz + F(2)2° +...+ T(N)z" +..) = p(2)
Machen einen Koeffizientenvergleich fiir z**"  (n > 0)
I-f(n+d)+q,f(n+d-D+qg,f(n+d-2)+...+q,f(N)=0

also f ev,,dh. v, cv,,dh v, =V,
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2.9:@) [[0-a;2)

Kk é -
b) v, cv,: 9:(2) = < Grad <d
i (1-a;2) H(l_aiz)d.
i=1
a(2)
=@,Grad(p)<d
a(z)
V, =V, =V,
V, SV,
1 = (d, .o(d+En=1)
- = —o. 7 = L
(1-a,2)" ;{n J( o ;(di -1 )0,
0(2=9,"+9,"z+...+ g, 2"
g;(2) G 0] j(di"_n_ljan n
— = g,z oz
(1-a;2)" JZ—(; ; J d; -1
o 4l fd +n-1 :
=Z gj(l)[ | )“inznﬂ
n=0 j=0 di -1
o (4l fdo+n—j—1 .
:z gj(l)[ i J jain—l 7"
n=0 \ j=0 di -1
o (4 fd o +n—j-—1 .
=2 gf”( B Ja (@2)"
n=0 \ j=0 di_1
p; (n) Polynom in n vom Grad <d;
=V, cV,,alsov, =V, =V, =V,
Beispiel:
a,=a, =1
a,=a,,+2a,,+(-D" (n>2)
n 0 1 2 3 4 5 6 7
-n" 1 -1 1 -1 1 -1 1 -1
a, 1 1 4 5 14 23 52 97

1 Rekursion (a, =0 fir n <0)
=a,, +2a,,+(=D)"[n>0]+[n=1]
n=0:v)

an
(n=1:v,

A(z)=)Ya,z"
A@)=Ya,,z"+2> a,,2" + > (-D)"[n=0]z" +> [n-1]z"

A(2) = z-A(z)+2-22A(z)+L+z
1+z
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l+z+2°
1+2
1+z+2° 1+z+2°

(I—z-22°)1+2) (1-22)(1+2)°

AZ)(1-2-22%)=

A2) =

Nach unserem Satz:
a, =7, 2" +(7/1 +73n)(_1)n
Erhalten durch einsetzen:

7 2 1
71 _5’72 _6573 _3
a, = Z2” +[ln +Ej(_1)n
9 3 9
= Problem der Klammerungen:
Xgs X, seees X,

Auf wie viele Weisen kann man Sinnvoll klammern?

(XX )X, %5)

Xo (X (X,%3))
(XOXI )XZ

XoXi Xo (X %;)X;)
XO (Xl X2)

((XOXI )X2 )XS

(XO (X1X2 ))X3

Bemerkung

Lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten kann man auch mit

Hilfe von Methoden aus der linearen Algebra l16sen.

Bsp: F,=0,F =1
F.=F_+F_ (n>2)

F, 1 1) (F,

S
1 1Y1 1Y1
ol oo
I:l FZ
o) (=)

= 1 1N\

o o) 1

Potenzen einer Matrix kann man fiir Diagonalmatrizen leicht berechnen

A 0 (A& o0
0 u) L0 4
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1 1 440 .
=T , SO ist
1 0 0 u
11y 20 "
=T T|=T" A0 T
1 0 0 u 0 u"

Bsp.: Catalan-Zahlen
Gegeben: n +1Variablen X, X,...,X

19°°9 N\p

Auf wie viele Weisen kann das Produkt X, - X, -...- X, korrekt geklammert werden?
C,=1C, =1

XX, )X
n= 2, ( 0 l) 2 , — 2

XO (Xl X2 )

(XO Xl )(Xz X3)
Xo (X, (X,%3))
n=3 Xo((X;X,)X;) Cy =5
((XOXI)XZ)X3
(XO(XIXZ ))X3

Rekursion fur die C, :

Beobachtung: Es gibt genau eine Multiplikation deren Punkt au3erhalb aller Klammern steht,
namlich die letzte, falls n> 0.
Angenommen, dieser letzte Multiplikationspunkt steht zwischen X, und X, .,

(KX, ) KX, )
c Cra1k
Dann gibt es C, Moglichkeiten X,...X, zu klammernund C,_, ,
Moglichkeiten X,,;,..., X, zu klammern, also
c,=C,-C_,+C-C_,+C,-C ,+..+C _,-C, (n>0)
H_/

k=0

Erzeugende Funktionen einsetzen:
Erweitern der Rekursion fur beliebige ne Z

C,=0 (n<0)
C,= Z:CkCn_l_k +[n=0] ‘ z"  aufsummieren!
k

C(z)=).C,z" :(Zz“chcn_l_k}Z[n =0]z"

C(z)=2).>.C,z*C, 2" +1
n k
=2-C(2)-C(2)+1

Ergebnis: Quadratische Gleichung fur C(z)
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C(z)=z-C*(2)+1 Cz(z)—%C(z)Jr%:O

C(z)——+ ! —l:—+—«/l 4z

27 47> 2 2z 2z

Nebenrechnung

(1+x)% = Z(:Jx”

n=0

1
VJ1-4z :Z ; (—42)” —
n=0 n
) 1(1_1j..{1_n+1j
—14+) 2t Z (-)"2"2"2"
n=1 n!
S IEDme ) o
=l n!
— Z( 1)2n 1 (2n_3)(2n_5).3'12nzn
o n!
- Z(2n 2)(2n-3)(2n-4)(2n-5)..4-3-2- 12 n
ni(n—1)!
© !
B el P
oo nk(n—1)!
@nm! 1 nl
=1- —2-z N
z ntn! n+1
N =
wihlen das Minuszeichen, da der Koeffizient von 2~ Null drin muss:
1 2 (2n) 1
CR2)=—/|1-|1- —2z™
@ 22( [ ;(n]nﬂ D
) (an 1 n
—o\n jn+1
1 (2n
CQ)=——-
n+1\n
Anderer Trick
Benutze erzeugende Funktion eines anderen Typs, z.B. erzeugende Funktion vom
Exponentialtyp

Vorher (gewohnliche erzeugende Funktion)
(fom, > > f,-2"=F(2)
n=0

Jetzt (exp.) erzeugende Funktion



Bsp.:

Bsp.:

Bsp.:

Z
n o

()i > 2 f - =F(@)

n=0
Unterschied liegt in der Multiplikation
A(z)=Ya,z", B(z)=)b,z"

ADB) =Yc2", ¢ =Yab,,
A : b
A(z) = Z%z B@)=Y 2"

L "a b
A2)B(2) = ZZ"Z%(n e

Die C, heiflen Binomialfaltung von (a,) und (b, )

non

o :Za Z" oo :zb”z”
n

~ n! n!

eazebz — e(a+b)z — Z (a+b')n Zn
- n!

Die Folge (a+b)" n=0,],... muss also die Binomialfaltung von (a,) und (b, )

sein, d.h.
n

n
(@a+b)n= Z[kjakb”_k binomischer Lehrsatz

k=0

Zn:a“%!z Z(EJZ —(1+2)°

Zb“%:(u 7)° (1+2)(1+2)" = (1+2)™

n

nZ"
=Zn:(a+b)—7!

i(ﬂa“b”‘“ =(a+b)"

h=0

Derangement Zahlen: D,

Bekannt: n!= i{man = i(EJDn -1

h=0 h=0
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= e? D(z)
L:el-f)(z) D(z)=¢e""
1-2
B D" «z"( (D"
e s

D,

Was passiert bei Differentation und Integration?

Gew. erzeugende Funktion: (a,) — A(z)

[’e]

A'(z) = inanz”-1 =Y (n+Da,,z"
n=0 n=1
(an)—>(1-a1,2-a2,3-a3,. Ll=((n+Da,,, ) )
A z
(@,) - A(z)=§aq
™! z
n n! = ;aml F

(a,,4,,a,,...) > (a,,a,,a;,...) »»Shift

Analog bei Integration

Bsp:

— _ a‘n—l n
J.(Zat ]dt n>0n+1 M=y Sy

=1 N

z n+l n
J' at" l dt=Ya > :ZaMZ—
5 o (n+D! !
(an)—>(0,a0,al,...

Bonoulli-Zahlen

Rekursion fir die Bonoulli-Zahlen

© (n+1
Zj Bn=[m=0] gam>0
j=0
nN=m+1:
n-1 n
jijz[nzl]

M- 1

Il
f=}

n
jij =[n=1]+B, , firalle n>0

X i
= fir B(z)=Y B, Z—' bedeutet dies:
j J

et
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B(z2)e* =z +B(z2).

B(2)=—"
e —1
Anwendung
1+2+3+...+n=n(n+1):%n2+ln
PP+2+3°+..+n* = n(n +1)6(2n D Polynom von Grad 3 inn

S,(M=0"+1"+2"+_.+(n-1)" = Y k"

0<k<n

Gibt es eine Formel fur S, (n)?

Sy(nN)=n
1 1
S,(N)=—=n*-=n
() 5 >
1 1 1
S,(N)==n>-=n*+=n
2(N) 3 5 p
1 1 1
S,(n)=—n*-=n’+-n’
M=yt
Slo(n):inll—ln1°+§n"—n7+n5—ln2+in
12 2 6 2 66

Versuchen das Problem mit erzeugenden Funktionen anzugeben

$5,M2" =Y Tk"2" =Y Tk = ¥ Tk = Y

m>0 m>0 0<k<n m>0 0<k<n 0<k<n m>0 O£k<n]»_'kz

Problem: Werden die Summe nicht los!

Exponentielle erzeugende Funktion

A Zm Zm
S(z,n)=» S, (n)—= k™ —
@M =28 =2, 2 K

kz)" . e") -1 e™-1
-y Yoy Seyr o CXTC
o<k<mmzo M 0<k<m k=1 T B -1 e’ —1

1+q+.4+49 =
q-1

Sm=5 = -8 S

Daraus folgt:

0 1 2 0 1 2
S(2) :(BOZ—+ B, L 82z—+...]-(nz—+nzz—+n3z—+...j
0! 1! 1! 2! 3!
also:
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S n m+1 m 1
n( )=BO n + B, n +...+ m—n
m! (m+1)%0! m!-1! 1tn!

m+1 m 1
S, (m=m|B,—" 4B 4. .+B 1 |=
M+ L0l m! 1tn!

1 ma (M+1 " m+1
= B,n" + Bn" +..+ B,n
m+1 1 n

Bemerkung zu anderen Typen von Rekursionen
f(n+d)+q,f(n+d-D+..+q,f(n) <0 (n>0) (V)
q°(2) Nullstellen ...,
D ng;" falls Nullstellen einfach
a"(an+hb)
a"(an® +bn+c)
Manchmal kommen Rekursionen des folgenden Typs vor:
f(n+d)+q,f(n+d-D+..+q,f(M=gn) (n=0) (00
inhomogene lineare Differenzgleichung mit konstanten Koeffizienten
Allgemeine Losung von (00) erhalten wir, indem wir eine spezielle Losung von
(00) nehmen und alle Losungen von (V) dazu addieren.
Falls g(n) ein Polynom in n ist, so kann eine spezielle Losung von (00) an einem

Ansatz mit unbestimmten Koeffizienten fiir ein Polynom des gleichen Grades
ermittelt werden.

Bsp.:

f ,—f —f =n’

Ansatz: fo=an’+bn +c

(a(n +2) +b(n+2)+ c)— (a(n +1)* +b(n+1)+ c)— (an2 +bn+ c)
=-an’+n(2a-b)+3a+b-c=n’

a=-1, b=-2, c=3(-1)+(=2)=-5

f =-n’—-2n-5 spezielle Losung

Allgemeine Ldsung:
(Ag" +B4")-n>-2n-5
NEFEE ﬁ—l]

Lésung von (V) [gﬁ: 7 ¢:T

2.- Variable Koeffizienten (g, = g;(n))
keine allgemeine Losung moglich

Spezialfall
a(n)f(ny=bm)f(n-1+c(n) (n>1)
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Trick Summationsfaktor

[Ta0

Multipliziere beide Seiten mit F(n) = -=——
[To(h
j=1

ah)-a@)-.a=h) e L
b(1)-b(2)-...-b(n—1) b(l)

Dies verdndert die Rekursion:

g(n)=g(n-1+F(n)+c(n)

gin)=b(n+1)-F(n+1)- f(n)

b(n +1) = a(l)-a(2)-...-a(n—-1)
b(1)-b(2)-...-b(n=1)-b(n+1)

Losung fiir g(n)

) = y(0)+ Y F(ie()

f(n)=F(ma(n)f(n)

also b(n+1)F(n+1)f(n) =b()F () f (0) + Z F(i)+c(i)
f(0)+zn: F(@)+c()

= b(n +I:1)F(n 1)

Bsp: Analyse von QuickSort
Beschreibung des Verfahrens
Es seien die Elemente von n[1],...,n[m] zu sortieren

1. Wihle im Element auf, (etwa n[1] oder ein zufillig gewéhltes Element), das

sogenannte Pivotelement
2. Vergleiche es mit allen anderen Elementen und partitioniere die Elemente in
diejenigen, die kleiner und in diejenigen, die groBer als das Pivotelement sind (n-1)

Vergleiche
3. Sortiere diese beiden Teilfelder ebenso weiter

Bsp.:

2 \!

6 2 1 5 8 9 4 37

\2 \2

6 7 1 5 8 9 4 3 2
\2 2

6 7 9 5 8 1 4 3 2

VN

6 |79 8|51 432

> 6 <6

Anzahl der Vergleiche im worst-case:
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N=-DH+Mm-2)+(n=-3)+...+2+1 = [;J

tritt ein wenn jedes Mal eine der beiden Zerlegungsklassen leer ist, d.h. wenn das
Pivotelement jedes Mal das grof3te oder das kleinste der verbleibenden Elemente

1st.

Es sei nun Q, die durchschnittliche Anzahl der Vergleiche.

Q= nHl 4 ¥Q,+Q.)

Knuthsche Im plementierung

n-1
:n+1+22‘Qi
nizo
n-1
nQ, =n*+n+2> Q,
i=0

(M+1Q,, = (1) + (-1 +23°Q,

Subtrahieren:

nQ,-(n-1Q,, =2Q,, +2n
nQ,=n+1)Q,,+2n Q,=0
a(n)f(ny=b(n)f(n-1)+(n)

Q, +Zn:F(i)2i
= (n+2I)7F(n+1)
F(n) = a(l)..a(n-1) _ 1-2-3-....-(n=1) _ 1
b(1)...b(n) 2-3-..-(n+1)  n(n+1)
2y ! A
Q =— 22D iy ComenH,, -1)
1 =i+l
Mn+2 i
(n=DI)(n+2)
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Graphentheorie
Was ist ein Gaph?
Def.: Ein Paar G = (v,E) disjunkter, endlicher Mengen wobei

E E@/J = {{v,w}|v¢w, v,WeV}

¥
Yo 0 Oa

Vz G
V={V,..,Vs}
E = (V3V} V.V VoV VLV L AV Vs V3,V )
Elemente von V heillen Punkte, Knoten, Verticer, Ecken

Elemente von E heilen Kanten (englisch: edges)
Statt {v,v,} € E schreiben wir oft einfach v,v,

Sprechweise:
{v,v,} € E heift: v,und v,sind (in G) verbunden, benachbart, adjazent

v, inzidiert mit der Kante v,v,

sei die Menge der Nachbarn von veV ,
dh. N(v)={ueU:v,ueE}

G

Die Anzahl der Nachbarn von v heifit der Grad von v, d(v) =dg (V).

Satz: Injedem Graphen ist die Anzahl der Punkte ungeraden Grades gerade
Beweis: Wir stellen G dar durch eine (0 —1) — Matrix, seine sogenannte Inzidenzmatrix

@

LLvee
[VEE]Z{
O,vee

39



v, 1 1 0 0 0 0
v, 1 0 0 1 0 0
Bsp.:
v, O 1 1 0 0 1
v, O 0 1 0 1 0
vi, 0 0 0 1 1 1
Doppelte Abzédhlung fiir die Einsen in der Inzidenzmatrix:
Summe aller Einsen= Summe aller Zeilensummen = z d(v)
veV
Andererseits: Summe aller Einsen = Summe aller Spaltensummen
= (E) -2
——
Anzahl
der
Spalten / Kanten
= Z d(v) ist eine gerade Zahl
veV
= Anzahl alle v mit d(v)ungerade ist gerade.
Bemerkung:
In jedem Graphen gibt es zwei Punkte, die den gleichen Grad haben.
Angenommen V ={V,,..V, }
Als Grade kommen in Frage die Zahlen 0,1,2,3,...,(n —1) und die Grade o und n-1
schliefen sich aus.
Aus dem Schubfachprinzip folgt die Behauptung
Aufgabe:

Peter hat bemerkt, dass jeder seiner 25 Mitschiilern eine unterschiedliche Zahl von
Freunden in seiner Klasse hat.

Wie viele Freunde hat Peter selbst?

(Man bestimme alle Losungen).

Einige Grundbegriffe, anschaulich erklart:
Weg:
Vy,€,V,,8,,V,,85,V5,..,V, 1,8V, ,wobei
e, =vi,v,€E, v,.,v, eV allev,..,v, verschieden.

,,pat 13

Hamiltonscher Weg:
Alle Punkte von G werden durchlaufen {v,,...,v, } =V

Kreis:
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Vy,€,V,,€,,V5,85, Va0V, 1,8,V
e, =v,v,€E, v, =v,, V..V, alle verschieden

Hamiltonkreis:
V ={v,,..,V, }

Kantenzug:
Vo, €,V1,€,,V,,85, V50,V 1,8,V
v; nicht notwendigerweise verschieden die e, aber wohl

W G

W
V4 2

Punkte diirfen mehrfach besucht werden, Kanten aber nur einmal benutzt
werden.
= (,,trail*) geschlossen, falls v, =V,

Kantenfolge:
V,,€,V,,8,,V,,8,,V;,...,V, ,,€,,V, wie oben, jedoch diirfen Punkte und Kanten

mehrfach vorkommen (,,walk*)

G heiBt zusammenhéangend (zshg), falls zu je zwei Punkten u,v eV in G ein (U—-V)-Weg

existiert.
Ist G nicht zusammenhéingend, so zerfillt G in maximal zusammenhingende ,,Teilgraphen®,
die sogenannten Komponenten von G.

G

H heifl3t dabei Teilgraph von G =(v,E) H =(u,F),fallsU cV,F cE

U
H heif3t induzierter Untergraph von G, falls F = En [2 ]
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Das Konigsberger Briickenproblem
Skizze der Konigsberger Bricken im 18.Jahrhundert

mener
Fregel

alter
Pregel

Frage:
Kann man einen Spaziergang machen, so dass man iiber jede Briicke genau einmal
geht und zum Ausgangspunkt zuriickkehrt?
Leonhard Euler hat diese Frage in viel groBerer Allgemeinheit geldst.
Ein Kantenzug heifit Eulersch, falls darin jede Kante genau einmal durchlaufen wird.
Ein geschlossener Eulerscher Kantenzug heifit Euler-Tour. G heifit Eulersch, falls G
eine Euler-Tour besitzt.

Satz: (L. Euler, 1736)
Ein zusammenhingender Graph ist Eulersch g.d.w. alle seine Grade gerade sind.

Beweis

(a)
G sei Eulersch, v eV beliebig wird v bei Durchlaufung der Euler-Tour k-mal
besucht, so ist d(r)=2-k.

(b) Nun seien alle Geraden von G gerade.
Vy,€,V,,8,,V,,85,V;5,...,V, .8,V selein Kantenzug [ (e,,...,€, ) verschieden]
mit maximal k (Ldnge =k ). Dann muss v, =V, sein, denn anderenfalls wire
eine ungerade Anzahl der Kanten (g,,...,€, ) mit v, inzident und der Kantenzug
konnte verldngert werden
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Definition:

Satz:

Beweis:

Angenommen, es gibt noch eine Kante e € E, die nicht zu (e, ,...,e, ) gehort.

Da G zusammenhéngend ist, konnen wir 0.B.d.A. annehmen, dass e mit einem

der Punkte v,,v,,v,,...,V,_, inzidiert, etwa mit v,

Wir setzen nun v, zu einem Kantenzug maximaler Lénge in G —{g,,...,€, }
—

fort

Etwa v,,e,u,, f,,u,,....u,_,, f

|,1,U|

Weil in G’ ebenfalls alle Grade gerade sind, muss also U, =V,
Der Kantenzug
Vs €,V s €,V U, T Uy Uy s f Ve sV e 85V,

1—12 Vi ~i+l> Visloee
besteht dann aus lauter verschiedenen Kanten und hat Lange k +1 > k.
WIDERSPRUCH!
Ein zusammenhéngender Graph ohne Kreise heilit ein Baum

Ein Baum mit n Punkten hat immer n-1 Kanten

Angenommen, nicht. Dann wihlen wir ein Gegenbeispiel T = (V,E) mit
minimalem n. In T sei v,,V,,V,,..V,_;,V, ein Weg maximaler Linge.

Dann gilt v, und v, Punkte vom Grad 1 in T. Wir streichen v, und die Kante
V,_,V, aus T und erhalten einen Baum (!) T’ mit n -1 Punkten und (n-2)

Kanten.
Dann besitzt T aber auch n Punkte und (n -1) Kanten, Widerspruch!

Fur diese Baume gilt:

Satz:

Es sei G =(V,E) ein Graph

Dann sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(1) G ist ein Baum

(11) Zu je zwei Punkten u,v eV gibt es genau einen Weg von u nach v
(ii1)) G ist minimal zusammenhingend, d.h. G zusammenhingend

G-e:= (V, E {e}) ist nicht zusammenhéngend fiir alle e € E
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Beweis:

Bemerkung:

(iv) G ist maximal Kreisfrei, d.h. G ist kreisfrei, aber G+e:=(V,E U {e})
\Y
enthélt einen Kreis fiir jedes e € (2 j| £

(i) = (iv) - G ist kreisfrei und zusammenhangend. Nimmt man noch eine
Kante hinzu, so ist G kein Baum mehr (s. vorheriger Satz)

Da G durch Hinzunahme von Kanten seinen Zusammenhang nicht verlieren
kann, muss der neue Graph G +e einen Kreis enthalten

(iv) = (ii) - Es seien u,v eV
a) Angenommen, es gibe keinen u-v-Weg in G
Nehmen wir dann die Kante uv zu G hinzu.
Diese muss einen Kreis schlie3en.
K-uv ist aber ein u-v-Weg; Widerspruch!

b) Angenommen es gibt zwei u-v-Wege

(i) = (i) - o ¥

Ist u,v eV, soist u,v der eindeutige (u-v)-Weg in G. Also gibt es in G ohne uv

((G —{uv}) keinen (u-v)-Weg mehr.

(iii) = (i) - Angenommen G enthielte einen Kreis, etwa v,,V,,...,V, =0.

Lassen wir eine Kante aus dem Kreis weg (etwa VvV, _, ), so ist der Graph

immer noch zusammenhingend, denn jede Benutzung einer Kante vV, , kann

durch den Weg v, v,,...,V,_, Uberfliissig gemacht werden. Fertig!

H = (i)
m U
(i) = D
Satz (von Cayley)
Ist |V| =n, so gibt es auf V genau n"* Biume
Beweis: (vgl. auch Aigner-Ziegler: ,,Proofs from the Book*)
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Wir wollen nun ein Optimierungsproblem l6sen.

Gegeben ist ein zusammenhédngender Graph G = (V, E) und eine ,,Kantenbewertung*
c:E—->R

Gesucht wird ein ,,aufspannender* Baum

TcG (T=(,F),FcE)vonG,sodass » c(e)< Y c(e) firalle T'=(V,F"),

ecF ecF!'

F'cE.
(englisch: mininum spanning tree, MST)

Losung mit Hilfe des Kruskal-Algorithmus

1. Sortiere E = {e,,e,,....e,}, sodass c(e,) <c(e,)<c(e;)<..<c(e,)

2. Setzen F, = ¢. Dann priifen wir sukzessive fiir r =1,...,m, ob der Graph
(V,F_, u{e}) einen Kreis enthilt oder nicht.

Wenn ja: F.=F

Wennnein: F =F_ U {ei}

Der Graph T =(V,F,) wird ausgegeben

Satzz T =(V,F,) istein MST
Beweis: Q) T ist aufspannender Baum:
Natiirlich ist T kreisfrei
Angenommen T wire nicht zusammenhéngend.
€r
2 T

Dann gibt es zwei Komponenten T, und T, von T, die durch eine
Kante e, von G verbunden sind. Aber T Ue, ist offenbar kreisfrei.

Deshalb musste e, eben doch zur Kantenmenge von T gehdren!

(ii). Minimaleigenschaft
T’ sei ein MST, der mit T mdglichst viele Kanten gemeinsam hat.
Angenommen, T'#T . Wir fligen zu T’ eine Kante €, mit minimalem

Index hinzu, die zu T gehort, aber nicht zu T’

T'+e, enthilt einen Kreis
TJ

wE g

Aus diesem Kreis entfernen wir ein e,, das nicht zu T gehort.
Es entsteht ein weiterer aufspannender Baum T”’.
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T"=((T'+e,)—e,). Nach Konstruktion muss nun | >k sein, also
c(e)=<c(e)

D oc(e)< D c(e)

ecF" ecF'

T'=(V.F")  T'=(V.,F)

also ist T’ auch ein MST.

Aber T’ hat eine Kante mehr mit T gemeinsam als T’, Widerspruch!

Planare Graphen

Bsp.:

Satz:

Kann der Graph G so in der Ebene gezeichnet werden, dass die Linien, die Kanten des
Graphen darstellen, nur Ecken des Graphen als gemeinsame Punkte haben, so heifit G
planar (pléttbar).

Ein solche Zeichnung nennen wir einen ebenen Graphen (planegraph) oder auch eine
Landkarte (map).

(falsch) (richtig)

Schneidet man die Ebene entlang der Kanten eines ebenen Graphen auf, so zerfallt sie
in endlich viele Stiicke (Ldnder von G, Fldchen von G), von denen genau eines
unbeschrinkt ist!

(Eulerscher Polyedersatz)

Ein ebener zusammenhingender Graph mit n Punkten, m Kanten und f Landern erfiillt
die Beziehung

n-m+f=2

Beweis: Ist der Satz falsch, so existiert ein Gegenbeispiel mit minimalem f.

Ist f =1,s0ist Gein Baum, also m=n-1, n-m+f=n-(n-1)+1=2
Also f >1. G enthilt einen Kreis und jede Kante e dieses Kreises begrenzt

zwel Liander von G, etwa S und T.
Entfernen wir e, so erhalten wir einen ebenen Graphen G’ mit n'=n,m'=m-1,

f'=f -1, also
n'-m'+f'=2, d.h.
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n-m-D+(f-1)=2
n-m+f =2 Widerspruch!
1. Ein planarer Graph mit n Punkten hat hochstens 3n—6 Kanten.
Bsp.: K.: vollstandig mit 5 Punkten

-

n=5m=10
3n-6=15-6=9 <10

Jede Fliche besitzt mindestens 3 Kanten in ihrem Rand. Wird der Graph trianguliert,
so gehort auch jede Kante zu genau 2 Flachen

3f <2m

n—-m+f=2
f ausdriicken durch n und m

f=m-n+2
2m=>3(m—-n+2)

m>3(n—-2)=3n-6

2. Ein planarer Graph mit n Punkten ohne Kreise der Lénge 3 besitzt hochstens
2n -4 Kanten
2m>4f =4(m-n+2)
2m<4(n—-2) m<2(n-2)=2n-4

Bsp.:

K, ; enthilt keine Dreiecke
n=6 2n-4=8
m=3-3=9 >8
also K, nicht planar.

Bemerkung: Graphen, die durch ,,Unterteilung® von nicht planaren Graphen entstehen, sind
nicht planar.
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*, I s
neue Punkte
Einzelne Kanten des Graphen werden durch Wege ersetzt, in denen alle Punkte

auBler Anfangs- und Endpunkt den Grad 2 haben.

Folgerung: Jeder Graph G, der eine Unterteilung von K oder K, enthilt, ist nicht planar
Es gilt auch die Umkehrung

Satz von Kuratowski
Ein Graph ist genau dann planar, wenn er keine Unterteilung von K; und K,

enthélt.

Beispiel: Die Oberflache eines FuBlballs setzt sich aus schwarzen 5-ecken und wei3en 6-
ecken zusammen. An die Seiten eines jeden 5-ecks grenzen lauter 6-ecken,
wihrend an die Seiten eines jeden 6-ecks abwechselnd 5 —ecken und 6-ecken
grenzen.

Bestimme die Anzahl der 5-ecke und 6-ecke
f,: Anzahl der 5-ecke

f,: Anzahl der 6-ecke
f=1f+f
5-f5+6-f, =2m
5-f5+6-f, =3n
n-m+f =2

5 5
§f5+2-f6—5f5—3f6+f5+f6:2

f5(§—§+lj+ fo| 2-3+1(=2

fs(wj:; fo=2.6=12

6
Zdhlen nun die Inzidenzen (5-eck, adjazentes 6-eck) ab: (auf 2 Weisen)
5f, =31,

512=60=3-f,, f, =20

Vierfarben-Problem
Francis Guthrie 1852
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Konnen die Lénder einer Landkarte mit 4 Farben so gefirbt werden, dass je zwei
Linder mit einer gemeinsamen Grenzlinie verschieden gefarbt sind?

Trick: Setzen in jedes Land eine ,,Hauptstadt* und verbinden zwei Hauptsstiadte g.d.w. die

Satz:

Linder eine gemeinsame Grenzlinie haben

Seit 1976 ist bekannt, dass jede Landkarte tatsdchlich mit 4 Farben gefédrbt werden
kann (Appel und Haken).

Wir beweisen eine Abschwichung:
Jede Landkarte ist mit 5 Farben zuldssig farbbar.

Beweisen den Satz in folgender Form.

Die Punkte jedes planaren Graphen kénnen mit 5 Farben so gefébrt werden, dass
benachbarte Punkte verschiedene Farben bekommen.

Angenommen, der Satz wére falsch.

Dann wihlen wir ein Gegenbeispiel mit minimaler Punktezahl G = (V,E).

Wegen |E| <3n—-6 muss G/ | E| = Anzahl der Kanten einen Punkt x vom Grad

hochstens 5 enthalten Zd (V) =2m<2(3n-6)=6n-12
eeV

n Summanden

Wir nehmen an, G ist gezeichnet und x besitzt als Nachbarn in zyklischer Reihenfolge
die Punkte v,,v,,v;,V,,V,

Vy

(Falls x weniger als fiinf Nachbarn besitzt, so konnten wir H := G — x mit 5 Farben
zuldssig farben. Diese Farbung konnte zu einer zuldssigen Farbung von G fortgesetzt
werden, da x nur zu hochstens 4 Punkten benachbart ist.

Nehmen an, dass H mit 5 Farben zulédssig geférbt ist und zwar so, dass der Punkt v,

die Farbe i bekommt.
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Bezeichne mit H(i, ) (1<1i< J £5) den Teilgraphen von H, der nur aus den Punkten
besteht, die Farbe i oder j haben.

H(, j) = H[{veV :v hat Farbe i oder j}]sowie alle H-Kanten zwischen diesen
Betrachten H(1,3). Falls v, und v, in verschiedenen Komponenten von H(1,3)

liegen, so vertauschen wir in der Komponente von Vv, die Farben 1 und 3. Es entsteht

wieder eine zusétzliche Farbung von H ohne die Farbe 1 in der Nachbarschaft von x.
Dann konnen wir diese Farbung aber zulédssig fortsetzen, indem wir x die Farbe 1
geben. WIDERSPRUCH!

Es gibt also einen Weg P in H(1,3), der v, mit v, verbindet.

%,
nur Farben
1 und 3

P,, ist dann ein Kreis in G, so dass genau einer der V,,V, im Inneren des Kreises

liegt.
Jetzt betrachten wir H(2,4)
Wie oben schlielen wir, dass es in H(2,4) einen Weg Q von Vv, nach v, gibt.

Q muss in einem Punkt v den Kreis P,, schneiden, d.h. v muss in H(1,3) und H(2,4)

XV,

liegen. Dies ist unmdéglich: WIDERSPRUCH!

L

Vv

)

/
Schlingen

Gerichteter Graph

Bez.:

Def.:

G =(V,B), V endliche Menge, B c VXV = {(u,v)|u,veV}

.—9_.

R v i ,Bogen (daher Bezeichnung ,,B)

Ein Netzwerk N ist ein Quadrupel (G,C,q,S), wobei G = (V,B) ein gerichteter Graph
ist.

c:B—-> R, U{+x} R, ={xeR:x20}

(Kapazititenfunktion)
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g,s€V,q#S, qheiBit Quelle, s heilit Senke

Def.: Ein Fluss in N ist eine Funktion f : B — R, , so dass gilt:
1. IsteeB,soist f(e)<c(e)
2. Firalle xeV [ "

S ofwx= Y fxy)

W(W,X)eB yi(x,y)eB

(alles was reingeht, geht auch wieder raus)

Beispiel:
2 %”—1 4
74|
/2
1/0
ql AN
1/0 1/1 By
2
P S
- €

Def.: 1. Der Wert val(f) eines Flusses f ist definiert durch:
val(f):= > f(g,x- > f(y,q)

x:(q,x)eB y:(y,q)eB
2. Ein Schnitt in N ist eine Teilmenge W —V mit qeW,s¢W .

Die Kapazitit cap(w) von w ist definiert durch:

cap(w):= > .C(X,Y)

(x,y)<B
xeW,yeW
Lemma: Es sei N ein Netzwerk, f ein Fluss in N, w ein Schnitt. Dann gilt:
Oval(H= Y fxy- Y fuv
(x,y)B (Uv)eB
XeW,yeW ugV ,veW

(ii) val( f) < cap(w)

Beweis: (1) impliziert (ii), da fiir jeden Bogen (x,y) gilt: 0 < f(X,y)<c(X,Y).



XeW \ y:(x,y)eB wi(w,Xx)eB

Zu (i) z( DX y) - Zf(w,x)]

=0, falls x#q
val( f), falls x=q

Wir halten einen Bogen (u,Vv) € B fest und fragen, wie oft die Werte + f (u,v) in
unserer Summe auftreten:

v
S 2

v
© ueW,veW : 2-mal (f(u,v)und — f(u,v))
© ueW,vgW : 1-mal (f(u,v))
© ugW,veW : 1-mal (—f(u,v))

uegW,veW : iiberhaupt nicht

Z[ D f(xy)- Zf(w,x)): D fuv- Y fuv)
xeW \ y:(x,y)eB

w:(w,Xx)eB (u,v)eB (u,v)eB
ueW ,veW ugW ,veW

Def.: Essei N ein Netzwerk und f ein Fluss in N. Eine Folge X;,€,,X,,€,,X;,..., X, 1,€,, X,
heiB3t vergroBernder (X,,X,)-Weg (fiir f), falls
(1) Xy---» X, sind paarweise verschiedene Punkte aus V
(i1) €,....e, sind Bdgen aus B mit €; = (X;_,,X;) (,,Vorwirtskante*) oder
e; =(X;,X;,) (,Ruckwirtskante), 1< j<v
(iii)  fiir jede Vorwirtskante e; ist f(e;) <c(e;)
(iv)  fiir jede Riickwirtskante e; ist f(e;)>0
X X L
+€ E -E S /L
fer f=<c Fap S f<g
Xy X Xy
Satz: (Schnitt-Fluss-Theorem, Ford und Fulkerson; Elias, Feinstein und Shannon)
(1) Ein Fluss f ist maximal g.d.w. kein vergroernder (g-s)-Weg existiert
(i1) Es gibt stets einen Fluss f und einen Schnitt W mit val( f) = cap(w), es sei
denn cap(w) = oo fiir alle Schnitte w.
[ maxval(f) = min, capw)
Beweis: (1) q=X,,€,X%X,85,%X,,....%,_;,€,,X, =S ein vergrofBernder (q-s)-Weg:

Wir definieren:
&, = min{f (e )€, Ruickwartskante|

£, = min{c(e ) - f(e)):e; Vorwértskante}

g=min(g,&,) >0
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(b)

(ii)

f' sei nun der folgende Fluss:
f(e).ee e, e}

f'(e) =< f(e)+ &,e Vorwartskante
f (e) — &,e Ruckwartskante

Dann ist f' ein Fluss mit val(f')=val(f)+ ¢, also war der Wert von
f nicht maximal
w:{q}uix eV |,:es existiert ein vergroernder (q — x) —\Weg}

Nach Voraussetzung ist s ¢ W
W ist also ein Schnitt.
Wir zeigen: val(f) = cap(w)

e

£

w B ——*

Essei (X,y)eB,xeW ygW.

Dann muss aber f(X,Y)=c(X,Y) sein, denn andernfalls konnte ein
nach Def. von W existierender vergroernder (q-x)-Weg zu einem
vergroferten (q-y)-Weg erweitert werden.

Ist (X,y)e B, x¢W y eW, so schlieBen wir analog: Ein vergroBernder
(gq-y)-Weg konnte durch hinzunahme von (X, y) (als Riickwértskante)
zu einem vergroflernden (q-x)-Weg erweitert werden, es sei denn

f(x,y)=0

Insgesamt:

val(fy= > f(xy)— > f(xy)

(X,y)eB (X,y)eB
XaW,yew  S%Y) XaW ,yeW

=0
Folgt aus dem Beweis von (i)
Problem: Wie konstruieren wir einen maximalen Fluss?

Algorithmus von Ford und Fulkerson

1.
2.

Essei f, einFlussinN,zB. f, =0

3. Suchen fiir f; einen vergrofernden (q-s)-Weg. Falls kein solcher existiert, so ist f;

Fragen:

maximal und wird ausgegeben. Andernfalls vergrolern wir f; wie im Beweis des
Schnitt-Fluss-Theorem zu einem neuen Fluss f,,,

y:i=1i+1,, weiter mit 3.

. Wie finde ich einen vergroBernden (g-s)-Weg?
(Verweis auf Standard-Verfahren, z.B. Dijkstra-Algorithmus)
2. Wie oft muss man vergroBBern?
Bem.: Falls c(X,y) ganzzahlig ist fiir alle (X, y) € B, so wird der Wert des Flusses

jedes Mal um mindestens 1 erhoht, das Verfahren bricht also nach hochstens
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Z c(e) Schritten ab

eeB

Falls e(x,y) € Q fiir alle (X,y) € B, so bricht das Verfahren ebenfalls nach
endlich vielen Schritten ab (Multipliziere alle Kapazitidten mit dem Hauptnenner

der auftretenden Briiche und 16se das ganzzahlige Problem).

(Satz von Edmonds und Karp, 1972) ,,Optimierung B*
Es gilt: Falls immer ein vergroBernder (q-s)-Weg mit minimaler Kantenzahl

gewihlt wird, so stoppt der Algorithmus nach hochstens ? Vergroflerungen ab

n=|V |,m=| B|, selbst dann, wenn irrationale Kapazititen auftreten.

54



