
DI SK RETE STRUK TUREN
DR. YUBAO GUO

RWTH AACHEN

Mitschrift von Oswald Jaskolla
E-Mail: oswald@jaskolla.net

4. August2002



2

DiesesSkript spiegelt meineAufzeichnungenausder Vorlesung
”
DiskreteStrukturen“,gehaltenvon Dr.

YubaoGuoanderRWTH Aachenim Sommersemester2002,wider. Eshandeltsichnichtumeinoffizielles
Skript von Dr. Guo odereinerEinrichtungder RWTH Aachen.Für die Richtigkeit der hier präsentierten
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ersetzt,da mir diesfür einePräsentationin gedruckterForm sinnvoller erschien.Außerdemhabeich den
meistenPunkteneinemir sinnvoll erscheinendeBeschreibunghinzugef̈ugt,soweit nichtschonin derVorle-
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Abzählung, Rekursion, ErzeugendeFunktionen 11
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Abzählung, Rekursion, Erzeugende
Funktionen

1.1ElementareZählprinzipien

SeiM eineendlicheMenge.Dannwird mit �M � dieMächtigkeit (AnzahlderElemente)vonM bezeichnet.�M ��� n �	��
� f : M ��� 1 ����� n ��� f ist Bijektion

EineMengeM mit n Elementenheißtn-Menge.�M ��� 0 
 M � /0

1.1Lemma (Rechenregelnfür Mächtigkeiten)

SeienA,B Mengen.Esgilt:

a) �A �����B ��
�� f : A � B bijektiv

b) �A � B �����A �����B �
A � B heißtdisjunkteVereinigungvon A und B. Die disjunkteVereinigungvon A und B ist nur definiert
wennA undB disjunktsind,d.h.A  B � /0. Esgilt dannA � B : � A ! B.

c) �A " B �����A ��#��B � .
A " B heißtkartesischesProduktvonA undB.

A " B : �$�&% a � b'�� a � A ( b � B �
1.2Folgerung (Anzahlder Abbildungen)

SeienA, B endlicheMengenundAbb% A � B' : � BA : �$� f : A � B � . Danngilt:))BA
)) ���B �+*A *
11
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Beweis: Sei �A ��� n �,� , A �$� a1 �������-� an � . Esexistiert eineBijektion von BA nachBn, z.B.

f : BA � Bn � g .�/% g % a1 '���������� g % an '�'
NachLemma1.1folgt ))BA

)) ���Bn �����B � n �0�B �+*A * 1
1.3Definition (Permutation)

SeiA eineMenge.EinebijektiveAbbildung f : A � A heißtPermutationvonA.

1.4Lemma (Mächtigkeit der symmetrischenGruppe)

SeiSn : �2� a : � 1 ��������� n �3��� 1 ��������� n �4� a bijektiv � (Sn heißtsymmetrischeGruppevomGrad n). Danngilt:�Sn ��� n!

Beweis sieheLA1

Bemerkung n! � AnzahlderMöglichkeiten,einen-Mengeanzuordnen.

1.5Satz(Mächtigkeit der Potenzmenge)

Die Menge℘% A' : �2� B 5 A � heißtPotenzmengevonA. Für A �$� 1 � 2 � gilt z.B.℘% A'6�2� /0 �7� 1 �8��� 2 ��� A � .
Ist �A ��� n �9� , danngilt: �℘% A'���� 2n

Beweis Definierefür jedesB 5 A

ϒB : A ��� 0 � 1 �
ϒB % x':� ; 1 fallsx � B

0 fallsx <� B

Esgilt f :℘% A'=�>� 0 � 1 � A mit f % B':� ϒB ist eineBijektion von℘% A' nach � 0 � 1 � A, undsomit�℘% A'���� )) � 0 � 1 � A )) � 2 *A * � 2n 1
1.6Definition (Mengeder k-Teilmengen)

SeiA eineMenge,k �9�?� k @$�A �
℘k % A' : �BA A

k C : �2� B 5 A ���B ��� k �
℘k % A' heißtMengederk-TeilmengenvonA.



1.1ELEMENTARE ZÄHLPRINZIPIEN 13

1.7Bemerkung (Partitionierung der Potenzmenge)

℘% A'6� *A *D
kE 0

℘k % A'
�℘% A'���� *A *∑

kE 0

�℘k % A'��
1.8Lemma (Anzahlder k-Teilmengen)

SeiA einen-Menge.Danngilt:

A n
k C : � n!

k! #�% n F k' ! � n #�% n F 1'G#������H#�% n F k � 1'
k!

���℘k % A'��
A n

k C heißtBinomialkoeffizient.

Beweis Esgilt für diePermutationenvon k Elementeneinern-Menge:))) ��% a1 ����� ak 'I� Ak � ai J� a j K i J� j � ))) � n #�% n F 1'L#������7#�% n F k � 1'
.

Esgibt jedochk! Anordnungenvon � a1 ����� ak � , alsogilt

�℘k % A'���� n #�% n F 1'L#������7#�% n F k � 1'
k! 1

DiesesLemmaermöglichtes,einenalternativenBeweisfür Satz1.5anzugeben:�℘% A'���� ∑n
kE 0 A n

k C � ∑n
k E 0 A n

k C # 1k # 1n M k �N% 1 � 1' n � 2n.

1.9Lemma (Pascal-Dreieck)

Behauptung K n � k �	� mit n O k gilt A n
k C �PA n F 1

k F 1 C �QA n F 1
k C

Beweis(kombinatorisch) A n
k C � Anzahlderk-Teilmengeneinern-Menge

SeiA �2� a1 ����� an � , �A ��� n. Danngilt:

℘k % A'R� � M 5 A ���M ��� k �� � M S��9� an �&�M S45 A TU� an �:(V�M SW��� k F 1 �:�9� M S SX5 A TU� an �4���M S S���� k �Y �℘k % A'���� A n F 1
k F 1 C � A n F 1

k C 1
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1 n=0
1 1 n=1

1 2 1 n=2
1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4
1 5 10 10 5 1 n=5

1 6 15 20 15 6 1 n=6
1 7 21 35 35 21 7 1 n=7

1 8 28 56 70 56 28 8 1 n=8
...

Tabelle1: Pascal-Dreieck

1.10Satz(Vandermonde’sche Identität)

A n � m
k C � k

∑
l E 0

A n
l C #ZA m

k F l C
Beweis SeiA eineMenge,A � B � C, �B ��� n, �C ��� m. Fernersei A A

k C l
: �[� X 5 A ���X �\� k (]�X  B ���

l � . Danngilt:

A A
k C � kD

l E 0

A A
k C l

also:

A m � n
k C � k

∑
l E 0

)))) A A
k C l

)))) � k

∑
l E 0

A n
l C A m

k F l C 1
Anwendung (Bezierkurven)

SeienP1 ����� Pn Stützstellen.Dann ist p % t 'U� ∑n
i E 1Bn ^ i % t '6# Pi t � � 0 � 1� mit Bn ^ i % t 'U� A n

i C # t i #_% 1 F t ' n M i

eineBezierkurve.NachSatz1.9 gilt Bn ^ i % t '`� t # B a n M 1bc^ a i M 1b % t 'Z��% 1 F t ' B a n M 1bd^ i % t ' . Man erreichteineeffi-
zienteBerechnungderKurve, damanzur BerechnungeinesSummandenvon p % t ' auf bereitsberechnete
KoeffizientenBp ^ q % t ' zurückgreifenkann.

1.11Lemma (doppeltesAbz̈ahlen)

SeienSundT MengenundR 5 S " T eineRelation.Esgilt:�R��� ∑
se S

�+� t � T �f% s� t 'I� R�&�g h�i j
Zeilensumme

� ∑
t e T

�k� s � S�f% s� t 'l� R�&�g h�i j
Spaltensumme
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P1

P2
P3

P4

Abbildung1: Bezierkurve

1.12Satz(Schubfachprinzip)

SeienX undY Mengenmit �X �_O2�Y � und f : X � Y eineAbbildung.Danngilt:� y � Y :
)) f M 1 % y' ))nm 2

Verteilt mann Elementeauf m Fächer(wobein O m), sogibt esein Fach,dasmindestenszwei Elemente
erḧalt.

1.13Beispiel

1) In jederGruppevon 13 Personenbefindensich mindestenszwei, die im gleichenMonat Geburtstag
haben.

2) In jederGruppeP von Personengibt eszwei Personen,die die gleicheAnzahlvon Personenkennen.

”
Kennen“ ist dabeials symmetrischeRelationgemeint,d.h A kenntB Y B kenntA. DieserSachverhalt

kannanhandeinesungerichtetenGraphenveranschaulichtwerden(sieheAbbildung2). Die Knotenstellen
die Personendar, Wennzwei Personeneinanderkennenwird diesdurcheineKantezwischendenentspre-
chendenKnotengekennzeichnet.

P1

P5

P4

P3

P2

Abbildung2: UngerichteterGraph
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Beweis: SetzeP �2� p1 ��������� pn � und f : P ��� 0 ��������� n F 1 � sodaß

f % x'`� y 
 Personx kenntgenauy PersonenausP

Fall 1: f % pi ':� 0 für ein pi � PY K j J� i : f % p j ' J� n F 1Y f % P'I5[� 0 ��������� n F 2 �
Fall 2: K p � P : f % p' J� 0Y f % P'I5[� 1 ��������� n F 1 �
In jedemFall gilt also �P �_O2� f % P'�� . NachdemSchubfachprinzipgilt also � pk � pl � P : f % pk ':� f % pl ' . 1
1.14Satz(verallgemeinertesSchubfachprinzip)

Ist f : X � Y eineAbbildung,sogibt eseiny � Y mit
)) f M 1 % y' )) mpo *X **Y *rq .

Beweis(indir ekt): AngenommenK y � Y :
)) f M 1 % y' )) @ o *X **Y * q F 1. Danngilt:�X �� )) s

y e Y f M 1 % y' ))� ∑y e Y )) f M 1 % y' ))@ �Y ��#8t o *X **Y * q F 1u@ �Y ��#8tvt *X * M 1*Y * � 1urF 1u� �X ��F 1 1
Rückblick (Verallgemeinerungenvon Lemma1.11)

c) SeiM � A1 "V�����_" An.

Danngilt: �M ��� ∏n
i E 1Ai (Produktregel).

b) SeienA1 �������-� An paarweisedisjunkt(d.h.gilt K i J� j : Ai  A j � /0) undS � s n
i E 1Ai .

Danngilt: �S��� ∑n
i E 1 �Ai � (Summenregel).

Problem:Wie bestimmtmandieMächtigkeit von SwennA1 ��������� An nichtpaarweisedisjunktsind?

Für zweiMengenA1 undA2 gilt �A1 ! A2 �����A1 �7�w�A2 �-Fx�A1  A2 � .
Für drei MengenA1,A2 undA3 gilt�A1 ! A2 ! A3 �y� �A1 �7�w�A2 �7�w�A3 �F �A1  A2 �-Fx�A1  A3 �-Fz�A2  A3 �� �A1  A2  A3 �



1.1ELEMENTARE ZÄHLPRINZIPIEN 17

A1 A2A1 A2

(a) 2 Mengen

A2A1 A3

A2A1

A1 A3 A2 A3

A1 A2

A3

(b) 3 Mengen

Abbildung3: Schnittmengen

1.15Satz(Prinzip der Inklusion und Exklusion / Siebformel)

Für endlicheMengenA1 {�|�|�|-{ An gilt}}}}} n~
i � 1

Ai

}}}}}�� n

∑
r � 1 �7� 1� r � 1 � ∑

1 � i1 �y� � � � ir � n

}}}}} r�
j � 1

Ai j

}}}}}
Beweis: Seia �]� n

i � 1Ai .

Auf derlinkenSeitederBehauptungwird a genaueinmalgez̈ahlt.Esgen̈ugt,zuzeigen,daßaufderrechten
Seitea auchgenaueinmal gez̈ahltwird.

o.B.d.Agilt a � At j für j � 1 |�|�| l (d.h.a ��� l
j � 1At j unda �� � � n

i � 1Ai ������� l
j � 1At j � ). Dannwird a in derSum-

me∑1 � i1 �y� � � � ir � n

}} � r
j � 1Ai j

}} genau � l
r � malgez̈ahlt,denn� t1 {�|�|�|-{ tl � entḧaltgenau � l

r � r-Teilmengen.

Esfolgt, a wird auf derrechtenSeitegenau∑l
r � 1 �7� 1� r � 1 � � l

r �� 1 � �7� 1 � ∑l
r � 1 �7� 1� r � 1 � � l

r �� 1 � ∑l
r � 0 �7� 1� r � � l

r �� 1 � ∑l
r � 0 � l

r � � �7� 1� r � 1r � l� 1 �x�7� 1 � 1� l� 1 malgez̈ahlt. �
1.16Beispiel

Seik � N undMk � � n �	�x� 1 � n � 100 � n � k � . Bestimme�M2 � M3 � M5 � .
Lösung: �Mk � �p� 100

k   dagenaujedek-tenaẗurlicheZahldurchk teilbarist.



18 ABZÄHLUNG, REKURSION,ERZEUGENDEFUNKTIONEN�M2 ! M3 ! M5 �� �M2 �7���M3 �7�w�M5 ��Fz�M2  M3 ��Fz�M2  M5 ��Fz�M3  M5 �H���M2  M3  M5 �� �M2 �7���M3 �7�w�M5 ��Fz�M6 �-Fx�M10 ��Fz�M15 �H�w�M30 �� 50 � 33 � 20 F 16 F 10 F 6 � 3� 74

1.2Mengenpartitionen

1.17Definition (Partition, Stirlingzahlenzweiter Art)

SeiM einen-Menge.¡ Eine
”
Partitionvon M“ ist eineZerlegungvon M in disjunkte,nicht leereTeilmengen.

P �$� A1 �������-� Ak � ist Partition vonM 
>¢ k
i E 1Ai � M ( K i J� j �£� 1 ��������� k � : Ai J� /0 ( Ai  A j � /0.¡ EinePartition P von M heißtk-Partitionvon M genaudannwenn �P ��� k.¡ Partk % M ' : �2� P 5 ℘% M '��P ist k F PartitionvonM � .¡ ; n

k ¤ : � Sn ^ k : ���Partk % M '��wennM einen-Mengeist undn � k O 0. S0 ^ 0 : � 1

Die ZahlenSn ^ k heißen
”
StirlingzahlenzweiterArt“.

1.18Beispiel

i) SeiM �$� 1 � 2 � 3 � 4 � .
Part1 % M 'R� �8� M �n�
Part2 % M 'R� �8�n� 1 �8��� 2 � 3 � 4 �8�8�7�8� 2 �8�7� 1 � 3 � 4 �X�8���X� 3 ���7� 1 � 2 � 4 �8�8�� 4 ���7� 1 � 2 � 3 �8�n�8� 1 � 2 ���7� 3 � 4 �8�n�7�8� 1 � 3 �n��� 2 � 4 �8�n��8� 1 � 4 ���7� 2 � 3 �n�8�� �8� A � M T A �4�A J� /0 ( A J� M �

Im allgemeinengilt �Part2 % M '���� 1
2 #�% 2n F 2' für jeden-MengeM.

ii) Für n m 1 gilt:

Sn ^ ^ 0 � 0
Sn ^ 1 � 1

Sn ^ n M 1 � A n
2 C

Sn ^ n � 1
Sn ^ k � 0 K k O n

1.19Satz(Stirling-Dreieck zweiterArt)K n � k �]¥ mit 1 @ k @ n gilt:

Sn ^ k � Sn M 1 ^ k M 1 � k # Sn M 1 ^ k
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Beweis(kombinatorisch): SeiA �[� a1 ��������� an � . Die IdeedesBeweisesist, dieMengeallerk-Partitionen
von A in zwei disjunkteTeilmengenT1 undT2 zu zerlegen,daß �T1 �_� Sn M 1 ^ k M 1 und �T2 �_� k # Sn M 1 ^ k. Nach
Summenregel(Lemma1.1)gilt dannSn ^ k � Sn M 1 ^ k M 1 � k # Sn M 1 ^ k.

Partk % A'¦� � P � Partk % A'��k� an �§� P �:�� P � Partk % A'��k� an �,<� P �� � PS !]� an �4�PS � Partk M 1 % A TU� an ��'\�:�
kD

i E 1

�8� B1 �������-� Bi !]� an �8��������� Bk �4�+� B1 ��������� Bk � ist k F Partitionvon A TU� an �n�Y �Partk % A'��� )) � PS !9� an �&�PS � Partk M 1 % A TU� an �_'�� )) �
k

∑
i E 1

�k�n� B1 ��������� Bi !9� an ���������-� Bk �&�k� B1 �������-� Bk � ist k F Partitionvon A TU� an �8�&�� Sn M 1 ^ k M 1 �
k #��+�n� B1 ��������� Bk �§� Partk % A TU� an �_'��&�� Sn M 1 ^ k M 1 � k # Sn M 1 ^ k 1

1 n=0
0 1 n=1

0 1 1 n=2
0 1 3 1 n=3

0 1 7 6 1 n=4
...

...

Tabelle2: Stirling-DreieckzweiterArt

1.20Satz(Anzahl der injektivenund surjektivenAbbildungen)

SeienM undN Mengenmit �M ��� m �9� und �N ��� n �9� , sogilt:

a) �Abb% M � N '���� nm.

b) � Inj % M � N '���� nm � n #�% n F 1'L#������H#�% n F¨% m � 1'�' .
nm wird ausgesprochen

”
n hochm fallend“. Inj % M � N ' ist die Mengeder injektiven Abbildungenvon M

nachN.

c) �Sur j % M � N '���� n! # Sm̂ n.

Beweis: SeiM �$� a1 ��������� am � einem-Menge.

a) sieheFolgerung1.2
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...
...

a1

a2

a3

a4

an

f (a1)

f (a2)

f (a3)

f (a4)

f (an)

Möglichkeiten

Möglichkeiten

Möglichkeiten

Möglichkeiten

Möglichkeiten

n

n−1

n−2

n−3

n−(m+1)

f

Abbildung4: InjektiveAbbildung

b) f : M � N ist injektiv 
 K i J� j : f % ai ' J� f % a j '
Mit derProduktregel (Lemma1.1) folgt die Behauptungaus� Inj % M � N '������N " N T©� f % a1 '\�ª" N TU� f % a1 '�� f % a2 '\�ª"V������" N TU� f % a1 '��������-� f % amM 1 '\�4� 1
c) SeiN �2� b1 ��������� bn � einen-Mengeund f : M � N surjektiv.

......

f

Abbildung5: SurjektiveAbbildung

Die Menge � f M 1 % bi '�� b j � N � bildet einen-Partition von M. Jeden-Partition von M induziertallerdings
durchjedePermutationvon N eineunterschiedlichesurjektiveFunktion.Esfolgt:

�Sur j % M � N '���� AnzahlderPermutationenvon N # Anzahldern F Partitionenvon M� n! # Sm̂ n 1
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1.21Satz(Potenzenund Stirlingzahlen)

nm � n

∑
kE 0

nk # Sm̂ k

Beweis: SeiM einem-MengeundN einen-Menge.JedeAbbildung f : M � N kanndannalssurjektive
Abbildung f S : M � Bild % f ' interpretiertwerden.Esgilt dann:

Abb% M � N '¦� D
A « N

Sur j % M � A'Y �Abb% M � N '��� ∑
A « N

�Sur j % M � A'��� n

∑
k E 0

∑
A e=¬ N

k  �Sur j % M � A'��
� n

∑
k E 0

∑
A «®¬ N

k  k! # Sm̂ k

� n

∑
k E 0

A n
k C k! # Sm̂ k� n

∑
k E 0

nk

k!
k! # Sm̂ kY nm � n

∑
k E 0

nk # Sm̂ k 1
1.3Permutationen

Wiederholung

Sn : � Sym%7� 1 �������7� n �_' : �$� σ : � 1 ��������� n �3��� 1 ��������� n �&�σ ist bijektiv � , �Sn ��� n!.

Bemerkung JedePermutationσ � Sn kannwie folgt dargestelltwerden:¡ durcheineWertetabelle

σ � A 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
4 3 7 2 1 9 5 8 11 6 10 C¡ alsProduktvon Zyklen

σ �0% 142375'4¯°% 8'4¯®% 691110'
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1.22Definition (k-Zyklus)

Ein k-Zyklus % i1 ����� ik ' ist einePermutationσ � Sn mit

σ % i j '¦� σ % i j ± 1 ' K j � 1 ��������� k F 1

σ % ik '¦� i1
σ % i 'R� i K i <�£� i1 ��������� ik �

1.23Bemerkung (Zykeldarstellungvon Permutationen)

1) EinZyklusist durchdie(zyklische)ReihenfolgederElementedesZykelseindeutigbestimmt.% 1234'G�% 2341'
2) JedePermutationσ � Sn läßtsichalsProduktvonZyklenschreiben.

Beispiel: S3 �2��% 1'�% 2'�% 3'���% 1'�% 23'���% 2'�% 13'���% 3'�% 12'���% 123'���% 132'�� , �S3 ��� 3! � 6.

1.24Definition (StirlingzahlenersterArt)

Die AnzahlderPermutationenvon � 1 ��������� n � mit genauk �,� Zyklenwird mit sn ^ k oder ² n
k ³ bezeichnet.

Die Zahlensn ^ k heißen
”
StirlingzahlenersterArt“. Esgilt:

s0 ^ 0 : � 1

sn ^ 0 � 0 K n �9�
sn ^ k � 0 K k O n

1.25Satz(Stirling-Dreieck ersterArt)K n � k �]¥ mit n m k m 1 gilt:
sn ^ k � sn M 1 ^ k M 1 �´% n F 1'L# sn M 1 ^ k

Beweis(kombinatorisch): Der Beweis funktioniert ähnlichwie der Beweis von Satz1.19.Die Menge
aller Permutationenmit genauk Zyklen wird in zwei disjunkteTeilmengenT1 und T2 zu zerlegen,daß�T1 ��� sn M 1 ^ k M 1 undT2 �2% n F 1'L# Sn M 1 ^ k.� σ1 ¯®�����7¯ σk �σ1 ¯®������¯ σk ist Permutationvon � 1 ��������� n � mit genauk Zyklen�� � σ S1 ¯®�����7¯ σ Sk M 1 ¯°% n'��σ S1 ¯®������¯ σ Sk M 1 ist Permutationvon � 1 ��������� n F 1 � mit genauk F 1 Zyklen�µ�s n M 1

i E 1 � σ S S1 ¯®�����7¯ σ S Sk �σ S S1 ¯®������¯ σ S Sk ist Permutationvon %H� 1 ��� n F 1 �`TU� i �_'&!]��% i n'��X�Y sn ^ k � sn M 1 ^ k M 1 �w% n F 1'L# sn M 1 ^ k 1
Beispiel (zum Beweis) Betrachtedie Permutationenvon � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � mit genau3 Zyklen [... Beispiel
fehlt ...]
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1 n=0
0 1 n=1

0 1 1 n=2
0 2 3 1 n=3

0 6 11 6 1 n=4
0 24 15 35 10 1 n=5

...
...

Tabelle3: Stirling-DreieckersterArt

1.4ErzeugendeFunktionen / Formale Potenzreihen

Bei der Komplexitätsanalysevon Algorithmenentstehenoft Rekursionsgleichungen,z.B. a0 � 0, a1 � 1,
ai � ai M 1 � ai M 2 K i m 2. Um die Lösungeiner Rekursionsgleichungzu finden benutzenwir erzeugende
Funktionen.RekursionsgleichungenbeschreibeneineunendlicheFolge % an ' n e_¶ : � a1 � a2 ������� . Wir führen
für FolgeneineandereSchreibweiseein:

∞

∑
nE 0

anxn : �N% an ' n e_¶
1.27Definition (formalePotenzreihe,erzeugendeFunktion)

SeiK einKörper(z.B.K �w· oderK �¹¸ ) und % an ' n e_¶ eineFolge.Die formalePotenzreihe

A % x' : � ∞

∑
nE 0

anxn

heißt
”
erzeugendeFunktionderFolge % an ' n e_¶ “. Die Mengealler formalenPotenzreihen̈uberK wird mit

K
���
x��� bezeichnet.

K
���
x��� : ��º ∞

∑
nE 0

anxn � an � K K n �9� 0 »
1.28Bemerkung

1) Für k �	� 0 gilt xk �N% an ' ¶ 0 mit an � ; 1 fallsn � k
0 sonst

.

δn ^ k : � ;
1 fallsn � k
0 sonst

heißt S Kronecker F SymbolS
xk � % δn ^ k ' n e_¶ 0

2) Für m �9� 0 gilt ∑∞
nE manxn �0% b j ' j e_¶ 0 mit b j � ; 0 falls j ¼ m

a j falls j m m
.

3) ∑∞
nE 0anxkn �N% b j ' j e�¶ 0 mit b j � ; an falls j � kn für einn �9� 0

0 sonst
.
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4) UnterschiedezwischenPotenzreihenderAnalysisundformalenPotenzreihen:

Potenzreihenin derAnalysis formalePotenzreihe¡ f % x'`� ∑∞
nE 0anxn ¡ A % x'6� ∑∞

nE 0anxn �0% an ' n e�¶ 0¡ beschreibteineunendlicheSumme ¡ beschreibteineunendlicheFolge¡ Funktionin derVariablex ¡ für x wird im allgemeinenichtseingesetzt¡ KonvergenzalszentraleFrage ¡ Konvergenzinteressiertnicht

5) Seien % an ' n e�¶ 0, % bn ' n e_¶ 0 FolgenundA % x':� ∑∞
nE 0anxn, B % x':� ∑∞

nE 0bnxn formalePotenzreihen.

A % x':� B % x' : 
 K n �9� o : an � bn

1.29Definition (Rechnen mit Potenzreihen)

SeiK einKörperund % an ' n e_¶ 0 ��% bn ' n e_¶ 0 � K∞, a � K.¡ Die Addition vonPotenzreihenist definiertdurch:
∞

∑
nE 0

anxn � ∞

∑
nE 0

bnxn : � ∞

∑
nE 0
% an � bn ' xn¡ Die Multiplikation von Potenzreihenist definiertdurch:½

∞

∑
nE 0

anxn ¾ # ½ ∞

∑
nE 0

bnxn ¾ : � ∞

∑
nE 0

½
n

∑
kE 0

akbn M k
¾ xn

Die Multiplikation heißt auch
”
Faltung“ oder

”
Konvolution“ von % an ' n e_¶ 0 und % bn ' n e_¶ 0, und ist

analogzumCauchy-ProduktderAnalysisdefiniert.¡ Die Multiplikation einerPotenzreihemit einemSkalarist definiertals:

a # ½ ∞

∑
nE 0

anxn ¾ : � ∞

∑
nE 0

a # anx
n

1.30Lemma (Verschiebenvon Folgengliedern)

xm # ∞

∑
nE 0

anxn � ∞

∑
nE m

anxn

dasheißt:
xm #�% a0a1 ������':�0% 0 ����� 0g h�i j

m mal

a0a1 �����H'
Beweis: xm �0% δm̂ n ' n e�¶ 0

xm # ∞

∑
nE 0

anxn � ½
∞

∑
nE 0

δm̂ nxn ¾ # ½ ∞

∑
nE 0

anxn ¾
� ∞

∑
nE 0

½
n

∑
kE 0

δn ^ kak
¾ xn

� ∞

∑
nE m

an M mxn 1
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1.31Beispiel

Esgilt xm # xn � xm± n K m� n �	� 0.

1.32Satz(Eigenschaften von K ¿À¿ xÁÀÁ )
a) K

���
x��� ist einK-Vektorraum.

b) % K ��� x�������,��#+' ist einkommutativerRingmit Nullelement0 � 0 # x0 undEinselement1 � 1 # x0.

Beweis Nachrechnen. 1
1.33Bemerkung (Invertierbarkeit in Ringen)

Gilt in einemkommutativenRing mit EinsA # B � 1, soist B durchA eindeutigbestimmt.Ebensoist dann
auchA durchB eindeutigbestimmt.B � A M 1 � 1

A undA � BM 1 � 1
B. A undB heißen

”
invertierbar“.

1.34Lemma (Invertierbarkeit dergeometrischenReihe)

In K
���
x��� ist ∑∞

i E 0cixi für jedesc � K invertierbarundesgilt:

∞

∑
i E 0

cixi � 1
1 F cx

Beweis % 1 F cx'L# ∞

∑
i E 0

cixi � ∞

∑
i E 0

cixi F cx
∞

∑
i E 0

cixi

� ∞

∑
i E 0

cixi F ∞

∑
i E 0

cxcixi

� ∞

∑
i E 0

cixi F ∞

∑
i E 0

ci ± 1xi ± 1

� ∞

∑
i E 0

cixi F ∞

∑
i E 1

cixi� c0x0� 1 1
Bemerkung WegenderGleichheit∑∞

i E 0cixi � 1
1 M cx ist 1

1 M cx aucheineformalePotenzreihe.

∑∞
i E 0cixi heißt

”
geometrischeReihe“.
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1.35Beispiel(Codemit variabler Wortlängezur Datenkompression)

SeiBn �Â� a � b � c � , Zi ��� 0 � 1 � . Für k �Ã� seiWk �0� Folgeausi Buchtabengefolgtvon k F i Ziffern � 1 ¼
i ¼ k � . Esgilt

wk : ���Wk �� k M 1

∑
i E 1

3i2k M i

� k

∑
i E 0

3i2k M ig h�i jE :ck

F 2k F 3k

Behauptung: ck � 3k ± 1 F 2k± 1

Beweis:

∞

∑
k E 0

ckx
k � ∞

∑
k E 0

½
k

∑
i E 0

3i2k M i ¾ xk

� ½
∞

∑
i E 0

3ixi ¾ # ½ ∞

∑
i E 0

2ixi ¾
� 1

1 F 3x
# 1
1 F 2x� 3

1 F 3x
F 2

1 F 2x� ½
3 # ∞

∑
k E 0

3kxk ¾ F ½ 2 # ∞

∑
kE 0

2kxk ¾
� ∞

∑
k E 0

t 3k± 1 F 2k± 1 u xkY ck � 3k± 1 F 2k± 1 1Y wk � 3k ± 1 F 2k± 1 F 2k F 3k � 2 # 3k F 2k

1.36Satz(Invertierenvon Potenzreihen)

A � ∑∞
i E 0anxn � K

���
x��� ist genaudanninvertierbarwenna0 J� 0.

Beweis: A ist invertierbar
Ä� B � ∑∞
i E 0bnxn � K

���
x��� : A # B � 1.

A # B � ∞

∑
nE 0

½
n

∑
kE 0

akbn M k
¾ xn � 1
 n

∑
kE 0

akbn M k � ; 1 � für n � 0
0 � sonst


 a0b0 � 1
a0b1 � a1b0 � 0

a0b2 � a1b1 � a2b0 � 0
...
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Ist A invertierbar, somußalsoa0 J� 0 gelten.Ist umgekehrta0 J� 0, sodefiniere:

b0 � 1
a0

...

bn � F 1
a0
% a1bn M 1 � a2bn M 2 �z������� anb0 ' K n �9� 1

1.37Beispiel

a) A � 1 F cx � ∑∞
nE 0anxn mit a0 � 1, a1 �NF c, ai � 0 K i O 1. BestimmeAM 1.

Lösung: SeiAM 1 � ∑∞
nE 0bnxn. Danngilt:

a0b0 � 1 Y b0 � 1

a0b1 � a1b0 � 0 Y b1 � c

a0b2 � a1b1 � a2b0 � 0 Y b2 � c2

...����� Y bn � cn

Also gilt 1
1 M cx � ∑∞

nE 0cnxn.

b)

1% 1 F cx' 2 � 1
1 F cx

# 1
1 F cx� ½

∞

∑
nE 0

cnxn ¾ # ½ ∞

∑
nE 0

cnxn ¾
� ∞

∑
nE 0

½
n

∑
kE 0

ckcn M k ¾ xn

� ∞

∑
nE 0

% n � 1' cnxn

Insbesondersgilt ca 1 M cxb 2 � ∑n
nE 0 % n � 1' cn± 1xn.

1.38Definition (formaleAbleitung)

Die AbbildungD : K
���
x���Z� K

���
x����� ∑∞

nE 0anxn .� ∑∞
nE 0 % n � 1' an± 1xn heißt

”
formaleAbleitung“.

Bemerkung D ist eineOperationaufFolgenmit

D : % a0a1a2 ����� an ����� ':.�/% a12a23a3 ����� nan �����+'
1.39Lemma (Linearität und Produktregelder formalenAbleitungen)

Die AbbildungformaleAbleitungist K-linearundesgilt
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a) D % xn ':� nxn M 1

b) D % A # B'6� D % A'L# B � A # D % B'
Beweis: Nachrechnen! 1
1.40Folgerung (AbleitungdesInversen)

Ist A � K
���
x��� eineinvertierbareerzeugendeFunktion,sogilt:

D % A M 1 ':�NF D % A'
A2

Beweis:

A # AM 1 � 1 undD % 1'6� 0Y 0 � D % 1':� D % A # AM 1 ':� D % A'L# AM 1 � A # D % A M 1 'Y A # D % AM 1 '6�NF D % A'L# AM 1Y D % AM 1 ':�2F D % A'L# AM 2 �2F D % A'
A2 1

Beispiel(ein alternativer Beweisfür Beispiel1.372)): Ist A � 1 F cx, danngilt A M 1 � ∑∞
nE 0cnxn, D % A'y�F c und 1

1 M cx � ∑∞
nE 0cnxn. NachDefinition 1.38gilt D % AM 1 ':� ∑∞

nE 0 % n � 1' cn± 1xn.Y D % AM 1 ':� D % A'
A2 �NF c% 1 F cx' 2 � ∞

∑
nE 0
% n � 1' cn± 1xnY 1% 1 F cx' 2 � ∞

∑
nE 0
% n � 1' cnxn

1
1.41Folgerung

K m �	� :
1% 1 F cx' m � ∞

∑
nE 0

A n � m F 1
n F 1 C cnxn

Beweis: Übung. 1
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1.42Bemerkung¡ ErzeugendeFunktionenkönnenim Prinzipwie normaleFunktionenbehandeltwerden.¡ Falls zueinerFunktionF einePotenzreiheexistiert,dannkannmandiesedurchTaylor-Entwicklung
um 0 beschreiben.

F % x':� ∞

∑
nE 0

F
a nb % 0'
n!

� ½
F
a nb % 0'
n!

¾
n e_¶ 0¡ EinigewichtigePotenzreihenund ihre erzeugendenFunktionensind in Tabelle4 aufgelistet.Dabei

gilt A r
0 C : � 1 �:A r

k C : � r #�% r F 1'L#������\#�% r F k � 1'
k! K r �9·A r

k C heißt
”
verallgemeinerterBinomialkoeffizient“ undesgilt % 1 � x' y � ∑∞

k E 0 A y
k C xk K y �	· .

an Folge Potenzreihe erzeugendeFunktion

1 1 � 1 � 1 � 1 ������� ∑∞
nE 0xn 1

1 M x
n 1 � 2 � 3 � 4 ������� ∑∞

nE 0nxn xa 1 M xb 2
cn 1 � c � c2 � c3 ����� ∑∞

nE 0cnxn 1
c M x

n2 0 � 1 � 4 � 9 ������� ∑∞
nE 0n2xn x a 1± xba 1 M xb 3A r

n C 1 � r ��A r
2 C �8A r

3 C ������� ∑∞
nE 0 A r

n C xn 1a 1± xb rA r � n
n C 1 � r � 1 �8A r � 2

2 C �8A r � 3
3 C ������� ∑∞

nE 0 A r � n
n C xn 1a 1 M xb r Å 1

1
n 0 � 1 � 12 � 13 ������� ∑∞

nE 0
1
nxn ln 1

1 M x
1
n! 1 � 1 � 12 � 16 ������� ∑∞

nE 0
1
n! x

n ex

Tabelle4: FormalePotenzreihenundihre erzeugendenFunktionen

1.5Rekursionsgleichungen

In einigengrundlegendenalgorithmischenVerfahrenkommenRekursionsgleichungenvor:Æ
”
DivideandConquer“-Algorithmen

Idee:

– teile dasProblemin kleinereTeilproblemeauf (Divde)

– lösedie Teilprobleme

– berechneausdenLösungenderTeilproblemedieGesamtl̈osung(Conquer)

DieseStrategiewird zumBeispielbei binärerSuche,MergesortoderdemeuklidischenAlgorithmus
verwendet.Æ dynamischeProgrammierung(Optimierungsprobleme)Æ Greedy-Algorithmen
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1.43Definition (lineareRekursionsgleichung)

EineRekursionsgleichungderForm

an Ç c1an È 1 É c2an È 2 ÉzÊ�Ê�Ê�É ckan È k É bk Ë n Ì k

mit Anfangsbedingungenai Ç bi Ë i Ç 0 Í Ê�Ê�Ê Í k Î 1 heißt”lineareRekursionsgleichungk-terOrdnung”.Æ gilt bk Ç 0, soheißtdie Gleichung
”
homogenelineareRekursionsgleichung“Æ gilt bk ÏÇ 0, soheißtdie Gleichung

”
inhomogenelineareRekursionsgleichung“

1.44Beispiel

1) einehomogenelineareRekursionsgleichung:

an Ç can È 1 Ë n Ì 1 Í a0 Ç 0

a1 Ç ca0 Ç cb0

a2 Ç ca1 Ç c2b0

...Ð an Ç cnb0

2) eineinhomogenelineareRekursionsgleichung:

a0 Ç b0 Í an Ç can È 1 É b1wobeic Í b0 Í b1 konstantsind

Behauptung:

an ÇQÑ b0cn É b1
cn È 1
c È 1 fallsc ÏÇ 1

b0 É nb1 fallsc Ç 1

Beweis: Induktionübern

Induktionsverankerung:Sein Ç 1

a1 Ç ca0 É b1 Ç�Ò b0c1 É b1
c1 È 1
c È 1 fallsc ÏÇ 1

b0 É 1b1 fallsc Ç 1

Induktionsschluß:Sein Ó 1 undfür alle m Ô n gelteam Ç Ñ b0cm É b1
cm È 1
c È 1 fallsc ÏÇ 1

b0 É mb1 fallsc Ç 1

1. Fall: c ÏÇ 1. Esgilt

an Ç can È 1 É b1Ç c Õ b0cn È 1 É b1
cn È 1 Î 1

c Î 1 Ö É b1Ç b0cn É b1 Õ cn Î c
c Î 1 É 1ÖÇ b0cn É b1

cn Î 1
c Î 1

2.Fall: c Ç 1.

an Ç an È 1 É b1 Ç b0 É´× n Î 1Ø b1 É b1 Ç b0 É nb1
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1.45Beispiel

Seian : Ç AnzahlderWörterderLängen überdemAlphabet Ù a Í b Ú diekeinezweiaufeinanderfolgendea’s
enthalten.

an Ç an È 1 É an È 1 Ë n Ì 3

1.46Beispiel(Fibonacci-Zahlen)

Ein KaninchenbringtabseinemzweitenLebensmonatjedenMonateinweiteresKaninchenzurWelt. Falls
die Kaninchenunsterblichwären,wie viele Kaninchengibt esnachn-Monatenwennesim erstenMonat
einKaninchengibt.

BezeichnetmandieAnzahlderKaninchennachn Monatenmit Fn, sogilt:

F0 Ç 0 Í F1 Ç 1 Í F2 Ç 1 Í F3 Ç 1 É 1 Ç 2 Í F4 Ç 2 É 1 Ç F3 É F2

undallgemein
Fn Ç Fn È 1 É Fn È 2

Die ZahlenFn definiertdurch

F0 : Ç 0 Í F1 : Ç 1 Í Ë n Ó 1 : Fn : Ç Fn È 1 É Fn È 2

heißen
”
Fibonacci-Zahlen“.Wir werdennuneineexplizite DarstellungderFibonacciZahlenherleiten.

SeiF Ç F × xØ Ç ∑∞
nÛ 0Fnxn. Danngilt:

F Ç ∞

∑
nÛ 0

Fnxn

Ç F0x0 É F1x1 É ∞

∑
nÛ 2

Fnxn

Ç F0x0 É F1x1 É ∞

∑
nÛ 2
× Fn È 1 É Fn È 2 Ø xn

Ç F0 É F1x É x
∞

∑
nÛ 1

Fnxn É x2
∞

∑
nÛ 0

Fnxn

Ç F0 É F1x É x
∞

∑
nÛ 0

Fnxn Î xF0 É Fx2Ç F0 É F1x É xF Î xF0 É Fx2Ç x É xF É x2FÐ F Ç x
1 Î x Î x2

Hatmannunα Í β Í a Í b ÜVÝ gefundenmit x
1 È x È x2 Ç a

1 È αx É b
1 È βx, danngilt

∞

∑
nÛ 0

Fnxn Ç a
1 Î αx É b

1 Î βxÇ a
∞

∑
nÛ 0

αnxn É b
∞

∑
nÛ 0

βnxn

Ç ∞

∑
nÛ 0
× aαn É bβn Ø xn

undsomitFn Ç aαn É bβn
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Wegen x
1 È x È x2 Ç x

5
4 È=Þ xß 1

2xà 2 Ç xÞHá 5
2 ÈvÞ xß 1

2 àâàcã Þ7á 5
2 ß:Þ xß 1

2 àâà folgt mittelsPartialbruchzerlegungundAfI Übung9

Aufgabe8:

x
1 Î x Î x2 Ç 1ä

5

1 Î 1ß ä 5
2 x

É Î 1ä
5

1 Î 1 È ä 5
2 x

alsoα Ç 1ß ä 5
2 , β Ç 1 È ä 5

2 , a Ç 1ä
5
, b Ç Î 1ä

5
. Esfolgt

Fn Ç 1å
5 æ 1 É å 5

2 ç n Î 1å
5 æ 1 Î å 5

2 ç n

1.47Bemerkung (goldenerSchnitt)

Die Zahl Φ : Ç 1ß ä 5
2 è 1 Ê 61803heißt

”
goldenerSchnitt“ undtauchtin verschiedenenUntersuchungenauf.

Beispiel

1) EinigePapierformatesindnachfolgendemSchemaaufgebaut:

t

t s−t

s

Dabeigilt s
t Ç t

sÈ t Ç 1
s
t È 1 Í 0 Ô t Ô s. Setzex : Ç s

t , danngilt:

x Ç 1
x Î 1é x Ç 1 É å 5

2 ê x Ç 1 Î å 5
2

2)

0 1x

1−x

1
x Ç x

1 È x
é x2 É x Î 1 Ç 0 é x Ç È 1ß ä 5

2 ê x Ç È 1 È ä 5
2

Ð x Ç ä
5 È 1
2 Ç 2

1ß ä 5 Ç 1
Φ .

1.48Satz(homogenelineareRekursionsgleichungenzweiterOrdnung)

Seia0 Ç b0, a1 Ç b1 und Ë n Ó 1: an Ç c1an È 1 É c2an È 2. Fernerseienα, β zweiLösungenvonx2 Î c1x Î c2 Ç
0 und

A : Ç Ò b0 È b0β
α È β Í falls α ÏÇ β

b1 È b0α
α Í falls α Ç β

B : Ç Ò b1 È b0α
α È β Í falls α ÏÇ β

b0 Í falls α Ç β
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Danngilt

an Ç Ñ Aαn Î Bβn Í falls α ÏÇ β× An É BØ αn Í falls α Ç β

Beweis: Induktionübern, analogzuBeweisvon Beispiel1.442). ë
Schema(zumLösenlinearer Rekursionsgleichungen)

EinelineareRekursionsgleichungan Ç c1an È 1 É c2an È 2 ÉìÊ�Ê�Ê�É ckan È k Ë n Ì k mit ai Ç bi für i Ç 0 Í 1 Í Ê�Ê�Ê Í k Î
1 kannnachfolgendemSchemagelöstwerden:

1) AufstelleneinererzeugendenFunktion

A × xØ Ç ∞

∑
nÛ 0

anxn

2) AnwendungderRekursionsformel

A × xØ Ç a0 É a1x1 É a2x2 ÉzÊ�Ê�Ê�É ak È 1xk È 1 É ∞

∑
nÛ k

anxn

Ç b0 É b1x1 É b2x2 ÉzÊ�Ê�Ê�É bk È 1xk È 1 É ∞

∑
nÛ k
× c1an È 1 É c2an È 1 ÉzÊ�Ê�Ê�É ckan È k Ø xn

Ç b0 ÉzÊ�Ê�Ê�É bk È 1x
k È 1 É ∞

∑
nÛ k

c1an È 1xní î�ï ðÛ c1x

∞

∑
nÛ k

an È 1xn È 1í î�ï ðñ A ò xó+ô ∑k ô 2
i ñ 0 aix

i

É ∞

∑
nÛ k

c2an È 2xní î�ï ðÛ c2x2

∞

∑
nÛ k

an È 2xn È 2í î�ï ðñ A ò xó+ô ∑k ô 3
i ñ 0 ai x

i

ÉìÊ�Ê�Ê�É ∞

∑
nÛ k

ckan È kx
ní î�ï ðÛ ckxk

∞

∑
nÛ k

an È kx
n È kí î�ï ðñ Aò xóÇ b0 ÉzÊ�Ê�Ê�É bk È 1x

k È 1 É c1x æ A × xØLÎ k È 2

∑
i Û 0

aix
i ç É c2x

2 æ A × xØLÎ k È 3

∑
i Û 0

aix
i ç ÉzÊ�Ê�Ê�É ckx

kA × xØ
3) AuflösennachA × xØ

A × xØ Ç d0 É d1x É d2x2 ÉzÊ�Ê�Ê�É dk È 1xk È 1

1 Î c1x Î c2x2 Î Ê�Ê�Ê Î ckxk

für geeigneted0 Í Ê�Ê�Ê Í dk È 1.

4) Partialbruchzerlegung(in Ý , vgl AfI Übung9, Aufgabe8)

Sei1 Î c1x Î c2x2 Î Ê�Ê�Ê Î ckxk Ç0× 1 Î α1xØ m1 õ Ê�Ê�Ê õ × 1 Î αtxØ mt mit ∑t
i Û 1mi Ç k. Danngilt

A × xØ Ç d0 É d1x É d2x2 ÉzÊ�Ê�Ê�É dk È 1xk È 1

1 Î c1x Î c2x2 Î Ê�Ê�Ê Î ckxkÇ g1 × xØ× 1 Î α1xØ m1
É´Ê�Ê�Ê�É gt × xØ× 1 Î αtxØ mtÇ t

∑
i Û 1

gi × xØ× 1 Î αixØ mi

für geeignetePolynomegi mit Grad× gi Ølö mi Î 1 Ë i Ç 1 Í Ê�Ê�Ê Í t.
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5) NachTabelle4 in Bemerkung1.42gilt

A × xØ Ç t

∑
i Û 0

gi × xØ× 1 Î αixØ mi
Ç t

∑
i Û 0

gi × xØ ∞

∑
nÛ 0

Õ n É mi È 1

mi È 1 Ö × αixØ n Ç ∞

∑
nÛ 0

qnxn

qn ist einenicht rekursiveDarstellungvon an Ë n Ì k. ë
1.49Beispiel

GegebenseifolgendeRekursionsgleichung:

a0 Ç 1

a1 Ç 5

a2 Ç 19

an Ç 5an È 1 Î 7an È 1 É 3an È 3 Ë n Ì 3

Lösung: SeiA × xØ Ç ∑∞
nÛ 0anxn. Danngilt

A × xØ Ç a0 É a1x É a2x
2 É ∞

∑
nÛ 3
× 5an È 1 Î 7an È 2 É 3an È 3 Ø xn

Ç a0 É a1x É a2x
2 É 5x

∞

∑
nÛ 3

an È 1xn È 1 Î 7x2
∞

∑
nÛ 3

an È 2xn È 2 É 3x3
∞

∑
nÛ 3

an È 3xn È 3Ç 1 É 5x É 19x2 É 5x × A × xØLÎ × 1 É 5xØ�ØLÎ 7x2 × A × xØLÎ 1Ø É 3x3A × xØÐ A × xØ Ç 1 É x2

1 Î 5x É 7x2 Î 3x3Ç 1 É x2× 1 Î xØ 2 õ × 1 Î 3xØÇ 1
2x Î 3

2× 1 Î xØ 2 É 5
2× 1 Î 3xØÇ 1

2 × x Î 3ØLÎ 1× 1 Î xØ 2 É 5
2

1× 1 Î 3xØÇ 1
2 × x Î 3ØLÎ ∞

∑
nÛ 0

Õ n É 1
1 Ö x2 É 5

2

∞

∑
nÛ 0
× 3xØ nÇ 1 É 5x É ∞

∑
nÛ 0

Õ 5
2

3n Î n É 3
2 Ö xnÐ an Ç 5

2
3n Î n É 3

2 Ë n Ì 2

DiesesVerfahrenfunktioniertauchfür nicht homogeneRekursionsgleichungen.

1.50Beispiel(Catalan-Zahlen)

KlammerkettensindWorteüberdemAlphabet Ù (,) Ú , zumBeispiel(())(), () und()(().

ZulässigeKlammerkettensind Klammerkettendie die gleicheAnzahl von öffnendenund schließenden
Klammernenthalten,undbei denenin jedemPräfix mindestenssoviele öffnendewie schließendeKlam-
mernvorkommen.
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Cn : Ç�÷ Ù c ÷ c ist zulässigeKlammerkettemit 2n KlammernÚ ÷
BerechneCn Ë n Ü	ø wennC0 : Ç 1

C1 Ç 1 Ù × Ø�Ú
C2 Ç 2 Ù × Ø × Ø�Í ×�× Ø�Ø\Ú
C3 Ç 5 Ù × Ø × Ø × Ø�Í × Ø ×�× Ø�Ø�Í ×�× Ø�Ø × Ø�Í ×�×�× Ø�Ø�Ø�Í ×�× Ø × Ø�Ø\Ú
1.51Lemma (Rekursionsformel für Catalan-Zahlen)

Cn Ç n

∑
kÛ 1

Ck È 1Cn È k Ë n Ì 1

Beweis Die zulässigenKlammerkettender Länge2n könnendanachkategorisiert werden,wo die zur
erstenöffnendenKlammerkorospondierendeschließendeKlammersteht.

× zulässigeKlammerkettederLänge2 Þ k È 1àï ð�í î×7Ê�Ê�Ê Ø Øí�î�ï_ðù
2k

×7Ê�Ê�Ê Øí î�ï ð
zulässigeKlammerkettederLänge2 Þ n È kà

Seifür einbeliebigesn Ü,ø
Ak : Ç Ù zulässigeKlammerkettenderLängen Í deren

ersteKlammeranStelle2k geschlossenwird Ú Ê
Danngilt ÷Ak ÷�Ç Ck È 1Cn È k. Esfolgt

Cn Ç úúúúú
nû

kÛ 1

Ak úúúúúÇ n

∑
kÛ 1

÷Ak ÷Ç n

∑
kÛ 1

Ck È 1Cn È k ë
1.52Satz(expliziteDarstellungder Catalan-Zahlen)

Cn Ç 1× n É 1Ø Õ 2n
n Ö
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Beweis:

c Þ xà : Ç ∞

∑
nÛ 0

CnxnÐ c × xØ Ç C0x0 É ∞

∑
nÛ 1

Cnxn

× Lemma1 Ê 51Ø Ç C0 É ∞

∑
nÛ 1 æ n

∑
k Û 1

Ck È 1Cn È k ç xn

Ç C0 É x
∞

∑
nÛ 1 æ n

∑
kÛ 1

Ck È 1Cn È k ç xn È 1

× t : Ç n Î 1Ø Ç C0 É x
∞

∑
t Û 0 æ t ß 1

∑
k Û 1

Ck È 1Ct ß 1 È k ç xt

× s : Ç k Î 1Ø Ç C0 É x
∞

∑
t Û 0 æ t

∑
sÛ 0

CsCt È sç xt× Definition 1 Ê 29Ø Ç C0 É x × c × xØ õ c × xØ�Ø
Somitgilt

xc2 × xØLÎ x × xØ Ç Î 1

x2c2 × xØGÎ xc× xØ Ç Î xÐ × xc× xØLÎ 1
2
Ø 2 Ç 1

4
Î xÐ xc× xØLÎ 1

2 Ç ü	× 1 Î 4xØ 1
2

∞

∑
nÛ 0

Cnxn È 1í î�ï ðñ 0ý C0xý C1x2 ý_þ þ þ Ç x c × xØí_î�ï�ðÛ ∑∞
nñ 0CnxnÇ 1

2 × 1 üw× 1 Î 4xØ 1
2 Ø× nachTabelle4Ø Ç 1

2 × 1 ü ∞

∑
nÛ 0

Õ 1
2
n Ö × Î 4xØ n ØÇ 1

2 × 1 üw× 1 É ∞

∑
nÛ 1

Õ 1
2
n Ö × Î 4Ø nxn Ø�Ø
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DerKoeffizientvon x0 ist 0, alsogilt C0 É C1x2 ÉzÊ�Ê�Ê�Ç Î 1
2 ∑∞

nÛ 1 Õ 1
2
n Ö × Î 4Ø nxn

Cn Ç Î 1
2
Õ 1

2
n É 1 Ö × Î 4Ø nß 1

Ç Î 1
2
× 12 Î 1Ø õ × 12 Î 2Ø õ Ê�Ê�Ê õ × 12 Î nØ× n É 1Ø ! × Î 1Ø nß 14nß 1

Ç × Î 1Ø nß 2 × 12 Î 1Ø õ × 12 Î 2Ø õ Ê�Ê�Ê õ × 12 Î nØ× n É 1Ø ! 4nÇ × 2 Î 1Ø õ × 4 Î 1Ø õ Ê�Ê�Ê õ × 2n Î 1Ø× n É 1Ø ! õ n!
2nn!

Ç Û:Þ 2nà !ï ð�í î
1 õ 3 õ Ê�Ê�Ê õ × 2n Î 1Ø õ 2 õ 4 õ Ê�Ê�Ê õ 2n× n É 1Ø ! õ n! õ n!Ç 1× n É 1Ø × 2nØ !

n! õ n!Ç 1× n É 1Ø Õ 2n
n Ö ë

Schema(zumLösenallgemeinerRekursionsgleichungen)

1) AufstellendererzeugendenFunktionA × xØ Ç ∑∞
nÛ 0anxn

2) Umformen,sodaßAnfangswerteundRekursionsgleichungeingesetztwerdenkönnen

3) WeiterumformenbisaufderrechtenSeitedienochvorhandenenunendlichenSummen(undmit ihnen
alleVorkommenvon Folgegliedernan) durchA × xØ ersetztwerdenkönnen

4) Auflösender erhaltenenGleichungnachA × xØ . Dadurcherḧalt maneineGleichungder Form A × xØ Ç
g × xØ , wobeig eine(hoffentlicheinfache)Funktionist.

5) UmschreibenderFunktiong alsPotenzreihe(z.B.durchPartialbruchzerlegungund/oderTabelle4)

6) AblesenderexplizitenDarstellungfür diean (durchKoeffizientenvergleich)
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Graphentheorie

2.1Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1Definition (Graph)

Ein Graphist ein PaarG Ç�× V Í E Ø auseinerendlichenMengeV undeinerMengeE ÿpÕ V
2 Ö ( Õ V

2 Ö ÇÙnÙ x Í y Úªÿ V ÷ x! Ç y Ú , vgl. Definition 1.6).Die ElementevonV heißenEcken,PunkteoderKnoten.Der Be-
zeichnungV kommtausdemenglischenBegriff

”
Vertices“.Die Elementevon E heißenKanten(englisch:

Edges).

Konvention: Für Ù x Í y Ú§Ü E schreibenwir auchxy Ü E

Ein Graphwird im allgemeinenalsDiagrammdargestellt.JedeEcke wird durcheinenPunktrepr̈asentiert
undzweiPunktex, y werdengenaudanndurcheineLinie verbunden,wennxy Ü E.

2.2Beispiel(einigeBeispielgraphen)

1) G : ÇN× Ù a Í b Í c Í d Ú8Í7Ù8Ù a Í b Ú�Í7Ù b Í c Ú8Í�Ù c Í a Ú�Í7Ù b Í d ÚnÚ_Ø

�
� �

�
oder

�
� � �

2)
”
VollständigeGraphen“sindGraphenin denenjedeEcke mit jederanderendurcheineKanteverbun-

denist. Ein vollständigerGraphmit n Ü,ø Eckenwird mit Kn bezeichnet.Ist V einen-Menge,sogilt:

Kn : Ç0× V Í Õ V
2 Ö Ø

1K =

2K =

39
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K3=

K4=

K5=

3)
”
Wege“ sindGraphenG Ç�× V Í E Ø mit V Ç Ù v0 Í Ê�Ê�Ê Í vm Ú , ÷V ÷-Ç m É 1,E Ç Ù p1 Í Ê�Ê�Ê Í pm Ú , ÷E ÷-Ç mundpi Ç

vi È 1vi für alle i ÜVÙ 1 Í Ê�Ê�Ê Í mÚ . Ein Weg derLängem (d.h.bestehendausm Kanten)wird mit Pm bezeichnet.

=P0

=P1

=P2

=P3

Für einenWeg Pm schreibenwir Pm Ç p1 Ê�Ê�Ê pm.

4)
”
Kreise“ sindGraphenG ÇÂ× V Í E Ø mit V Ç Ù v1 Í Ê�Ê�Ê Í vn Ú , ÷V ÷_Ç n, E Ç Ù p1 Í Ê�Ê�Ê Í pn Ú , ÷E ÷�Ç n und pi Ç

vivi ß 1 für alle i ÜVÙ 1 Í Ê�Ê�Ê Í n Î 1 Ú sowie pn Ç vnv1. Ein Kreisausn Kantenwird mit Cn bezeichnet.

=3C
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=4C

5) In
”
Gittergraphen“ausm õ n EckenwerdendieEckenin m Zeilenundn Spaltenangeordnetundunter-

einander, bzw. nebeneinanderliegendeEckendurchKantenverbunden.

3,4=M

GittergraphentretenunteranderembeiderRealisierungvonprogrammierbarenlogischeFeldernauf (PLA,
programmablelogicalarray).

6) Ein
”
d-dimensionalerHyperwürfel“ Qd ist einGraphG Ç0× V Í E Ø mit

V Ç Ù 0 Í 1 Ú d
E Ç ÙnÙ x Í y Úªÿ V ÷ x Ç0× x1 Í Ê�Ê�Ê Í xd Ø unterscheidetsichangenaueinerStellevon y ÇN× y1 Í Ê�Ê�Ê Í yd Ø�Ú

y

x

z3Q

(0,0,0) (1,0,0)

(1,1,0)

(1,1,1)

(0,0,1)

(0,1,0)

(0,1,1)

(1,0,1)

=
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(0.0.0.1)

(0.0,1,0)

(0,1,0,1)

(0,1,1,0)

(1.0.0.1)

(1.0,1,0)

(1,1,0,1)

(1,1,1,0)

(1,0,1,1)(0,0,1,1)

(1,1,0,0)(0,1,0,0)

(0,0,0,0) (1,0,0,0)

(1,1,1,1)(0,1,1,1)

Q4 =

2.3Bemerkung (Graph,Multigraph, schlichter Graph)

1) AllgemeinereGraphenkönnenauchMehrfachkantenundSchlingenenthalten.Um solcheGraphenzu
betrachtenmüßtedie Definition 2.1angepaßtwerden,zumBeispieldurchE Ç Ù X ÿ V ÷�÷X ÷�Ç 1 ê ÷X ÷�Ç 2 Ú
umSchlingenzuerlauben.

Merfachkanten

Merfachkanten

Schlinge

Ein Graphmit SchlingenundMehrfachkanten

Ein GraphohneSchlingenheißt
”
Multigraph“. Ein Multigraph ohneMehrfachkantenheißt

”
schlichter

Graph“.In derVorlesungwerdennur schlichteGraphenbetrachtet.

2) Im FalleG Ç0× /0 Í /0 Ø nenntmanG
”
leererGraph“undim FalleG Ç0× E Í /0 Ø ”

Nullgraph“.

3) SeiG Ç0× V Í E Ø einGraphmit Kantee Ü V.Æ x undy heißen
”
Endeckenvone“Æ e

”
inzidiert“ mit denEckenx undyÆ x undy sinddurche verbundenÆ x undy heißen

”
benachbart“oder

”
adjazent“
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2.4Definition (Nachbarschaft, Eckengrad,regulärer Graph)

SeiG Ç0× V Í E Ø einGraphmit Eckex Ü V.Æ NG × xØ : Ç Ù y Ü V ÷ xy Ü E Ú heißt
”
Nachbarschaftvonx in G“Æ dG × xØ : Ç�÷NG × xØ ÷ heißt

”
Eckengradvonx in G“

– dG × xØ Ç 1 é :x ist
”
Endeckein G“

– dG × xØ Ç 0 é :x ist
”
isolierteEcke in G“Æ δ × GØ : Ç minx � Vd × xØ heißt

”
minimalerEckengradvon G“Æ ∆ × GØ : Ç maxx � Vd × xØ heißt
”
maximalerEckengradvon G“

– gilt für einenGraphenδ × GØ Ç ∆ × GØ Ç k, so heißt G
”
k-regulärerGraph“ . So ist z.B jeder

vollständigeGraphKn (n Î 1)-regulär.

2.5Beispiel

1) BetrachtefolgendenGraphenG: �
1 5

�
3
�

4
�

2
�

Esgilt:

N × x3 Ø Ç Ù x1 Í x2x4 Ú
N × x1 Ø Ç Ù x2 Í x3 Ú

d × x1 Ø Ç 2 d × x2 Ø Ç 2 d × x3 Ø Ç 3

d × x4 Ø Ç 1 × x4 ist EndeckeØ
d × x5 Ø Ç 0 × x5 ist isolierteEckeØ

δ × GØ Ç 0 ∆ × GØ Ç 3

2) JederKreisCn ist 2-regulär.

2.6Satz(Handschlaglemma,Euler 1736)

SeiG Ç0× V Í E Ø einGraph.Danngilt:

∑
x � V d × xØ Ç 2 ÷E ÷

Beweis(doppeltesAbzählen): In ∑x � V d × xØ wird jedeKanteyz Ü V genauzwei mal gez̈ahlt (ein mal in
d × yØ , zumzweitenmal in d × zØ ). Auf derrechtenSeitewird jedeKanteebenfallszwei malgez̈ahlt. ë
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2.7Folgerung

In jedemGraphenist dieAnzahlderEckenmit ungeradenGradgerade.

Beweis: Sei G ÇQ× V Í E Ø undV1 Ç Ù x Ü V ÷ d × xØ ungeradeÚ , V2 Ç Ù x Ü V ÷ d × xØ geradeÚ ( Ð V Ç V1 � V2).
NachSatz2.6gilt:

2 ÷E ÷í î�ï ð
gerade

Ç ∑
x � V d × xØí î�ï ð

gerade

Ç ∑
x � V2

d × xØí î�ï ð
gerade

É ∑
x � V1

d × xØ
Die Summandenin ∑x � V1

d × xØ sind per Definition von V1 ungerade.∑x � V1
d × xØ selbstist jedochgerade.

∑x � V1
d × xØ mußdemnacheinegeradeAnzahlanSummandenenthalten,alsoist ÷V1 ÷ gerade. ë

2.8Lemma

SeiG ÇN× V Í E Ø ein Graphmit ÷V ÷ Ì 2. Danngibt eszwei Eckenx Í y Ü V mit d × xØ Ç d × yØ
Beweis: sieheBeispiel1.132) ë
2.9Definition (IsomorphiezwischenGraphen)

SeienG Ç2× V Í E Ø undG� Ç2× V �cÍ E ��Ø Graphen.G undG� heißen
”
isomorph“(in ZeichenG �Ç G� ) genaudann

wenneinebijektiveAbbildungφ : V 	 V existiertmit xy Ü E é φ × xØ φ × yØ©Ü E � .
2.10Beispiel

1) Nicht isomorpheGraphenmit 3 Ecken:

2) Werdendie Namenvon Ecken(undKanten)einesGraphenber̈ucksichtigt,soSprichmanvon einem

”
markierten“oder

”
benannten“Graphen.

v1

v3v2

v1

v3v2

v1

v3v2

=~

=
=~

=
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2.2Darstellung von Graphen

2.11Definition (Adjazenzmatrix,Inzidenzmatrix)

Ist G Ç0× V Í E Ø ein Graphmit V Ç Ù v1 Í Ê�Ê�Ê Í vn Ú undE Ç Ù e1 Í Ê�Ê�Ê Í em Ú , soheißtdien 
 n-Matrix

A Ç × ai j ØIÜ£Ù 0 Í 1 Ú n � n mit

ai j Ç 1 é viv j Ü E

”
Adjazenzmatrixvon G“. Die n 
 m-Matrix

I Ç × bi j ØIÜ£Ù 0 Í 1 Ú n � m mit

bi j Ç 1 é ej inzidiert mit vi

heißt
”
Inzidenzmatrixvon G“.

2.12Beispiel

BetrachtefolgendenGraphen:

v1 v2

v3v4

e1

e2

e3

e4

e5

v1 v3v2 v4

0

0

0

00

0

1 1 1

1

1 1

1 1

1

1

v2

v1

v3

v4

v2

v1

v3

v4

e1 e2 e3 e4 e5

1 0 1

1 1

0 1 1

0 1 1 1

1

0

0

0

0 0

0

0
=A =I

Für jedeAdjazenzmatrixA einesGraphenG ÇN× V Í E Ø gilt:Æ aii Ç 0 (wir betrachtennur GraphenohneSchlingen)Æ ai j Ç a j i (viv j Ü E Ð v jvi Ü E).

Für jedeInzidenzmatrixI einesGraphenG Ç0× V Í E Ø giltÆ Die SummeeinerSpalteist immerzwei (jedeKanteinzidiert mit genauzwei Ecken)Æ Die SummeeinerZeile ist gleichdemEckengradderjeweiligenEcke.

I õ I t Ç �� 2 1 0 1
1 3 1 1
0 1 2 1
1 1 1 3

����� Ç A É diag ×\× d × vi Ø�Ø 1 � i � ní î�ï ð
GradfolgevonG

Ø
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2.13Satz(ZusammenhangzwischenAdjazenz-und Inzidenzmatrix)

Ist G Ç�× V Í E Ø ein Graphmit AdjazenzmatrixA Ç�× ai j Ø , InzidenzmatrixI ÇQ× bi j Ø und EckenmengeV ÇÙ v1 Í Ê�Ê�Ê Í vn Ú , danngilt
I õ I t Ç A É diag × d × v1 Ø�Í Ê�Ê�Ê Í d × vn Ø�Ø

Beweis:

Fall 1 i ÏÇ j

× I õ I t Ø i j Ç m

∑
k Û 1

bikb jk Ç Ñ 1 viv j Ü E
0 sonst Ç ai j

dabik Ç b jk Ç 1 é ek Ç viv j

Fall 2 i Ç j × I õ I t Ø ii Ç m

∑
kÛ 1

bikbikí î�ï ðÛ�� 1 é bik Ç 1
0 é bik Ç 0

Ç m

∑
kÛ 1

bikí î�ï ð
Summei È teZeile von I

Ç d × vi Ø
ë

2.14Definition (Teilgraph, induzierterTeilgraph)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein GraphundV �4ÿ V.Æ Der GraphG� ÇÂ× V �cÍ E ��Ø heißt
”
Teilgraphvon G“ wennE �Zÿ E ��Õ V �

2 Ö . Man schreibtdannauch

G�4ÿ G.Æ G �V ��� : Ç0× V �cÍ E �wÕ V �
2 Ö Ø heißt

”
dervonV � induzierteTeilgraph“.

Beispiel

v2

v1

v3 v4

v5

G=

v2

v1

v3 v4

G"=

v2

v1

v3 v4

G’=

G�4ÿ G, G� � Ç G �fÙ v1 Í v2 Í v3 Í v4 Ú��
2.15Definition (Zusammenhang,Komponenten)

1) SeiG Ç0× V Í E Ø einGraph.G heißt
”
zusammenḧangend“genaudannwennzwischenje zweiEckenein

Weg existiert.
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2) In einem(eventuellnicht zusammenḧangenden)Graphenheißtjederbez̈uglich derAnzahlvon Ecken
undKantenmaximalerzusammenḧangenderTeilgraph

”
Komponentevon G“ oder

”
Zusammenhangskom-

ponentevon G“. SindG1 Í Ê�Ê�Ê Í Gk die Komponentenvon G, soschriebtmanauchG Ç�� k
i Û 1Gi . Die Anzahl

derKomponentenvonG wird mit κ × GØ bezeichnet.

3) SeiG Ç2× V Í E Ø einzusammenḧangenderGraph.EineEckex Ü V heißt
”
SchnitteckevonG“ fallsG �V �Ù x Ú�� nichtzusammenḧangendist.

EineKantek Ü E heißt
”
Brücke“ falls × V Í E �UÙ k Ú_Ø nicht zusammenḧangendist.

Beispiel

1

2

3 4

5

6

Die Ecken3 und4 sindSchnittecken,dieKante Ù 3 Í 4 Ú ist eineBrücke

2.16Satz(Abschätzungder Komponentennach unten)

SeiG Ç0× V Í E Ø einGraph.Danngilt:
κ × GØlÌ ÷V ÷ Î ÷E ÷

Beweis(per Induktion über ÷E ÷ ) Für ÷E ÷�Ç 0 gilt

κ × GØ Ç�÷V ÷�Ç�÷V ÷ Î 0 Ç0÷V ÷ Î ÷E ÷ Ì ÷V ÷ Î ÷E ÷
Seinun ÷E ÷ Ó 0,e Ç ab Ü E undκ × F ��Ø6Ì ÷V � ÷ Î ÷E � ÷ für alleGraphenF � Ç$× V �cÍ E ��Ø mit ÷E � ÷ Ô ÷E ÷ . DerGraph
G� : Ç0× V Í E �UÙ eÚ�Ø : Ç0× V Í E ��Ø hatwenigerKantenalsG, somitgilt nachInduktionsvoraussetzung

κ × G� ØIÌ ÷V ÷ Î ÷E �UÙ eÚ ÷�Ç0÷V ÷ Î ×�÷E ÷ Î 1Ø Ç0÷V ÷ Î úúE � úúDie Anzahl der Komponentenverringertsich durchHinzufügender Kantee zu G� genaudann,wenna
undb in unterschiedlichenKomponentenvonG� liegen.DannverringertsichdieAnzahlderKomponenten
jedochgenauum 1, daezwei Komponentenvon G� zueinerKomponentevon G zusammenfaßt.

G Ç G� É e Ð κ × GØ Ç Ñ κ × G��Ø fallse keineBrücke ist
κ × GØLÎ 1 fallse Brücke istÌ ÷V ÷ Î úúE � úúí î�ï ðÛ κ Þ G� à Î 1

Ç ÷V ÷ Î × úúE � úú É 1ØÇ ÷V ÷ Î ÷E ÷ ë
2.17Folgerung

SeiG Ç0× V Í E Ø einzusammenḧangenderGraphmit ÷V ÷�Ç n und ÷E ÷�Ç m. Danngilt

n Î 1 ö m ö Õ n
2 Ö
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Beweis selbermachen.

2.18Satz(Anzahl der Kantenin zusammenḧangendenGraphen)

Sei G Çp× V Í E Ø ein Graph mit n ÇP÷V ÷ und m Ç ÷E ÷ . Gilt m Ó 1
2 × n Î 1Ø × n Î 2Øí î�ï ðÛ AnzahlderKantenvonKn ô 1

so ist G zusam-

menḧangend.

Beweis AngenommenG ist nichtzusammenḧangend.SeienG1 Ê�Ê�Ê Gk dieKomponentenvonGmit ÷V × Gi Ø ÷-Ç
ni Ë i Ç 1 Ê�Ê�Ê k. Danngilt k Ì 2 und∑k

i Û 1ni Ç n.

m Ç k

∑
i Û 1
÷E × Gi Ø ÷ö k

∑
i Û 1

ni × ni Î 1Ø
2 × nachFolgerung2 Ê 17Ø

Ç 1
2 æ k

∑
i Û 1

n2
i Î k

∑
i Û 1

ni ç
Ç 1

2

�� k

∑
i Û 1

n2
i É 2 ∑

1 � i � j � k

nin jí î�ï ðÛ × ∑k
i ñ 1 ni Ø 2 Û n2

Î 2 ∑
1 � i � j � k

nin j Î k

∑
i Û 1

nií î�ï ðÛ n

���������
Ç 1

2 æ n2 Î 2 ∑
1 � i � j � k

nin j Î nçö 1
2 � n2 Î 2n1 × n2 É n2 ÉzÊ�Ê�Ê�É nk ØLÎ n ö 1
2 � n2 Î 2 × n Î 1ØLÎ n Ç 1
2 � n2 Î 3n É 2 Ç 1
2 × n Î 1Ø × n Î 2Ø

Zusammenfassend:

G nicht zusammenḧangend Ð m× GØIö 1
2 × n Î 1Ø × n Î 2Ø alsoauch

G zusammenḧangend Ð m× GØIÓ 1
2 × n Î 1Ø × n Î 2Ø ë

2.19Satz(Abschätzungder Kantennach oben)

Ist G Ç0× V Í E Ø ein Graphmit ÷V ÷�Ç n und ÷E ÷�Ç m, sogilt

m ö Õ n Î κ × GØ É 1
2 Ö
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Beweis (sieheauchLutz Volkmann:
”
DiskreteStrukturen“Satz3.6)

Die IdeedesBeweisesist, herauszufindenwannm maximal ist. OhneBeschr̈ankungder Allgemeinheit
könnenalle Komponentenvon G als vollständig angenommenwerden,da dies keine Auswirkung aufÕ n Î κ × GØ É 1

2 Ö hat,die Anzahlder Kantenjedochnicht wenigerwird. Die Anzahlder Kantenvon G

kannnunweitererhöht werdenindemmanzwei KomponentenG �V1 � undG �V2 � mit ÷V1 ÷ ö ÷V2 ÷ undv Ü V1

ersetztdurchzwei KomponentenG1 Ç0× V1 �UÙ v Ú�Í Õ V1 �UÙ v Ú
2 Ö Ø undG2 ÇÂ× V2 ! Ù v Ú8Í Õ V2 ! Ù v Ú

2 Ö Ø . Da-

durchwerdenzwar ÷V1 ÷ Î 1 KantenausG entfernt,allerdingswerdenauch ÷V2 ÷ Kantenhinzugef̈ugt, ins-
gesamterhöht sich dadurchdie Anzahl der Kanten.Die Anzahl der Komponentensowie die der Ecken
bleibt jedochkonstant.Die Anzahlder KantenwächstdurchwiederholtesErsetzensolangebis G ausei-
nemvollständigenGraphenmit n Î κ × GØ É 1 Ecken und κ × GØvÎ 1 isoliertenEcken besteht,und ist dann

maximal.In diesemFall gilt jedochm Ç Õ n Î κ × GØ É 1
2 Ö ë

Bemerkung AusSatz2.19folgt unmittelbarSatz2.18.

2.3Bäume

/

/var /usr/bin/home

/home/guo /usr/local/usr/etc /usr/lib/home/lisa

Abbildung6: DateisystemeinesUNIX Systems

2.20Definition (Baum,Wald)

Ein
”
Baum“ist einzusammenḧangenderGraphohneKreise.Ein

”
Wald“ ist einGraphdessenKomponenten

Bäumesind.

2.21Lemma (Endecken in Bäumen)

Eine Endecke einesGraphenG Ç × V Í E Ø ist eineEcke x Ü V mit d × xØ Ç 1. JederBaumT Ç × V Í E Ø mit÷V ÷ Ì 2 entḧalt mindestens2 Endecken.

Beweis SeiP Ç v1 Ê�Ê�Ê vk ein längsterWeg in T. Angenommenesexistiert einv Ü V sodaßvkv Ü E. Dann
ist v "ÜVÙ v1 Í Ê�Ê�Ê Í vk È 2 Ú daausv Ç vi für ein i ÜVÙ 1 Í Ê�Ê�Ê Í k Î 2 Ú folgt vi Ê�Ê�Ê vkvi ist einKreis.Außerdemgilt auch
nichtv Ü V �IÙ v1 Í Ê�Ê�Ê Í vk Ú dain diesemFall v1 Ê�Ê�Ê vkv einWeg wärederlängeralsP ist. Esfolgt alsov Ç vk È 1

undsomitd × vk Ø Ç 1, womit vk eineEndeckeist. Analogzeigtmandaßv1 ebenfallsEndecke ist. ë
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2.22Satz(Charakterisierungvon Bäumen)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein Graphmit ÷V ÷�Ç n und ÷E ÷�Ç m. FolgendeAussagensindäquivalent:

(1) G ist ein Baum

(2) G ist zusammenḧangendundkreisfrei

(3) G ist zusammenḧangendundm Ç n Î 1

(4) G ist kreisfreiundm Ç n Î 1

(5) zwischenzwei Eckenvon G existiert genauein Weg

(6) G ist maximalkreisfrei(d.hdurchHinzufügeneinerweiterenKanteentstehteinKreis)

(7) G ist minimal zusammenḧangend(d.h durchHerausnehmeneinerKantezerfällt G in zwei Kompo-
nenten)

Beweis ÜblicherweisewerdenBeweisedieserArt geführtdaßmanzeigt × 1Ø Ð × 2Ø Ð × 3Ø Ð × 4Ø Ð × 5Ø Ð× 6Ø Ð × 7Ø Ð × 1Ø . Hier bietetessichjedochan,zuzeigendaß × 2Ø é × 1Ø Ð × 3Ø Ð × 4Ø Ð × 5Ø Ð × 6Ø Ð × 7Ø Ð× 2Ø× 2Ø é × 1Ø folgt unmittelbarausderDefinitionvonBäumen.Wir zeigendeshalbnurexemplarisch× 1Ø Ð × 3Ø
(perInduktionübern).

Induktionsanfang:Für n Ç 2 gilt m Ç 1 Ç 2 Î 1 Ç n Î 1.

Induktionsschluß:Sei n Ì 2 und für alle BäumeT � Ç × V �cÍ E ��Ø mit ÷V � ÷XÇ n gelte ÷E � ÷_Ç�÷V � ÷ Î 1. Sei T Ç× V Í E Ø einBaummit ÷V ÷�Ç n É 1 undx eineEndeckevonG (eineEndeckeexistiertnachLemma2.21).G Î
x : Ç G �V �IÙ x Ú#� ist einBaummit genaun Eckenundsomitgilt nachInduktionsvoraussetzung÷E × G Î xØ ÷�Ç
n Î 1. DurchHinzufügenvon x zu G Î x wird auchgenaueineKantezu G Î x hinzugef̈ugt (d × xØ Ç 1) und
somitgilt ÷E × GØ ÷�Ç�÷E × G Î xØ ÷ÀÉ 1 Ç0× n Î 1Ø É 1 ÇN× n É 1ØLÎ 1 ë
2.23Definition (Wurzelbaum)

Ein
”
Wurzelbaum“T Ç0× V Í E Ø ist ein Baumin demeineEckew Ü V alsWurzelausgezeichnetist.

SeiT Ç0× V Í E Ø einWurzelbaummit Wurzelw undx eineEckevon T.Æ JedeEcke y auf demWeg von w nachx heißt
”
Vorgängervon x“ (esexistiert genauein Weg von w

nachx, daT einBaumist).Æ Ist y Vorgängervon x undist x ÏÇ y, soheißty
”
Nachfolgervonx“.Æ Ist y Nachfolgervon x und gilt yx Ü E, so heißt y

”
unmittelbarerNachfolgervon x“ und x heißt

”
unmittelbarerVorgängervon y“.Æ Ein

”
geordneterBaum“ ist einWurzelbaumin demfür dieunmittelbarenNachfolgerjederEckeeine

Ordnungfestegelegt ist.
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2.24Definition (Tiefe)

Die Tiefe depth × T Ø einesWurzelbaumesT ist die maximaleLängeeinesWegesvon derWurzel zu einer
Endecke.

Ein WurzelbaumT mit derTiefe t heißt
”
balanciert“wennjederWeg von einerEndeckezuderWurzeldie

Länget odert Î 1 hat.

Beispiel Ein Fußballturniermit 7 Mannschaften

1 2 3 4 5 6

7
Viertelfinale

Halbfinale

Finale

Ein balancierterBaumderTiefe3

2.25Definition (binärer Baum)

Ein Wurzelbaumheißt
”
binärerBaum“ wennjedeEcke höchstenszwei unmittelbareNachfolgerhat.Ein

balancierterbinärerBaumin demjedeEcke entwederkeineoder2 Nachfolgerhat, heißt
”
vollständiger

binärerBaum“.

2.26Satz(Anzahl der Ecken in binärenBäumen)

SeiT Ç0× V Í E Ø einbinärerBaummit Tiefe t und ÷V ÷�Ç n. Danngilt

t É 1 ö n ö 2t ß 1 Î 1 Ê
Beweis Sei pk : Ç AnzahlderEckendievonderWurzeldieEntfernungk haben. Esgilt ∑t

kÛ 0 pk Ç n. Da
für binäreBäumeweiterhingilt 1 ö pk ö 2pk È 1 Ë 1 ö k ö t undp0 Ç 1, folgt ∑t

kÛ 01 ö ∑t
kÛ 0 pk ö ∑t

k Û 0 2pk,
undsomitt É 1 ö n ö 2t ß 1 Î 1. ë
2.27Folgerung (Tiefevon binärenBäumen)

SeiT Ç0× V Í E Ø einbinärerWurzelbaummit Tiefe t und ÷V ÷�Ç n. Danngilt

t Ì%$ lg2
n É 1

2 &
Beweis Übung

2.28Definition (GerüsteinesGraphen)

Ein TeilgraphT eineszusammenḧangendenGraphenG heißt
”
Ger̈ustvonT“ (oderspannenderBaumoder

Baumfaktor)wennT einBaumist undV × T Ø Ç V × GØ .
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Beispiel

Ein Graphund2 seinerGer̈uste

2.29Satz(Existenzvon Gerüsten)

JederzusammenḧangendeGraphentḧalt ein Ger̈ust.

Beweis SeiG Ç0× V Í E Ø einzusammenḧangenderGraph.

Entḧalt G keinenKreis, dannist T ein Baum.SetzteT Ç G. T ist ein Baummit V × T Ø Ç V × GØ , alsoist T
einGer̈ustvon G.

Entḧalt G eine Kreis dannentferneaus einem Kreis C Ç v0v1 Ê�Ê�Ê vkv0 eine beliebigeKante, z.B G� Ç× V Í E �°Ù vi Ú_Ø . G� ist dannimmer nochzusammenḧangend,da alle Wege die vi als Kannteenthaltenüber
vi ß 1 Ê�Ê�Ê vkv0 Ê�Ê�Ê vi È 1 umgelenktwerdenkönnen.WiederholtmandiesesEntfernenso langebis kein Kreis
mehrenthaltenist, so ist der resultierendeGraphein Baumder ausallen Ecken von G besteht,alsoein
Ger̈ustvonG. ë
Algorithmus 1 Breitensuche(BFS:Breadth-First-Search)

1v

2v 3v 4v

5v

7v

6v

1v

2v 3v 4v

5v

7v

6v

1v

2v 3v 4v

5v

7v

6v

Graph Gerüst Breitensuche

Algorithmus 2 Tiefensuche(DFS:Depth-First-Search)
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1v

2v 3v 4v

5v

7v

6v

1v

2v 3v 4v

5v

7v

6v

1v

2v 3v 4v

5v

7v

6v

Graph Gerüst Tiefensuche

BeideAlgorithmenhabenLaufzeitO ×-÷V ÷�É�÷E ÷ Ø
Im ComputerbenutztmanauchgerneeinandereDarstellungvonGraphen,dieDarstellungalsAdjazenzli-
ste.

3

2

1

4

5

6

7

2

1

1

1

2

2

6

3

3

2

6

7

4

5 6

Adjazenzmatrix Adjazenzliste
Speicherverbrauch O ×�÷V ÷ 2 Ø O ×�÷V ÷HÉ�÷E ÷ Ø

Testob xy Ü E O × 1Ø O × minÙ d × xØ�Í d × yØ�Ú_Ø
Bestimmenvon N × xØ O ×-÷V ÷ Ø O × d × xØ�Ø

Tabelle5: KomplexitätvonGraphenoperationen

2.30Satz(Cayley’s TreeFormula)

SeiG einvollständigermarkierterGraphmit n Ì 2 Ecken.DannbesitztG nn È 2 verschiedenGer̈uste.

Beweis folgt
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2.4Matching in Graphen

2.31Definition (Matching)

SeiG Ç0× V Í E Ø einGraph.Ein
”
Matchingvon G“ ist eineKantenmengeM ÿ E mit Ë k1 ÏÇ k2 Ü M : V × k1 Ø'�

V × k2 Ø Ç /0, d.h.M ist eineKantenmengein derkeinezweiKanteninzidentsind.Æ Ein MatchingM von G heißt
”
maximalesMatching“,wennesin G kein MatchingM � gibt mit M (

M � .Æ Ein MatchingM vonG heißt
”
Maximum-Matching“,wennesin G keinMatchingM � gibt mit ÷M ÷ Ô÷M � ÷ .Æ Ein MatchingM von G heißt

”
perfektesMatching“wennV × M Ø Ç V × GØ .

2.32Beispiel

2.33Bemerkung

1) JedesperfekteMatchingist einMaximum-Matching.

2) Für jedesMatchingM gilt ÷V × M Ø ÷�Ç 2 ÷M ÷ .
3) Für jedesperfektesMatchingM von G gilt 2 ÷M ÷�Ç V × GØ .
4) G hateinperfektesMatching Ð V × GØ ist gerade.

2.34Bemerkung (bipartiteGraphen)

Ein GraphG ÇN× V Í E Ø heißt
”
bipartit“ wennmanV soin zweidisjunkteTeilmengenA undB zerlegenkann,

daßG �A� undG �B� Nullgraphensind.Æ A undB heißenPartitionsmengen.Æ Ein vollständigerbipartiterGraphKpq ist einbipartiterGraphG Ç$× A � B Í E Ø mit ÷A ÷�Ç p, ÷B ÷�Ç q undË x Ü A : Ë y Ü B : xy Ü E.

2.35Beispiel

Grafikenfehlen.

2.36Satz(Bipartität und Kreise)

Ein GraphG ist genaudannbipartit wennG keineKreiseungeraderLängehat.
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Beweis SeiG ÇN× A � B Í E Ø einbipartiterGraphmit einemKreisungeraderLängeC Ç0× v0 Ê�Ê�Ê v2kv0 Ø . Wei-
terhingelte(o.B.d.A.)v0 Ü A.

vi undvi ß 1 Þ mod2kß 1à könnennicht in derselbenPartitionsmengesein,davi undvi ß 1 Þ mod2k ß 1à adjazentsind,
derdurchdiesePartitionsmengeinduzierteTeilgraphwärealsokeinNullgraph.Somitgilt:

v0 Ü A Ð v1 Ü BÐ v2 Ü AÐ Ê�Ê�Ê
...Ð v2k È 1 Ü BÐ v2k Ü AÐ v0 Ü B

wasoffensichtlichein Widerspruchist. Ein bipartiterGraphkannalsokeinenKreis ungeraderLängeent-
halten.

SeinunG Ç0× V Í E Ø einGraphohneKreiseungeraderLängemit a Ü V. Definiere

A : Ç Ù v Ü V ÷ derkürzesteWeg von v nacha hatgeradeLängeÚ
B : Ç Ù v Ü V ÷ derkürzesteWeg von v nacha hatungeradeLängeÚ

Offensichtlichgilt A � B Ç /0 undA ! B Ç V, somitgen̈ugteszu zeigen:

v1 Ü A ) v2 Ü A Ð v1v2 "Ü E

v1 Ü B ) v2 Ü B Ð v1v2 "Ü E

Angenommenesgibt eineKanteuv Ü E mit u Ü A undv Ü A. SeidannPau ein kürzesterWeg von a nach
u und Wav ein kürzesterWeg von a nachv. Fernersei y die letzte gemeinsameEcke von Pau und Wav

(Pau Ç Pay É Pyu, Wav Ç Pay É Wyv wie in Abbildung7) BezeichnetmandieLängeeinesWegesW mit L ×W Ø ,
Pay

Pyu

Wyv

a y

u

v

Abbildung7: KürzesteWege

sogilt:
L × Pau Ø É L ×Wav Ø Ç 2L × Pay Ø É L × PyuØ É L ×Wyv Ø

L × PauØ É L ×Wav Ø ist nachKonstruktiongerade,ebensoist 2L × Pay Ø gerade.Demnachmuß auchL × Pyu Ø É
L ×Wyv Ø geradesein.Pyu É Wyv É uvbildetdannabereinenKreisungeraderLänge.Dasolcheaberin G nach
Voraussetzungnicht existierenist uv "Ü E. G ist alsoeinbipartiterGraphmit PartitionsmengenA undB. ë
2.37Satz(Matchings in bipartitenGraphen)

SeiG Ç2× A � B Í E Ø einbipartiterGraph.G besitzteinMatchingM mit ÷M ÷�Ç0÷A ÷ genaudannwenn Ë S ÿ A :÷N × SØ ÷ ö ÷S÷ .
Beweis fehlt
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2.38Folgerung

SeiG ÇN× A � B Í E Ø ein r-regulärerbipartiterGraphmit r Ì 1, soentḧalt G ein perfektesMatching.

Beweis Esgilt ÷A ÷�Ç0÷B ÷ , sowie Ë S ÿ A : ÷N × SØ ÷ Ì ÷S÷ . Aus Satz2.37folgt danndie Behauptung.

2.39Folgerung

Ein r-regulärerbipartiterGraphläßtsichin r kantendisjunkteperfekteMatchingszerlegen.

Beweis sukzessivesAnwendenvon Folgerung2.38

2.40Definition (Multipartite Graphen)

Ein GraphG ÇÂ× V Í E Ø heißt
”
k-partit“ (allgemeinauch

”
multipartit“), wennmanV so in k disjunkteTeil-

mengenV1 Í Ê�Ê�Ê Í Vk zerlegenkann,daßG �Vi � für i Ü£Ù 1 Í Ê�Ê�Ê Í k Ú Nullgraphensind.

2.5Hamilton Graphen

2.41Definition (Hamiltonkreis,Hamilton-Weg)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein Graph.Æ Ein
”
Hamiltonkreis“ ist ein Kreis C mit V × C Ø Ç V × GØ . Ein Graphder einenHamiltonkreisentḧalt

heißt
”
hamiltonscherGraph“.Æ Ein

”
Hamilton-Weg“ ist ein Weg W mit V ×W Ø Ç V × GØ . Ein GraphdereinenHamilton-Weg entḧalt

heißt
”
semi-hamiltonscherGraph“

2.42Beispiel

1) Kn ist hamiltonschfür n Ó 2.

2) D20 ist hamiltonsch.

3) DerPeterson-Graphist nicht hamiltonsch,abersemi-hamiltonsch.

2.43Satz(notwendigeBedingungfür hamiltonscheGraphen)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein hamiltonscherGraph.Danngilt für jedenicht leereMengeS ÿ V

κ × G Î SØ:ö ÷S÷
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Beweis Ist G selbstein Kreis, so erḧalt maneinenWeg durchHerausnehmeneinerEcke. Sukzessives
HerausnehmenweitererEcken erhöht die Anzahl der Komponentenjeweils höchstensum 1 (pro Ecke).
Entferntmanalsop Ecken,soerḧalt manhöchstensp Komponenten.

Ist G kein Kreis, so ist die Anzahl der erhaltenenKomponentensogarnochgeringer, da esmehrKanten
gibt, die denGraphenzusammenhalten. ë
2.44Satz(Lemmavon Ore,1960)

SeiG Ç�× V Í E Ø ein Graphmit ÷V ÷�Ç n. Fernerseienu undv zwei nicht adjazenteEckenvon G mit d × uØ É
d × vØlÌ n. Danngilt

G ist hamiltonsch é G É uv ist hamiltonsch

Beweis1
”
Ð “: trivial (durchHinzufügenvon Kantenzu einemhamiltonschenGraphengehtderHamil-

tonkreisnicht verloren)

” * “: Existiertein Hamiltonkreisvon G dernicht die Kanteuv entḧalt, so ist offensichtlichauchG hamil-
tonsch.

Da jedochG É uv hamiltonschist existiert in G ein Hamilton-Weg × u Í x1 Í Ê�Ê�Ê Í xn È 2 Í vØ . Sei nun S : Ç Ù i ÜÙ 1 Í Ê�Ê�Ê Í n Î 3 Ú ÷ uxi ß 1 Ü E Ú undT : Ç Ù i ÜÃÙ 1 Í Ê�Ê�Ê Í n Î 3 Ú ÷ xiv Ü E Ú . Wegen1 ö ÷S÷ ö n Î 3 und1 ö ÷T ÷ ö n Î 3
undd × uØ É d × vØ©Ì n gilt S � T ÏÇ /0. Also existiert ein p Ü Ù 1 Í Ê�Ê�Ê Í n Î 3 Ú mit uxpß 1 Ü E undxpv Ü E. Dann
ist aberauch × u Í x1 Í Ê�Ê�Ê xp Í vÍ xn È 2 Í Ê�Ê�Ê xpß 1 Í uØ einHamiltonkreis. ë
2.45Folgerung (hinreichendeBedingungfür hamiltonscheGraphen)

Sei G Ç × V Í E Ø ein Graphmit ÷V ÷nÇ n Ì 3 in demfür alle Ecken u und v gilt d × uØ É d × vØ3Ì n, so ist G
hamiltonsch.

Beweis NachSatz2.44kannmanzudemGraphenG Kantenhinzufügenohnedabeizuverändernob der
resultierendeGraphhamiltonschist odernicht.Man fügt Kantensolangehinzubis dervollständigeGraph
Kn entstandenist, welcheroffensichtlichhamiltonschist.

2.46Folgerung (Dirac, 1052)

SeiG Ç0× V Í E Ø einGraphmit ÷V ÷�Ç n undd × vØlÌ n
2 Ë v Ü V. Dannist G hamiltonsch.

Beweis Wegend × vØ:Ì n
2 Ë v Ü V gilt auchfür Ë u ÏÇ v: d × uØ É d × vØ6Ì n

2 É n
2 Ç n womit dieVoraussetzungen

vonFolgerung2.45erfüllt sind.

2.47Bemerkung

1) EinebekannteAnwendungist dasTravelling SalesmanProblem(TSP).Darin gehtesdarumin einem
gewichtetenGraphen(einGraphin demdieKantenmit Kostenbelegtsind)einengünstigstenHamiltonkreis
zu finden.TSPben̈otigt exponentielleLaufzeit,esexistierenjedocheffizienteHeuristiken die zwar nicht
unbedingtdenbesten,dennochabereinenrechtpreiswertenHamiltonkreisfinden.

1DerBeweisderVorlesungging etwasanders,denhabich abernicht verstanden
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2) DasEntscheidungsproblemob ein GrapheinenHamiltonkreisentḧalt ist NP-vollständig,dasheißtes
kann in polynomiellerZeit entschiedenwerdenob ein Lösungskandidat(in diesemFall eine Folge von
Ecken)ein korrekteLösungist (alsoein Hamiltonkreis),einekorrekteLösungkannallerdingsnachdem
gegenẅartigenStandderForschungin polynomiellerZeit nicht gefundenwerden.

2.6EulerscheGraphen

EulerscheGraphen(undGraphen̈uberhaupt)wurdendurchdasvonLeonardEuleraufgeworfeneKönigsberger
Brückenprobleminspiriert.

Abbildung8: KönigsbergerBrückenproblem

Esgehtdarum,einenWeg durchKönigsberg zu findenbeidemjedeBrückegenaueinmal überquertwird,
sodaßmanamEndedort herauskommtwo manseineReisebegonnenhat.

2.48Definition (Kantenfolge,Kantenzug,Eulertour)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein zusammenḧangenderGraph.Æ EineFolgex0 Ê�Ê�Ê xk mit Ë 0 ö i ö k : xi Ü V und Ë 0 ö i Ô k : xixi ß 1 Ü E heißt
”
KantenfolgederLänge

k“.Æ EineKantenfolgeauspaarweiseverschiedenenKantenheißt
”
Kantenzug“Æ EineKantenzugZ mit E × Z Ø Ç E × GØ heißt

”
eulerscherKantenzug“Æ Ein geschlossenereulerscherKantenzug(d.h.eineulerscherKantenzugx0x1 Ê�Ê�Ê xk mit x0 Ç xk) heißt

”
Eulertour“

2.49Definition (semi-eulerscher Graph,eulerscher Graph)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein zusammenḧangenderGraphmit ÷V ÷ Ì 2.Æ G heißt
”
semi-eulerscherGraph“fallsG eineneulerschenKantenzugentḧalt.Æ G heißt

”
eulerscherGraph“fallsG eineEulertourentḧalt.

2.50Beispiel
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2.51Satz(hinreichendeund notwendigeBedingungfür Eulertouren)

SeiG Ç0× V Í E Ø einzusammenḧangenderGraphmit ÷V ÷ Ì 2. Danngilt

G ist eulersch é JedeEckevon G hatgeradenGrad

Beweis:

”
Ð “: Existiertin G eineEckex Ü V mit ungerademGrad,somußdieseEckeaufderEulertourungerade

oft besuchtwerden.Seiz.B.d × xØ Ç 3.EineEulertourentḧalt eineKantenfolgey0xy1 Ê�Ê�Ê y2x. Die Kanteny0x,
y1x undy2x wurdenallerdingsschonbenutztundesgibt keineMöglichkeitmehrdieStarteckezuerreichen.

” * “: Seiz Ç x0 Ê�Ê�Ê xk ein längsterKantenzugin G.

JedesAuftauchenvon x0 in z (außeram Anfangund am Endeder Kantenfolge)liefert zum Gradvon x0

denBeitrag2: Ist xix0xi ß 1 Teil von z, sosindxix0 Ü E sowie x0xi ß 1 Ü E inzidentmit x0. Beziehtmandas
Auftauchenvon x0 amAnfangderKantenfolgemit ein, soerḧalt maneineungeradeAnzahlvon Kanten,
die von x0 ausgehen.Da der Gradvon x0 jedochgeradeist, müßteeineEcke xÈ 1 existierenso daßz� Ç
xÈ 1x0 Ê�Ê�Ê xk eineKantenfolgein G ist. Diesewärelängeralsz, alsogilt x0 Ç xk.

Da obigesfür jedenStartpunkteinerlängstenKantenfolgegilt, müssenmit z alle Kantendurchlaufenwor-
densein.Die Kantenfolgez ist alsoeineEulertour. ë
Eulerzeigte1736nur die Implikation

”
Ð “, dervollständigeBeweiswurdevon Hierhölzer1873niederge-

schrieben.

2.52Folgerung

Ein zusammenḧangenderGraphG ÇÂ× V Í E Ø mit ÷V ÷ Ì 2 ist semi-eulerschgenaudannwennG keineoder
genauzweiEckenmit ungerademGradbesitzt.

2.53BemerkungÆ Esexistiert ein effizienterAlgorithmusum in einemeulerschenGraphenG Ç × V Í E Ø eineEulertour
zufinden(FleuryAlgorithmus,Komplexität:O × E Ø ).Æ EineAnwendungist dasChinesischeBriefträgerproblem.Dabeiwird versucht, in einembewerteten
(d.h.dieKantensindmit Kostenbelegt) zusammenḧangendenGrapheneinegeschlosseneKantenfol-
gemit minimalenKostenzufinden.Als ersterbefaßtesichderchinesischeMathematikerKuan1962
mit diesemProblem.

2.7PlanareGraphen

PlanareGraphenkönnensoaufeine2-dimensionaleEbeneprojiziertwerden,daßsichkeineKantenüberschneiden.
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2.54Definition (planarer Graph,Landkarte,Gebiet)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein Graph.Æ G heißteinbettbarin + 2 genaudannwenneseineinjektive Abbildungϕ : V 	,+ 2 undeineAbbil-
dungϕ � : E 	 J : Ç Ù bild × eØ ÷ e : � 0 Í 1�-	.+ 2 stetigÍ injektiv Ú gibt, sodaß

– Ë uv Ü E : ϕ � × uvØ Ç bild × eØ Ð ϕ × uØ Ç e× 0Ø/) ϕ × vØ Ç e× 1Ø , d.h.jedeKantewird durchϕ � aufeinen
Jordanbogenim + 2 abgebildet.J ist dieMengealler Jordanb̈ogen.

– Ë uv Ü E : Ë wx ÏÇ uv : ϕ � × uvØ0� ϕ � × wxØ Ç ϕ × Ù u Í v Ú1� Ù wÍ x Ú_Ø , d.h. die Jordanb̈ogenvon je zwei
verschiedenenKantensindbis aufeventuellgemeinsamerEckendisjunkt.Æ G heißtplanarwennG in + 2 einbettbarist.Æ Eine EinbettungeinesplanarenGraphenG in + 2 heißtebenerGraph oderLandkarte(in Zeichen× G Í ϕ Í ϕ �âØ ).Æ Die Zusammenhangskomponentenvon + 2 ÷ � e� E ϕ � × eØ heißenGebieteoderLändervon × G Í ϕ Í ϕ �âØ .Æ Die AnzahlderLändereinesebenenGraphenG wird mit l × GØ bezeichnet.

2.55Satz(Eulersche Polyederformel,1752)

SeiG ÇN× V Í E Ø ein zusammenḧangender, ebenerGraph.Danngilt:

l × GØ Ç�÷E ÷ Î ÷V ÷7É 2

Beweis: Induktionüberm ÇN÷E ÷ . NachFolgerung2.17gilt m Ì ÷V ÷ Î 1. Esgen̈ugtalso, ÷V ÷ Î 1 alsInduk-
tionsanfangzuwählen.

Seim Ç0÷V ÷ Î 1:

G ist einBaumundesgilt

l × GØ Ç 1Ç Î 1 É 2Ç ÷V ÷ Î ÷V ÷ Î 1 É 2Ç ×�÷V ÷ Î 1ØLÎ ÷V ÷7É 2Ç ÷E ÷ Î ÷V ÷7É 2

Seim Ì V und l × GØ Ç0÷E ÷ Î ÷V ÷�É 2für alle zusammenḧangendenebenenGraphenmit m× GØIö m:

Aus G zshg.und ÷E ÷ Ì ÷V ÷ folgt mit Satz2.22:G entḧalt mindestenseinenKreis C. Sei e Ü
E × C Ø eineKantediesesKreises.Danngilt ÷E × G Î eØ ÷�Ç m undnachInduktionsvoraussetzung
l × G Î eØ Ç m Î ÷V ÷7É 2. DurchEntfernenderKantee ausG verschmelzenzwei Ländervon G
zueinemLandvon G Î e. Esfolgt

l × GØ Ç l × G Î eØ É 1Ç m Î ÷V ÷7É 2 É 1Ç m É 1 Î ÷V ÷7É 2Ç ÷E ÷ Î ÷V ÷7É 2 ë
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2.56Satz(notwendigeBedingungfür planareGraphen)

In jedemplanarenGraphenG Ç0× V Í E Ø mit ÷V ÷ Ì 3 gilt÷E ÷ ö 3 õ ÷V ÷ Î 6

Beweis: SeiG o.B.d.A in + 2 eingebettet.Die MengederLändervonG seimit L bezeichnet.

JedesLandwird vonmindestens3 Kantenbegrenzt.JedeKanteteilt höchstenszweiLänder. Esfolgt

3 ÷L ÷ ö 2 ÷E ÷Ð 2
3 ÷E ÷ Ì l × GØ Ç�÷E ÷ Î ÷V ÷HÉ 2Ð ÷E ÷ ö 3 ÷V ÷ Î 6 ë

2.57Beispiel

1) Der vollständigeGraphK5 ist nicht planar, dennes gilt ÷E × K5 Ø ÷8Ç Õ 5
2 Ö Ç 10 Ó 9 Ç 3 õ 5 Î 6 Ç

3 õ ÷V × K5 Ø ÷ Î 6.

2) DervollständigbipariterGraphK3 2 3 ist nichtplanar, dennK3 2 3 besitztkeineKreisederLänge3 undfür
solcheGraphengilt ÷E ÷ ö 2 õ ÷V ÷ Î 4.

2.58Definition (Unterteilungsgraph)

SeiG Ç0× V Í E Ø ein Graphunde Ç ab Ü E eineKantevon G. Man sagt
”
e wird unterteilt“, wennmanzu G

eineneuEckex hinzufügtunddie Kanteedurchzwei neueKantenaxundbx ersetzt.

Ein GraphH heißtUnterteilungsgraphvonG, wennmanH ausG durchUnterteilenvonKantengewinnen
kann.

2.59Satz(Satzvon Kuratowski,1930)

Ein GraphG ist genaudannplanarwennerkeinenUnterteilungsgraphenvonK5 undkeinenUnterteilungs-
graphenvon K3 2 3 alsTeilgraphenentḧalt.

2.60Definition (Färbung)

SeiG eineLandkartemit LändernL.Æ Zwei verschiedeneLänderF1 und F2 heißenbenachbart, wenneseineKantegibt die sowohl zum
Randvon F1 alsauchzumRandvon F2 geḧort.Æ EineAbbildungh : L 	 Ù 1 Í 2 Í Ê�Ê�Ê Í p Ú sodaß

F1benachbartzuF2
Ð h × F1 Ø ÏÇ h × F2 Ø

heißtFärbungvon G oderp-Färbungvon G. ExistierteinesolcheAbbildung,soläßtsichdie Land-
karteG mit p Farbenfärben.
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2.61Beispiel

2.62Satz(Vierfarbenvermutung,Guthrie 1852)

JedeLandkarteläßtsichmit vier Farbenfärben.

Beweis: N.Robertsonet.al.1997

2.63Bemerkung

1) Bei AnwendungplanarerGraphenin derInformatik stehtderalgorithmischeAspektim Vordergrund.
Es gibt Verfahren,die in O ×-÷V ÷�É¹÷E ÷ Ø testenob ein GraphG Ç�× V Í E Ø planarist, und diesenauchin + 2

einbetten.

2) NebenFärbungvon Länderngibt esauchdie ProblemederEckenfärbungundderKantenf̈arbung.

3) JederGraphläßtsichin + 3 einbetten.

2.8Digraphen

2.64Definition (Digraph)

Ein DigraphD ÇN× V Í AØ bestehtauseinernicht-leerenMengevon EckenV (ausdemenglischen:
”
vertex“)

undeinerMengevon BogenA ÿ V 
 V (ausdemenglischen:
”
arc“).

Auch Digraphenkönnenim allgemeinenMehrfachkantenund Schlingenenthalten.In dieserVorlesung
werdenjedochnurschlichteDigraphenbetrachtet,d.h.DigraphenohneMehrfachkantenundSchlingen.

2.65Definition (Weg,Kreis,Kantenfolge,Kantenzug,Nachbarschaft, Eckengrad)

SeiD ÇN× V Í AØ ein Digraph.Æ D � Ç0× V � Í A� Ø heißtTeildigraphvonD, wennV � ÿ V undA� ÿ A � × V � 
 V � Ø . In Zeichen:D � ÿ D.Æ Ein TeildigraphD � Ç�× V �cÍ A��Ø heißtvonV � induzierterTeildigraph,wennA� Ç A � × V �'
 V ��Ø . In Zei-
chen:D � Ç D �V � �Æ EineFolgeF Ç x0 Ê�Ê�Ê xp vonEckenmit Ë 0 ö i Ô p : xixi ß 1 Ü A heißtorientierteKantenfolge.Æ EineorientierteKantenfolgeauspaarweiseverschiedenenKantenheißtorientierterKantenzug.Æ Ein orientierterKantenzugauspaarweiseverschiedenenEckenheißtorientierterWeg.Æ EineorientierteKantenfolgeF Ç x0 Ê�Ê�Ê xp mit x0 Ç xp heißtgeschloßeneorientierteKantenfolge.Æ Ein orientierterKantenzugF Ç x0 Ê�Ê�Ê xp mit x0 Ç xp heißtgeschloßenerorientierterKantenzug.Æ Ein orientierterWeg F Ç x0 Ê�Ê�Ê xp mit x0 Ç xp heißtorientierterKreis.



2.8DIGRAPHEN 63Æ Ein geschloßenerorientierterKantenzugF Ç x0 Ê�Ê�Ê xp mit A × F Ø Ç A × D Ø heißtEulertourin D.Æ Ein orientierterWeg F Ç x0 Ê�Ê�Ê xp mit V × F Ø Ç V × D Ø heißthamiltonscherWeg in D.Æ Ein orientierterKreis F Ç x0 Ê�Ê�Ê xp mit V × F Ø Ç V × D Ø heißthamiltonscherKreisin D.Æ Für x Ü V definiertman

– N ß × xØ : Ç Ù y Ü V ÷ xy Ü A Ú heißtpositiveNachbarschaftvon x. Die Elementevon N ß × xØ heißen
positiveNachbarnvonx.

– N È × xØ : Ç Ù y Ü V ÷ yx Ü A Ú heißtnegativeNachbarschaftvonx. Die ElementevonN È × xØ heißen
negativeNachbarnvon x.

– d ß × xØ : Ç ÷N ß × xØ ÷ heißtAussengrad von x. δ ß × D Ø : Ç min Ù d ß × xØ ÷ x Ü V Ú heißtminimalerAus-
sengradvonD. ∆ ß × D Ø : Ç maxÙ d ß × xØ ÷ x Ü V Ú heißtmaximalerAussengradvon D.

– d È × xØ : Ç ÷N È × xØ ÷ heißtInnengrad von x.δ È × D Ø : Ç min Ù d È × xØ ÷ x Ü V Ú heißtminimalerInnen-
gradvon D. ∆ È × D Ø : Ç maxÙ d È × xØ ÷ x Ü V Ú heißtmaximalerInnengradvon D.Æ DerGraphG ÇN× V Í E Ø mit V Ç V × D Ø undE Ç ÙnÙ x Í y Ú�Ü ℘2 × V Ø ÷ xy Ü A Ú heißtuntergeordneterGraph

von D. In ZeichenG Ç G × D Ø .
2.66Definition (starker Zusammenhang)

SeiG Ç0× V Í AØ ein Digraph.

EinestarkeZusammenhangskomponentevonD ist einmaximalerTeildigraphH vonD, sodaßin H für zwei
beliebigeverschiedeneEcken × x Í yØ:Ü V × H Ø3
 V × H Ø einorientierterWeg vonx nachy existiert.Ein Digraph
derauseinereinzigenstarkzusammenḧangendenKomponentebestehtheißtstarkzusammenḧangend.

2.67Definition (Turnier)

Ein Digraphin demzwischenje zweiEckengenaueinBogenexistiertheißtTurnier. Ein Turnierausgenau
n Eckenheißtn-Turnier(in ZeichenTn).

2.68Satz(hamiltonscheWegein Turnieren)

JedesTurnierbesitzteinenorientiertenhamiltonschenWeg.

Beweis: SeiTn einTurniermit längstemorientiertenWeg W Ç x1 Ê�Ê�Ê xk.

Ist k Ô n, soexistiert x Ü V × Tn Ø4� V ×W Ø . Da Tn ein Trunier ist, existiert ein i Ü Ù 1 Í Ê�Ê�Ê k Î 1 Ú sodaß × xi Í xØUÜ
A × Tn Ø und × x Í xi Ø�Ü A × Tn Ø . Dann ist aberx1 Ê�Ê�Ê xixxi ß 1 Ê�Ê�Ê xk ein längererWeg als W. Es gilt alsoV × Tn Ø5�
V ×W Ø Ç /0 undsomitV × Tn Ø Ç V ×W Ø . W ist alsoein hamiltonscherWeg. ë
2.69Satz(Kreisein starkzusammenḧangendenTurnieren)

Ist Tn einstarkzusammenḧangendesTurnier, soliegt jedeEckevonTn auf einemp-Kreis Ë p ÜVÙ 3 Ê�Ê�Ê n Ú .
Beweis: VollständigeInduktionüberp ë
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2.70Bemerkung

JedeRelationauf einerendlichenMengeinduzierteinenDigraphen.



AlgebraischeStruktur en

In diesemKapitelwerden,wie in derLinearenAlgebra,Körper, Ringe,Gruppen,etc.vorgestellt,allerdings
in einerumgekehrterReihenfolge.

3.1UniverselleAlgebren

Allgemeinist einerAlgebraeinMengeaufderOperationendefiniertsind.

3.1Definition (Operation,Stelligkeit)

SeiM eineMenge.Æ EineAbbildung f : Mn 	 M heißt
”
n-stelligeOperationauf M“ oderauch

”
n-stelligerOperatorauf

M“.Æ s× f Ø : Ç n heißt
”
Stelligkeit von f “.Æ Eine zweistelligeOperation f : M 
 M 	 M heißt auch

”
Verknüpfungauf M“ (englisch:

”
binary

operation“).

3.2Definition (Algebra, Signatur)

SeiM eineMengeundfür i Ü I sei fi eineni-stelligeOperationauf M.Æ × M Í × fi Ø i � I Ø heißt
”
universelleAlgebravom Typ × ni Ø i � I “.Æ × ni Ø i � I heißt

”
SignaturderAlgebra × M Í × fi Ø i � I Ø “.

3.3Beispiel

1) Die boolscheAlgebra × Ù T Í F Ú8Í × )3Í ê Í76©Ø�Ø ist eineruniverselleAlgebramit Signatur × 2 Í 2 Í 1Ø .
x1 x2 x1 ) x2 x1 ê x2 6 x1 6 x2

F F F F T T
F T F T T F
T F F T F T
T T T T F F

Tabelle6: Wahrheitstabelle

65
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2) Mit den üblichenarithmetischenOperationenwie
” É “ und

”
õ “ könnenfolgendeAlgebrendefiniert

werden:Æ × øìÍ É Ø , × ø?Í É Í õ ØÆ ×98 Í õ ØÆ × Ù x Ü9ø ÷ : n Ü	ø : n2 Ü9ø Ú�Í õ Ø ÇN× Ù n2 ÷ n Ü9ø Ú8Í õ Ø
x Ç a2, y Ç b2 Ð x õ y Ç a2 õ b2 Ç ab õ ab ÇN× abØ 2, also õ : M 
 M 	 M× Ù n2 ÷ n Ü	ø Ú8Í É Ø ist keineAlgebra,daz.B 22 É 32 Ç 13 ÏÇ x2 Ë x Ü9ø

3) SeiΣ eineendlicheMenge(einAlphabet)undΣ ; : Ç Ù × a1 Ê�Ê�Ê an Ø ÷ n Ürø 0 Í ai Ü Σ Ë i Ç 1 Ê�Ê�Ê n Ú eineformale
Sprache.Fernersei < : Σ ; 
 Σ ; 	 Σ ; mit × a1 Ê�Ê�Ê an Ø4< × b1 Ê�Ê�Ê bmØ Ç0× a1 Ê�Ê�Ê anb1 Ê�Ê�Ê bm Ø .
Dannist × Σ ; Í7<nØ eineuniverselleAlgebra.

4) SeiU eineMengeundF × U Ø Ç Ù f : U 	 U Ú die Mengealler FunktionenvonU nachU . Fernersei <
die üblicheKompositionvon Funktionen:× f < gØ × xØ Ç f × g × xØ�Ø Ë x Ü U .

Dannist × F × U Ø�Í7<nØ eineuniverselleAlgebraauf F × U Ø .
3.4Definition (neutraleElemente)

Sei × M Í7<XØ eine2-stelligeAlgebra.Æ Ein Elemente Ü M heißt
”
linksneutralesElementfür denOperator< “ fallsgilt Ë a Ü M : e < a Ç a.Æ Ein Elemente Ü M heißt

”
rechtsneutralesElementfür denOperator< “ fallsgilt Ë a Ü M : a < e Ç a.Æ Ein Elemente Ü M heißt

”
neutralesElementfür denOperator< “ fallsesowohl links- alsauchrechts-

neutralist.
e < a Ç a < e Ç a Ë a Ü M

3.5Beispiel

Sei × Ù b Í c Ú8Í=<XØ eineuniverselleAlgebramit < definiertdurchTabelle7.< b c
b b b
c c c

Tabelle7: Wertetabellevon <
Esgilt:

b < b Ç b ) c < b Ç c Ð b ist rechtsneutral

b < c Ç b ) c < c Ç c Ð b ist rechtsneutral

Wegenc < b Ç c ist c nicht linksneutral,wegenb < c Ç b ist b nicht linksneutral.

3.6Lemma (Existenzund Eindeutigkeit neutralerElemente)

Sei × M Í7<nØ eineuniverselleAlgebravom Typ × 2Ø . Ist c Ü M linksneutralund d Ü M rechtsneutral,so gilt
c Ç d. Insbesondersgilt: × M Í=<XØ entḧalt höchstensein neutralesElement.
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Beweis:
c linksneutral Ð c < d Ç d

d rechtsneutral Ð c < d Ç c > Ð c Ç d

Seiennune1 unde2 neutraleElementevon × M Í=<XØ bez̈uglich < .
Dannist insbesondersauche1 linksneutral.Ebensoist e2 rechtsneutral,undsomite1 Ç e2. ë
3.7Beispiel(Fortsetzungvon Beispiel3.3)Æ × ø?Í É Ø hatneutralesElement0.Æ ×78 Í õ Ø hatneutralesElement1.Æ × ø?Í É Í õ Ø hatneutraleElemente0 (bez̈uglich É ) und1 (bez̈uglich õ )
3.8Definition (inverseElemente)

Sei × M Í=<XØ eineuniverselleAlgebravom Typ × 2Ø mit neutralemElemente.Æ x Ü M heißt
”
Linksinverses“von a Ü M fallsx < a Ç e.Æ x Ü M heißt

”
Rechtsinverses“von a Ü M fallsa < x Ç e.Æ x Ü M heißt

”
Inverses“vona Ü M fallsx Links- undRechtsinversesvon a ist.

Aufgabe: Eindeutigkeit von Inversen.

3.9Definition (Halbgruppe)

Eine universelleAlgebraA Ç × M Í=<XØ vom Typ × 2Ø heißt
”
Halbgruppe“falls < assoziativ ist, d.h Ë a Í b Í c Ü

M : × a < bØ4< c Ç a < × b < cØ .
Beispiel: × Σ ; Í7<XØ ausBeispiel3.3 ist eineHalbgruppe.

3.10Definition (Monoid)

Ein
”
Monoid“ A ÇN× M Í=<XØ ist eineuniverselleAlgebravomTyp × 2Ø mit

M1: × M Í7<nØ ist eineHalbgruppe(d.h. < ist assoziativ)

M2: × M Í7<nØ hatein neutralesElement

3.11Definition (Gruppe)

Eine
”
Gruppe“ist eineuniverselleAlgebravom Typ × 2Ø mit

G1: × M Í7<nØ ist eineHalbgruppe(d.h. < ist assoziativ)

G2: × M Í7<nØ hatein neutralesElement

G3: Zu jedema Ü M existiert ein inversesElementin M
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3.12Definition (abelsche Algebren)

EineHalbgruppe(Monoid,Gruppe,Ê�Ê�Ê ) × M Í7<nØ heißt
”
abelsch“falls < kommutativ ist, d.h.wennË a Í b Ü M :

a < b Ç b < a.

3.13Definition (Ring)

Ein
”
Ring“ ist eineuniverselleAlgebraA ÇN× M Í=?,Í7@rØ vomTyp × 2 Í 2Ø mit

R1: × M Í=?rØ ist eineabelscheGruppe(dasneutraleElementdieserGruppewird mit
”
0“ bezeichnet).

R2: × M Í=@rØ ist ein Monoid (dasneutraleElementdiesesMonoidswird mit
”
1“ bezeichnet).

R3: EsgeltenfolgendeDistributivgesetze:× b ? cØ4@ a Ç × b @ aØ4? × c @ aØ
a @ × b ? cØ Ç × a @ bØ4? × a @ cØ

3.14Definition (Körper)

Ein
”
Körper“ ist eineuniverselleAlgebraA Ç0× M Í7?,Í=@rØ vom Typ × 2 Í 2Ø mit

K1: × M Í=?rØ ist eineabelscheGruppe(dasneutraleElementdieserGruppewird mit
”
0“ bezeichnet)

K2: × M �°Ù 0 Ú�Í7@rØ ist eineabelscheGruppe(dasneutraleElementdieserGruppewird mit
”
1“ be-

zeichnet)

K3: Esgilt dasDistributivgesetza @ × b ? cØ Ç0× a @ bØ É´× a @ cØ
Beispiel: ×9A Í É Í õ Ø , × + Í É Í õ Ø und × ÝÃÍ É Í õ Ø sindKörper.

3.15Definition (boolscheAlgebra)

Eine
”
boolscheAlgebra“ ist eineuniverselleAlgebraA Ç0× M Í7?,Í=@,Í96©Ø vom Typ × 2 Í 2 Í 1Ø mit

B1: × M Í=?rØ ist ein abelschesMonoid (mit neutralemElement0)

B2: × M Í=@rØ ist eineabelschesMonoid (mit neutralemElement1)

B3: Ë a Ü M : a ? × 6 aØ Ç 1Ë a Ü M : a @ × 6 aØ Ç 0

B4: a @ × b ? cØ Ç0× a @ bØ4? × a @ cØ
a ? × b @ cØ Ç0× a ? bØ4@ × a ? cØ

3.16Beispiel

1) ×98 Í É Í õ Ø ist ein kommutativerRing,d.h. ×98 Í É Í õ Ø ist einRingundesgilt Ë a Í b Ü 8 : a õ b Ç b õ a
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2) SeiK ein Körper.Æ K � x� : Ç Ù ∑n
k Û 0 akxk ÷ n Ü9ø 0 Í Ë i Ç 1 Ê�Ê�Ê n : ai Ü K Ú ist einkommutativerRing (Polynomring)Æ K �B� x�B� : Ç Ù ∑∞

kÛ 0 akxk ÷ Ë i Ç 1 Ê�Ê�Ê n : ai Ü K Ú ist einkommutativerRing (sieheauchSatz1.32)Æ Kn � n : ÇDCEF EG
�� a11 õ�õ�õ a1n

...
. . .

...
an1 õ�õ�õ ann

���� úúúúúúú Ë 1 ö i Í j ö n : ai j Ü K H EIEJ ist einRing.Für n Ó 1 ist dieserRingnicht

kommutativ.

3) A , + und Ý sindKörper.

4) DerkleinsteRingbestehtlediglich ausderNull. × Ù 0 Ú8Í=?,Í7@rØ ist ein Ringmit ? Ç @ und1 Ç 0.

DerkleinsteKörperist × Ù 0 Í 1 Ú8Í=?,Í7@rØ definiertdurchTabelle8. DieseKörperwird mit K 2 bezeichnet.

x y x ? y x @ y

0 0 0 0
0 1 1 0
1 0 1 0
1 1 0 1

Tabelle8: Multiplikations- undAdditionstabellefür × Ù 0 Í 1 Ú8Í=?,Í7@rØ
Konvention: Sei × K Í7?,Í7@rØ einKörper.Æ DasneutraleElementbez̈uglich ? wird mit 0 bezeichnet.Æ DasneutraleElementbez̈uglich @ wird mit 1 bezeichnet.Æ DasinverseElementvona Ü K bez̈uglich ? wird mit Î a bezeichnet.Æ DasinverseElementvona Ü K bez̈uglich @ wird mit a È 1 bezeichnet.

3.2Unteralgebren,Homomorphismen,Kongruenzen

EsseiA Ç0× A Í × fi Ø i � I Ø eineAlgebravom Typ T ÇN× ni Ø i � I für eineIndexmengeI .

3.17Definition (Unteralgebra)

U ÿ A heißt
”
Unteralgebravon A“ (geschriebenU ö A), falls die Operationen× fi Ø i � I in U abgeschlossen

sind,d.h. Ë i Ü I : f × Uni ØIÿ U (andersgesagtË i Ü I : Ë u1 Ê�Ê�Ê uni Ü U : fi × u1 Í Ê�Ê�Ê Í uni ØlÜ U).

3.18Definition (Untergruppe, Teilring)Æ SeiG Ç2× G Í=@rØ eineGruppe.

Eine
”
UntergruppevonG“ ist eineUnteralgebravon G dieeineGruppeist.Æ SeiR ÇN× RÍ7?,Í=@rØ einRing.

Ein
”
Teilring von R“ ist eineUnteralgebravonR, dieeinRing ist.
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3.19Beispiel

1) Æ ×98 Í É Í õ ØIö ×7A Í É Í õ ØIö × + Í É Í õ Ø©ö × Ý]Í É Í õ Ø sindTeilringevon × ÝÃÍ É Í õ ØÆ ×98 Í É ØIö ×7A Í É ØIö × + Í É Ølö × ÝÃÍ É Ø sindUntergruppenvon × ÝÃÍ É Ø
2) SeiZn : Ç Ù 0 Í Ê�Ê�Ê Í n Î 1 Ú und É n : øL
,øM	 Zn eineOperationauf Zn mit a É nb Ç a É b × modnØ .× Zn Í É n Ø ist eine Gruppe,jedoch keine Untergruppevon 8 . Gegen̈uber ×78 Í É Ø hat sich die Operation
gëandert.

Beispiel:3 É 56 Ç 9 × mod5Ø Ç 4 aber3 É 6 Ç 9.

3.20Lemma (Abgeschlossenheitvon Unteralgebrenbez̈uglich Durchschnitt)

SeiJ eineIndexmengeund Ë j Ü J : U j ö A. DanngiltN
j � J

U j ö A

3.21Definition (erzeugteUnteralgebra)

SeiM eineTeilmengeeinerAlgebraA. DannheißtO
M P : Ç N

U � A mit M Q U

U

die
”
von M erzeugteUnteralgebra“.

3.22Beispiel

1) SeiG Ç0× G Í7@rØ eineGruppeundg Ü G.O
gP : Ç O Ù g ÚRP Ç Ù gi ÷ i Ü 8 Ú

ist dievon g erzeugteUntergruppe.Dabeiist

gi : Ç CEEEEF EEEEG
i malï ð�í î

g @ Ê�Ê�Ê @ g falls i Ó 0
1 falls i Ç 0
gÈ 1 @ Ê�Ê�Ê @ g È 1í î�ï ðÈ i mal

falls i Ô 0

2)
O Ù g1 Í Ê�Ê�Ê Í gn ÚSP Ç Ù g1 @ Ê�Ê�Ê @ gm ÷m Ü9ø 0 ) gi Ü£Ù g1 Í Ê�Ê�Ê Í gn Í gÈ 1

1 Í Ê�Ê�Ê Í gÈ 1
n Ú Ë i Ç 1 Ê�Ê�Ê mÚ

3.23Definition (Homomorphismus)

SeienA Ç�× A Í × fi Ø i � I Ø und TA Ç�× TA Í × Tfi Ø i � I Ø AlgebrenvomTypT Ç�× ni Ø i � I . Ein
”
(Algebra-)Homomorphismus“

ist eineAbbildungϕ : A 	UTA mit Ë i Ü I : Ë a1 Ê�Ê�Ê ani Ü A : Tfi × ϕ × a1 Ø�Í Ê�Ê�Ê Í ϕ × ani Ø�Ø Ç ϕ × fi × a1 Ø�Í Ê�Ê�Ê Í fi × ani Ø�Ø . Die
ReihenfolgederAnwendungvon fi bzw. Tfi undϕ ist alsobeliebig.Folgendezwei Rechnungenmüssenfür
jedeOperationbei beliebigenOperandendasgleicheErgebnisergeben:Æ Operationauf dieOperandenanwenden,anschließendϕ auf dasErgebnisanwendenÆ ϕ auf dieOperandenanwenden,anschließenddieOperationauf denErgebnissenanwenden
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3.24Beispiel

1) SeiA Ç0× A Í × fi Ø i � I Ø eineAlgebramit UnteralgebraA�Zö A. Fernersei id : A�'	 A eineAbbildungmitË a Ü A� : id × aØ Ç a.

id ist ein Algebrahomomorphismus.Durch id wird A� in A eingebettet.Zum Beispielwird soauch × ø?Í É Ø
in ×98 Í É Ø eingebettet.

2) SeienA Ç�× Σ ; Í=<XØ (sieheBeispiel3.3) und TA Ç�× ø 0 Í É Ø . Dannist ϕ : Σ ; 	 ø 0 mit Ë w Ü Σ ; : ϕ × wØ Ç÷w ÷í�î�ï_ð
Längevonw

einHomomorphismus.

3) SeiK ein Körper, V undW K-Vektorr̈aume(LA Definition 2.25)

ϕ : V 	 W ist Homomorphismus é ϕ ist K Î linearÍ d Ê h Ê Ë vÍ w Ü V : Ë α Ü K :

ϕ × v É wØ Ç ϕ × vØ É ϕ × wØ
ϕ × Î vØ Ç Î ϕ × vØ
ϕ × 0Ø Ç 0

ϕ × α õ vØ Ç α õ ϕ × vØ
3.25Definition (Isomorphismus,Automorphismus)

SeienA ÇN× A Í × fi Ø i � I Ø und TA ÇN× TA Í × Tfi Ø i � I Ø AlgebrenÆ Ein
”
Isomorphismus“ϕ : A 	VTA ist einbijektiverHomomorphismus.Æ A und TA heißen

”
isomorph“ (in ZeichenA �Ç TA) genaudannwennein Isomorphismusϕ : A 	WTA

existiert.Æ Ein
”
Automorphismus“ist ein Isomorphismusϕ : A 	 A.

3.26Beispiel

1) A : ÇN× ø?Í É Ø , TA : ÇN× Ù 2n ÷ n Ü9ø Ú8Í É Ø , dannist ϕ : øL	�Ù 2n ÷ n Ü	ø Ú , n X	 2n ein Isomorphismus.

2) A : Ç�× Ù x ÜY+ ÷ x Ó 0 Úí î�ï ðÛ : Z ý Í õ Ø , TA Ç�× + Í õ Ø , dannist ϕ : + ß 	[+ , x X	 logx ein Isomorphismus:Ë x Í y Ü\+ ß :

log × x õ yØ Ç logx É logy.

3) SeiA ÇÂ× Ù 1 Í 2 Í 3 Ú8Í7<nØ eineAlgebramit Ë x Í y Ü Ù 1 Í 2 Í 3 Ú : x < y Ç 3 und ϕ : 1 X	 2 Í 2 X	 1 Í 3 X	 3 ist ein
Automorphismus.

3.27Lemma (Strukturerhaltungdurch Isomorphismen)

Ein Isomorphismusbildet neutraleElementeauf neutraleElementeab und inverseElementeauf inverse
Elemente
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3.28Lemma (Umkehrabbildung von Isomorphismen)

Ist ϕ : A 	]TA ein Isomorphismus,soexistiertdieUmkehrabbildungϕ È 1 : TA 	 A. Die Umkehrabbildungist
ebenfallsein Isomorphismus.

3.29Beispiel

Betrachte8 undeinm Ü9ø . Definiere � m sodaßa � m b é m÷ a õ b (d.h.a ^ b × modmØ ). Danngilt8¨Ç Ù km ÷ k Ü 8 Úí î�ï ðÛ3_ 0̀ a m

! Ù kmß 1 ÷ k Ü 8 Úí î�ï ðÛb_ 1̀ a m

!�Ê�Ê�Êc! Ù knß6Þ mß 1à ÷ k Ü 8 Úí î�ï ðÛ3_mÈ 1̀ a m

.

8 m : Ç Ù'� 0�ed m Íc� 1�ed m Í Ê�Ê�Ê Íc�m Î 1�ed m ÚÇ 8 " m 8Ç Ù'� a�ed m ÷ a Ü 8 ÚÇ ÙnÙ a É mz÷ z Ü 8 Ú ÷ a Ü 8 ÚÇ Ù a É m8 ÷ a Ü 8 Ú
3.30Definition (Kongruenzrelation)

SeiA Ç[× A Í × fi Ø i � I Ø einAlgebravomTyp × ni Ø i � I . Eine
”
Kongruenzrelation“aufA ist eineÄquivalenzrelation

für diemit allenOperatorenderAlgebraverträglichist,d.h. Ë i Ü I : a1 � a�1 Í Ê�Ê�Ê Í ani � a�ni

Ð f × a1 Í Ê�Ê�Ê Í ani Ø �
f × a�1 Í Ê�Ê�Ê Í a�ni

Ø .
3.31Beispiel

SeiG ÇN× G Í7@rØ eineGruppeund � eineÄquivalenzrelationauf G. Dannist � eineKongruenzgenaudann
wenna � a�cÍ b � b� Ð a @ b � a�f@ b� unda È 1 � × a�fØ È 1.

3.32Satz(Homomorphiesatz)

SeiA ÇN× A Í × fi Ø i � I Ø einAlgebravom Typ T ÇN× ni Ø i � I und � eineKongruenzrelationauf A.

1) Für jedesa Ü Aheißt � a�ed : Ç Ù a�_Ü A ÷ a� � a Ú
”
Äquivalenzklassevona“. DieMengeallerÄquivalenzklassen

A"Sd : Ç Ù'� a�ed ÷ a Ü A Ú ist eineAlgebravomTypT mit denOperationenfi × � a1 � d Í Ê�Ê�Ê Íc� ani � d Ø : Ç fi × a1 Í Ê�Ê�Ê Í ani Ø .
π d : A 	 A" sim mit a X	]� a� d ist ein surjektiverHomomorphismus(Epimorphismus).

2) Seiϕ : A 	 B ein Homomorphismusvon A in eineAlgebraB. durcha � a� é ϕ × aØ � ϕ × a��Ø wird eine
Kongruenzrelationauf B definiertundϕ × AØ ist eineUnteralgebravon B.

ϕ : A" d 	 ϕ × AØ ; � a�-X	 ϕ × aØ ist ein Isomorphismus.

Beweis nachrechnen!
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3.33Beispiel

SeiK ein KörperundV Í W zwei K-Vektorr̈aume.Fernerseiϕ : V 	 W eineK-lineareAbbildung(alsoein
Homomorphismus).Definiere � durchv � v� : é ϕ × vØ Ç ϕ × v��Ø . Esgilt dann:

v � v� é ϕ × vØ Ç ϕ × v� Øé ϕ × vØLÎ ϕ × v� Ø Ç 0é ϕ × v Î v� Ø Ç 0é v Î v� Ü Kern× ϕ ØIö V

also Ë v Ü V : � v�ed Ç v É Kern× ϕ Ø und � 0�ed Ç Kern× ϕ Ø .
3.3Ringe und Ideale

3.34Lemma

SeiReinRing.EsgiltÆ Ë a Ü R : a õ 0 Ç 0 õ a Ç 0Æ Ë a Ü R : Ë b Ü R : a õ × Î bØ ÇN× Î aØ õ b Ç Î × a õ bØÆ Ë a Ü R : Î × Î aØ Ç aÆ Ë a Ü R : Ë b Ü R : Î × a É bØ Ç0× Î aØ Éw× Î bØÆ Für a Éw× Î bØ benutztmanüblicherweisedie schreibweise
”
a Î b“.

Sei � eineKongruenzrelationauf R. BetrachtedenTeilring � 0� d : Ç Ù a Ü R÷ a � 0 ÚÆ a � a� é a Éw× Î a� Ø � a� É´× Î a�kØ é a Î a�nÜg� 0� d
Die Kongruenzrelation� ist alsodurch � 0�ed vollständigbeschrieben.Æ Seienu Üg� 0� d , v Üg� 0� d . Danngilt

u � 0 ) v � 0 Ð u É v � 0 Ð u É v Üg� 0� d
3.35Definition (Ideal)

SeiR Ç0× RÍ É Í õ Ø einRing.Ein Idealvon R ist eineMengeI ÿ R für diegilt:Æ 0 Ü IÆ a Ü I ) b Ü I Ð a É b Ü I ) × Î aØlÜ IÆ a Ü I ) u Ü I Ð a õ u Ü I ) u õ a Ü I

3.36Satz(Kongruenzrelationenund Ideale)

Ist � eineKongruenzrelationaufeinemRingRÍ soist I Ç � 0�ed einIdealvonR. Ist umgekehrtI einIdealvon
RÍ sowird durcha � a� é a Î a�8Ü I eineKongruenzrelationdefiniert.Dabeigilt � 0�hd Ç I und � a�hd Ç a É I .
Schreibweise:R" I oderauchR" � .
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Beweis: Übung

3.37Satz(Hauptideale)

SeiR einkommutativerRingmit d Ü R. DanngiltÆ R õ d : Ç Ù a õ d ÷ a Ü RÚ ist IdealvonR (dasvon d erzeugteHauptideal)Æ R õ d Ç R é d invertierbarin R

Beweis: Übung

3.38Beispiel(vgl. Beispiel3.29)

SeiR ÇN×78 Í É Í õ Ø undm Ü	ø . BetrachtedieKongruenzrelation� m.

m8 ist Idealvon 8 . 18ìÇ�8 .

Konvention:In einemkommutativenRingschreibtmank õ a : Ç a ÉzÊ�Ê�Ê7É aí î�ï ð
k mal

3.39Beispiel

Behauptung: KeineganzeZahlderForm7 É n õ 8 ist dieSummevon3 Quadratzahlen.

Beweis: Angenommenesgilt z Ç 7 É n õ 8 Ç a2 É b2 É c2 für geeignetea Í b Í c Ü 8 . BetrachtedenHomo-
morphismusϕ : 8 	 8 õ 8 mit z X	]� z� 8. Esgilt

ϕ × zØ Ç ϕ × a2 Ø É ϕ × b2 Ø É ϕ × c2 ØÇ ϕ × aØ 2 É ϕ × bØ 2 É ϕ × cØ 2Ç � 7� 8
In 8 8 gilt jedoch:

x 0 1 2 3 4 5 6 7
x2 0 1 4 1 0 1 4 1

Quadratzahlensin somit0, 1 und4. 7 kannalsonicht dieSummevon genaudrei Quadratzahlensein.

3.4Gößter gemeinsamerTeiler

UnterRingengibt esfolgendeSpezialisierungen:

Ringe i kommutativeRinge i Integritätsbereichei Hauptidealringei EuklidischeRinge

NatürlicheZahlenp Ó 1 für die1 und p die einzigenpositivenTeiler sindnenntmanPrimzahlen.

Ist m Ü9ø keinePrimzahl,sogibt esp Ü	ø , q Ü,ø sodaß1 Ô p ö q Ô m undm Ç p õ q. Esgilt dann� p� m õ � q� m Ç � p õ q� m Ç �m� m Ç � 0� m Ç 0 Ü 8 m

obwohl � p� m ÏÇ 0 und � q� m ÏÇ 0.
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3.40Definition (Nullteiler, Integritätsbereich)

Sei R ÇQ× RÍ É Í õ Ø ein kommutativer Ring. Gilt für 0 ÏÇ a Ü R und 0 ÏÇ b Ü R: a õ b Ç 0, so heißena und b
Nullteiler.

Ein kommutativerRingohneNullteiler heißtIntegritätsbereich. In Integritätsbereichengilt die Implikation
a õ b Ç 0 Ð a Ç 0 ê b Ç 0.

3.41Beispiel

1. 8 ist ein Integritätsbereich

2. 8 � x� ist ein Integritätsbereich

3. Für jedenKörperK sindK � x� undK �j� x�B� Integritätsbereiche

4. 8 4 ist kein Integritätsbereich,denn � 2� 4 õ � 2� 4 Ç � 4� 4 Ç � 0� 4 Ç 0 Ü 8 48 6 ist kein Integritätsbereich,denn � 2� 6 õ � 3� 6 Ç � 6� 6 Ç � 0� 6 Ç 0 Ü 8 68 m ist kein Integritätsbereichfür jedesm daskeinePrimzahlist.

3.42Definition (größtergemeinsamerTeiler)

SeiRein Integritätsbereich.

1. a ÷ bí_î�ï�ð
a teilt b

: é : c Ü R : c õ a Ç b

2. d Ü R heißtgrößtergemeinsamerTeiler von a undb (in Zeichen:d Ü ggT× a Í bØ ) wenngilt:Æ d ÷ a ) d ÷ bÆ c ÷ a ) c ÷ b Ð c ÷ d
3.43Bemerkung (Einheit)

SeiR Ç0× RÍ É Í õ Ø ein Integritätsbereich.u Ü RheißtEinheit fallsu È 1 Ü R. R; : Ç Ù u Ü R÷ uÈ 1 Ü RÚ .
1. In 8 sind1 und Î 1 Einheiten.Esgilt ggT× 4 Í 10Ø Ç Ù 2 Í�Î 2 Ú
2. Seiu Ü REinheit in R. Danngilt Ë a Ü R : u ÷ a denna Ç u õ × u È 1 õ aØ
3. d Ü ggT× a Í bØ undu Ü R; Ð u õ d Ü ggT× a Í bØ . Umgekehrtgilt auch:d Í d �8Ü ggT× a Í bØ Ð : u Ü R; : d Ç

u õ d � .
4. Nicht in jedemIntegritätsbereichIB gilt Ë a Í b Ü IB : ggT× a Í bØ4�UÙ 1 Í�Î 1 Ú ÏÇ /0.

3.5EindeutigePrimfaktor enzerlegung

WelcheEigenschaftenmußeinRinghaben,damitdiePrimfaktorzerlegungeindeutigist?

3.44Definition (irreduzibel)

SeiRein Integritätsbereichund p Ü R, sodaßp ÏÇ 0 ) p "Ü R; .
p heißtirreduzibelwenngilt

p Ç a õ b Ð a Ü R; ê b Ü R;
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3.45Beispiel

p Ü 8 irreduzibel é p Primzahl ê Î p Primzahl

3.46Beispiel

SeiI Ç Ù a É b õ å Î 3 ÷ a Í b Ü 8 Ú§ÿwÝ
1. × I Í É Í õ Ø ist Integritätsbereich

2. I ß Ç Ù 1 Í�Î 1 Ú
3. ÷α ÷ 2 Ç 4 Ð α irreduzibel

4. 4 Ç 2 õ 2 Ç0× 1 É å Î 3Ø õ × 1 Î å Î 3Ø sindzweiverschiedenePrimfaktorzerlegungenin I .

3.47Definition (eindeutigePrimfaktorzerlegung)

SeiReinIntegritätsbereich.a Ü RhateineeindeutigePrimfaktorenzerlegunggenaudannwennausa Ç p1 õÊ�Ê�Ê õ pr Ç q1 õ Ê�Ê�Ê õ qs mit pi Ü R irreduzibelundqi Ü R irreduzibelfolgt: r Ç sunmit geeigneterUmsortierung
gilt qi Ç ui õ pi für ui Ü R; .
3.48Bemerkung

Hata Ü ReineeindeutigeZerlegungmsogilt a Ü R � × Ù 0 Ú ! R; Ø , da

0 Ç a1 õ Ê�Ê�Ê õ aα
Ð : i : ai Ç 0 aber0 ist nicht irreduzibel

R;lk u Ç a1 õ Ê�Ê�Ê õ aβ
Ð 1 Ç a1 õ × uÈ 1 õ a2 õ Ê�Ê�Ê õ aβ ØÐ a1 Ü R; aberEinheitensindnicht irreduzibel

3.49Definition (Hauptidealring)

Ein Integritätsbereichin demjedesIdealein Hauptidealist heißtHauptidealring.

3.50Satz(hinreichendeBedingungfür eindeutigePrimfaktor enzerlegung)

In einemHauptidealringRhatjdesa Ü R � × Ù 0 Ú ! R; Ø eineeindeutigePrimfaktorzerlegung.

Beweis: ohne

3.51Satz(Euklidischer Ring)

Ein euklidischerRing ist ein Integritätsbereichin demeseineAbbildungδ : R �UÙ 0 Úm	 ø 0 gibt, sodaßË a Í b Ü RÍ b ÏÇ 0 : : q Í r Ü R : a Ç q õ b É r ) δ × r Ø:Ô δ × bØ
Ein euklidischerRing × RÍ δ Ø mit

δ × aØ Ç 0 é a Ç 0

δ × a õ bØ Ç δ × aØ õ δ × bØ
heißtNorm-euklidischerRing.
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3.52Folgerung

1. ×78 Í ÷-÷ Ø ist ein euklidischerRingmit ÷ a ÷�Ç Ñ a Í fallsa Ì 0Î a Í fallsa Ô 0
.

2. SeiK ein KörperundR ÇÂ× K � x��Í gradØ . Dannist R ein euklidischerRing. Esgilt z.B. x5 É x3 É 1 Ç× 2x2 É xØ õ × 12x2 É 1
4 Ø É´× Î 1

4x É 1Ø undgrad× Î 1
4x É 1Ø:Ô grad× 12x2 É 1

4 Ø .
3. SeiK einKörper. DannistR Ç[× K � x��Í δ Ø mit d × f Ø Ç Ñ 2gradÞ f à Í falls f ÏÇ 0

0 Í falls f Ç 0
einNorm-euklidischer

Ring.

3.53Satz

In einemeuklidischenRinghatjedesa Ü R � × Ù 0 Ú ! R; Ø eineeindeutigePrimfaktorzerlegung.

Beweis: JedereuklidischeRing ist einHauptidealring.

3.54Folgerung

In 8 hatjedesa Ü 8 �©Ù�Î 1 Í 0 Í 1 Ú eineeindeutigePrimfaktorzerlegung.

Beweis: 8 ist euklidischerRing.

3.55Bemerkung (Fundamentalsatzder Arithmetik)

AusFolgerung3.54folgt derFundamentalsatzderArithmetik: Jedesn Ü,ø mit n Ì 2 läßtsicheindeutigals
ProdiktvonPrimzahlendarstellen:n Ç pt1

1
õ Ê�Ê�Ê õ ptk

k mit Primzahlenp1 Ê�Ê�Ê pk undnaẗurlichenZahlent1 Ê�Ê�Ê tk.
3.56Satz(Existenzunendlich vieler Primzahlen)

EsexistierenunendlichvielePrimzahlen.

Beweis: SetzePk Ç Ù p ö k Ü9ø ÷ p ist PrimzahlÚ . Offensichtlichgilt Ë i Ô j : Pi ÿ Pj .

Definieren : Ç 1 É ∏p � Pk
p

Fall 1: n ist Primzahl.

n Ó k Ð Pk ( PnÐ Ë k Ü9ø : p Primzahl: p Ó kÐ Esexistierenunendlichviele Primzahlen

Fall 2: n ist keinePrimzahl.

Es existiert eineeindeutigePrimfaktorzerlegungn Ç ∏s
i Û 1 pti

ni mit pni Ü Pn Ë i Ç 1 Ê�Ê�Ê s. Es gilt jedochn ^
1 × mod pØ , alsonicht p ÷ n ( Ë p Ü Pk). Demnachexistiert einq Ü Pn mit q "Ü Pk. Somitgilt Pk ( Pn undanalog
zuFall 1 existierenunendlichvielePrimzahlen.
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3.57Satz(Primzahlsatz)

SeiPrim: øn	 ø mit n X	 AnzahlderPrimzahlenp für die gilt p ö n.

Esgilt:

limno ∞
PrimÞ nà

n
lnn

Ç 1

3.58Bemerkung (Algorithmus zumBestimmenvon Primzahlen)

Alle Primzahlendie kleinerodergleicheinernaẗurlichenZahl n sind,könnenmit folgendemAlgorithmus
gefundenwerden:

Schreibe alle Zahlen von 2 bis n auf
for i=2 to

å
n do

if i nicht markiert
markiere alle vielfachen von i

end

Die nicht markiertenZahlensindgenaudiegesuchtenPrimzahlen.

GroßePrimzahlenkönnenmit randomisiertenVerfahrengefundenwerden.Dabeiwird einAlgorithmusmit
folgendemVerhaltenverwendet:

Eingabe: einezuprüfendeZahl p
einHilfsparametere

Ausgabe: 0 (p ist keinePrimzahl)
1 (p ist mit einerWahrscheinlichkeit von x% einePrimzahl)

Der Algorithmuswird mit verschiedenenWertenvon e so langeangewendetbis eine0 ausgegebenwird,
oderdieGesammtwahrscheinlichkeit allerTestshochgenugist.

3.59Lemma (kleiner Fermat’scheSatz)

Für allen Ü9ø mit n Ì 2 gilt:

n Primzahlé Ë a Ü 8 n �UÙ 0 Ú : an È 1 ^ 1 × modnØ
3.60Satz(eulersche ϕ-Funktion)

DieFunktionϕ : øp	 ø mit n X	 ÷ 8 ;n ÷ heißteulerscheϕ-Funktion. Dabeiist 8 ;n : Ç Ù a Ü 8 �:Ù 0 Ú ÷ ggT× n Í aØ Ç
1 Ú .
3.61Lemma

Für n Ü,ø mit Primfaktorzerlegungn Ç pt1
1
õ Ê�Ê�Ê õ ptk

k gilt:

ϕ × nØ Ç k

∏
i Û 1
× pi Î 1Ø pti È 1

i
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3.62Satz(Euler)Ë 2 ö n Ü,ø : Ë a Ü 8 ßn : aϕ Þ nà ^ 1 × modnØ
Bemerkung: Für Primzahlenfolgt Satz3.59ausSatz3.62

3.63Lemma

Für m ö n Ü9ø mit m teilt nichtn gilt

ggT× mÍ nØ Ç ggT× n modmÍ mØ
Beweis: Übung

3.64Satz(Euklidischer Algorithmus)

Der GrößtegemeinsameTeiler von zwei Zahlena0 Ì a1 kannmit demeuklidischenAlgorithmuswie folgt
bestimmtwerden:

Bestimmesukzessiv ai undqi durch

a0 Ç q1a1 É a2 mit 0 ö a2 ö a1

a1 Ç q2a2 É a3 mit 0 ö a3 ö a2

...

ak È 1 Ç qkak É 0

Esgilt dannak Ç ggT× a0 Í a1 Ø
3.65Definition (normiertesPolynom)

Ein Ploynom f Ç ∏n
kÛ 0akxk heißtnormiert, fallsan Ç 1.

3.66Folgerung

Ist K einKörper, sohatjedesPolynom f Ü K � x���lÙ 0 Ú eineeindeutigeZerlegung f Ç uf1 õ Ê�Ê�Ê õ fr mit u Ü K ;
und fi irreduzibel.

Beweis: Folgt ausBeispiel3.52undSatz3.53

3.67Satz

Sei × RÍ δ Ø ein euklidischerRing und 0 ÏÇ f Ü R. Fernersei R" f R Ç Ù'� g� f ÷ g Ü RÍ δ × gØUÔ δ × f Ø\Ú mit � g� f : Ç
g É f R : Ç Ù g É f z÷ z Ü RÚ . Danngilt:

R" f R ist Körper é f ist irreduzibel

3.68Beispiel



80 ALGEBRAISCHESTRUKTUREN

3.69Bemerkung (diskreterLogarithmus)

Ist αi Ç β, soschreibtmani Ç logα β.

3.6Endliche KörperÆ ×9A Í É Í õ Ø , × + Í É Í õ Ø und × ÝÃÍ É Í õ Ø sindunendlicheKörper.Æ ×98 2 Í É 2 Í õ 2 Ø ist mit

– É 2 : 8 2 
 8 2 	 8 2; × a É 2 bØ ÇN×�× a É bØ mod2Ø und

– õ 2 : 8 2 
 8 2 	 8 2; × a õ 2 bØ Ç0×�× a õ bØ mod2Ø
einendlicherKörperÆ ×98 2 � x�q" f r 2 _ x̀ Í É f Í õ f Ø ist mit

– f Ç x3 É x É 1

– É f : 8 2 � x�q" f r 2 _ x̀ 
 8 2 � x�s" f r 2 _ x̀ 	 8 2 � x�s" f r 2 _ x̀ ; × g É f hØ ÇN×�× g É hØ mod f Ø und

– õ f : 8 2 � x�s" f r 2 _ x̀ 
 8 2 � x�q" f r 2 _ x̀ 	 8 2 � x�q" f r 2 _ x̀ ; × g õ f hØ Ç0×�× g õ hØ mod f Ø
einendlicherKörper

3.70Folgerung (Existenzendlicher Körper)

1. ×98 n Í É n Í õ n Ø ist Körper é n ist Primzahl.

2. SeiK einKörperund f Ü K � x� . Danngilt tu� x�q" f vw_ x̀ ist Körper é f ist irreduzibelin K � x�
Beweis: folgt ausSatz3.67.

3.71Satz(Eindeutigkeit endlicher Körper)

1. Für jedePrimzahlp undjedesk Ü,ø existiert einKörpermit genaupk Elementen.

2. SindK1 undK2 endlicheKörpermit ÷K1 ÷�Ç0÷K2 ÷ , sogilt K1 �Ç K2.

EndlicheKörpermit pk Elementenwerdenals Galoisk̈orper(in Zeichen:GF× pk Ø , englisch:galoisfield)
bezeichnet.

3.72Satz(zyklischemultiplikativeGruppen)

In jedemendlichenKörperK ist die multiplikative GruppeK ; zyklisch,dasheißt : a Ü K ; : K ; Ç O aP : ÇÙ 1 Í a Í a2 Í Ê�Ê�Ê Í a xK x È 2 Ú (ein solchesa heißtGenerator).
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