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Abzahlung, Rekursion, Erzeugende
Funktionen

1.1 Elementare Zahlprinzipien

SeiM eineendlicheMenge.Dannwird mit |M| die Machtigkeit (Anzahlder Elemente)yon M bezeichnet.
IM|=neN & 3f:M — {1...n}, f ist Bijektion
EineMengeM mit n Elementerheif3tn-Menge.

M[=0&M=0

1.1Lemma (Redtenregelnfir Machtigkeiten)

SeienA,B Mengen Esgqilt:
a) |Al=|B| <« 3f : A— Bbijektiv

b) |ALB|= |A/+ 8]

A4 B heil3tdisjunkteVereinigungvon A und B. Die disjunkteVereinigungvon A und B ist nur definiert
wennA undB disjunktsind,d.h. ANB = 0. Esgilt dannAwB := AUB.

¢) |AxB|=|A[B.
A x B heilRtkartesisbesProduktvon A und B.

AxB:={(ab)lac AAbe B}
1.2 Folgerung (Anzahl der Abbildungen)
SeienA, B endlicheMengenund Abb(A, B) := B := {f : A— B}. Danngilt:
= 81"

11



12 ABZAHLUNG, REKURSION,ERZEUGENDEFUNKTIONEN

Beweis: Sei|A|=neN,A={ay,...,a,}. EsexistierteineBijektion von BA nachB", z.B.

f:B* - B", g~ (g(a1),...,9(an))

NachLemmal.1folgt
B =18 = 18" = B]"

1.3 Definition (Permutation)

SeiA eineMenge Einebijektive Abbildung f : A — A hei3tPermutationvonA.

1.4Lemma (Machtigkeit der symmetrisben Gruppe)

Sei§ :={a:{1,...,n} = {1,...,n}|abijektiv} (S, heiitsymmetrishe GruppevomGrad n). Danngilt:
|Sil =t

Beweis siehelLAl

Bemerkung n! =AnzahlderMoglichkeiten,einen-Mengeanzuordnen.

1.5Satz(Machtigkeit der Potenzmenge)

Die Mengeld (A) := {B C A} heildtPotenzmengvonA. Fir A= {1,2} gilt z.B.0(A) = {0,{1},{2},A}.
Ist|A| = ne NN, danngilt:
BA)=2"
Beweis DefinierefiirjedesB C A
Ye: A—{0,1}
1 fallsxeB

Ye(x) = { 0 fallsx¢B

Esgilt f :0(A) = {0,1}* mit f(B) = Yg ist eineBijektion von[] (A) nach{0,1}*, undsomit

I0(A)| = |{0,1}A| =2 =2"

1.6 Definition (Mengeder k-Teilmengen)

SeiAeineMenge k€ N, k< |A|

A= (10 )= BeAlE=1

Ok(A) heilstMenge derk-TeilmengnvonA.
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1.7Bemerkung (Partitionierung der Potenzmenge)

|A
0(A) = [ 0k(A)
k=0

|A

DA = k;ID k(A

1.8Lemma (Anzahlder k-Teilmengen)

SeiA einen-Menge.Danngilt:

( E ) heiRtBinomialloefizient

Beweis Esgilt fur die Permutationeron k Elementereinern-Menge:

{(ar...a) e Alai #ajVi # j}|=n-(n=1)-...-(n—k+1)

Esgibt jedochk! Anordnungervon {a; . ..ax}, alsogilt

I0k(A)| = n'(f‘—l)-.l.(i-(n—kJrl)

Dieses.emmaermiglicht es,einenalternatvenBeweisfiir Satz1.5anzugeben:

||:|(A)| = ZE=0 ( E ) = ZE=O ( E ) .]_k,]_n—k: (1+1)n: on.
1.9Lemma (Pascal-Dreie&)

. . n n—-1 n—1
Behauptung Vn,ke]letn>kg|It<k>:( k—1)+( « )

Beweis(kombinatorisch) ( E ) =Anzahlderk-Teilmengereinern-Menge

SeiA={ai1...an}, |Al = n. Danngilt:

OkA) = {MCA|M|=Kk}
= {Muy{a}M' CA\{a} A M| =k—1}w{M" C A\ {a.}||M"| =k}
n-1 n-1
= [BA)| = k—1 )T k
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1 n=0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 5 1 n=5

1 6 15 20 15 6 1 n=6

1 7 21 35 35 21 7 1 n=7
n=8

Tabellel: Pascal-Dreieck

1.10Satz(Vandermondescdhe Identitat)
(n+m>:k(n)‘(m>
K |Z: | k—1

Beweis SeiAeineMenge A=BuWC, |B| =n, |C| =m. Fernersei ( ﬁ‘ ) ={XCA|IX|=KA|XNB| =
|

[}. Danngilt:

also:

Anwendung (Bezierkunen)

SeienP; ... P, Stitzstellen.Dannist p(t) = SN, Bnj(t) - P t € [0,1] mit Bp(t) = ( ? ) (1 —t)"

eineBezierkune. NachSatz1.9gilt Bnj(t) =t - B_1) —1)(t) + (1 —t)B(n_1),(t). Man erreichteine effi-
zienteBerechnungler Kurve, damanzur BerechnunginesSummandervon p(t) auf bereitsberechnete
KoeffizientenB, 4(t) zuriickgreifenkann.

1.11Lemma (doppeltesAbzihlen)

SeienSundT MengenundR C Sx T eineRelation.Esgilt:

IRl = zsl{t €Tl(st) eR}| :terSE Si(st) e R}

~

~- ~-
Zeilensumme Spaltensumme
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Abbildung1: Bezierkune

1.12Satz (Schubfachprinzip)

SeienX undY Mengenmit |X| > |Y|und f : X =Y eineAbbildung.Danngilt:

JyeY:|fHy)|>2

Verteilt mann Elementeauf m Facher(wobein > m), sogibt esein Fach,dasmindestengwei Elemente
erhalt.

1.13Beispiel

1) In jederGruppevon 13 Personerbefindensich mindestengwei, die im gleichenMonat Gelurtstag
haben.

2) In jederGruppeP von Personermibt eszwei Personendie die gleicheAnzahlvon Personerkennen.
~Kennen“ist dabeials symmetrischeRelationgemeint,d.h A kenntB = B kenntA. Dieser Sacherhalt
kannanhanceinesungerichteteriGraphenveranschaulichiverden(sieheAbbildung 2). Die Knotenstellen
die Personerar, Wennzwei Personereinandeikennerwird diesdurcheineKantezwischendenentspre-
chenderKnotengekennzeichnet.

Py

Abbildung2: UngerichteteiGraph
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Beweis: SetzeP = {py,...,pn}undf:P— {0,...,n—1} sodal

f(x) =y < Persorx kenntgenauy PersonerausP

Fall 1: f(p)) =0fureinp € P
=Vj#i:f(p)#n-1
= f(P)C{0,...,n—2}

Fall 2: VpeP:f(p)#0
= f(P)C{4,...,n—-1}
In jedemFall gilt also|P| > |f(P)|. NachdemSchub&chprinzipgilt also3py, p € P: f(pk) = f(pr1).

1.14Satz(verallgemeinertesSchubfachprinzip)

Ist f : X — Y eineAbbildung,sogibteseiny € Y mit | f~1(y)| > [ % ]

Beweis(indir ekt): Angenommervy e Y :|f~1(y)| < [ K—‘ -‘ — 1. Danngilt:

|
[X| = |L+Jerf_lEY)’

IA |
<M
. m
-<
———
|
EPiy
|
'—\
N——

hIA
=<
~—
N
<
=
-
+
=
—
|
=
N——

Ruckblick (Verallgemeinerungenson Lemmal.11)

c) SeiM=A;x...xA.
Danngilt: |[M| = [iL; A (Produktreyel).

b) SeienAq,...,An paarweisalisjunkt(d.h.gilt Vi # j : A NA; =0) undS= WL, A.
Danngilt: |[§ = S, |A|(Summenrgel).

Problem:Wie bestimmtmandie Machtigkeit von SwennAy, .. ., A, nicht paarweisealisjunktsind?
Flir zweiMengenA; und Az gilt |[A1UAz| = |Ag| + |A2] — [ALNAg).
Fur dreiMengenAp,A; und Ag gilt

|A1UA2UA3| = |A;|_|—|—|A2|+|A3|

— |AlﬂA2| - |A10A3| — |A20A3|
+ |[A1NA2NAg]
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¥/

(a) 2 Mengen (b) 3Mengen

Abbildung 3: Schnittmengen

1.15Satz (Prinzip der Inklusion und Exklusion / Siebformel)

Fur endlicheMengenAy, ..., A, gilt

r
A,
r= I<ip<..<irgn|j=1

Beweis: Seia€ U1 A.

Auf derlinkenSeitederBehauptungvird a genaweinmalgezhlt. Esgeriigt,zuzeigendaaufderrechten
Seitea auchgenauein mal geAhlt wird.

0.B.d.Agiltae Ay furj=1...1(d.h.ae ﬂ'jzlAtj unda¢ (UL1A)\ (ﬂ'jzlAtj)). Dannwird ain derSum-
meZl§i1<...<ir§n|nE:1Aij | genau( lr ) malgezhlt,denn{ty,...,t} enth‘altgenau( Ir ) r-Teilmengen.

Esfolgt, a wird aufderrechterSeitegenauy!_; (—1)"~*- lr )

=1+ (-1 30 )

=1—Z|r=o(—1)r'( lr )

=1-%o ( : ) (=1

=1—(-1+1)
= 1 malgezhilt.

1.16Beispiel

Seik € N undMy = {n € N|1< n < 100A n|k}. Bestimme M, U M3 U Ms|.

Losung: |My| = LlTOOJ dagenauedek-te natirliche Zahl durchk teilbarist.
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||\/|2U|V|3U |\/|5| ||\/|2| + ||\/|3| + ||\/|5| — ||V|2ﬂ |\/|3| — ||\/|2ﬂ |\/|5| — ||\/|3ﬂ |\/|5| + ||\/|2ﬂ M30M5|
IM2| + [Ma] + [Ms| — [Mg| — [M10| — [M15| + [M30|

50+334+20-16—10—-6+3

= 74

1.2 Mengenpartitionen

1.17Definition (Partition, Stirlingzahlenzweiter Art)

SeiM einen-Menge.

e Eine,Partitionvon M" ist eineZerlegungvon M in disjunkte,nichtleereTeilmengen.
P={A,...,A} istPartitionvonM < U A =MAYi £ j€{1,....k} : A ZOAANA; =0.

e EinePartition P von M heif3tk-Partitionvon M genaudannwenn|P| = k.
e Party(M) := {P CO(M)|Pistk — Partitionvon M}.
n

‘)
Die ZahlenS, x hei3en,StirlingzahlenzweiterArt".

= S = |Party(M)|wennM einen-Mengeistundn,k > 0. Sp:=1

1.18Beispiel

) SeiM=1{1,2,3,4}.

Partl(M)
Pal’tz(M)

{{mM}}
{{{1},{2.3.4)}, {{2).{1,3,4}}. {{3}.{1,2.4}}.
{41,412, 3 {{1,2},{3,4}}, {{L,3}.{2.4}},
{{1,4},{2,3}}}

{AM\A}A#OAA# M}

Im allgemeinergilt |Parta(M)| = 1 - (2" 2) fur jeden-MengeM.

i) Furn>1qilt:
So =0
Sh1 =1
31,n—1 = < 2 >
31,n =1
Shk = 0Vk>n

1.19Satz(Stirling-Dreiedck zweiter Art)

Vn,ke Nmitl < k< ngilt:
Sk =Sh—1k-1+K-S—1k
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Beweis(kombinatorisch): SeiA={ay,...,an}. Die ldeedesBeweisesst, die Mengeallerk-Partitionen
von A in zwei disjunkteTeilmengenT; und T, zu zerlegen,dal3|Ty| = Si—1 k-1 und|T2| = k- S_1x. Nach
Summenrgel(Lemmal.1)gilt dannS,x = Si—1 k-1 + K- Sh—1k.

Party(A) = {Pe€ Party(A)|{an} €P}u
{P e Party(A)[{an} ¢ P}
= {P'U{an}|P' € Parti_1(A\ {an})} &

L:j{{Bl,...,Bi U{an},--.,Bk}|{B1,---,Bk} istk — Partitionvon A\ {an}}
i=1

= |Part«(A)| [{P'U{an} P € Parti_y(A\ {an})}| +

i|{{Bl,...,Bi U{an},...,Bk}|{B1,-..,Bk} istk— Partitionvon A\ {an}}|

= Sika+t
K- {{Buy-.. Be} € Parte(A\ {an})}|
= Si1k1+K-S—1k

%
1 n=0
0 1 n=1
0 1 1 n=2
0 1 3 1 n=3
0 1 7 6 1 n=4

Tabelle2: Stirling-DreieckzweiterArt

1.20Satz (Anzahl derinjektiven und surjektiven Abbildungen)

SeienM undN Mengenmit [M| = me N und|N| =n € N, sogilt:

a) |Abb(M,N)|=nm,

b) [INj(M,N)|=n"=n-(n=1)-...-(n— (M+1)).

n? wird ausgesprochem hochm fallend”. Inj(M, N) ist die Mengeder injektiven Abbildungenvon M
nachN.

c) |surj(M,N)| =n!-Snn.

Beweis: SeiM ={ay,...,am} einem-Menge.

a) sieheFolgerungl.2
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f(ay) n Madglichkeiten
f(ay) n-1 Mdoglichkeiten
f(a) n-2 Mdglichkeiten
f(ay n—-3 Mdglichkeiten

f(ay n—(m+1) Mdéglichkeiten

Abbildung4: Injektive Abbildung

b) f:M— Nistinjektive Vi#j: f(a)# f(a))

Mit derProduktrgyel (Lemmal.1)folgt die Behauptungus

[INj(M,N)| =N x N\ {f(a1)} x N\ {f(a1), f(a2)} x...x N\ {f(a1),..., f(@am-1)}|

c) SeiN={bs,...,by} einen-Mengeund f : M — N surjekti.

Abbildung5: Surjektive Abbildung

Die Menge{f~1(b)|b; € N} bildet eine n-Partition von M. Jeden-Partition von M induziertallerdings
durchjedePermutatiornvon N eineunterschiedlichsurjektive Funktion.Esfolgt:

|surj(M,N)| = AnzahlderPermutationeronN - Anzahldern— Partitionenvon M

= nl-Snn
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1.21Satz (Potenzenund Stirlingzahlen)

n
nm = ;nk- Sk
k=

Beweis: SeiM einem-MengeundN einen-Menge.JedeAbbildung f : M — N kanndannals surjektive
Abbildung f' : M — Bild(f) interpretiertwerden Esgilt dann:

Abb(M,N) = |4 Surj(M,A)
ACN

Abb(M,N)| = Surj(M,A

= |Abb(M,N)| AAI ri(M,A)|

=S S jsrMA)
%)

= n; K! - Sk

A(E)

O

5
S

1.3 Permutationen
Wiederholung

S i=9m{l,...,n}):={o0:{1,...,n} = {1,...,n}|o ist bijektiv}, |S,| = n!.

Bemerkung JedePermutatioro € S, kannwie folgt damgestelltwerden:

e durcheineWertetabelle
o= 1 2 3 45
“\4 37 21

e alsProduktvon Zyklen

o O
(G2l

= (142375) 0 (8) 0 (691110)
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1.22Definition (k-Zyklus)

Eink-Zyklus (ij ... ix) ist einePermutatioro € S, mit

o(ij) = o(ij+1)Vji=1,....,k—-1
i1

oi) = iVi¢{is,...,i}

Q
g
~
<

I

1.23Bemerkung (Zykeldarstellungvon Permutationen)

1) EinZyklusistdurchdie (zyklische)ReihenfolgalerElementedesZykelseindeutigbestimmt(1234) =
(2341)

2) JedePermutatioro € S, laf3tsichals Produktvon Zyklen schreiben.
Beispiel: S ={(1)(2)(3),(1)(23),(2)(13),(3)(12),(123),(132)}, || = 3! =6.

1.24Definition (StirlingzahlenersterArt)

Die AnzahlderPermutationewon {1,...,n} mit genawk € N Zyklenwird mit s, x oder [ E ] bezeichnet.

Die Zahlens, x hei3en,StirlingzahlerersterArt”. Esgilt:

S0 = 1
o = O0VneN
Sk = O0Vk>n

1.25Satz (Stirling-Dreieck ersterArt)

Vn,ke Nmitn> k> 1qgilt:
Sk =S-1k-1+ (N—1)-Sh—1x

Beweis(kombinatorisch): Der Beweis funktioniert ahnlichwie der Beweis von Satz1.19.Die Menge
aller Permutationemmit genauk Zyklen wird in zwei disjunkte TeilmengenT; und T, zu zerlegen, dald

|T1| = S-1k-1 undT =(n—1)- S‘I—l,k-

{010...004010...00k ist Permutationvon {1,...,n} mit genauk Zyklen}

= {0jo...00,_;0(n)|0}o...00,_, istPermutatiorvon {1,...,n— 1} mit genak — 1 Zyklen} &
W=i{oYo...00|0} o...0 0! istPermutatiorvon ({1,,n— 1} \ {i}) U {(in)}}

= Sik=S1k-1+(N—1)-s 1k

¢

Beispiel (zum Beweis) Betrachtedie Permutationervon {1,2,3,4,5} mit genau3 Zyklen [... Beispiel
fehlt...]
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1 n=0

0 1 n=1

0 1 1 n=2

0 2 3 1 n=3

0 6 11 6 1 n=4

0 24 15 35 10 1 n=5

Tabelle3: Stirling-DreieckersterArt

1.4ErzeugendeFunktionen / Formale Potenzreihen

Bei der Komplexitatsanalyseon Algorithmenentsteheroft Rekursionsgleichunger,B.ap =0, a; = 1,
a8 = a1+ a-_2Vi > 2. Um die Losungeiner Rekursionsgleichungu finden benutzenwir erzeugende
Funktionen Rekursionsgleichungemeschreibereine unendlicheFolge (an)nen = a1, 8y, - ... Wir fihren
fur FolgeneineandereSchreibweisein:

Z)anxn := (@n)neN
Nn=

1.27Definition (formale Potenzreihe grzeugendé-unktion)

SeiK einKorper(z.B.K =R oderK = C) und(an)nen €ineFolge.Die formalePotenzreihe

A(X) ;= n2)anxn

heil3t,erzeugendé&unktionder Folge (an)nen”. Die Mengealler formalenPotenzreiheriberK wird mit
K{[X]] bezeichnet.

K[[X] := { ianx”|an e Kvne ]No}

1.28Bemerkung

1) Firke Ny gilt X¢ = (aq)n, Mit a, = { é fszll[]ssr; =k
__ 1 fallsn=k oo
Sk = { 0 sonst heilRt'Kronecker— Symbol
X = (Bnk)neNg

0 fallsj<m

2) Firme No gilt 5manx” = (bj)jexg mitbjz{ a fallsj>m -

o . an, fallsj=knfureinne N
3) YhmoanX" = (bj)jen, Mithj = { 0 sonSJt i
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4) UnterschiedewischenPotenzreihewler AnalysisundformalenPotenzreihen:

Potenzreiheim der Analysis | formalePotenzreihe
o f(X) = Thoanx" * A(X) = Tn—o@nX" = (@n)neno
¢ beschreibeineunendlicheSumme| e beschreibeineunendliche~olge
e Funktionin derVariablex o firx wird im allgemeinenichtseingesetzt
e KornvemgenzalszentraleFrage e Kornvermgenzinteressiernicht

5) Seien(an)neng: (bn)nen, FolgenundA(X) = Si_panX", B(X) = 3o bnX" formalePotenzreihen.
A(X) =B(X) :& Vne Ng:an=by
1.29Definition (Redinen mit Potenzreihen)
SeiK einKorperund (an)nen,, (bn)nen, € K*, a€ K.
e Die Addition von Potenzreiherist definiertdurch:

m n+ - box" = m +b n
n;anx nZO nX n;(an n)x

e Die Multiplikation von Potenzreiheist definiertdurch:

(20) (&) = 28 30) ¢

Die Multiplikation hei3tauch ,Faltung” oder ,Konvolution von (an)nen, und (bn)nen,, und ist
analogzum Cauchy-Produkder Analysisdefiniert.

e Die Multiplikation einerPotenzreihenit einemSkalarist definiertals:

[

1.30Lemma (Versdiebenvon Folgengliedern)

xT. Zoanx”: z anx"
n= n=m

dasheif3t:
m
X (aoal...)_(o...anal...)

mmal

Beweis: X = (dmn)neN,

g - (Ee) (59

0
> an-mX"
n=m
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1.31Beispiel

Esgilt X™-x" = x™"Ym n € No.

1.32Satz (Eigenshaften von K[[x]])

a) K[[X] isteinK-Vektorraum.
b) (K[[X],+,-) ist einkommutatver Ring mit Nullelement0 = 0-x° undEinselement = 1-x°.

Beweis Nachrechnen.

1.33Bemerkung (Invertierbarkeit in Ringen)

Gilt in einemkommutatvenRing mit EinsA-B = 1, soist B durchA eindeutigbestimmt.Ebensdst dann
auchA durchB eindeutigbestimmtB = A~1 = % undA=B~1= 1. AundB heiRen,invertierbar".

1.34Lemma (Invertierbarkeit der geometrisben Reihe)

In K[[X]] ist Ti~,C'X' fiir jedesc € K invertierbarundesgilt:

Beweis

00
; i

= Z}c‘x‘ - Z}cxdx‘
i=i i=

— chlxl _ Z)CH-].XH-:L
i= i=
© . © .

— %C'X' _ dy

__1

. l . .
= 1= ISt 1= aucheineformalePotenzreihe.

Bemerkung WegenderGleichheity* ,c'x!

5 oCX heilt,geometrisch&®eihe*.
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1.35Beispiel (Codemit variabler Wortlangezur Datenkompression)

SeiBn= {a,b,c}, Zi = {0,1}. Fur k € N seiW = {Folgeausi Buchtabergefolgtvonk —i Ziffern|1 <
i <k}. Esgilt

k_l . .
W= W = 3ok
2

_ iSizk—i _ok_ gk
i=
=1Ck

Behauptung: ¢ = 3«1 — 2k+1

Beweis:

[

kZOCka = % <ii3i2k—i> XK

Olo 3ixi> -1<iz'x'>

33X 1-2x
2

=

3
1-3x 1-2x

= (3- éocskxk) - (2- éoZKXk>
_ i (3k+1_ 2k+1) &

k=0
3k+l _ 2k+1

= C =

= Wk=3k+1_2k+l_2k_3k:2_3k_2k

1.36Satz(Invertierenvon Potenzreihen)

A= 3S7  anx" € K[[¥]] ist genaudanninvertierbarwennag # 0.

Beweis: Aistinvertierbars 3B =377 bnx" € K[[X]] : A-B= 1.
] n
A-B= abp_k | X"=1
&\
n

1 ,furn=0
< kgoakb“_kz{ 0 ,sonst

aobo = 1
agbi+aitbp = 0
< agbp+abitakby = 0
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Ist A invertierbarsomuf3alsoag # 0 gelten.Ist umgelehrtag # 0, sodefiniere:

1
b = —
ao

1
by = —%(albn_1+a2bn_z+...+anbo)Vne]N

1.37Beispiel

a) A=1l-cx=3ppanX"mitag=1,a1=—c, g =0Vi > 1. BestimmeA1.

. . a—1_ 00 n g,
. —_— — | n . .
Losung: SeiA Y meo bnX". Danngilt

apbp=1 = by=1
agb1 +aibp=0 = bi1=c
aghp+aib; +aphp=0 = by=c?

i 1 > Ny N
Also gilt 1= = Y—oC"™X".

b)

1 1 1
(1-cx2  1-cx 1—cx

(22) (327)

- B (&)

[

= Zo(n+ 1)c"X"

Insbesondergilt m =57 o(n+1)cix,

1.38Definition (formale Ableitung)

Die AbbildungD : K[[X]] = K[[X]], S m—ganX" = 5 r—o(n+ 1)an+1X" heilt,formaleAbleitung".

Bemerkung D ist eineOperationauf Folgenmit

D:(apa1a2...an...)— (a12a23a3... Nay -..)

1.39Lemma (Linearitat und Produktregelder formalen Ableitungen)

Die AbbildungformaleAbleitungist K-linearundesgilt

27
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a) D(x") =nx1

b) D(A-B)=D(A)-B+A-D(B)

Beweis: Nachrechnen!

¢
1.40Folgerung (Ableitung desinversen)
Ist A € K[[X]] eineinvertierbareerzeugend&unktion,sogilt:
_ D(A
DA™Y = ——'iz)
Beweis:
A-A"1=1undD(1) =0
= 0=D(1)=D(A-A Y =D(A)-A1+A.-D(A™}
= A-DAH=-D(A)-A?
. _ D(A)
1y _ 2 _
= DA YH=-DA)-A2= =z
¢
Beispiel(ein alternativer Beweisfur Beispiel1.372)): IstA=1—cx danngilt A=t = 3% _,c"x", D(A) =
—cund i, = Si_oc"™". NachDefinition 1.38gilt D(A™1) = 377 o(n+ 1)c™2x".
_ D(A) c >
1y _ _ — nH1,n
= DAY= C Rl Gy n;(n-i-l)c X
1 _ ad ny,n
= (1_CX)2_n;(n+1)cx
¢

1.41Folgerung

Beweis: Ubung.
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1.42Bemerkung
e Erzeugendé&unktionenkdnnenim Prinzipwie normaleFunktionenbehandeltverden.

¢ FallszueinerFunktionF einePotenzreihexistiert, dannkannmandiesedurchTaylor-Entwicklung

um 0 beschreiben.
* FM(0 F(W(0
Fo= S ():< <>)
neNg

n!

e Einigewichtige Potenzreihemindihre erzeugendefunktionensindin Tabelle4 aufgelistetDabei

gilt
< ' ) :=17( : ) SSRGS VS

0 k k!

( Ir( ) heit,verallgemeinerteBinomialkoeffizient* undesgilt (1+x)Y =S¢, ( i ) X<vy € R.

an | Folge |  Potenzreihe | erzeugend&unktion
1 1,1,1,1,... So_oX! —
00 X
n 1,2,3,4,... S X! =
c" 1,c,¢?,c3... S oCX" =
=) 1+
n? 0,1,4,9,... T _on?Xx" ?;_X;(%

r r 0 r 1
17r7<2)7<3>>"' 2n=0<n>xn (1+x)"

r+2 r+3 o r+n 1
1,r+1,( 5 )( 3 ), Zn=o( n )x" Tt

o T n
0,1, yees S heo Tx In 7=
n
1,1, .. Y07 X e

N

N
-
SlsH s +H|s =

=
N1

NN
[epl (V110 N

)
7 2"

Tabelle4: FormalePotenzreihemindihre erzeugendeRunktionen

1.5Rekursionsgleichungen

In einigengrundleggenderealgorithmischen/erfahrenkommenRekursionsgleichungeror:

e ,Divide andConquer“-Algorithmen

Idee:

— teile dasProblemin kleinereTeilproblemeauf (Divde)
— ldsedie Teilprobleme

— berechnausdenL 6sungerderTeilproblemedie Gesamibsung(Conquer)

DieseStratgie wird zum Beispielbei binarerSuche MergesortoderdemeuklidischerAlgorithmus
verwendet.

e dynamischd’rogrammierungOptimierungsprobleme)

e Greedy-Algorithmen
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1.43Definition (lineare Rekursionsgleibung)

Eine Rekursionsgleichunder Form
an = Clan-1+ Cran—2+ ...+ Cka@n—k + bk Vn > k
mit Anfangsbedingunges = b Vi =0,...,k— 1 hei3t"lineare Rekursionsgleichung-ter Ordnung”.

e gilt by = 0, soheildtdie Gleichung,homogendineareRekursionsgleichung”

o gilt by # 0, soheil3tdie Gleichung,inhomogendineareRekursionsgleichung*

1.44Beispiel

1) einehomogendineareRekursionsgleichung:

a8 = Ca-1Vn>l,a=0
ap = Cag=Cchp
a = ca=Cc%hy

=a, = Cbo

2) eineinhomogendineareRekursionsgleichung:

ap = bg, a, = can—1 + bywobeic, by, by konstantsind

Behauptung:

c—1

o= boc"+b; €= fallsc# 1
“ | bp+nby fallsc=1

Beweis: Induktioniibern

Induktionsweranlerurg: Sein=1

boct +b,S=1  fallsc# 1

a=c bl=
1= Cap+ { bo+ 1b; fallsc = 1

boc™+ b1 St fallsc#1

C

Induktionsschlul3Sein > 1 undfiralle m < n gelteay = { bo -+ mby fallsc = 1
O =

1.Fall: ¢ # 1. Esqilt
a8 = Ca-1t+b

n—1_
= C(bocn_l+ blcc_ 11> + by

n__
- boc”-i-bl(C C+1)

c—-1
c"—-1
c—-1

= boc"+by
2.Rll:c=1.

an=apn_1+b1=bp+ (n—21)bs+ by =bp+nby
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1.45Beispiel

Seian :=AnzahlderWorterderLangen tiberdemAlphabet{a, b} die keinezweiaufeinanderfolgenda's
enthalten.

ah=apn1+a,-1¥Yn>3

1.46Beispiel (Fibonacci-Zahlen)

Ein KanincherbringtabseinenzweitenLebensmongedenMonatein weiteresKanincherzur Welt. Falls
die Kaninchenunsterblichwaren,wie viele Kaninchengibt esnachn-Monatenwennesim erstenMonat
ein Kaninchengibt.

Bezeichnetnandie AnzahlderKaninchemachn Monatenmit F,, sogilt:
Fo=0F=1R=1FR=1+1=2FR=2+1=F+F

undallgemein
Fn=Fn-1+Fn-2

Die ZahlenF, definiertdurch
Fo:=0,F:=1,Vn>1:F:=F_1+F2

heilRen,Fibonacci-Zahlen“Wir werdennuneineexplizite Darstellungder FibonacciZahlenherleiten.

SeiF = F(X) = Yo FnX". Danngilt:

F = %ann
n=
= FoxX’+Fxt+ zanx”
n=
= FOXO+ F1Xl+ ZZ(Fn—l'F Fn—Z)Xn
= F0+F1x+xz Fox" 4 X2 ZOan”
= F0+F1x+xz FaX" — xFo 4 Fx?
= Fo+ Fix+XxF — xR+ Fx?
= X+xF+X°F
X
F = —
- 1—x—x2

Hatmannuna, B,a,b € € gefundermit -—— = =55 + ﬁ, danngilt

o a b
FoX" —
n; " 1—0(x+1—Bx

= a 3 a"™x"+b 3 B"X"
n; nZO
= aa" + bpMx"
n;)( )

undsomitF, = aa"+bp"
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X _ X _ X . . .
Wegen——; = T B (Bl (Bl folgt mittels Partialbruchzerlgungund Afl Ubung9

Aufgabe8:

1

Sl

_ 5
1-x—x2  q_ 1+2\E>X 1— 1—2\@)(

_ V5 p 15 o 1 1
alsoa = ,B_—,a_—,b_—E.EsfoIgt
e _ 1 (1+vB)"_ 1 (1-v5)"
" /5 2 N AU

1.47Bemerkung (goldenerSdnitt)

Die Zahl® := l+T‘/‘E’ ~ 1.61803heil3t,goldenerSchnitt“ undtauchtin verschiedenebntersuchungeauf.
Beispiel

1) EinigePapierformatesind nachfolgendemSchemaaufgebaut:
S

/__—/\—\

Dabeigilt # = L = 515, 0<t <'s. Setzex:= £, danngilt:
t

2)

1.48Satz(homogendineare Rekursionsgleibungenzweiter Ordnung)

Seiag =bp, a1 = b undvn> 1: a, = c1an—1+ Cran—2. Fernerseiena, 3 zwei Lt‘)sunger\/onx2 —CX—Cpr =
Ound

boa—_bgﬁ , fallsa # B
bi=bod fallsa =B

{ b fallsar £ B

bo , fallsa =B
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Danngilt
_ Aa"—-Bp" |, fallsa #p
& = \ (An+B)a" | fallsa=p

Beweis: Induktioniibern, analogzu Beweisvon Beispiel1.442).

Schema(zumLodsenlinearer Rekursionsgleibungen)

EinelineareRekursionsgleichung, = cian—1+ Coan—2+...+ ckan—k YN > kmitg = b furi =0,1,...
1 kannnachfolgendemSchemayeldstwerden:

1) Aufstelleneinererzeugendefunktion

2) AnwendungderRekursionsformel

A(X) = ap+apg+an+...+a X+ Zkanx”
n—=

= bo+bxi+ b +...+b X1+ Zk(Clan—1+Czan—1+...+Ckan—k)Xn
Nn=

bo+ ...+ b X<+ ;cl%_lx” + Ekczan_gx“ +ot zkckan_kx”
n= n= n=

—_——— —_—— —_———
[oe] (o] [oe]
=C1X Zkan_ an—l =Cox2 Zkan_ 2Xn_2 =gk Zkan_kx”‘k
n= n= n=
< — _ < — _ N ,
=AX)- 3k apx =AX)-3 S =A()

k—3

k2 _
bo+ ...+ b1 X+ c1x (A(x) - zoaix'> + CoxXP (A(x) - zoa;x'> + ..+ GXA(X)
= =

3) AufldsennachA(x)
_ do + dix+ d2X2 +...+ dk_le_l
T l—cXx—CX— .. — XK

A(X)

fur geeignetely, ..., dy_1.

4) Partialbruchzerlgung(in C, vgl Afl Ubung9, Aufgabe8)

Seil—cx—cxX%—...— ¥ = (L—apx)™ - ... (1— o)™ mit TI_; m = k. Danngilt
AX) = do+ dix+ d2X2+...+dk_le_1
1—CiXx—CoxX2 — ... — XK
g1(x) at(¥)
(1—ax)™ T (1—ax)™
t
_ gi(x)
- i; (1—ax)m

fur geeignetéPolynomeg; mit Gradgi) <m —1Vi=1,...,t.

33
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5) NachTabelled4 in Bemerkungdl.42gilt

t [*) 0
A=y o a. Z)g. nzo(”““ l)(aix)“zn;qnx“

On ist einenichtrekursive Darstellungvon a, ¥n > k.

1.49Beispiel

GegebenseifolgendeRekursionsgleichung:

a = 1

a; =

a = 19

ah = Sap1—7ap1+3a,3Vn>3

Losung: SeiA(X) = 3 n_panX". Danngilt
AX) = ao+ax+ad+ ;(San—l — 7an—2+ 3ap_3)X"

= ag+ aiX+ aX® + 5x Z;an_lx“_l —7x2 zan_gx“‘2 +3 zan_gx“*
— n— p—

= 145X+ 19 4 5x(A(X) — (145x)) — TX(AX) — 1) + 3A(X)
1+ %2

1—5x47x2—3x3
1+ %2

(1-x)2-(1-3x)

et

= 1=x?2 T 1-30

1 1
A—x2 " 2(1-3%)
= %(X—?:)—z ( n+1 )x2+2n (3x)"

n=0
3
— n_ n
= 1+5x+§ ( 3 n+2)x

n
— > _ > >2

=
ol

= S(x-9-

DiesesVerfahrenfunktioniertauchfur nicht homogendrekursionsgleichungen.

1.50Beispiel (Catalan-Zahlen)

Klammerlettensind Worte UberdemAlphabet{(,)}, zumBeispiel(())(), () und ()(().

ZulassigeKlammerlettensind Klammerlettendie die gleiche Anzahl von 6ffnendenund schlieRenden
Klammernenthaltenund bei denenin jedemPrafix mindestenso viele 6ffnendewie schlieRendélam-
mernvorkommen.
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Cn := [{c| cist zulassigeKlammerlettemit 2n Klammerr}|

BerechneC,Vne N wennCp :=1

G=1 {0}

1.51Lemma (Rekursionsbrmelfur Catalan-Zahlen)

n
Ch=3 G-1CrkVn>1
=]

Beweis Die zulassigenKlammerlettender Lange2n kdnnendanachkategorisiert werden,wo die zur
erstendffnenderKlammerkorospondierendschlieRend&lammersteht.

zulassigeKlammerlettederLange2(k—1)

=~
( (-0 ) (..
~~ S~~~
0 zulassigeKlammerletteder Lange2(n—k)
2k

Seifur einbeliebigesn € N

A¢ = {zulassigKlammerlettenderLangen, deren
ersteKlammeran Stelle2k geschlossewird}.

Danngilt |A¢| = Cx-1Cn—k. Esfolgt

M=>TE>

z >

=
Il
fatl

Ci—1Cn—k

I
M s

=
||

1

1.52Satz (expliziteDarstellungder Catalan-Zahlen)

&= g ( 25”)
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Beweis:
ox) = %Cnxn
=c(x) = Col+ 3 Cx"
() n;
(Lemmal.5l) = Co+ Z (Z ck_lcn_k> X"
n=1 \k=1
= Cotx3 (zck 1Con- k)x -
=1 \K=1
w (t+l
(t:i=n-1) = CO+tho<zlck—lCt+l k>
w [t
si=k—-1) = GCp+Xx CC_
oot = s (5 o)
(Definition1.29) = Co+x(c(X)-c(X))
Somitgilt

X(X)—x(x) = -1

22(x) —xc(X) = —X
= (xc(x) — %)2 = % —X
= xo(X) _% — (143

Cx™1 = x ¢
&

=0+Cox+CX2+-..

(nachTabelle4d)

I
NIk NI NP
~—~~
H
H
8
|
5 /N
I S5 Nl
~~
~—~
N
X
N
S—



1.5REKURSIONSGLEICHUNGEN 37

Der Koefiizientvon X’ ist 0, alsogilt Co+ Cyx° +... = =3 3%, ( r_% > (=)
1/ 1 ;
Cn = —§< nil)(—4) +1
O 1(3-1D-(3-2-...-(3-n) n+1,n+1
= 3 [Cr TR A
30623,
= (s 2(n+1)! 4
. (2-1)-(4=1)-...-(2n—1)
B (n+1)!-n! 2

(n+!-n!-n!
1 (2n)!
- (n+2)n!-n!
1

Schema(zumLodsenallgemeinerRekursionsgleibungen)

1) AufstellendererzeugendefunktionA(x) = 5 _ganx"
2) Umformen,sodaBAnfangswertaind Rekursionsgleichungingesetziverdenkdnnen

3) Weiterumformenbis aufderrechtenSeitedie nochvorhandenemnendlicherSummen(undmit ihnen
alle Vorkommenvon Folgegliederna,) durchA(x) ersetztwerdenkdnnen

4) Aufldsender erhaltenerGleichungnachA(x). Dadurcherhalt maneine Gleichungder Form A(x) =
g(x), wobeig eine(hoffentlich einfache)Funktionist.

5) Umschreiberer Funktiong alsPotenzreih€z.B. durchPartialbruchzerlgungund/oderTabelle4)

6) Ablesenderexpliziten Darstellungfir die a, (durchKoeffizientervergleich)
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Graphentheorie

2.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1 Definition (Graph)

2 2
{{x,y} CVI|x! =y}, vgl. Definition 1.6). Die ElementevonV heil3enEcken, PunkteoderKnoten.Der Be-
zeichnungv kommtausdemenglischerBegriff , Vertices".Die Elementevon E hei3enKanten(englisch:
Edges).

Ein Graphist ein PaarG = (V, E) auseinerendlichenMengeV undeinerMengeE C ( M ) (( M > =

Konvention: Fir {x,y} € E schreiberwir auchxy € E

Ein Graphwird im allgemeinerals Diagrammdargestellt.JedeEcke wird durcheinenPunktreprasentiert
undzweiPunktex, y werdengenaudanndurcheineLinie verbundenwennxy € E.

2.2 Beispiel (einige Beispielgraphen)

1) G:=({ab,cd},{{ab},{b,c},{c,a},{b,d}})

b c

oder

2) ,VollstandigeGraphen“sind Graphenin denenjedeEcke mit jederandererdurcheineKanteverhbun-
denist. Ein vollstandigerGraphmit n € IN Eckenwird mit K, bezeichnetlstV einen-Menge,sogilt:

Kn::(V,(\é))

39
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3) .Wege“sindGrapherG=(V,E) mitV ={vy,...,Vm}, |V|=m+1,E={p1,...,pm}, |E| =mundp, =
vi_1vi furallei € {1,...,m}. Ein Weg derLangem (d.h. bestehen@usm Kanten)wird mit Py, bezeichnet.

Py = o
P, = ® ®
P,= ° ® °
Py= e o o o

Fur einenWeg Py, schreiberwir Py, = ps... pm.

4) ,Kreise"sindGraphenG = (V,E) mitV = {vi,...,vn}, V| =n,E={p1,...,pn}, [E| =nund p; =
viviy1 furallei € {1,...,n— 1} sawie p, = vav1. Ein Kreis ausn Kantenwird mit C, bezeichnet.
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5) In ,Gittegraphen“ausm-n Eckenwerdendie Eckenin m Zeilenundn Spaltenangeordnetind unter
einanderbzw. nebeneinanddiegendeEckendurchKantenverbunden.

Gittergraphertretenunteranderenbei derRealisierungzon programmierbaretogischeFeldernauf (PLA,
programmabléogical array).

6) Ein,d-dimensionaleHyperirfel* Qq ist ein GraphG = (V,E) mit

v = {0,1}¢
E = {{xy}CV|Xx=(x,-...,X) unterscheidesichangenaweinerStellevony = (y1,...,Yd)}

0,0,1
Q3=

(0,1,1 W (l,l,l)
T
SR

(0.0.0) (1.0.0) X
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(0,1,1,1) (1,1,1,1)
(0,1,1,0) ) (1,1,1,0)
(0,1,0,1) \./ (1,1,0,1)
(0,1,0,0) (1,1,0,0)
Q4 =
(0,4,1,1) (1,0,1,1)
/'\ (1.0,1,0
(0.0,1,0 (
(0.0.0.1) (1.0.0.1)
(0,0,0,0) (1,0,0,0)

2.3Bemerkung (Graph, Multigraph, sdilichter Graph)

1) AllgemeinereGrapherkdnnenauchMehrfachkanterund SchlingenenthaltenUm solcheGrapherzu
betrachtermuf3tedie Definition 2.1 angepaRiverdenzumBeispieldurchE = {X CV||X| =1V |X| =2}
um Schlingenzu erlauben.

Merfachkanten

Merfachkanter

e

Schlinge

Ein Graphmit Schlingenund Mehrfachkanten

Ein Graphohne Schlingenheil3t ,Multigraph®. Ein Multigraph ohne Mehrfachkanterheif3t,schlichter
Graph*.In derVorlesungwerdennur schlichteGrapherbetrachtet.

2) Im Falle G = (0,0) nenntmanG ,leererGraph“undim Falle G = (E, 0) ,Nullgraph®“.

3) SeiG=(V,E) einGraphmit Kanteee V.

e xundy heil3en,Endeclenvon '
e e inzidiert* mit denEckenx undy
e x undy sinddurche vertunden

e xundy heiRen,benachbartbder, adjazent"
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2.4 Definition (Nachbarsdaft, Eckengrad,regularer Graph)
SeiG = (V,E) ein Graphmit Eckex € V.

e Ng(x) :={y € V|xy € E} heif3t,Nachbarschaftonx in G*

e dg(x) := |Ng(x)| hei’t,Eckengradvonxin G

— ds(x) = 1 e:xist,Endeclein G*
— ds(X) = 0 :xist,isolierteEcke in G*

e O(G) := minkeyd(x) heildt,minimalerEckengradvon G*
e A(G) := maxevd(x) heildt,maximalerEckengradvon G
— gilt fur einenGraphend(G) = A(G) = k, so hei3tG ,k-regularer Graph“. Soist z.B jeder
vollstandigeGraphK, (n— 1)-regular.
2.5Beispiel
1) BetrachtdolgendenGrapherG:

Xq X5

X3 Xy

X2
Esaqilt:
N(x3) = {x1,X2Xa}
N(x1) = {x2,%s}
d(x1) =2d(x2) =2d(x3) =3
d(x4) = 1 (x4 ist Endecle)
d(xs) = 0 (x5 istisolierteEcke)
3(G) =0A(G) =3

2) JedeiKreisC, ist 2-regular.

2.6 Satz(Handstlaglemma,Euler 1736)

eZ/d(x)=2|E|

Beweis(doppeltesAbzahlen): In Y.y d(x) wird jedeKanteyze V genauzwei mal gezahlt (ein malin
d(y), zumzweitenmalin d(z)). Auf derrechtenSeitewird jedeKanteebenélls zwei mal gezhlt.

SeiG = (V,E) ein Graph.Danngilt:

¢
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2.7 Folgerung

In jedemGrapherist die AnzahlderEckenmit ungeraderGradgerade.

Beweis: SeiG = (V,E) undVi = {x € V|d(x) ungeradé, Vo = {x € V|d(x) geradé (= V = V1 ¥Vy).

NachSatz2.6 gilt:
2IE| = Y d(x) = dx)+ S d(x)
~ er/ X;Q xe%l

gerade N——" — —
gerade gerade

Die Summanderin ¥\, d(x) sind per Definition von V; ungeradesy ¢y, d(x) selbstist jedochgerade.
¥ xev, d(X) muBdemnacleinegeradeAnzahlan Summandeenthaltenalsoist |V;|gerade.

¢
2.8Lemma
SeiG = (V,E) ein Graphmit |V| > 2. Danngibt eszwei Eckenx,y € V mit d(x) = d(y)
Beweis: sieheBeispiel1.132)

¢

2.9 Definition (Isomorphiezwisthen Graphen)
SeienG = (V,E) undG' = (V',E’) GraphenG undG’ heif3en,isomorph“(in ZeichenG = G') genaudann
wenneinebijektive Abbildung@: VvV — V existiertmit xy € E < @(X)¢@(y) € E'.

2.10Beispiel

1) NichtisomorpheGraphemit 3 Ecken:

2) Werdendie Namenvon Ecken (und Kanten)einesGrapherberiicksichtigt,so Sprichmanvon einem
~markierten“oder,,benannten'Graphen.

Vi Vi Vi

H I
H I
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2.2 Darstellung von Graphen

2.11 Definition (Adjazenzmatrix)nzidenzmatrix)

IstG = (V,E) ein GraphmitV = {vi,...,vn} undE = {ey,...,en}, soheifltdie n x n-Matrix
A = (a&j) € {0,1}™" mit
aj=1 & vVvyvjeE
»~Adjazenzmatrixvon G*. Die n x m-Matrix
I = (bj) € {0, 1} mit
bij=1 & eginzidiertmity
heif3t,Inzidenzmatrixvon G“.

2.12Beispiel

BetrachtefolgendenGraphen:

Vi Va2 V3 Vg & & & § &
vi[/0O 1 0 1 v /1 0 0 1 O
v[1 0 1 1| _, v, [1 1 0 0 1|
vz 0 1 0 1 vy |0 1 1 0 0
V|1 1 1 o0 vy |00 1 1 1

Fur jedeAdjazenzmatrixA einesGrapherG = (V,E) gilt:

e a;j = 0 (wir betrachtemur GrapherohneSchlingen)
e gj=aj (ivi EE=vVjv €E).
Fur jedelnzidenzmatrix einesGrapherG = (V,E) gilt

¢ Die SummeeinerSpalteistimmerzwei (jedeKanteinzidiert mit genauzwei Ecken)

e Die SummeeinerZeileist gleichdemEckengradderjeweiligenEcke.

-1t = = A+diag((d(vi))1<i<n)

Gradfolgevon G

R ORN
R
RN RO
N e
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2.13Satz(Zusammenhangwisden Adjazenz-und Inzidenzmatrix)

Ist G = (V,E) ein Graphmit AdjazenzmatrixA = (&), Inzidenzmatrixl = (bj;) und EckenmengeV =
{Vv1,...,Vn}, danngilt
I -1' = A+ diag(d(va),...,d(vn))

Beweis:
Fall1 i#]j
A 1 v, €eE
by — e — iVj —a
(-1 _k;b'kbjk_{ 0 sonst i
dabiy = bjk =l e = ViVj
m m
(-1 = bik bik = > bic =d(v)
K=1 st K=1

[ lobk=1 S '\71 [
= O PN bik — 0 ummei—te Zeilevon

2.14Definition (Teilgraph,induzierter Teilgraph)
SeiG = (V,E) ein GraphundV’' C V.
!
e Der GraphG' = (V',E’) heil3t,Teilgraphvon G* wennE’ C EN ( v

5 ) Man schreibtdannauch
G CG.

!
e GV']:=(V,EN ( \; )) heit,dervonV’ induzierteTeilgraph“.

Beispiel

G' CG,G" = G[{v1,V2,V3,V4}]

2.15Definition (ZusammenhangKomponenten)

1) SeiG = (V,E) ein Graph.G heif}t,zusammenaingend‘genaudannwennzwischerje zwei Eckenein
Weg existiert.
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2) In einem(eventuellnicht zusammen&ngendenisrapherheiltjederbeziglich der Anzahlvon Ecken
und Kantenmaximalerzusammen&ingendefleilgraph,, Komponenteszon G* oder,,Zusammenhangskn-
ponentevon G*. SindGg, ..., Gk die Komponentewon G, soschriebtmanauchG = Uik:1 G;i. Die Anzahl
derKomponentewvon G wird mit k(G) bezeichnet.

3) SeiG=(V,E) einzusammenangendeGraph.EineEckex € V heif3t,Schnittecle von G* fallsG[V \
{x}] nichtzusammenéngendst.

EineKantek € E heil3t,Bricke” falls (V, E \ {k}) nichtzusammenéngendst.

Beispiel

2 6
Die Ecken3 und4 sind Schnitteclen,die Kante{3,4} ist eineBriicke

2.16Satz (Absthatzungder Komponentemach unten)

SeiG = (V,E) ein Graph.Danngilt:
K(G) = V|- E|

Beweis(per Induktion uber |E|) Fir|E| = 0gilt
K(G) = V| = |V|-0=|V| - [E| > V|~ [E]
Seinun|E| > 0,e=abe E undk(F’) > |V'| — |E'| firalle GrapherF’ = (V',E") mit |E'| < |E|. Der Graph
G = (V,E\ {e}) := (V,E’) hatwenigerKantenals G, somitgilt nachinduktionswraussetzung
K(G) > V|- [E\{e}| = V|- (E|-1) = V|- |E/|

Die Anzahl der Komponenterverringertsich durch Hinzufligender Kante e zu G’ genaudann,wenna
undb in unterschiedlicheKomponentewon G’ liegen.Dannverringertsichdie AnzahlderKomponenten
jedochgenawm 1, dae zwei Komponenterwon G’ zu einerKomponenta/on G zusammerd(3t.

{ K(G) falls e keineBriicke ist

!
G=G+e=«(G) K(G)—1 fallseBrickeist

> |V|-|E'|-1
——
=K(@)
= V|-([E'|+1)
= |V|-|E|

2.17Folgerung

SeiG = (V, E) einzusammenéingendeGraphmit |V| = nund|E| = m. Danngilt

n
n—1<m< ( 2)
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Beweis selbemachen.

2.18Satz (Anzahlder Kantenin zusammenBngendenGraphen)

. . . . 1 .
Sei G = (V,E) ein Graphmit n = |V| und m = |E|. Gilt m > E(n—l)(n—Z) so ist G zusam-

=AnzahlderKantenvonK,_;
mentangend.

Beweis Angenommelts ist nichtzusammenaingendSeienG; ... G die KomponentewonG mit |V (G;)| =
niVi=1...k Danngilt k> 2und ¥ ;nj = n.

k
m = [E(Gi)]
2
k
i(ni—1
< % (nachFolgerung2.17)
i=
1/ K ) k
= = nF—3$n
2<i= ' £ )
1] X k
= = n;2+2 ninj —2 ninj— S n
2 i= 1I<i<j<k 1<i<j<k i=
N ~— o N~
sk m)*=r? -
1( 5
= —-In"=-2 ninj —n
2( 1S|<ZJSK )
1
< E(n2—2nl(n2+n2+...+nk)—n)
1
< E(nZ—Z(n—l)—n)
1, 5
= E(n —3n+2)
1
= S(-D(n-2)

Zusammerdissend:
G nichtzusammenéingend = m(G) < -(n—1)(n—2) alsoauch

G zusammenéingend = m(G) > =(n—1)(n—2)

NI NI

2.19Satz (Absdatzungder Kantennach oben)
IstG = (V,E) ein Graphmit |V| = nund|E| = m, sogilt

m< ( n—K(2G)+1)
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Beweis (sieheauchLutz Volkmann:,DiskreteStrukturen“Satz3.6)

Die Idee desBeweisesist, herauszufindemvann m maximalist. Ohne Beschankungder Allgemeinheit
konnenalle Komponentervon G als vollstandig angenommermwerden,da dies keine Auswirkung auf
( n- K(ZG) +1 hat, die Anzahl der Kantenjedochnicht wenigerwird. Die Anzahlder Kantenvon G

kannnunweiter erhbht werdenindemmanzwei KomponenterG[Vq] und G[V2] mit |Vi| < [Vz| undv € Vq
ersetztdurchzwei KomponenterG; = (Vi \ {v}, ( Vi \Z{V} )) und G, = (VU {v}, ( V2 UZ{V} )). Da-

durchwerdenzwar |V1| — 1 KantenausG entfernt,allerdingswerdenauch|V,| Kantenhinzugefigt, ins-
gesamterhbht sich dadurchdie Anzahl der Kanten.Die Anzahl der Komponentersowie die der Ecken
bleibt jedochkonstant Die Anzahlder KantenwachstdurchwiederholtesErsetzersolangebis G ausei-
nemvollstandigenGraphenmit n— k(G) + 1 Eckenund k(G) — 1 isoliertenEcken bestehtundist dann
n—k(G)+1 >

maximal.In diesemFall gilt jedochm = ( 5

Bemerkung Aus Satz2.19folgt unmittelbarSatz2.18.

2.3Baume

(/home/gu@ (/home/lisa (/usrle@ (/usr/lib) (/usr/locaD

Abbildung6: DateisysteneinesUNIX Systems

2.20Definition (Baum, Wald)

Ein,Baum‘isteinzusammenéngendeGraphohneKreise.Ein ,Wald“ ist ein GraphdesserKomponenten
Baumesind.

2.21Lemma (Endedkenin Baumen)

Eine Endecle einesGraphenG = (V,E) ist eine Ecke x € V mit d(x) = 1. JederBaumT = (V,E) mit
|V| > 2 enttalt mindesten® Endeclen.

Beweis SeiP =v;...y einlangsteeg in T. Angenommeresexistierteinv € V sodalBwyv € E. Dann
istvé {vi,...,w_2} daausv=y; fureini € {1,...,k— 2} folgt v ... wV; ist einKreis. AuRBerdengilt auch
nichtv eV \ {vi,...,v} dain diesenFall vi ... vV ein Weg warederlangeralsP ist. Esfolgt alsov = vx_1
undsomitd(vk) = 1, womit vy eineEndecleist. Analogzeigtmandafv; ebenélls Endecleist.

¢
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2.22 Satz (Charakterisierungvon Baumen)

SeiG = (V,E) ein Graphmit |V| = nund|E| = m. FolgendeAussagersindaquialent:

(1) GisteinBaum

(2) Gistzusammentéingendundkreisfrei

(3) Gistzusammenangendundm=n-1

(4) Gistkreisfreiundm=n—-1

(5) zwischerzwei Eckenvon G existiert genauein Weg

(6) G istmaximalkreisfrei(d.hdurchHinzufugeneinerweiterenKanteentstehein Kreis)

(7) G ist minimal zusammenéngendd.h durch HerausnehmeninerKantezerfallt G in zwei Kompo-
nenten)

Beweis UblicherweisaverdenBeweisedieserArt gefuhrtdaRmanzeigt(1) = (2) = (3) = (4)
(6) = (7) = (1). Hier bietetessichjedochan,zu zeigenda3(2) < (1) = (3) = (4) = (5) = (6)
2

(2) & (1) folgt unmittelbarausderDefinition von BaumenWir zeigendeshaltmur exemplarisch(1) = (3)
(perInduktioniibern).

Induktionsandng:Firn=2giltm=1=2—-1=n-1.

Induktionsschluf3Sein > 2 und fur alle BaumeT’ = (V/,E’) mit [V/| = n gelte|[E’| = [V/| - 1. Sei T =
(V,E) einBaummit |V| = n+ 1 undx eineEndecle von G (eineEndecle existiertnachLemma2.21).G —
x:= G[V \ {x}] ist ein Baummit genaun Eckenundsomitgilt nachinduktionswraussetzunge (G — x)| =
n— 1. DurchHinzufiigenvon x zu G — x wird auchgenaueineKantezu G — x hinzugefigt (d(x) = 1) und
somitgilt [E(G)| = |[E(G—X)|+1=(n—1)+1=(n+1)-1

¢

2.23Definition (Wurzelbaum)

Ein ,Wurzelbaum'T = (V,E) ist ein Baumin demeineEckew € V alsWurzelausgezeichnést.

SeiT = (V,E) ein Wurzelbaunmit Wurzelw undx eineEckevonT.
e JedeEcke y auf demWeg von w nachx heif3t, Vorgangervon x* (esexistiert genauein Weg von w
nachx, daT ein Baumist).
e Isty Vorgangemwonx undist x # y, soheifdty ,Nachfolgervon x“.

e Ist y Nachfolgervon x und gilt yx € E, so hei3ty ,,unmittelbarerNachfolgervon x* und x heif3t
~unmittelbareNorgangenon y".

e Ein ,geordneteBaum“ist ein Wurzelbaumin demfiir die unmittelbarerNachfolgerjederEcke eine
Ordnungfestagelagt ist.
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2.24Definition (Tiefe)

Die Tiefe depth(T) einesWurzelbaumed ist die maximaleLangeeinesWegesvon der Wurzel zu einer
Endecle.

Ein WurzelbaumT mit derTiefet heil3t,balanciert‘wennjederWeg von einerEndecle zu derWurzel die
Langet odert — 1 hat.

Beispiel Ein FulZballturniemit 7 Mannschaften

Finale
Halbfinale

Viertelfinale
1 2 3 4 5 6

Ein balancierteBaumderTiefe 3

2.25Definition (binarer Baum)
Ein Wurzelbaumheif3t, binarerBaum*“ wennjede Ecke htchstenszwei unmittelbareNachfolgerhat. Ein

balanciertetbinarerBaumin demjede Ecke entwederkeine oder 2 Nachfolgerhat, heif3t, vollstandiger
binarerBaum®.

2.26Satz(Anzahlder Eckenin binaren Baumen)

SeiT = (V,E) einbinarerBaummit Tiefet und |V| = n. Danngilt
t+l<n< 2%t 1
Beweis Seipk := AnzahlderEckendie vonderWurzeldie Entfernungk haben Es gilt Ztk=o pkx =n. Da

fur binareBaumeweiterhingilt 1 < px < 2px-1V1 <k <tundpo=1,folgt 3 _o1 < St o Pk < Sheo 2Pk
undsomitt+1<n< 2411,

¢

2.27Folgerung (Tiefe von binaren Baumen)

SeiT = (V,E) einbinarerWurzelbaunmit Tiefet und|V| = n. Danngilt

t> ’Vlgz %1-‘

Beweis Ubung

2.28Definition (GerlisteinesGraphen)

Ein TeilgraphT eineszusammenéingendeiGraphenG heildt,Geristvon T* (oderspannendeBaumoder
Baumfktor)wennT ein BaumistundV (T) =V(G).
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Beispiel

Ein Graphund?2 seinerGeriste

2.29Satz (Existenzvon Geriisten)

Jederzusammenéngendd&sraphentralt ein Gerist.

Beweis SeiG = (V,E) einzusammenéingendetraph.

Enthalt G keinenKreis, dannist T ein Baum.SetzteT = G. T ist ein Baummit V(T) = V(G), alsoist T
ein Gerlistvon G.

Enthalt G eine Kreis dann entferneaus einemKreis C = vpv1... Vo eine beliebigeKante, z.B G' =
(V,E\{vi}). G ist dannimmer nochzusammenéngendda alle Wege die v; als Kannteenthalteniiber
Vit1-..WVo...Vi—1 umgelenktwerdenkdnnen.Wiederholtman diesesEntfernenso langebis kein Kreis
mehr enthaltenist, soist der resultierendeGraphein Baum der ausallen Ecken von G bestehtalsoein
Gelrustvon G.

¢

Algorithmus 1 Breitensuch€BFS: Breadth-First-Search)

\% v
o’ o’
Graph Gerlst Breitensuche

Algorithmus 2 Tiefensuch€DFS: Depth-First-Search)
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V1
V2 V3 V4
V5 VG
'v7 'v7 Vs
Graph Gertst Tiefensuche

BeideAlgorithmenhabenLaufzeitO(|V |+ |E|)

Im Computebenutztmanauchgerneein andereDarstellungzon Graphendie Darstellungals Adjazenzli-
ste.

1 [of~{2]F~{3]F~{4]¢]

2 [of-{1]e4~3]4~{5]}+{6]¢]
3

4

5

6

\l
7]
o]
]

| Adjazenzmatrix|  Adjazenzliste
Speichererbrauch O(IV[?) O(IV|+|E|)
Testobxye E O(1) O(min{d(x),d(y)})
Bestimmenvon N(x) Oo(|V)) O(d(x))

Tabelle5: Komplexitatvon Graphenoperationen

2.30Satz (Cayleys Tree Formula)

SeiG einvollstandigemarkierterGraphmit n > 2 Ecken.DannbesitztG n"~2 verschiedeiGeriiste.

Beweis folgt
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2.4Matching in Graphen

2.31Definition (Matching)

SeiG = (V, E) ein Graph.Ein ,Matchingvon G* ist eineKantenmeng® C E mit Vk; Zkz € M : V(kg) N
V(k2) =0, d.h.M ist eineKantenmengén derkeinezwei Kanteninzidentsind.

e Ein MatchingM von G heif3t,maximalesMatching”, wennesin G kein MatchingM’ gibt mit M C
M’

e Ein MatchingM von G heif3t,Maximum-Matching“wennesin G kein MatchingM’ gibt mit [M| <
M.

e Ein MatchingM von G heil3t, perfektesMatching“wennV (M) = V(G).

2.32Beispiel

2.33Bemerkung

1) JedegerfekteMatchingist ein Maximum-Matching.

2) FurjedesMatchingM gilt [V(M)| = 2|M|.

3) FurjedesperfektesMatchingM von G gilt 2|M| =V(G).
4) G hateinperfektesMatching=- V(G) ist gerade

2.34Bemerkung (bipartite Graphen)

Ein GraphG = (V, E) heilt,bipartit* wennmanV soin zweidisjunkteTeilmengerA undB zerleggenkann,
daRG[A] und G[B] Nullgraphensind.

e AundB heiRenPartitionsmengen.

¢ EinvollstandigerbipartiterGraphKpq ist einbipartiterGraphG = (Aw B, E) mit |A| = p, |B| = qund
VxeA:VyeB:xyeE.

2.35Beispiel

Grafikenfehlen.

2.36Satz (Bipartitat und Kreise)

Ein GraphG ist genaudannbipartitwennG keineKreiseungeradet angehat.
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Beweis SeiG = (AWB,E) einbipartiterGraphmit einemKreisungeradet angeC = (vg...vaVvo). Wei-
terhingelte(0.B.d.A.)vp € A.

Vi UndVi4 1(mod2k+1) kdnnennichtin derselbenPartitionsmengeein,davi undvi i(mod2k+1) adjazensind,
derdurchdiesePartitionsmengénduzierteTeilgraphwarealsokein Nullgraph.Somitgilt:

VWEA = V1€B
= VWeA
=

Vok-1 € B
Vo € A
= WEB

ST

wasoffensichtlichein Widerspruchist. Ein bipartiter GraphkannalsokeinenKreis ungeradet angeent-
halten.

SeinunG = (V, E) ein GraphohneKreiseungeradet angemit a € V. Definiere

A := {veV|derkiirzesteNeg vonv nacha hatgeradd_ange
B := {veV|derkirzesteNeg vonv nacha hatungeradd.ange

Offensichtlichgilt ANB=0undAUB =V, somitgeriigteszu zeigen:

ViEAAVEA = v EE
ViEBAWLEB = wviwné¢E
Angenommeresgibt eineKanteuv e E mit u € A undv € A. SeidannP,, ein kiirzesteWWeg von a nach

u und W,y ein kiirzesterWeg von a nachv. Fernerseiy die letzte gemeinsamd=cke von Py, und Why,
(Pau = Pay+ Pyu, Wav = Pay+W,y wie in Abbildung7) Bezeichnetandie LangeeinesWegesW mit L(W),

u
Py,

a y g

‘ """ Pay‘
Wy\',' %

Abbildung 7: KurzesteWege
sogilt:
L(Pau) + L(Way) = 2L(Pay) + L(Ryu) +L(Wy)

L(Pau) + L(Way) ist nachKonstruktiongerade ebensaist 2L (Pay) gerade. DemnachmuBauchL(R,y) +
L(Wy) geradesein.R,,+ W, + uvbildetdannabereinenKreis ungeradet. ange Da solcheaberin G nach
Voraussetzungichtexistierenist uv ¢ E. G ist alsoein bipartiterGraphmit Partitionsmenge undB.

¢

2.37Satz(Matchingsin bipartiten Graphen)

SeiG = (AW B, E) einbipartiterGraph.G besitztein MatchingM mit M| = |A| genaudannwennvVSC A:
IN(S)[ <S8

Beweis fehlt
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2.38Folgerung

SeiG = (AW B,E) einr-regularerbipartiterGraphmit r > 1, soenthalt G ein perfektesMatching.

Beweis Esgilt |A| = |B|, sovie VSC A: |N(S)| > |S. Aus Satz2.37folgt danndie Behauptung.

2.39Folgerung

Ein r-regularerbipartiterGraphlafdtsichin r kantendisjunkteerfekteMatchingszerlegen.

Beweis sukzessiesAnwendenvon Folgerung?2.38

2.40Definition (Multipartite Graphen)

Ein GraphG = (V,E) heil3t, k-partit* (allgemeinauch, multipartit), wennmanV soin k disjunkteTeil-
mengerVy,..., Vi zerlggenkann,dalRG V] furi € {1,...,k} Nullgraphensind.

2.5Hamilton Graphen
2.41Definition (Hamiltonkreis, Hamilton-Weg)
SeiG = (V,E) ein Graph.

e Ein ,Hamiltonkreis“ist ein Kreis C mit V(C) = V(G). Ein Graphder einenHamiltonkreisenttalt
heil3t,hamiltonscheGraph®.

e Ein ,Hamilton-Weg"“ ist ein Weg W mit V(W) = V(G). Ein Graphder einenHamilton-W\eg enttalt
heil3t, semi-hamiltonscheGraph”

2.42Beispiel

1) Ky isthamiltonschurn > 2.
2) Dgypist hamiltonsch.

3) DerPeterson-Grapist nicht hamiltonschabersemi-hamiltonsch.

2.43Satz (notwendigeBedingungfur hamiltonsde Graphen)

SeiG = (V,E) einhamiltonscheGraph.Danngilt fur jedenichtleereMengeSC V

K(G-9 <Y
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Beweis Ist G selbstein Kreis, so erhalt man einenWeg durch Herausnehmeeiner Ecke. Sukzessies
HerausnehmemveitererEcken erhoht die Anzahl der Komponenterjeweils hochstenaum 1 (pro Ecke).
Entferntmanalso p Ecken,soerhalt manhdchstengp Komponenten.

Ist G kein Kreis, soist die Anzahl der erhaltenerkKomponentersogarnochgeringer daes mehrKanten
gibt, die denGrapherzusammenhalten.

¢

2.44Satz(Lemmavon Ore, 1960)

SeiG = (V,E) ein Graphmit |V| = n. Fernerseienu undv zwei nicht adjazenté&eckenvon G mit d(u) +
d(v) > n. Danngilt
G ist hamiltonsch< G+ uvist hamiltonsch

Beweis =" trivial (durchHinzufigenvon Kantenzu einemhamiltonscherGraphengehtder Hamil-
tonkreisnichtverloren)

<" Existiertein Hamiltonkreisvon G der nicht die Kanteuv enthalt, soist offensichtlichauchG hamil-
tonsch.

Da jedochG + uv hamiltonschist existiert in G ein Hamilton-Weg (u, X1, ...,%n—2,V). SeinunS:= {i €
{1,...,n=3}ux+1 € E}undT :={i€ {1,...,n—=3}|xve E}. Wegenl < |§ <n—3und1<|T|<n-3
undd(u) +d(v) > ngilt SNT # 0. Also existiertein p € {1,...,n— 3} mit uxp+1 € E undxyv € E. Dann
istaberauch(u, Xy, ... Xp,V,Xn—2, ... Xp+1, U) ein Hamiltonkreis.

¢

2.45Folgerung (hinreichendeBedingungfur hamiltonsde Graphen)

SeiG = (V,E) ein Graphmit [V| = n > 3 in demfir alle Eckenu undv gilt d(u) +d(v) > n, soist G
hamiltonsch.

Beweis NachSatz2.44kannmanzudemGraphenG Kantenhinzufigenohnedabeizu verandernob der
resultierendé&raphhamiltonschst odernicht. Man fiigt Kantensolangehinzu bis dervollstandigeGraph
K entstanderist, welcheroffensichtlichhamiltonschst.

2.46Folgerung (Dirac, 1052)

SeiG = (V,E) einGraphmit |[V| = nundd(v) > Vv e V. Dannist G hamiltonsch.

Beweis Wegend(v) > SVveV gilt auchfir Yu# v: d(u) + d(v) > 5 + 5 = nwomit die Voraussetzungen
von Folgerung2.45erfillt sind.

2.47Bemerkung

1) EinebekannteAnwendungist dasTravelling SalesmarProblem(TSP).Darin gehtesdarumin einem
gewichtetenGrapher(ein Graphin demdie Kantenmit Kostenbelegt sind)einengiinstigsterHamiltonkreis
zu finden. TSP berbtigt exponentielleLaufzeit, es existierenjedocheffiziente Heuristiken die zwar nicht
unbedingtdenbestendennochabereinenrechtpreiswerterHamiltonkreisfinden.

1Der Beweis derVorlesungging etwasandersdenhabich abernicht verstanden
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2) DasEntscheidungsproblewb ein GrapheinenHamiltonkreisenthalt ist NP-wollstandig,dasheif3tes
kannin polynomiellerZeit entschiedemwerdenob ein Losungskandidatin diesemFall eine Folge von
Ecken) ein korrekteLosungist (alsoein Hamiltonkreis),eine korrekteLdsungkannallerdingsnachdem
gegenwartigenStandder Forschungn polynomiellerZeit nicht gefunderwerden.

2.6 EulerscheGraphen

EulerscheGrapher{undGrapheniberhauptjvurdendurchdasvon LeonardEuleraufgevorfeneK onigsbeger

Bruckenprobleninspiriert.

Abbildung8: KdnigsbegerBriickenproblem

Esgehtdarum,einenWeg durchKdnigsbeg zu findenbei demjedeBriicke genauein mal iberquertvird,
sodalRmanamEndedort herauskmmtwo manseineReisebegonnerhat.

2.48Definition (Kantenfolge, Kantenzug,Eulertour)

SeiG = (V, E) ein zusammenangendeGraph.

e EineFolgeXxgy...xx mitVO<i<k:x eV undV0<i < k:xx+1 € E heil3t,KantenfolgederLange
ke,

e EineKantenfolgeauspaarweiseserschiedeneKantenheif3t,Kantenzug*
e EineKantenzugZ mit E(Z) = E(G) heil3t,eulerscheKantenzug*

e Ein geschlossenaulerscheKantenzugd.h. ein eulerscheKantenzuggoxi . . . Xk mit xg = x) heif3t
»Eulertour”

2.49Definition (semi-eulersher Graph, eulersder Graph)

SeiG = (V,E) einzusammen&ngendeGraphmit [V| > 2.

e G heil’t,semi-eulerscheGraph“falls G eineneulerscheiKantenzugenthalt.

e G heil3t,eulerscheGraph“falls G eineEulertourenttalt.

2.50Beispiel
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2.51 Satz (hinreichendeund notwendigeBedingungfur Eulertouren)

SeiG = (V,E) einzusammen&ngendeGraphmit [V| > 2. Danngilt

Gisteulersch& JedeEckevon G hatgeraderGrad

Beweis:

»="1 Existiertin G eineEcke x € V mit ungeradentGrad,somuRRdieseEcke auf der Eulertourungerade
oft besuchtverden.Seiz.B.d(x) = 3. EineEulertourenttalt eineKantenfolgeypxy; . . . y2x. Die Kantenypx,
y1x undysx wurdenallerdingsschonbenutztundesgibt keineM dglichkeit mehrdie Startecle zu erreichen.

.<" Seiz=Xg...X einlangsteiKantenzugn G.

JedesAuftauchenvon Xp in z (auleram Anfangund am Endeder Kantenfolge)liefert zum Grad von xg
denBeitrag2: Ist Xixoxj+1 Teil von z, sosind xjXp € E sawie xgX+1 € E inzidentmit xg. Beziehtmandas
Auftauchenvon xg am Anfangder Kantenfolgemit ein, so erhélt maneineungeradeAnzahlvon Kanten,
die von xg ausgehenDa der Gradvon xg jedochgeradeist, muiRteeine Ecke x_; existierensodalzZ =
X_1Xp... Xk eineKantenfolgein G ist. Diesewarelangeralsz, alsogilt xg = k.

Da obigesfirr jedenStartpunkteinerlangsterKantenfolgegilt, missermit z alle Kantendurchlaufenwor-
densein.Die Kantenfolgez ist alsoeine Eulertour

¢

Eulerzeigte1736nur die Implikation ,=", dervollstandigeBeweiswurdevon Hierhdlzer1873niedege-
schrieben.

2.52Folgerung

Ein zusammenangendeGraphG = (V,E) mit [V| > 2 ist semi-eulersclyenaudannwennG keineoder
genawzwei Eckenmit ungeradentradbesitzt.

2.53Bemerkung

o Esexistiert ein effizienter Algorithmusum in einemeulerscherGraphenG = (V, E) eineEulertour
zufinden(Fleury Algorithmus,Komplexitat: O(E)).

¢ Eine Anwendungst dasChinesischdrieftragerproblemDabeiwird versucht in einembewerteten
(d.h.die Kantensindmit Kostenbelegt) zusammenéingenderaphereinegeschlosseniéantenfol-

gemit minimalenKostenzu finden.Als ersterbefal3tesichderchinesischdiathematiler Kuan1962
mit diesemProblem.

2.7Planare Graphen

PlanareGrapherkdnnernsoaufeine2-dimensional&beneprojiziertwerdendalRsichkeineKanteniuberschneiden.
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2.54Definition (planarer Graph, Landkarte, Gebiet)

SeiG = (V,E) ein Graph.
e G heiRteinbettbarin R? genaudannwenneseineinjektive Abbildung ¢ : V — R? undeine Abbil-
dung¢’ : E — J:= {bild(e)|e: [0,1] — R? stetig injektiv} gibt, sodal

— Yuve E: ¢’(uv) =hild(e) = ¢(u) = e(0) Ad(v) = (1), d.h.jedeKantewird durch¢’ aufeinen
Jordanbogeim IR? abgebildetJ ist die Mengealler Jordankigen.

— Yuve E : Ywx# uv: ¢'(uv) nd’'(wx) = d({u,v} N {w,x}), d.h. die Jordanksgenvon je zwei
verschiedeneKantensindbis auf eventuellgemeinsameEckendisjunkt.

e G heiltplanarwennG in R? einbettbaiist.

e Eine EinbettungeinesplanarenGraphenG in R? heiRtebenerGraph oder Landkarte(in Zeichen

(G,0,9").
e Die Zusammenhangsknponetenvon R?|Je.e ¢’ (€) heiRenGebieteoderLandervon (G, ,¢').

e Die AnzahlderLandereinesebenerGraphenG wird mit I (G) bezeichnet.

2.55Satz (Eulersdche Polyederbrmel, 1752)
SeiG = (V, E) einzusammenéangenderebeneiGraph.Danngilt:

I(G) = |E|— V| +2

Beweis: Induktioniberm= |E|. NachFolgerung2.17gilt m> |V|— 1. Esgeriigtalso,|V| — 1 alsInduk-
tionsanfingzu wahlen.

Seim=|V|-1:
G ist einBaumundesgilt

I(G) = 1
= —-142
= |V|=-|V|-1+2
= (VMI-1)-V[+2
= |E|-|V|+2

Seim>V undl(G) = |E| — V| + 2firr alle zusammenéngenderbenerGraphermit m(G) < m:

Aus G zshg.und |E| > |V| folgt mit Satz2.22: G enthalt mindestensinenKreis C. Seie €
E(C) eineKantediesexKreises.Danngilt |E(G — €)| = m und nachInduktionswraussetzung
[(G—€) = m—|V|+ 2. DurchEntfernenderKantee ausG verschmelzeaweiLandervon G
zueinemLandvon G — e. Esfolgt

I(G) = I(G—e¢)+1
m—[V|+2+1
m+1-V|+2
|E[—|V]|+2
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2.56 Satz (hotwendigeBedingungfir planare Graphen)

In jedemplanarerGrapherG = (V,E) mit |V| > 3 gilt

E|<3-V|-6

Beweis: SeiG 0.B.d.Ain R? eingebettetDie MengederLandervon G seimit L bezeichnet.

Jeded andwird von mindesten8 Kantenbegrenzt.JedeKanteteilt hochstengwei Lander Esfolgt
3L < 2/
2
= ZIEl > 1(©)=E|-|V|+2

=|E| < 3|V|-6

2.57Beispiel

1) Der vollstandigeGraphKs ist nicht planar dennesgilt |E(Ks)| = ( g ) =10>9=3.-5-6=
3-|V(Ks)| — 6.

2) DervollstandigbipariterGraphKs 3 ist nicht planar dennKs 3 besitztkeineKreisederLange3 undfir
solcheGraphemilt |E| < 2- V| —4.

2.58Definition (Unterteilungsgraph)

SeiG = (V,E) ein Graphunde = ab € E eineKantevon G. Man sagt,e wird unterteilt’, wennmanzu G
eineneuEcke x hinzufugtunddie Kantee durchzwei neueKantenax undbx ersetzt.

Ein GraphH hei3tUnterteilungsgaphvon G, wennmanH ausG durchUnterteilenvon Kantengewinnen
kann.

2.59Satz (Satzvon Kuratowski, 1930)

Ein GraphG ist genaudannplanarwenner keinenUnterteilungsgraphevon Ks undkeinenUnterteilungs-
graphervon Kz 3 als Teilgrapherenttalt.

2.60Definition (Farbung)

SeiG eineLandkartemit LandernL.

e Zwei verschiedené anderF; und F, heil3enbenadbart, wenneseine Kantegibt die savohl zum
Randvon F; alsauchzumRandvon F, getirt.
e EineAbbildungh: L — {1,2,...,p} sodafl}
FibenachbarzuF, = h(F1) # h(Fz)

heiRtFarbungvon G oder p-Farbungvon G. ExistierteinesolcheAbbildung,solaldtsichdie Land-
karteG mit p Farbenfarben.
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2.61Beispiel

2.62Satz (Vierfarbenvermutung, Guthrie 1852)

Jedelandkartdaltsich mit vier Farbenfarben.

Beweis: N.Robertsoret.al.1997

2.63Bemerkung

1) Bei AnwendungplanarerGraphenin derInformatik stehtderalgorithmischeAspektim Vordegrund.
Esgibt Verfahren,die in O(|V| + |E|) testenob ein GraphG = (V,E) planarist, und diesenauchin R?
einbetten.

2) NebenFarbungvon Landerngibt esauchdie Problemeder Eckenfarbungund derKantenfrbung.

3) JederGraphlaRtsichin R einbetten.

2.8Digraphen

2.64Definition (Digraph)

Ein DigraphD = (V, A) bestehtauseinernicht-leererMengevon EckenV (ausdemenglischen;vertex")
undeinerMengevon BogenA C V x V (ausdemenglischen;arc").

Auch Digraphenkdnnenim allgemeinenMehrfachkanterund Schlingenenthalten.In dieserVorlesung
werdenjedochnur schlichteDigraphenbetrachtetd.h. DigraphenohneMehrfachkanterund Schlingen.

2.65Definition (Weg, Kreis, Kantenfolge, Kantenzug,Nachbarsdaft, Eckengrad)
SeiD = (V,A) ein Digraph.

e D' = (V' A) heil’tTeildigraphvon D, wennV’' CV undA' C AN (V' xV'). In Zeichen:D’ C D.

e Ein TeildigraphD’ = (V',A’) heiBtvonV’ induzierterTeildigraph,wennA’' = AN (V' xV’). In Zei-
chen:D’ = D[V']

e EineFolgeF =xg...Xp vonEckenmit VO <i < p: XXi+1 € A heil3torientierteKantenfolg.

e EineorientierteKantenfolgeauspaarweisererschiedeneiantenheif3torientierterKantenzug
e Ein orientierterKantenzugauspaarweisererschiedenefckenheil3torientierter Weg.

o EineorientierteKantenfolgeF = Xo...Xp mit X = X, heilRtgesdlolReneorientierteKantenfolg.
o Ein orientierterKantenzug- = Xo. .. Xp Mit Xp = X heilRtgesdlolRenemrientierter Kantenzug

o EinorientierteWeg F = xg...Xp Mit Xg = Xp heil3torientierterKreis.
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Ein geschloBenesrientierterKantenzu§ = xo. .. X mit A(F) = A(D) heil3tEulertourin D.

Ein orientiertetWeg F = xo...Xp mit V(F) = V(D) heif3thamiltons&ierWeg in D.

Ein orientierterKreis F = Xg...Xp mit V(F) =V (D) heiRthamiltonsterKreisin D.

Fir x € V definiertman

— N*(x) := {y € V|xy € A} heiBtpositiveNachbarschaft von x. Die Elementevon N*(x) heil3en
positiveNachbarnvon x.

— N7(x) := {y € V|yx € A} heilstnegativeNachbarschaftvon x. Die Elementevon N~ (x) hei3en
negativeNachbarnvon x.

— d*(x) := [NT(x)| heiBtAussengad von x. 87 (D) := min{d* (x)|x € V} heifftminimalerAus-
sengradronD. AT (D) := max{d*(x)|x € V} heiBtmaximalerAussengradon D.

— d=(x) :=|N~(x)| heiBtinnengiad von x.6~ (D) := min{d~(x)|x € V} heitminimalerinnen-
gradvon D. A=(D) := max{d— (x)|x € V} heiltmaximalerinnengradvon D.

e DerGraphG = (V,E) mitV =V(D) undE = {{x,y} € 02(V)|xy € A} hei3tunteigeordneterGraph
vonD. In ZeichenG = G(D).

2.66Definition (starker Zusammenhang)

SeiG = (V,A) ein Digraph.

Einestarke ZusammenhangskiponentgonD ist einmaximalerTeildigraphH vonD, sodafiin H fur zwei
beliebigeverschieden&cken(x,y) € V(H) x V(H) einorientierteMeg von x nachy existiert. Ein Digraph
derauseinereinzigenstarkzusammenéngendefKomponentdestehheildtstark zusammerdmgend

2.67Definition (Turnier)

Ein Digraphin demzwischerje zwei Eckengenauein Bogenexistiertheil3tTurnier. Ein Turnierausgenau
n Eckenheifdtn-Turnier(in ZeichenT,).

2.68Satz (hamiltonsdhe Wegein Turnieren)
JededTurnierbesitzteinenorientierterhamiltonscheweg.

Beweis: SeiT, einTurniermit [angstenorientiertenWeg W = xg ... . Xk

Istk < n, soexistiertx € V(T,) \ V(W). DaT, ein Trunierist, existierteini € {1,...k— 1} sodaf3(x,x) €
A(Tn) und (x,%) € A(Ty). Dannist aberxs ... xxx+1...X ein langererWeg alsW. Es gilt alsoV(Ty) \
V(W) = 0 undsomitV(Ty) = V(W). W ist alsoein hamiltonschekVeg.

¢

2.69Satz (Kreisein starkzusammenkngendenTurnieren)

Ist Ty ein starkzusammenéngendeJurnier, soliegt jedeEcke von T, aufeinemp-KreisVp € {3...n}.

Beweis: Vollstandigelnduktioniberp
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2.70Bemerkung

JedeRelationauf einerendlicherMengeinduzierteinenDigraphen.



AlgebraischeStruktur en

In diesermKapitelwerdenwie in derLinearenAlgebra,Korper, Ringe,Gruppengtc.vorgestelltallerdings
in einerumgelehrterReihenfolge.

3.1UniverselleAlgebren

Allgemeinist einerAlgebraein Mengeauf der Operationerdefiniertsind.

3.1 Definition (Operation,Stelligkeit)

SeiM eineMenge.

e Eine Abbildung f : M" — M heif3t,n-stellige Operationauf M* oderauch,n-stelligerOperatorauf
M*.

e 5(f) :=nheildt,Stelligkeit von *.

e Eine zweistelligeOperationf : M x M — M heitauch,Verknipfungauf M“ (englisch:,binary
operation").

3.2 Definition (Algebra, Signatur)

SeiM eineMengeundfiri € | sei f; einen;-stelligeOperationauf M.
e (M, (f)iel) heil3t,universelleAlgebravom Typ (nj)ie “.
e (n)iel heilt,SignaturderAlgebra(M, (fi)ie)*.
3.3Beispiel

1) Die boolscheAlgebra({T,F},(A,V,—)) ist eineruniverselleAlgebramit Signatur(2,2,1).

X1 | X2 || X1 A X2 | X1V X2 | X1 | X2

FIF] F F T T
FIT F T T | F
T|F|| F T F LT
T|IT| T T F | F

Tabelle6: Wahrheitstabelle

65
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2) Mit denublichenarithmetischerOperationerwie ,+“ und,-“ kdnnenfolgendeAlgebrendefiniert
werden:
hd (]Na+)' (]N7+7')
Za )
{xeN|Fne N:n?e N},:) = ({n’lne N},")
x=a y=b?= x-y=a?-b’=ab-ab=(ab)? also- :MxM = M

* (
(

({r?|n € N}, +) istkeineAlgebra,daz.B 22 + 3% = 13# x2¥x € N

3) SeiX eineendlicheMenge(einAlphabet)undX* :={(a;...an)|n € No,& € ZVi =1...n} eineformale
SpracheFernerseio : * x ¥* — *mit (a1...an) o (b1...by) = (@1...anb1 - .. by).

Dannist (2*,0) eineuniverselleAlgebra.

4) SeiU eineMengeundF(U) = {f : U — U} die Mengealler FunktionenvonU nachU. Fernerseio
die UiblicheKompositionvon Funktionen:( f o g)(x) = f(g(x))v¥x € U.

Dannist (F(U), o) eineuniverselleAlgebraaufF (U).
3.4 Definition (neutrale Elemente)

Sei(M,0) eine2-stelligeAlgebra.

e Ein Elemente € M heil3t, linksneutrale€lementfir denOperatoro” falls gilt Vae M : eca=a.
e Ein Elemente € M heildt,rechtsneutraleElementfir denOperator” fallsgilt Vae M :ace=a.

e Ein Elemente € M heil3t,neutrale€lementfiir denOperator*” fallse sowvohl links- alsauchrechts-
neutralist.
eoa=aoe=avVaeM

3.5Beispiel

Sei({b,c},0) eineuniverselleAlgebramit o definiertdurchTabelle7.

O T| o
O T|T
O T|O

Tabelle7: Wertetabelleson o

Esaqilt:
bob=bAcob=c= bistrechtsneutral
boc=DbAcoc=c= bistrechtsneutral

Wegenco b = cist ¢ nichtlinksneutral wegenbo ¢ = b ist b nichtlinksneutral.

3.6Lemma (Existenzund Eindeutigkeit neutraler Elemente)

Sei (M, o) eineuniverselleAlgebravom Typ (2). Ist c € M linksneutralundd € M rechtsneutralso gilt
¢ = d. Insbesondergilt: (M, o) enthalt hochsten®in neutraleElement.
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Beweis: _
clinksneutral == cod = d
- ¢ =c=d

d rechtsneutral == cod

Seiennune; unde; neutraleElementevon (M, o) beziglicho.

Dannistinsbesonderauche; linksneutral Ebensast e rechtsneutralund somite; = e.

3.7 Beispiel (Fortsetzungvon Beispiel3.3)

e (N,+) hatneutrale€Element0.
e (Z,-) hatneutraleElementl.

e (N,+,-) hatneutraleElemente) (beiglich +) und 1 (be4iglich-)

3.8Definition (inverseElemente)
Sei(M, o) eineuniverselleAlgebravom Typ (2) mit neutralemElemente.

e x € M heif3t,Linksinverses'vona e M fallsxoa=e.
e x € M heildt,Rechtsinersesvona e M fallsaox=e.

e x € M heif3t,Inverses‘vona € M falls x Links- undRechtsinerses/on aist.

Aufgabe: EindeutigleitvonInversen.

3.9 Definition (Halbgruppe)

Eine universelleAlgebraA = (M, o) vom Typ (2) heif3t,Halbgruppe‘falls o assoziati ist, d.h Va,b,c €
M:(aocbh)oc=ao(boc).

Beispiel: (Z*,0) ausBeispiel3.3ist eineHalbgruppe.

3.10Definition (Monoid)
Ein ,Monoid“ A = (M, o) ist eineuniverselleAlgebravom Typ (2) mit

M1: (M, o) ist eineHalbgruppe(d.h. o ist assoziatr)

M2: (M, o) hatein neutrale€lement

3.11Definition (Gruppe)
Eine, Gruppe"“ist eineuniverselleAlgebravom Typ (2) mit

G1: (M, o) ist eineHalbgruppe(d.h. o ist assoziatr)
G2: (M, 0) hatein neutrale€lement

G3: Zujedema € M existierteininverseslementin M
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3.12Definition (abelste Algebren)

EineHalbgruppgMonoid, Gruppe, ..) (M, o) hei3t,abelsch*falls o kommutatv ist, d.h.wennvVa,b e M :
aob=boa

3.13Definition (Ring)

Ein ,Ring" ist eineuniverselleAlgebraA = (M, ®,®) vom Typ (2,2) mit

R1: (M, ®) ist eineabelsché&ruppe(dasneutraleElementdieserGruppewird mit ,0“ bezeichnet).
R2: (M, ®) ist ein Monoid (dasneutraleElementdiesesMonoidswird mit ,1“ bezeichnet).
R3: EsgeltenfolgendeDistributivgesetze:

(bedc)va = (bea)e(coa)
ao(bec) = (acb)e(acc)

3.14Definition (Korper)

Ein ,Korper“ist eineuniverselleAlgebraA = (M, ®,®) vom Typ (2, 2) mit

K1: (M, ®) ist eineabelsche&sruppe(dasneutraleElementdieserGruppewird mit ,0“ bezeichnet)

K2: (M\ {0},®) ist eineabelsch&sruppe(dasneutraleElementdieserGruppewird mit ,,1* be-
zeichnet)

K3: Esgilt dasDistributivgeseta® (b&c) = (a®b) + (a® )

Beispiel: (Q,+,), (R,+,-) und(C,+,-) sindKdrpet

3.15Definition (boolste Algebra)

Eine,boolscheAlgebra“ist eineuniverselleAlgebraA = (M, ®, ®,—) vom Typ (2,2,1) mit

B1: (M, ®) ist ein abelsche#lonoid (mit neutralemElement0)
B2: (M, ®) ist eineabelsche#lonoid (mit neutralenElementl)
B3: VaeM:a®d(-a)=1

VaeM:a®(-a)=0

B4: a® (boc)=(acb)®(adCc)
ad(boc)=(adb)®(adC)

3.16Beispiel

1) (Z,+,-) isteinkommutatverRing,d.h.(Z,+,-) isteinRingundesgilt Va,be Z :a-b=b-a
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2) SeiK einKorper

e KX :={Sh_oaxn€ No,Vi=1...n: & € K} ist einkommutatver Ring (Polynomring)
e K[X]:={SroaxX|Vi=1...n: g € K} ist einkommutatver Ring (sieheauchSatz1.32)

aix -+ an
o KMxN:— oo, V1<i,j<n:aj€K pisteinRing.Furn> listdieserRingnicht

dnl °***  dnn
kommutatv.

3) Q,RundC sindKorper

4) DerkleinsteRing bestehtediglich ausderNull. ({0},®,®) isteinRingmit® =@ und1=0.
Der kleinsteKorperist ({0,1},®,®) definiertdurchTabelle8. DieseKdrperwird mit I, bezeichnet.

Tabelle8: Multiplikations- und Additionstabelleir ({0,1},®,®)

P PP O O|X

Konvention: Sei(K,®,®) einKorper

DasneutraleElementbeziglich @ wird mit 0 bezeichnet.

DasneutraleElementbeziglich ® wird mit 1 bezeichnet.

DasinverseElementvona € K bedziglich @ wird mit —a bezeichnet.

DasinverseElementvona € K beziglich® wird mit a~1 bezeichnet.

3.2Unteralgebren, Homomorphismen,Kongruenzen

EsseiA= (A, (f)icl) eineAlgebravom Typ T = (n;)i¢ fur einelndexmengel .

3.17Definition (Unteralgéora)

U C A heil3t,Unteralgebrason A* (geschriebetd < A), falls die Operationer( fi)ic; in U abgeschlossen
sind,d.h.Viel : f(U") CU (anderggesagtvi € | : Vuz...up, €U : fi(U1,...,un) €U).

3.18Definition (Untergruppe, Teilring)
e SeiG = (G,) eineGruppe.
Eine,Untergruppevon G* ist eineUnteralgebrason G die eineGruppeist.

e SeiR=(R,®,®) einRing.
Ein ,Teilring von R ist eineUnteralgebrason R, die ein Ring ist.
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3.19Beispiel
1)

hd (Z7+7) < (Q7+7) < (]R,,+7) < (®7+7) SindTeilringeVOﬂ (®7+7)
e (Z,+) < (Q,+) < (R,+) < (C,+) sindUntegruppernvon (C, +)

2) SeizZ,:={0,...,n—1}und+,: N x N — Z, eineOperatiorauf Z, mit a+nb = a+ b(modn).

(Zn,+n) ist eine Gruppe,jedoch keine Untegruppevon Z. Gegerilber (Z,+) hat sich die Operation
geandert.

Beispiel:3+56 = 9(mod5) = 4 aber3+ 6=9.

3.20Lemma (Abgestilossenheitvon Unteralgebren beiglich Durchsdnitt)

SeiJ einelndexmengeundVj € J : U; < A, Danngilt

MU <A
jed

3.21Definition (erzeugteUnteralgebra)

SeiM eineTeilmengeeinerAlgebraA. Dannheif3t
My:= ) U
U<A mit MCU

die,,von M erzeugtdJnteralgebra“.

3.22Beispiel

1) SeiG=(G,®) eineGruppeundg € G.
(9):=({gh) ={dlie 7}

ist die von g erzeugtdJntemgruppe Dabeiist
i mal

——— .
go...0d fallsi >0
1 fallsi=0
gle...0g™! fallsi<0
~—_————

g:=

—imal
2) ({91,--,0n}) ={010...QgnlME No A Gi € {1,-..,0n, 07,07 1} Vi=1...m}

3.23Definition (Homomorphismus)

SeiemA= (A, (f))ic1) undA= (A, (f)iei) AlgebrenvomTyp T = (ny)ier . Ein , (Algebra-)Homomorptsmus*
isteineAbbildungd : A— AmitViel :Va;...an € A: fi(d(a1),...,0(@n)) = 0(fi(ar),..., fi(ay)). Die
Reihenfolgeder Anwendungvon f; bzw. f; und¢ ist alsobeliebig.Folgendezwei Rechnungemiisserfir
jedeOperatiorbei beliebigenOperandemlasgleicheErgebnisergeben:

e Operationaufdie OperanderanwendenanschlieBend aufdasErgebnisanwenden

¢ ¢ aufdie Operandemnwendenanschlielendie Operationauf denErgebnissemnwenden
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3.24Beispiel

1) SeiA=(A, (f ).€|) eineAlgebramit Unteralgebra’ < A. Fernerseiid : A' — A eine Abbildung mit
Vae A :id(a) =

id ist ein Algebrahomomorphismu®urchid wird A’ in A eingebettetZum Beispielwird soauch(N, +)
in (Z,+) eingebettet.

2) SeienA = (Z*,0) (sieheBeispiel3.3)undA = (No,+). Dannist ¢ : =* — No mit Yw e =* : ¢p(w) =
|[w|  einHomomorphismus.
~—~

Langevonw

3) SeiK einKorperV undW K-Vektoriaume(LA Definition 2.25)

¢ :V - W istHomomorphismus < ¢ istK —linear, d.h. YwweV :Va e K :

O(V+w) =0(v) +d(w)
O(—v) = —6(v)
¢(0)=0
¢(a-v) =a-o(v)

3.25Definition (IsomorphismusAutomorphismus)
SeienA = (A, (fi)ie1) undA = (A, (f)ic) Algebren

e Ein,Isomorphismus® : A — Aistein bijektiver Homomorphismus.

e AundA heien,isomorph“(in ZeichenA = ﬂ) genaudannwennein Isomorphismusp : A — A
existiert.

e Ein,Automorphismusist ein Isomorphismug : A — A.

3.26Beispiel
1) A:=(N,+),A:=({2nne N},+), dannist¢ : N — {2n|n € N}, n+~ 2n ein Isomorphismus.

2) A:=({xeRJx>0},-), A= (R,-), dannist ¢ : R* — IR, x — logx ein Isomorphismusyx,y € R™ :
~———

=Rt
log(x-y) = logx+ logy.

3) SeiA=({1,2,3},0) eineAlgebramit Vx,y € {1,2,3} : xoy=3und¢ : 1~ 2,2+ 1,3+ 3istein
Automorphismus.

3.27Lemma (Strukturerhaltung durch Isomorphismen)

Ein Isomorphismudildet neutraleElementeauf neutraleElementeab und inverseElementeauf inverse
Elemente
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3.28Lemma (Umkehralbildung von Isomorphismen)

Istp :A— Aein Isomorphismussoexistiert die Umkehrabbildungy—* : A— A. Die Umkehrabbildungst
ebenallsein Isomorphismus.

3.29Beispiel

BetrachteZ undeinm e N. Definiere~p, sodala ~m b < mja-b (d.h.a= b(modm)). Danngilt

Z :;{knﬂke Zlujml|ke Z}Ju...u{kn+(m+1)|ke Z}
~ ~ —_—

=[0l~m =[1om =m-1]~p,

Zim = {[O~m [Lrms---s[M=1p}
= 7/
= {[@~nlacZ}
= {{a+mizeZ}lacZ}
= {a+mZlaecZ}

3.30Definition (Kongruenzrelation)

SeiA= (A, (fi)ie) einAlgebravomTyp (n)ie . Eine, KongruenzrelationaufA ist eineAquivalenzrelation
fur diemit allenOperatoremlerAlgebravertraglichist,d.h.Vie | :ay ~ &),...,ay ~ a,’qi = f(ag,...,an) ~
f(ay,....ay)

3.31Beispiel

SeiG = (G,®) eineGruppeund ~ eineAquivalenzrelatiorauf G. Dannist ~ eineKongruenzyenaudann
wenna~a,b~b =acb~aob unda~t ~ (&)1

3.32Satz(Homomorphiesatz)

SeiA = (A, (fi)iel) ein Algebravom Typ T = (nj)iel und~ eineKongruenzrelatiomuf A.

1) Furjedesa€ Aheit[a]..:={a € Ajd ~a} ,,Aquivalenzklasse@ a“. Die Mengealler Aquivalenzklassen
A/~ = {[a]~|a€ A} isteineAlgebravomTyp T mit denOperationerf;([a1] . , - --,[an]..) := fi(a1,-..,an ).

. : A— A/simmit a— [a]. ist ein surjektver Homomorphismug$Epimorphismus).

2) Sei¢ : A— Bein Homomorphismuson A in eineAlgebraB. durcha~ & < ¢(a) ~ ¢(a') wird eine
Kongruenzrelatiomuf B definiertund ¢ (A) ist eineUnteralgebravon B.

P: A/~ — 0(A);[a — ¢(a) isteinlsomorphismus.

Beweis nachrechnen!
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3.33Beispiel

SeiK ein KdrperundV,W zweiK-Vektoriaume.Fernersei¢ : V — W eineK-lineareAbbildung (alsoein
Homomorphismus)Definiere~ durchv ~ V' :&< ¢(v) = ¢(V). Esgilt dann:

VeV e 0V =0()
& W)—(v) =0
& ¢(v=V)=0
& v—VeKemn(p) <V

alsoWv eV : [Vl =v+Kern$) und[0]. = Kern(¢).

3.3Ringeund Ideale

3.34Lemma
SeiReinRing. Esgilt
e YVacR:a-0=0-a=0
e YacR:VbeR:a-(—b)=(-a)-b=—(a-b)
e VaeR: —(—a)=a
e YaeR:VbeR: —(a+h)=(—a)+ (=)
e Fira+ (—b) benutztmanublicherweiselie schreibweisea — b"“.

Sei~ eineKongruenzrelatiomuf R. BetrachtedenTeilring [0]. := {a € Rja~ 0}

s a~d sa+(—d)~d+(-d)ea—ae[0.
Die Kongruenzrelation- ist alsodurch[0].. vollstandigbeschrieben.

e Seienu € [0]~, v € [0].. Danngilt

U~O0AV~0=>Uu+Vv~0=u+Vve [0~

3.35Definition (Ideal)
SeiR= (R, +,-) einRing.Ein Idealvon Rist eineMengel C Rfurdiegilt:
e Ocl

e aclAbel=a+belA(-a)el

e aclAuel=a-uelAu-ael

3.36Satz(Kongruenzrelationerund Ideale)

Ist ~ eineKongruenzrelatioaufeinemRing R, soist| =[0].. einldealvonR. Istumgelehrtl einldealvon
R, sowird durcha ~ & < a—a € | eineKongruenzrelatiowefiniert.Dabeigilt [0]. =1 und[a]. = a+]1.
SchreibweiseR/| oderauchR/ ~.
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Beweis: Ubung

3.37Satz(Hauptideale)

SeiR einkommutatver Ring mit d € R. Danngilt

e R-d:={a-d|ae R} istldealvonR (dasvond erzeugteHauptidea)

¢ R-d=R<« dinvertierbarin R

Beweis: Ubung

3.38Beispiel (vgl. Beispiel3.29)

SeiR= (Z,+,-) undm € N. Betrachtedie Kongruenzrelatior-,.
mZ ist IdealvonZ. 17, = 7.

Korvention:In einemkommutatvenRing schreibtmank-a:=a+...+a
N ——r’

k mal

3.39Beispiel

Behauptung: KeineganzeZahlderForm7+ n-8istdie Summevon 3 Quadratzahlen

Beweis: Angenommeresgilt z= 7+ n-8= a2+ b?+ ¢? fuir geeignete, b, ¢ € Z. BetrachtedenHomo-
morphismusp : Z — 8-Z mit z+— [Zg. Esqilt

¢(2)

0(a°) + o (b%) + ¢(c?)
= 0(@%+0(b)?+d(c)?
= [7s

x|0 1 2 3 45 6 7

In Zg gilt jedoch: |0 1 4 1 0 1 4 1

Quadratzahlesin somit0, 1 und4. 7 kannalsonicht die Summevon genaudrei Quadratzahlesein.

3.4Gol3ter gemeinsamerTeiler
UnterRingengibt esfolgendeSpezialisierungen:
Ringe D> kommutatie RingeD Integritatsbereich® Hauptidealringed EuklidischeRinge

NatirlicheZahlenp > 1 fur die 1 und p die einzigenpositiven Teiler sind nenntmanPrimzahlen

Istme N keinePrimzahl,sogibtespe N, g€ N sodalRl < p<g< mundm= p-g. Esgilt dann
[PIm-[@m=[P-AIm = [Mm=[0]m =0 € Zn

obwohl [p]m # 0 und[g]m # O.
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3.40Definition (Nullteiler, Integritatsbereit)

SeiR= (R +,-) ein kommutatver Ring. Gilt fuir02a€ Rund0# b e R a-b= 0, soheilena undb
Nullteiler.

Ein kommutatizer Ring ohneNullteiler hei3tintegritatsbeeich. In Integritatsbereichegilt die Implikation
a-b=0=>a=0vb=0.

3.41Beispiel

1. Z istein Integritatsbereich
2. Z[X ist ein Integritatsbereich
3. FurjedenKorperK sindK[x] undK][X]] Integritatsbereiche

4. Zsistkein Integritatsbereichdenn[2])4-[2]a=[4]4=[0]l4=0€ Za
Zg ist kein Integritatsbereichdenn[2]s - [3]g = [6]s = [0]s = 0 € Zs
Zm ist kein Integritatsbereictir jedesm daskeinePrimzabhlist.

3.42Definition (grofdtergemeinsamefeiler)
SeiR ein Integritatsbereich.

1. ab :&3ceR:c-a=b
~~
ateiltb

2. d € Rheil3tgroRtergemeinsamefeiler vona undb (in Zeichen:d € ggT(a, b)) wenngilt:
e dland|b
e clancb=c|d
3.43Bemerkung (Einheit)
SeiR= (R, +,-) einIntegritatsbereichu € R heitEinheitfallsu=! € R R* := {ue Ru~t e R}.

1. In Z sind1 und —1 Einheiten Esgilt ggT(4,10) = {2, -2}
2. Seiu € REinheitin R. Danngilt Va€ R: ujadenna=u-(u!-a)

3. d € ggT(a,b) undu e R* = u-d € ggT(a,b). Umgelehrtgilt auch:d,d’ € ggT(a,b) = Jue R* :d =
u-d’.

4. Nichtin jedemintegritatsbereiciB gilt Ya,b € IB: ggT(a,b) \ {1,—1} # 0.
3.5Eindeutige Primfaktor enzerlegung

WelcheEigenschaftemuf3ein Ring habendamitdie Primfaktorzerlgungeindeutigist?

3.44Definition (irreduzibel)

SeiR einIntegritatsbereiclund p € R, sodalRp # 0A p ¢ R*.

p heil3tirr eduzibelwenngilt
p=a-b=aeRVbeR
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3.45Beispiel

p € Zirreduzibel& p Primzahlv —p Primzahl

3.46Beispiel
Seil ={a+b-v/-3ja,be Z} C C

1. (1,+,-) istIntegritatsbereich
2. 17 ={1,-1}
3. |a|? = 4= a irreduzibel

4. 4=2-2=(1++/-3)-(1-+/—3) sindzweiverschieden®rimfaktorzerlgungerin |.

3.47Definition (eindeutigePrimfaktorzerlegung
SeiR einIntegritatsbereicha € R hateineeindeutige Primfaktoenzerlgunggenaudannwennausa = p1 -

cee'Pr=01-...-gs Mit p; € Rirreduzibelundg; € Rirreduzibelfolgt: r = sunmit geeignetetmsortierung
gilt g = y; - p; fury; € R*.

3.48Bemerkung

Hata € R eineeindeutigeZerlegungmsogilt a€ R\ ({0} UR¥), da

O=aj-...raq = di:a =0aber0Oistnichtirreduzibel
Riou=a-....a3 = l=a1-(U'-a-...-ap)
= @ € R" aberEinheitensindnichtirreduzibel

3.49Definition (Hauptidealring)

Ein Integritatsbereichin demjedesldealein Hauptideaist hei3tHauptidealring

3.50Satz (hinreichendeBedingungfur eindeutigePrimfaktor enzerlegung)

In einemHauptidealringR hatjdesa € R\ ({0} UR*) eineeindeutigePrimfaktorzerlgung.

Beweis: ohne

3.51Satz (Euklidischer Ring)

Ein euklidisther Ringist ein Integritatsbereiclin demeseineAbbildungd : R\ {0} — Ny gibt, sodal
Va,be Rb#0:3q,r e R:a=0q-b+rAd(r) < d(b)

Ein euklidischerRing (R, d) mit

heiRtNorm-euklidisber Ring
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3.52Folgerung

a ,fallsa>0

1. (Z,]]) istein euklidischeRing mit |a| = { “a fallsa<o -

2. SeiK ein KorperundR = (K[x],grad. Dannist R ein euklidischerRing. Esgilt z.B.x® + x®+ 1=
(2@ +x%) - (3 + 1) + (= 3x+1) undgrad - 3x+ 1) < grad 2x% + 1).

20ad®)  falls f #£ 0

0 fallsf=0 einNorm-euklidischer

3. SeiK einKodrper DannistR= (K[x],d) mitd(f) = {
Ring.

3.53Satz

In einemeuklidischerRing hatjedesa € R\ ({0} UR") eineeindeutigePrimfaktorzerlgung.

Beweis: JedereuklidischeRingist ein Hauptidealring.

3.54Folgerung

In Z hatjedesa € Z \ {—1,0,1} eineeindeutigePrimfaktorzerlgung.

Beweis: 7 ist euklidischerRing.

3.55Bemerkung (Fundamentalsataler Arithmetik)

Aus Folgerung3.54folgt derFundamentalsatder Arithmetik Jedes € N mit n > 2 |aRtsicheindeutigals
Prodiktvon Primzahlerdarstellenn = p&l S pf(k mit Primzahlenps ... px undnatirlichenzZahlent; . . . t.

3.56 Satz (Existenzunendlich vieler Primzahlen)

Esexistierenunendlichviele Primzahlen.

Beweis: SetzeP = {p < k € N|pist Primzah}. Offensichtlichgilt Vi < j : B C P;.
Definieren := 1+ [pep P

Fall 1: nist Primzahl.

n>k = PBCP,
= Vke N3pPrimzahl: p>k
= Esexistierenunendlichviele Primzahlen

Fall 2: nistkeinePrimzahl.

Es existiert eine eindeutigePrimfaktorzerlgungn =[5, pt,%i mit pn, € PaVi = 1...s. Esgilt jedochn=
1(mod p), alsonicht p|n (Vp € P). Demnactexistierteinq € P, mit q ¢ Pc. Somitgilt Px C P, undanalog
zu Fall 1 existierenunendlichviele Primzahlen.
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3.57Satz(Primzahlsat

SeiPrim: N — N mit n— AnzahlderPrimzahlenp fur die gilt p <n.
Esqilt:

limp_e 2AM0) _ 9

3.58Bemerkung (Algorithmus zum Bestimmenvon Primzahlen

Alle Primzahlerdie kleiner odergleich einernatirlichenZahl n sind,kdnnenmit folgendemAlgorithmus
gefundenwerden:

Schrei be alle Zahlen von 2 bhis n auf
for i=2 to 4/n do
if i nicht mrkiert
markiere alle vielfachen von i
end

Die nicht markiertenZahlensindgenaudie gesuchterPrimzahlen.

Grof3ePrimzahlerkdonnenmit randomisiertetVerfahrengefunderwerden Dabeiwird ein Algorithmusmit
folgendemVerhaltenverwendet:

Eingabe: einezupriufendeZahl p
ein Hilfsparametee

Ausgabe: 0 (pistkeinePrimzahl)
1 (p ist mit einerWahrscheinlichkit von x% einePrimzahl)

Der Algorithmuswird mit verschiedenehVertenvon e so langeangeavendetbis eine 0 ausggebenwird,
oderdie Gesammtahrscheinlichkit aller Testshochgenugist.

3.59Lemma (kleiner Fermat'sche Sat2

Furallen e N mit n> 2 gilt:

n Primzahle Va € 7 \ {0} : a1 = 1(modn)

3.60Satz(eulerste ¢-Funktion)

Die Funktiond : IN — N mit n+— | Z| heiBteulelsche$-Funktion Dabeiist Z;, := {a € Z\ {0}|ggT(n,a) =
1}.

3.61lLemma

Furn e N mit Primfaktorzerlgungn = ptll S ptkk gilt:
k

o(n) = r|<pi ~1pi~
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3.62Satz(Euler)
V2<neN:Vae Zt : a®™ = 1(modn)

Bemerkung: Fur Primzahlerfolgt Satz3.59ausSatz3.62

3.63Lemma
Furm< n e N mit mteilt nichtn gilt
ggT(m,n) = ggT(n modm, m)

Beweis: Ubung

3.64 Satz (Euklidischer Algorithmus)

Der Grofitegemeinsam@eiler von zwei Zahlenag > a; kannmit demeuklidishenAlgorithmuswie folgt
bestimmiwerden:

Bestimmesukzessi a; undg; durch

a = quat+amit0<a<a
ag = QaptazmitO<ag<a
-1 = Okax+0

Esgilt dannax = ggT(ag, a1)

3.65Definition (normiertesPolynom)

Ein Ploynom f = [0_, axX heiRtnormiert falls a, = 1.

3.66Folgerung

IstK einKorper, sohatjedesPolynomf € K[X]\ {0} eineeindeutigeZerlegungf = ufy-...- fy mitue K*
und f; irreduzibel.

Beweis: FolgtausBeispiel3.52undSatz3.53

3.67Satz

Sei(R,0) ein euklidischerRingund0 # f € R. FernerseiR/¢r = {[0]¢|g € R,8(g) < &(f)} mit [g]¢ :=
g+ fR:={g+ fzze R}. Danngilt:

R/tristKorper< f istirreduzibel

3.68Beispiel
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3.69Bemerkung (diskreterLogarithmus)

Ista’ = B, soschreibtmani = log, B.

3.6Endliche Korper

e (Q,+,), (R,+,-) und(C,+,-) sindunendliche<drpetr
o (Zz,+2,-2) istmit

— 421 Zy x Zp — Z; (a+2b) = ((a+b) mod2) und
— 2 Zox Ly — Z3;(a-2b) = ((a-b) mod2)

einendlicherKdrper
o (Z2[X/tz,0x,+1,-1) istmit

- f=x4+x+1
= +1 1 Z2X/ 1205 X Z2[X/ 12, = Z2[X/ tz,1x; (9+1 h) = ((g+h) mod f) und
— -t 1 Z2[X/ tz50x X Z2[X/ 1251 = Z2[X/ 12,45 (9-1 h) = ((9-h) mod f)

einendlicherKorper

3.70Folgerung (Existenzendlicher Korper)

1. (Zn,+n,n) istKorper < nist Primzahl

2. SeiK einKorperund f € K[x]. Danngilt K[X]/ 1y ist Korper < f istirreduzibelin K[x]

Beweis: folgt ausSatz3.67.

3.71Satz (Eindeutigkeit endlicher Korper)

1. Fur jedePrimzahlp undjedesk € N existiertein Kérpermit genaupX Elementen.

2. SindK; undK; endlicheKorpermit |K¢| = |K2|, sogilt K1 = Ko.

EndlicheKorpermit p* Elementenwerdenals Galoiskorper (in Zeichen:GF(pX), englisch:galoisfield)
bezeichnet.

3.72Satz(zyklisthe multiplikative Gruppen

In jedemendlichenKdrperK ist die multiplikative GruppeK* zyklisch,dashei3tda € K* : K* = (a) :=
{1,a,a%,...,aXI=2} (einsolchesa heiRtGeneator).
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