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Vorwort

Dieses Skript spiegelt meine Aufzeichnungen aus der Vorlesung ,, Diskrete Strukturen“ bei Priv.-Doz.
Yubao Guo, an der RWTH Aachen im Sommersemester 2002 wieder. Es erhebt keinerlei Anspruch
auf Vollstandigkeit oder Korrektheit und dient schon gar nicht als Ersatz fiir die Vorlesung. Falls
ihr Fehler findet (und das werdet ihr) oder merkt, daff irgendetwas fehlt, dann mailt mir bitte. Ich
habe (bzw. BTEXhat) die Numerierung ein wenig geéindert, da Y. Guo es nicht bewerkstelligt hat
seine Numerierung durchgehend zu gestalten. Desweiteren habe ich die Definition, S&tze, etc. mit
sinnvolleren Namen versehen.
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Kapitel 1

Abzihlungen, Rekursionen,
erzeugende Funktionen

1.1 Elementare Zihlprinzipien

M :  endliche Menge

IM| = Anzahl der Elemente von M

M| = n,neN={1,2,...} & Es gibt Bijektion f: M — {1,2,...,n}
Eine Menge M mit [M| = n heifit n-Menge

M| = 0&M=0

1.1 Lemma

Seien A und B zwei Mengen
1. |A| = |B| < Es gibt eine Bijektion f: A — B

2. |A UB| =|A|+|B] A U B heifit die disjunkte Vereinigung von A und B, d.h. es gilt
ANB=0

3. |JAxB|=|A]- Bl AxB=/{(a,b)lac AAbec B} heifit das kartesische Produkt von A und
B

1.2 Folgerung

Seien A und B zwei endliche Mengen

Abb(A,B) := BA = Menge aller Abbildungen von A nach B. Dann gilt [BA| = |B|Al.
Beweis

Seien |A| =n und |B| =m, also A = {a1,az2, -+ ,an}

B4 — B x B x --- x B ist eine Bijektion
—_——

n-mal

= |BA| = B xBx ... xB[ "™ 113 B|.|B|..... |B| = [B[" = B[]
—_————
n-mal n—-mal

1.3 Definition (Permutation)

Sei A eine Menge
f+ A — A heiflt Permutation von A, wenn f bijektiv ist.



2 Elementare Zéhlprinzipien

1.4 Lemma

Sei s, :={olo:{1,2,...,n} — {1,2,... ,n} bijektiv} := Sym{1,2,3,...,n} (symmetrische Gruppe
vom Grad n).

Dann gilt |sp|=n-(n—1)-(n—2)-...-2-1=nl

(Bem.: n!= Anzahl der Méglichkeiten eine n-Menge A anzuordnen)

1.5 Satz

Die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge A ist 2".
(d.h. |A] =n = |P(A)| = 2", wobei P(A) = {B|B C A} die Potenzmenge von A ist.

Beispiel : A = {1,2},P(A) = {0, {1}, {2}, {1,2}}

Beweis

1. Sei BC A. xg: A — {0,1},
lfirzeB . .. .
xs(z) = 0 ) heifit charakteristische Funktion von B, also B = {x € A|xg =1}
sons
= Es gibt eine Bijektion f: P(A) — {0,1}* mit f(B)=xs VB CA
= [P(A)| = [{0, 1}/AT812 {0, 1}]1A1 = 0
2. zu zeigen: |[P(A)| = 2", wenn |A| =n

n

"P(A)| = kX_:O|Pk(A)| = kz_:o (Z) = kz_:o (Z) .1k . 1n—Fk BinOm:ialsatz(l + l)n — 9n

1.6 Definition

Sei A eine Menge und k € N mit k C |A|
P.(A) = (?) =:{B C A | |B| =k} = Menge aller k-Teilmengen von A

1.7 Bemerkung

P(A) =U Pi(A) n=|A

=

Lemma 1.1.2 |7)(A)| _ |PO(A)| + ‘P1(A)| + ...+ |'Pn(A)| = kzi:()“)k(A)'

1.8 Lemma

Sei A eine Menge mit |A| = n. Dann gilt [Px(A)] = (}) = "'(nfl)'("fi)!""'(”7k+1) = k!(r?ik)!
Beweis

|{(b1,b2,,bk) bie A b #b; furz;éj}\ =n-(n—1)- - -(n—k+1)
Es gibt k! Anordnungen von by,bs ..., by = |Px(A)| = ”'(”71)‘("7?!' ceo(nokdl) (D)

1.9 Satz (Pascal-Dreieck)

Fiir alle n, k € N mit n > k gilt:
() =Gz + (%)

Beweis
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1. (durch Nachrechnen)

-1 —1
G+ (%)= =)
2. (kobinatorischer Beweis)
(})= Anzahl der k-Teilmengen von A mit |[A| =n
P,(A)={M C{ai,...,a,}| /M| =k} partitionieren
= {IT\L/I—I1U {ann}_|1M’ Qn{al, cosporund M| =k -1} U{M" C{a1,...,an—1}||M"| =k}
=G+ () =G)

Die folgende Abbildung zeigt das Pascal-Dreieck fir n =0,1,...,4

1 n=>0

1 1 n=1

1 2 1 n=2

1 3 3 1 n=3

1 4 6 4 1 n=4

1 5 10 10 5 1 n=>5

1.10 Satz (Vandermond’sche Identitdt)

(¥ =2 (DG

=0

Beweis

Sei A eine Menge mit |A| =n + m, also A =BUC mit |B| =n und |C| =m
(‘2)1 ={zxCA||lz|=Fkund [xNnB|=1},1=0,1,...,k
> k

Dann it (£) = U (), = (") = 1(8)] = S = X (™)

=0 =0 =0

Bezierkurven (Anwendung von Satz 1.9 und Satz 1.10 in der Computer-
grafik)

Bezierkurve

Freiformkurve - eine gewiinschte Kurve durch moglichst wenige Punkte moglichst gut zu beschrei-
ben

e Splines (auf Polynomen beruhend)

e Bezierkurve
Stiitzstellen : Py, Py, ..., P,
P(t) = Z Bn’l(t) . Pi,t S [0, 1]
i=1
Wobei B, ;(t) = (7)t'(1 — t)"~* «Bernsteinpolynom

Aus Satz 1.9 folgt die Rekursionsgleichung B,, ;(t) =t - Bp_1,,—1(t) + (1 —t) - By_1,;(t) Es liefert eine
effiziente Berechnung der Bezierkurven.
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1.11 Lemma (Doppeltes Abzihlen)

Seien S und T Mengen und R C SxT eine Relation
——
:={(s,t)|sESALET}
s1ot 0 (s1,t11)  (sitie) oo |t (B, s11) (B1,812)
sp ¢ (s2,t21) ot s (t2,s21)
Sn ¢ (5n7tn,1) cot t, (tn;an,l) :
si ot (sistin)  (Sirti2) ti o (tisin) (i, si2)

Dann gilt [R| = SI{t € Tl(s,#) € R} = 3 |{s € S|(s,1) € R}|
seS teT

Zeilensumme Spaltensumme

1.12 Satz (Schubfachprinzip)
Ist f: X — Y eine Abbildung und gilt |X| > | Y], so gibt es ein y € Y mit |f~1(y)| > 2.

Text : Verteilt man n Elemente auf m Ficher, wobei n > m ist, so gibt es mindestens ein Fach,
das zwei Elemente enthélt.

1.13 Beispiel

1. In jeder Gruppe von 13 Personen befinden sich zwei, die im selben Monat Geburtstag haben.

2. In jeder Gruppe P von Personen gibt es zwei Personen, die die gleiche Anzahl von Personen in
P kennen (Annahme: die Relation ,kennen* ist symmetrisch)

Beweis

Setze P = {p1,p2,...,Pn} f:P—-40,1,2,...,n—1}

Fall 1: 3P, € P mit f(p;) =0 = f(p;)#¥n—1 Vp; € P|{p;}
d.h. f(p) €{0,1,2,...,n —2}
—_—— —

n—1 Zahlen

n—1 Zahlen

Somit gilt [P| > |f(p)|

Nach dem Suchubfachprinzip gibt es mindestens zwei Personen p; und py mit f(p;) = f(pr)
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1.14 Satz (verallgemeinertes Schubfachprinzip)

Ist f:Y — Y eine Abbildung, so gibt es ein y € Y mit |f~!(y)| > [%"
Beispiel: Verteilt man 7 Biicher auf 3 Facher, so gibt es mindestens ein Fach, das 3 Biicher enthalt.
Beweis (,indirekt*)

Annahne: Vy € Y |71 (y)] < [%—‘ -1
wl =10 )l = S 1l < <l (B 1) 1] = el -1
yey

Riickblick auf Lemma 1.1 2) und 1.1 3)
/A x B| = |A-B|

n
i=1
Seien A und B zwei disjunkte Mengen, so gilt |A U B| = |A| + |B|

e Seien Ay, Ay, ..., A, paarweise disjunkte Mengen, d.h. A;NA; =0 fiir 4,5 € {1,2,...,n} mit
iZjund S=A;UAU...UA, = J A; =S| =|A1|+ Azl + ...+ |As| = D |A]
i=1 i=1
Problem: Sei S=A; U...UA,, wobei Aq,..., A, nicht unbedingt paarweise disjunkt sind.
S| =7

Triviale Beispiele

e Fiir zwei Mengen A; und A, gilt
‘Al UAQl = ‘A1| + |A2| - ‘Al OAQ‘

e Fiir drei Mengen A1, As und Agj gilt
|[A1 UA2UA3| =]A |+ |Az|+ |As| — [A1 N Az — |[A1 N A3 — A2 N A3+ A1 N A2 N Aj]

1.15 Satz (Prinzip der Inklusion und Exklusion / Siebformel)
Fiir endliche Menge A1, As, ..., A, gilt

n

JURNIES S{C e SR N PV

r=1 1<i<.. <ic<n j=1

Beweis
n

Sei a € |J A; beliebig
i=1

1. Auf der linken Seite ist a genau einmal gezdhlt

2. Zu zeigen: Auf der rechten Seite wird a auch genau einmal gezdhlt

n l
Ausnahme: a € Ay, j=1,2,....,lunda g |J A;\ U Ay,
i=1 j=1
Dann wird a in der Summe > | A;j| genau (i) mal gezihlt, denn {t1,ts,...,%} enthilt
1<ii<...<t.<n j=1
genau (i) r—Teilmengen.

1 l
= a ist auf der rechten Seite > (—1)’71(1{) =1+ [— 1+ > (_1)“1(7{)]
r=1

r=1
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=1-(-1+1)

=1 mal gezihlt.
1.16 Beispiel (Siebformel)
Sei k € Nund My, = {n € N|]1 <n <100 An teilt k}

Bestimmen Sie |Ms U M3 U Mj| = Anzahl der durch 2, 3 oder 5 teilbaren.

Losung: |My| = | 122, die genau k-te natiirliche Zahl durch k teilbar ist.

Mo UM3UM;5| = M|+ |Ms|+ |Ms| — | ManNM;s| — [ ManNMs; | — [ MsNMs |+ | Ma N M3z N Ms |
S—— —— —— S——

100 10 100 lé\(/:lIG 100 1\/111000 100 Mis Mso
S+ 1B - U - L] - LR L
+33+20—-16—-10—6+3

1.2 Mengenpartitionen

1.17 Definition (Partition)
Sei M eine Menge mit |M| =n

e Eine Partition P von M ist eine Zerlegnung von M in eine Vereinigung von disjunkten nicht-
leeren Teilmengen

e Gilt P=A;UA U --- UA, mit A; € 0 fiir i € {1,2,...,n}, so heift P = {A1, Ag,..., Ay}
eine k-Partition von M

e Party(M) :={P|P ist eine k-Partition von M}

e Stirlingzahlen zweiter Art:
Sp.k = |Party,(M)]| fiir n,k > 0 und Spo:=1
Sk =t {Z} gibt die Anzahl der k-Partitionen einer n-Menge an

1.18 Beispiel
1. M ={1,2,3,4}

Part, (M) = {{1,2,3,4}}}
Parto(M) = {{1}7 {2, 3,4}}, {{2}, {1, 3,4}}, {{3}, {1, 2,4}}, {{4}, {1,2, 3}},
{12, 43,41}, {113} {2, 0}, {14, (2,3}
—{{AM\A}ACM A#) A#M)]}
Im Allgemeinen: [Party(M)| = 3(2" — 2)

2. Firn > 1 gﬂt: Sn,O =0 Sn,l =1 Sﬂm—l = (g) Sn,n =1

1.19 Satz (Stirling-Dreieck zweiter Art)
Firalle k,me Nmit 1 <k <ngilt S, =Sn—16-1+k - Sn_1.

Beweis (kombinatorisch)

Sei A = {(Il,ag, .. .70%}
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Dann gilt Parti(A) = {P € Party(A)l{a,} € P} U

{P’ U{an}|P’ePartk,1({al,ag,.“,an,l})}
{P € Party(A){a,} € P}

{{{al}uBl,Bz,...,Bk},{Bl,{an}uBz,Ba,m,Bk},...,{Bl,...,kal,{an}UBn}|{31,...7Bk}erk({al,az,...,an_n}

= |Part(A)| = |Partp—1({a1,a9,...,an—1})] + k - [|Partz({a1,az2,...,an-1})]
d.h. Sn,k = Sn—l,k—l + k ' Sn—l,k:

Rekursion fiir die Stirlingzahlen 2. Art (Stirling-Dreieck 2. Art)

1 n=20
0 1 n=1
0 1 1 n=2
0 1 3 1 n=
0 1 7 6 1 n=4

1.20 Satz

Seien M und N Mengen mit |M| = m und |[N| = n, so gilt
1. [Abb(M,N)| = [N|MI = n™  (siche Folgerung 1.2)
2. [Inj(M,N)|=n=n-(n—1)---- (n—(m—1)) (n hoch m fallend)
3. |Surj(M,N)| =n!-Sp.n

Beweis

Sei M = {a1,a2,...,am}
1. klar
2. f:M — N injektiv & f(a;) # f(a;) fiir i # j

3. Sei N = {by1,bs,...,b,} f: M — N surjektiv.
{{a e M|f(a) =b;}j =1,...,n} 3 Part,(M)
Fiir eine feste n-Partition von M permutiert man die Elemente in N

= Eine n-Partition von M entspricht n! surjektiven Abbildungen, d. h.
|Part,(M)|-n! = [surj(M, N)|. Also |surj(M, N)|n! - Sp,.».
———— '

Sm,n
1.21 Satz
nm =3 nk Sk m,n €N
k=0
Beweis
Seien M und N Mengen mit |[M| =m und |N| =n

Dann gilt Abb(M,N) =) Surj(M,A) , d.h. man kann f : M — N als surjektive Abbildung
ACN
von M nach f(M).
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n™ = | Abb(M, N)|
= > |Surj(M, A)|
ACN

I
g/

> |Surj(M, A)|

>
S
=]
>
al
—
3
S~—"

Il
S
3
o
7
SM
=
w0
3
B

Il
B
I
<)
—
>3
SN—
=
n
3
B

I
o
it
=%
=
n
3
ol

|
M=

nk. Sk

=
I
o

1.3 Permutationen

Wiederholung: S,, = Sym{1,2,...,n}:={o:{1,2,...,n} — {1,2,...,n}o bijektiv} |S,|=mn!
Jede Permutation o € S,, kann man durch eine Wertetabelle angeben:

0__(1234567891011) %
—\4372195811 6 10/ o(3)

(142375)0(8)0(69 11 10)

1.22 Definition (k-Zyklus)
Ein k-Zyklus (i1,42,...,4) ist eine Permutation o € S,, mit
o o(i1) =19, o(ia) =1i3,...,0(ig—1) = ig, o(ix) =1 und

o 0’(2) :ifﬁrig{il,ig,...,ik} wobei {i1,i2,...,ik} - {1,2,...,?1}

1.23 Bemerkung
1. Ein Zyklus ist nur durch die Reihenfolge der Elemente innerhalb des Zyklus bestimmt.
Beispiel: (1246)=(2461)=(4612)=(6124) aber (1246)#(1264)

2. Jedes o € S, 1aBt sich als Produkt von Zyklen schreiben. (Beispiel s.o0.)

1.24 Definition (Stirlingzahlen erster Art)

Die Anzahl der Permutationen von {1,2,...,n}, die genau k Zyklen haben, heifit Stirlingzahl erster
Art, bezeichnet mit s, ; oder m

{1,2,3} S, =Sym{1,2,3}
Sz ={(D)(2)(3), (N(2 3),(2)(1 3),(3)(1 2),(123),(132)} [S3] =3!

s31 =2 s32=3 s33=1
Sk = 0 firk>n

Sp0=0 firneN

50,0 = 1
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1.25 Satz (Stirling-Dreieck erster Art)
Fiir alle k,n € Nmit n > k > 1 gilt

Snk = Sn—1k—1+ (N —1) Sp_1k
Beweis (kombinatorisch)

Beispiel: M = {1,2,3,4} Permutationen von M mit genau 3 Zyklen:

{(12)(3)(4), (1 3)(2)(4), (1 4)(2)(3), (2 3)(1)(4), (2 4)(1)(3), B3 4)(1)(2)}

—_————
i=1 i=2 =3
{0109 oploy 09+ o Permutation von {1,2,...,n} mit genau k Zyklen} =
{oy-0b--ollo]-ah----- 0}, Permutation von {1,2,...,n — 1} mit genau k — 1 Zyklen}
n—1
J{o) -4 olley ol e oy Permutation von ({1,2,...,n — 1}|{i}) U{(i,n)}
i=1

= Sk =8n—1h-1+M—1) Sp_1

Rekursion fiir die Stirlingzahlen erster Art (Stirling-Dreieck erster Art)

1 n=>0
0 1 n=1
0 1 1 n=
0 2 3 1 n=
0 6 11 6 1 n=4
0 24 50 35 10 1 n=>5

1.26 Bemerkung

n
> Sk =n!
k=1

1.4 Erzeugende Funktionen (Formale Potenzreihen)
Bei der Komplexitiatsanalyse von Algorithmen entstehen oft Rekursionsgleichungen.

Beispiel: a,, = a,,—1 + a2 ar=1 ay;=0
= (an—Q + an—S) +an—2 = 20%—2 +an—3=...

Um die Losungen zu finden, brauchen wir erzeugende Funktionen. Rekursionsgleichungen beschreiben
unendliche Folgen:

(@n)neN = A0, 01, G2, .., Gy, - . .
n

ap +arx +asx® + ...+ a2 +...= > a,z™ ,formale Potenzreihe“
n=0

1.27 Definition (erzeugende Funktion)
Sei K ein Korper (z.B. K =R, C) und (an)neny € K eine Folge.

&)

Die formale Potenzreihe A(z) := Y a,a™ heifit erzeugende Funktion der Folge (an)nen,, also A(z) =

a=1

oo
ZO anz’ = (an)nEN(r
n=

K|[[z]] = {nio anr"la, € K Vné€ N}
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1.28 Bemerkung

1 =k
1. Fiir k € Ny gilt 2* = (@n)nen, mit a, = "
0 sonst

1 =
<5k,n = { n=k heifit Kronecker-Symbol)

0 sonst

2 = (6k.n)nen,

o
2. 3 ana™ = (bj)jen,
n=1
(@™ + app12™ 4+ ... =0+ 02+ ...+ 02" + a2 + app ™+ L))

0 i#kn firalleneNy

3. Fiir k€ Ngilt: S ana®™ = (b)ien, bs =
o &l n;OClJU (b )ieno {an i=kn fireinn € Ny

oo

z2.B. k=2: anz® = ay + 0z +a1z? + 0z° + asz?

nZ::O " ~— =~ N~
bo b1 by

4. Unterschiede zwischen

Potenzreihen aus der Analysis | formale Potenreihen (erzg. Fkt)
o0 o0
f(@) =3 ana” A(z) = X anz™ = (an)nen,
n=0 n=0
e unendliche Summe e Keine Summe, nur eine neue Schreibweise der Folge (ap)nen,
e Funktion von x e Im Allgemeinen nichts einsetzen
e Konvergenzfrage e Keine Konvergenzfrage

5. Seien (an)nen, und (by)nen, zwei Folgen und A(xz) = Y apz™ und B(z) = > bya™.

n=0 n=0

Dann gilt A(x) = B(z) < a, =b, Yn €Ny

1.29 Definition
Sei K ein Korper und (an)nen, und (bp)nen, € K a€ K
e Addition ,+*
> ana + 3 baa™ = 3 (an + bu)a" = (an + buuer,
n=0 n=0 n=0

e Multiplikation ,,-*

- (ZO anpz™) - (20 bpa™) = Z;O( Z;o agbn_k)x"
Faltung oder Konvolution der Folgen (an)nen, und (bp)nen, (Cauchy-Produt aus der

Analysis)

o) &)
—a- ). apx™ =) a-ax”
n=0 n=0

1.30 Lemma ( Verschieben von Folgegliedern)

[eS) [es)
xm - Z anmn = Z anfmxn = (bn)neNo
n=0 n=m
bo
(d.h.xm~(a0,a1,a2,...):(O,..., 0 ,db, a”l ,)
————

m—mal
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Beweis
oo o0 oo
™ Y0 anz” = (2 dmna™) (X ana™)
n=0 n=0 n=0
oo n
= > (2 dmnan—k)z"
n=0 k=0

o0
J— n
= E : Ap—mT
n=m

1.31 Beispiel

n m—+n

Es gilt "2 =2 m,n € Ny

1.32 Satz
Sei K ein Korper
o K[[x]] ist ein K-Vektorraum

o (K[[z]],+,") ist ein kommutativer Ring mit Null (0 = 0-2™) und Eins (1 =1-2° = (1,0,0,...))

1.33 Bemerkung

Gilt A- B =1 in einem kommutativen Ring mit Eins, so ist B durch A eindeutig bestimmt und wird
B = A~! = 4 bezeichnet (ebenso A= B~! = &) und A (und auch B) heifit invertierbar.

1.34 Lemma

In K [[z]] ist > "2’ fiir jedes ¢ € K invertierbar und Y c'a’ =

cx

=0 =0
Beweis
oS} . . 0 . . S} . .
(I—cx)- > ca* = > ca'—cx- ), da’
i=0 i=0 i=0
S . - o0 . .
— Z ctrl — ¢ Z ClZ‘H_l
i=0 i=0
S} . . S} . .
— Z szz _ Z CZ+1IZ+1
i=0 i=0
oo )
= Y clat - Y ckak (k=i+1)
i=0 k=1
= 20
= 1
S} . .
(Bemerkung: Wegen =— = 3" ¢z ist = eine formale Potenzreihe)
i=0

1.35 Beispiel (Code mit Variabler Wortlinge zum Komprimieren von
Daten)
Seien Bu := {a,b,c} und Zi := {0,1}. Fiir k € N sei W}, := {Folgen aus ¢ Buchstaben gefolgt von
k—i Ziffern | 1 <i<k}. (z. B. ab0,abb0010, abcll).
) ——— N~
€ Ws e Wy cWs

k—1 . . k . .
Es gilt: Wy, = [Wy| = Y 372871 = 37 oki gk . gk — (3h+1 _ gk+1) _ gk . gk — 5. gk _ ok
=1 i=0

—_———
=Cy

Behauptung: Cj, = 3k+1 — 2k+1
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Beweis

fe’e) e’} k . )

3 cpzt = S>30 2k i)k

k=1 k=0 i=0
= (X3 (D)

i=0 =0
Lemmal.34 1 1

= 1-3z  1—2z
_ 3
- —3x 1—2x

Il
W =

L x’“)
k=0

o)

Z (3k+1 _ 2k+1) l’k

k=0

| S —
:Ck

1.36 Satz (Inversion von Potenzreihen)

o0
Genau dann ist A = Y a,2" € K|[[z]] invertierbar, wenn ag # 0 ist.
n=0

Beweis

o0
A ist invertierbar < es gibt B= ) b,z" mit A-B=1

n=0
x N n 1 firn=0
A-B= Z (Zakbn,k)xnzl(:) Zakbnfk: un
k=0 k=0 k=0 0 sonst
=4 aobo = 1 n=0
aopb1 + a1bg = 0 n=1
agby +a1by +ashg = 0 n=2
Ist A invertierbar, so mufl ag # 0 sein. Umgekehrt ist ag # 0, so definiere by = ai € K,
b, = —é(albnq + agby_o + ...+ apbp) rekursiv. n € N
1.37 Beispiel
e A=1l—-cx=> apz"mitag=1, a1 =—¢, ag=a3=...=0
n=0
Bestimme A~!
Losung: Sei A=! = 3" b,2™. Dann Gilt
n=0
agbyp =1 = by =
a0b1+a1b0:0<ﬁ>1~b1—c~1:0 = b =
agbs + a1by + asbg =0 = by = c?
: =
: = b, =c"
Also: 1 = Y ¢"an
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11
(1—cx)? - l—cx 1l—cz

= (3 ) (3 )
gO:O n n=0
— Z (Z Ckcnfkr)xn

n=0 \ k=07
o0
= > (n+1)c*az"
n=0

Insbesondere: m =

118

(n+1)cntian

n=0

1.38 Definition
Die Abbildung D : K [[z]] — K[[z]] mit > a,2™ — 3 (n+ 1)ay4+12™ heifit formale Ableitung.
n=0 n=0

Bemerkung: D : K [[z]] — K [[z]] ist eine Operation auf Folgen:
D: (ag,a1,a9,...,an,...) — (a1,2a2,..., nay,,...)

1 I
20 gl zn—1

1.39 Lemma
D : K[[z]] — K[[x]] ist k-linear und es gilt:
1. D(a2") = na" !

9. D(A-B) = D(A)- B+ A-D(B)

1.40 Folgerung

Ist A € K[[z]] invertierbar, so ist [ D(A™") = —

Beweis
A-A'=1 =20=D(1)=D(A-A")=D(A)-A"'+ A-D(A™ ")
= A-D(A™Y) = —D(A)- A
= D(A™1) = -2

1.41 Folgerung

1 > —1

1.42 Bemerkung

e Erzeugende Funktionen kann man im Prinzip wie ganz normale Funktionen (aus der Analysis)
betrachten

e Falls es zu einer Funktion F' (aus der Analysis) eine Potenzreihe gibt, dann kann man diese
durch Taylorentwicklung um die Null beschreiben:

) (n) (n)
Fa) = 3> Eofen . (E50)

n=0

e Formale Potenzreihen und ihre erzeugenden Funktionen
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an Folge Potenzreihe | erzeugende Funktion
o0
1
1 1,1,1,1,... Zx” T
go—O
n x
n 0,172,3,... ngonl' W
o0
c" l,c,c%,c3,... c"z" 1fcm
n=0
n? 0,1,4,9 3 n2g? z(1tz)
s Ly Ey Ty e e = (1—xz)3
o0
1
() L7 (3)s (5) 2 () o
o0
r4+n r+2 r+3 r+n 1
(%) | L+ 105, (57) | 2 (77" =yt
n=
[e.e]
1 11 1 1
n 071,2757.. ZOE'TTL lnliz
n—=
1 1.1 11 i izn ex
n! 72060 n:Onl

Fiir r € R definiert man:

rir=1(r—-2)---(r—k
p=t (=T ke
k—Zahlen

VkeN

18

(1+z)" = Zn: (N)zF ¥YneN-— (1+z)¥ =

(¥)z* VyeR
k=0 k

0

1.5 Rekursionsgleichungen
Einige grundlegende algorithmische Verfahren:

e Divide and Conquer-Algorithmus

Idee: - teile das zu l6sende Problem P in kleinere Teilprobleme auf (Divide)
- l6se die Teilprobleme (Conquer)

- berechne aus den Losungen der Teilprobleme die Losung von P (Conquer)
e dynamische Programmierung (Optimierungsprobleme)

e Greedy-Algorithmen

e Bei der Analyse von Algorithmen kommen Funktionen der Form
Fn)=Fn—1)+F(n—-2) n>2und F(1) =1, F(0) =0 oder
T(n) = T(|2)) + T([3]) n>2 wmd T(1) = 1
vor. Fiir die Bestimmung der Laufzeit von Algorithmen spielt das Losen von Rekusionsgleichun-
gen eine zentrale Rolle.

1.43 Definition (Lineare Rekusion)

Eine Rekursiongleichung der Form | a,, = c1a,—1 4+ coapn—o + ... + CxOn_k + b V1 > k| mit der An-
fangsbedingungen a; =b; ¢=0,1,...,k — 1 heifit lineare Rekusionsgleichung k-ter Ordnung

o Gilt by = 0, so heiflt die Gleichung eine homogene lineare Rekursionsgleichung

o Gilt by # 0, so heifit die Gleichung eine inhomogene lineare Rekursionsgleichung
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1.44 Beispiel
1. Spezialfall der homogenen linearen Rekursionsgleichung a, =c-a,—1 n>1 ag=1bg
a; = c-ap = c-b
a = c-ai=c-c-by = by
Losung der Gleichung: a,, = by - "
2. ap=c-Qn_1+by n>1 ayg="0by c,bg,b; konstant
bo - +by - S=L fall 1
Behauptung: a, = { .° bt fallses
b0+n'b1 fallsc:l
Beweis (Induktion iiber n)
n=1: )
bo-ct +by - <=L fall 1
a1:c.a0+b1: 0-¢ + 0 c—1 asc;é
bo+1-b; fallsc =1
n=n+1:
1.Fall (c#1): a, = c-ap_1+b
= C(b() . Cn_1 + b1 . cn;:l_l) + b1
= bO'C”+b1(C::f +1)
— bO . cn + bl . CC’L_11
1.Fall (¢c=1): ap, = apn—1+b
e (b0+(n—1)'b1)+b1
= bo +n- b1
1.45 Beispiel
an := Anzahl der Worter mit der Lénge n iiber {a, b}, die keine zwei aufeinanderfolgenden a’s ent-
halten
z.B.: a1 = 2 (a,b)
az = 3 (ab,ba,bb)

a3 = 5 (aba,abb,bab,bba,bbb)

Ap = Ap—1 + An_29 n23‘

1.46 Beispiel (Fibonacci-Zahlen)

Ein Kaninchen bringt ab seinem zweiten Lebensmonat jeden Monat ein weiteres Kaninchen zur Welt.
Falls Kaninchen unsterblich wéren, wieviele Kaninchen gibt es aus einem einzigen nach n Monaten

(Fn)?

Antwort: Fy = 0
F =1
F =1
3 = 1+1 = Ih+R
F, = 2+1 = F5+F
Fn = Fn—l + Fn—2

Die Zahlen F,, fir n € Ny definiert durch |Fp =0, Fi =1, F,=F, 1+ F, o n>2

heiflen
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Fibonacci-Zahlen.

Numerisch berechnen wir F,, mit Hilfe von erzeugenden Funktionen.

F F(x)= > Fya"
n=0
= Fo.%‘o + lel + Z (Fn—l + Fn_g)l‘"
n=2
F0I0+F1$1 + ZFn_lx" +ZFH_2£L'n
n=2 n=2
—_——— —_——
- ZFnI” x2~z F,z"
n=1 n=0
x - Z(Fn:c” — Fyz0)
n=0
@ F—Fox
= Fa'+Fazl+2 F—-Fy-2+2%2- F
= z+ax-F+a® F
= F F——
Seien nun «, 3,a,b € C mit —"— = —— + 1:61. Dann gilt
[e.e]
n __ _ a b
n;O F”:C =F = l—azx + 1-Bx
= a-y, a™+b- > pra"
n=0 n=0
— Z(Cl'an—Fb'ﬁn)l‘n
n=0

Somit gilt | F;, = a-a"™ +b- 8"

T B T

Wegen 2o, = T et

— T

[F-@+ D] [F+@+d)]
= \/g,?l —t= le o Partialbruchzerlegnung
2i 277

- 171\'/;/51 + 171\/\3/31:
dha=158 g=158 o=1  p=-L
g o L (1VE) L (1-v5)

"B\ 2 5\ 2

1.47 Bemerkung

Die Zahl ¢ = 1+2\/g = 1,61803398875 heifit goldener Schnitt und taucht bei verschiedenen Untersu-

chungen auf.
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>_r—|-
\

t <

v

Setze § =z, danngiltx:m—ilc):ﬁ—x—l:(){:)xl,z: 1i2‘/5

Somit ist z = & = 1+T\/g

2.
1-x
f—/%
l | |
[ I 1
0 X 1
1_ =
x 1—z
Es gilt:
ﬁix:%@x2+x71:0@x:_lg\/gﬁgj:\/gz_lil+2\/§:%z0618
1.48 Satz

Qp = C1Ap_1 + C20,_o fiir n > 2 und a1 = by, ag = by

Seien a, 3 zwei Losungen der Gleichung 2 —ciz —ca =0

und A = {b(;__ﬁgo 70 B = {bla_a;() "y

bi—ab _ _
% Oé—ﬁ b() Oé—,@

Dann gilt:

o — A-a"—B-8" «a#p
" lA-n+B)-a" a=4

Beweis (Induktion iiber n, analog zum Beweis von Beispiel 1.44 2)

Schema zum Losen von (homogenen) linearen Regressionsgleichungen

Qp =0C1 Ap_1+C Qpn_o+...+¢Ck ap_p fiirn>kmita; =0b; firi=0,1,...,k—1

1. Aufstellen der erzeugenden Funktion

Az) = i anx"
n=0
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2. Anwendung der Rekursionsgleichung

o0
Alz) = ap+air+az?+... +ap_2F 1+ Zk anT"
e
o0
= bo+bix+bx?. b2+ Y (cran_1 ...+ CpOp_g)2"”
n=~k

= bo—‘r—blfﬂ-ﬁ-...—‘rbk,ll'kil
00

oo oo
+ g c1ap_1x" + g Coly_ox"  +...+ g Crlp_pT"
n=~k

n==k n==k
S ) S
iz Z an,1$n_1 cox? Z an,gx"_z crxk Z an,kx"_k
n=k n=~k n=k
AP i AP i A
i=0 i=0

= b0+b1$+...+bk_1l‘k_l
k—2 ) k=3 )
+cl:c(A(:v) - > aix’) + cox? (A(:C) - > aim’) + . et An)
i=0 i=0

3. Auflésen nach A(x)

A(JZ) _ do+diz+...+dk_12" "

l—ciz—cox2—...—cpzk

flir geeignete dg, dq, ..., dg_1

4. Partialbruchzerlegung der rechten Seite (in C)

¢
Sei 1 — 1w —co2? — ... —cpa® = (1 —ap2)™ - (1 — )™ ... - (1 — o)™ mit Y m; =k
i=1
. dotdiz+..+dp_1z" !
Und sei A(.’L‘) = 1D—c1:1vm—(,'2m2—l.€..i:zkzk

91(x) g9:(x)
(1—agx)™1 +...F (1—az)™t

SNe)
= 1; (1—ax)™i

wobei g;(z) ein Polynom mit Grad <m; — 1 fir i =1,...,¢ ist.

5. Nach Tabelle in Bemerkung 1.42:

t t [e’e] [e’e]
Aw) = 2 % = R e X () e)”) = 5 g

n=0 n=0

Dann gilt: a,, = g,, n >k

1.49 Beispiel

an =S apn_1—7 - ap_o+3-ap_3 Nn>3mitag=1, a; =5, as =19
Loésung

Sei A(x) = ij:o anx™

Dann gilt:
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Alx) = ap+ a1z +axx® + Z (bap—1 — Tan—o + 3an_3)z"
= a9+ a1z + asx? +5x(2an ™t — Zan 922 + 328 Za "3)
=3 =3
= 1+ 5z + 1922 —|—5x(A() (1+Sx))—7m (A() 1) + 323 - A()
= Al = it
142>

(1 1)2(1 31)

= 11)2+1 dx
= (33—3)(1 a:)2+2 —731

—o

2
= 1xz-3) 20("“) z" + 3 Z(](?)x)
= 1+5x+2(g-3"—n—§>x"
n=2
=>a, = 2-3"—71—%, n>2

1.50 Beispiel (Catalan-Zahlen)

In einer zuldssigen Klammerkette ist an jeder Stelle der Kette die Anzahl der bis dahin vorkommen-
den o6ffnenden Klammern grosser oder gleich der bis dahin vorgekommenen schlieBenden Klammern
und 6ffnende und schliefende Klammer sind von der Anzahl her gleich.

C,, := |{zuldssige Klammerketten mit 2n Klammern}|
z.B.: Cyp = 1
Go= 1 A0}
G = 2 H{00,(0)}
Cs =5 {000,(0),()N0O,000),(00)}
Frage: C,, =7

1.51 Lemma (Rekursionsformel fiir Catalan-Zahlen)

Co=)Y CpaCnp n=>1

Beweis

zulissige Klammerkette mit 2(k — 1) Klammern

~ N

( (..) ) (...)
—~—

T

2k zuldssige Klammerkette mit 2n — 2k Klammern

Ap:={zuldssige Klammerkette mit 2n Klammern, dessen erste tffnende Klammer an der Position
2k geschlossen wird}

|Ag| = Cr—1 - Cr—i
=Cp=1 Al =2 [Axl = > Ch1-Cr
k=1 =1 =1

1.52 Satz (explizite Darstellung der Catalan-Zahlen)

Co =700
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Beweis

Sei ¢(x) = > e a™
n=0

Dann gilt: ¢(z) = Cox® + > Cpa™
n=1
o) n
Lenwgal.fil CO + Z ( Ckfl . Cnfk)xn
n:lookzl n
= Co+ua (> Cror - Cpg)a™ ™t
n=1 k=1
t—n—1 [e’e) t+1
- Co+ux Z( Cr_1 C(t—‘rl)—k)x
=0 k=1 A ,
t—(k—1)
s=k—1 s t t
= Cotaz- Y (X Cs-Cig)x
t=0 s=0
Defs-29 Co+z-c(z)-c(x)
I
Somit gilt: x-c2(x) — c(x) = -1
22 c*(z) —x - () = —x
.E 2
= (z-x(x)—3) = i-7 (=101 —42))
= z-clz) — 3 = +3V1 -4z
> Cpantt = x c(x)
n=0 pw\/g ’
n=0 nx"
= b [ievica]
Bem.1.42 X /L
L e 3 (3) (e
&)
0+Cor+Cra®+... = 5101+ 3 ()(-9mam)]
n=1
Der Koeffizient von 20 ist gleich 0 = ,, — “ als Vorzeichen, d. h.
Cor+Cra® 4 ... =~ 3 (3)(—4)nan
n=1
= G = (L)
1l 9yl l_p n n
_% 3:(3 ()n+1§' 3—n) (_1) +1 .4

(2-1)(2:2)-(2:m)

(2—1)((4:1111))~'-;f!27L—1) . 2" . pl

(2n)!

[1.3.....(271_1)“2.4 ..... (Qn)}

(n+1)-n!n!

‘ [l

. (2n)!
nl-n!

()

3| 3
+‘H+
=l

Schema zum L6sen von allgemeinen Regressionsgleichungen

Gegeben sei die Rekursionsgleichung a,, = f(an—1,an—2,..

ai:bi, i:O,l,...,k—l.

Berechne a.,, fiir n > k explizit:

., an_k) fir n > k mit den Anfangswerten
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1. Aufstellen der erzeugenden Funktion: A(z) = > apz™
n=0

oo
2. A(z) = Y apx™ umformen, so dafl Anfangswerte und Rekursionsgleichung eingesetzt werden
n=0
konnen.

3. Weiter umformen, bis af der rechten Seite die noch vorhandenen unendlichen Summen (und mit
ihnen alle Vorkommen von Folgegliedern a,,) durch A(x) ersetzt werden koénnen.

4. Auflgsen der erhaltenen Gleichung nach A(z). Dadurch erhélt man eine Gleichung der Form
A(z) = g(x), wobei g eine, hoffentlich einfache, Funktion ist.

5. Umschreiben der Funktion g als formale Potenzreihe (z. B. durch Partialbruchzerlegung und/oder
durch Nachschlagen in der Tabelle in Bemerkung 1.42)

6. Ablesen der expliziten Darstellung fiir die a,, (durch Koeffizientenvergleich)
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Kapitel 2

Graphentheorie

2.1 Grundbegriffe der Graphentheorie

2.1 Definition (Graph)

Ein Graph ist ein Paar G = (V, E), wobei V eine endliche Menge und E C (‘2/) = {{z,y}z,y €
V, z # y} ist. Die Elemente von V heilen Ecken (oder Punkte/Knoten; engl. vertexes) und die

Elemente von E heiflen Kanten (engl. edges). Statt {z,y} € E schreiben wir auch zy € E.

Ein Graph G = (V, E) wird i. A. durch ein Diagramm dargestellt, in dem man jede Ecke z € V
durch einen Punkt représentiert und zwei Ecken =,y € V' genau durch eine Linie verbunden werden,
wenn xy € E ist.

2.2 Beispiel
1. C = ({a,b,c,d}, {ab,bc, ca, bd})

R

2. Vollsténdige Graphen: K, = V

, 2 mit [V=n

Ki: ° Ky o———eo Ks: Ky: Ks:
3. Wege:
Py : [ ]
P *——0
b o ————0
oo o oo
P, : X, X, X, X, 1 X, P, = xpr129 ... 2,

4. Kreise:
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5. Gittergraphen: M, ,: m - n Ecken werden wie in einem Gitter mit m Zeilen und n Spalten
verbunden.

M3,4 =

6. d-dimensionale Hyperwiirfel Q4
V(Qq) :=die Menge aller 0 — 1-Folgen der Liinge d
E(Qq) := {zylz,y € V(Qq),x und y unterscheiden sich an genau einer Stelle}

2.3 Bemerkung
1. In dieser Vorlesung betrachten wir nur Graphen ohne Mehrfachkanten und ohne Schleifen!
o Ein Graph ohne Schleifen heiit Multigraph Mehrfachkante

e Ein Graph ohne Schleifen und ohne Mehrfachkanten
heif3t schlichter Graph

o G = (0,0) heit leerer Graph f
. Schleife
o G = (V,0) heiBt Nullgraph
Graph mit Schleife und Mehrfachkanten
2. 51 G=(V,E)unde=zay € FE

e x und y heiflen Endecken von e

e indiziert mit den Ecken x und y

e x und y sind durch e verbunden

2 und y heiflen benachbart oder adjazent

2.4 Definition (Nachbarschaft, Eckengrad)

Sei G=(V,E)und z € V
o N(z) = {y € V|zy € E} heiBt die Nachbarschaft von z in G
o dg = |N(2)| heiBt Eckengrad von @ in G

— Ist d(x) = 1, so heifit  Endecke
— Ist d(x) = 0, so heifit x isolierte Ecke
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e §(G) = mingevd(x) A(G) = mazgevd(zx)

Ist §(G) = A(G) =k, so heifit G k-reguldrer Graph, z.B. K, ist (n — 1)-regulér

2.5 Beispiel

L X N (El) = {1’2,1’3} N(ng) = {$1,$2,$4}
d(.’tl) =2
X3 4 d(l‘g) =2
d(.]?g) =3
° d(z4) =1 Endecke
% X d(xs) =0 isolierte Ecke

2. C,, ist 2-regulér

2.6 Satz (Handschlaglemma - Euler, 1736)

Sei G = (V, E) ein Graph. Dann gilt: Z d(x) =2-|E|
eV

Beweis (Doppeltes Abzihlen)
In Y oy d(z) wird jede Kante xy € V genau zweimal gezihlt (einmal in d(y) und zum zweiten

Mal in d(z)). Auf der rechten Seite wird jede Kante ebenfalls zweimal gezéhlt.

2.7 Folgerung

Fiir jeden Graphen G = (V, E) gilt: Die Anzahl der Ecken mit ungeradem Grad ist gerade.
Beweis
Sei G = (V,F) und Vi = {z € V |d(z) ungerade} und V5 = {x € V | d(z) gerade} (V =V;UVs)

Nach Satz 2.6 gilt: 2 |E| = Y d(z) =Y d(x) + > d(x)
~—~—  z€V ~ v

gerade zeV gerade ungerade
—_——— —o —
gerade gerade

2.8 Lemma
Sei G = (V, E) mit |V| > 2. Dann gibt es immer zwei Ecken z,y € V mit d(z) = d(y)
Beweis

Schubfachprinzip (— vgl. 1.13.2)

2.9 Definition (isomorphe Graphen)

Es seien G = (V, E) und G’ = (V', E') zwei Graphen. G ist isomorph zu G’ (in Zeichen G = G')
genau dann, wenn es eine bijektive Abbildung ¢ : V — V' mit zy € E & ¢(x)o(y) € E’ gibt.
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2.10 Beispiel

N W AYWA

Nicht isomorphe Graphen mit 3 Ecken

2. Werden die Namen von Ecken (und Kanten) eines Graphen beriicksichtigt, so spricht man von
einem markierten oder benannten Graph.

Vi Vi Vi
V2 V3 Y, V3 Vs V3

Isomorphe Graphen mit 3 Ecken

Darstellung von Graphen

2.11 Definition (Adjazenz-, Inzidenzmatrix)

Iss G = (V,E) ein Graph mit V. = {uvy,...,v,} vy V2 ... Up
und E = {e1,...,em}, so heift die n x n-Matrix v, [0
1 vv;, eFE . oy
A= (ay;) €{0,1}™™ mit a;; = Vit , die 2 0 ai
0 sonst
Adjazenzmatriz von G. v 0
Adjazenzmatrix
Und die nxm-Matrix I =(b;)e{0,1}"*™ mit er ex ... em
1 ; und e; inzident . . .
bij = WO Ui WG €5 WEEENT 1 6iBt die Inzidenzmatriz v b
0 sonst U2 ij
von G.
Up
Inzidenzmatriz
2.12 Beispiel (Adjazenz-, Inzidenzmatriz)
V1 e V2
Vy V2 V3 U4 €1 €2 €3 €4 €5
(%} 0 1 0 1 U1 1 0 0 1 0
©2 “a w1 0 1 1 w1 1 0 0 1
vs| O 1 0 1 vy O 1 1 0 O
vy \1 1 1 0 vy A\0O 0 1 0 1
Vy €3 Vg
Graph Adjazenzmatrix Inzidenzmatrix

2.13 Satz (Zusammenhang von Adjazenz- und Inzidenzmatriz)

Sei G = (V,E) mit V = {v1,v2...,v,}. Ist A= (a;;) die Adjazenzmatrix und I = (b;;) die Inzidenz-
matrix von G, so gilt:
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U1
I- 1T =A+ diag(d(v1)7 cee d(vn)) =A+
Un
Beweis
m E
Fiir i j : (I - IT)jj _ Z bibji = { :;i’lysf = a5, da by = bjr = 1 < ex = viv;
FﬁriZji(I'IT)ij:Z =2 b

2.14 Definition (Teilgraph)
Sei G = (V, E) ein Graph und V' CV

’

e G = (V' F’') heiit Teilgraph von G, wemm E' C E N (‘g) ist. In Zeichen: G' C G
e GIV']:=(V',EN (‘g,)) heifit der von V' induzierte Teilgraph

z. B.

v, v,

G el G" = G[{V1;%7V33V21}]

2.15 Definition (zusammenhdngend, Komponenten, Schnittecke, Briicke)

1. Sei G = (V, E). G heifit zusammenhingend, wenn zwischen je zwei Ecken z,y € V ein Weg von
x nach y existiert.

2. In einem nicht zusammenhéngenden Graphen heifit jeder maximale (bzgl. Anzahl von Ecken und
Kanten) zusammenhéingende Teilgraph eine Zusammenhangskomponente oder Komponente.
k
Sind Gy, ..., Gj die Komponenten von G, so gilt G = |J G;.
i=1
%(G) :=Anzahl der Komponenten von G.
k(G) =1 & G ist zusammenhéngend

3. Sei G = (V, E) zusammenhéngend. Eine Ecke © € V heifit Schnittecke, falls G[V \ {z}] nicht
mehr zusammenhéngend ist. Eine Kante k& € E heifit Briicke, falls (V, E'\ {k}) nicht mehr
zusammenhéngend ist.

Bricke

Vy

Schnittecke

zusammenhéngender Graph
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2.16 Satz (Anzahl der Komponenten eines Graphen)
Sei G = (V, E). Dann gilt (G) > |V| — |E|.

2.17 Folgerung

-1
Sei G = (V, E) zusammenhéngend mit n = |[V|und m = |E|. Dann gilt:|[n — 1 < m < n{n—1) = <n)

2.18 Satz

Sei G = (V,E) mit |[V| = n und |E| = m. Gilt m > i(n —1)(n —2) = (";1), so ist G zusam-
menhéngend.

Beweis (Indirekt)

Angenommen G ist nicht zusammenhéingend und seien Gy, ...,G) die Komponenten von G mit
[V(G;)| =n; firallei=1,...,k. Dann gilt k >2und n; +no+ ... +ng =n

m = |EG)|+|E(G)|+... +|E(G1)|
2.17 nl(nl — 1) ng(ng - 1) nk(nk - 1)
< et
1
- 5[(nl?JFnQQ+...+n;ﬁ)—(nl~le4—...+nk)]
1 2
= § (n1—|—+nk) —2 Z nin; —n
i 1<i<j<k
1 2
< 5 |™ —2ny (N2 +nz +...+nk)—n
L n—mi
< 1[11272(11—1)771]
- 2
= 1(nz 73n+2)
2
1

Dies ist aber ein Widerspruch und somit folgt G ist zusammenhéingend.

2.19 Satz

Ist G = (V, E) ein Graph mit |V| =n und |E| = m, so gilt: |m < (n —rG)+ 1)

Beweis

Siehe Lutz Volkmann: ,Diskrete Strukturen“ Satz 3.6

Bemerkung

Satz 2.19 = Satz 2.18
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Baume

2.20 Definition (Baum, Wald)

Ein Baum ist ein zusammenhéngender Graph ohne Kreise. Ein Wald ist ein Graph, dessen Kompo-
nenten Baume sind.

2.21 Lemma (Endecken in Bdumen)

Eine Endecke eines Graphen G = (V, E) ist eine Ecke € V mit d(z) = 1. Jeder Baum T' = (V, E)
mit |V| = 2 enthilt mindestens zwei Endecken.

Beweis

Sei P = vjvs...v; ein lingster Weg in T. Angenommen es existiert ein v € V, sodal vyv € E.
Dann ist v &€ {v1,ve,...,v;}, da aus v = v; fiir ein ¢ € {1,2,...,k — 1} folgt: v; ... v,v; ist ein Kreis.
AuBerdem gilt auch nicht v € V' \ {v1,vs,...,v;}, da in diesem Fall v; ... vgv ein Weg wire der linger

als P ist. Es folgt also v = vi_1 und somit d(vg) = 1, womit vy eine Endecke ist. Analog zeigt man,
dass v; ebenfalls eine Endecke ist.

2.22 Satz

Sei G = (V, E) ein Graph mit |[V| =n und |E| = m. Folgende Aussagen sind dquivalent:
1. G ist ein Baum
2. G ist zusammenhéngend und kreisfrei
3. G ist zusammenhéngend und m =n — 1
4. G ist kreisfrei und m=n —1
5. Zwischen zwei Ecken von G existiert genau ein Weg
6. G ist maximal kreisfrei (d.h. durch Hinzufiigen einer weiteren Kante entsteht ein Kreis)

7. G ist minimal zusammenhingend (d.h. durch Herausnehmen einer Kante zerfiillt G in zwei
Komponenten).

Beweis

Ublicherweise werden Beweise dieser Art gefiihrt, indem man zeigt, da8 (1) = (2) = (3) = (4) =
(5) = (6) = (7) = (1). Hier bietet es sich jedoch an zu zeigen, dafl (2) & (1) = (3) = (4) = (b) =
6) = (7) = (2).

(2) & (1) folgt unmittelbar aus der Definition von Baumen. Wir zeigen deshalb nur exemplarisch
(1) = (3) (per Induktion iiber n).

Induktionsanfang: Firn=2gilt m=1=2—-1=n—1.

Induktionsschluss: Sei n > 2 und fiir alle Biume 77 = (V', E’) mit |V'| = n gelte |E'| = |[V'| — 1.
Sei T' = (V, E) ein Baum mit |V| = n+ 1 und x eine Endecke von G (eine Endecke existiert nach
Lemma 2.21). G — z := G[V \ {z}] ist ein Baum mit genau n Ecken und somit gilt nach Induktions-
voraussetzung |E(G — x)| = n — 1. Durch Hinzufiigen von z zu G — x wird auch genau eine Kante zu
G — z hinzugefiigt (d(z) = 1) und somit gilt |F(G')| = |E(G—z)|+1=n—-1)4+1=(n+1) -1
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2.23 Definition ( Wurzelbaum)

Ein Wurzelbaum T = (V, E) ist ein Baum, in dem eine Ecke w € V' als Wurzel ausgezeichnet wird.
Es sei = eine Ecke im Wurzelbaum 7' mit Wurzel w

e Jede Ecke y auf dem Weg von w nach x heifit Vorgdnger von x

e Ist y ein Vorgéinger von x und x # y, so heifit © Nachfolger von y

o Ist yr € E(T), so heiit « bzw. y unmittelbarer Nachfolger bzw. unmittelbarer Vorginger

e Ein geordneter Baum ist ein Wurzelbaum, in dem fiir die unmittelbaren Nachfolger jeder Ecke

eine Ordnung festgelegt ist

2.24 Definition (Tiefe eines Wurzelbaumes)

Die Tiefe depth(T) eines Wurzelbaumes T ist die maximale Linge eines Wegs von der Wurzel w zu
einer Endecke.

Ein Wurzelbaum T mit der Tiefe ¢ heifit balanciert, wenn jede Endecke von T auf Niveau t oder ¢ — 1
liegt. Z. B. ein Fussballturnier mit 7 Mannschaften:

Sieger

Finae

Halbfinale

Viertelfinale

2.25 Definition (bindrer Wurzelbaum)

Es sei T = (V, E) ein Wurzelbaum mit w € V
o T heifit bindrer Wurzelbaum, wenn jede Ecke hochstens zwei unmittelbare Nachfolger hat

e T heifit vollstindig bindrer Wurzelbaum, wenn jede Ecke entweder genau zwei oder keine un-
mittelbaren Nachfolger hat

2.26 Satz (Anzahl der Ecken in bindren Bdumen)

Sei T'= (V, E) ein bindrer Baum mit der Tiefe ¢ und |V| = n.

Danngilt’t+1§n§2t+1—1

Beweis

P, =Anzahl der Ecken auf Niveau £ mit 0 < k <t

t
Somit gilt Y. Pr =n.Dal< P, <2 P, fiir 1 <k <t gilt, ist P, < 2%
k=0

¢ ¢
Daraus folgt t +1< Y, P, =n< Y 2k =241 1
k=0 k=0
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2.27 Folgerung (Tiefe in bindren Bdumen)

Sei T' = (V, E) ein bindrer Baum mit der Tiefe ¢t und |V| = n.

Dann gilt |t > [ld(n; 1)—‘

2.28 Definition (Geriist)

Ein Teilgraph T eines zubammenhéingenden Graphen G heifit Geriist (spannender Baum, Baumfak-
tor) von G, wenn T ein Baum mit V(T) =

Graph und seine drei Geriiste

2.29 Satz

Jeder zusammenhéngende Graph enthélt ein Gertist.

Beweis

Enthélt G keinen Kreis, so setze T = G und T ist ein Geriist von G. Sonst wihle einen Kreis
C = v,v102 ... vvp und nehme eine beliebige Kante von C heraus (z.B. G’ = (V, E'\ {vopv1}) G’ ist
damit immer noch zusammenhéngend) Fihrt man so fort, dann erhélt man einen Teilgraphen T', der

kreisfrei ist. Also ist T ein Geriist von G.

Algorithmus 1: Breitensuche BF'S : Breadth-First-Search

[ >
[
[ [
Graph Gertist Breitensuche

Algorithmus 2: Tiefensuche DFS : Depth-First-Search
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i

Graph Gertlist Tiefensuche
In der Informatik benutzt man sehr oft die Darstellung als Adjazenzliste:

1 (=2 [3=a[I=[a]*]
2 [F=[1[3=[[3=[s-I={6]"]
3[=[1[F=-[2]]

6 ef={2]ef={7]¢]
7
Vor- und Nachteile:
‘ Adjazenzmatrix ‘ Adjazenzliste
Speicherplatz (V%) (V| +|E|)
Priifen ob zy € F 6(1) O(min{d(x),d(y)})
N (z) bestimmen \4)) 0(d(x))

2.30 Satz (Cayley’s Tree Formula)

Sei G ein vollstéindiger markierter Graph mit n > 2 Ecken. Dann besitzt G' n"~2 verschiedene Geriiste.
Beweis

Baum T auf V = {1,2,..., 0} "IN p(T) = () ty,.. . t, o) € V2
~—_———
Priifercode vonT

Algorithmus ,,—¢

Eingabe: Baum T = (V, E) mit V = {1,2,...,n}
Ausgabe: Wort (t1,t2,...,t,_2) iiber dem Alphabet {1,2,...,n}

5

— (3,3,4,4,6)

1

WHILE |V| > 2 DO
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Bestimme die Endecke v im Baum 7" mit der kleinsten Markierung
t; < Nachbar von v im Baum T

T — (V(T)\ {0}, B(T) \ {ut,})
i—1i+1

Algorithmus ,,«“

Eingabe: Wort (t1,t2,...,t,—2) iiber dem Alphabet {1,2,...,n}
Ausgabe: Baum T = (V, E) mit V ={1,2,...,n}

S0

FOR:=1T0On— 2 D0
Wihle die kleinste Ecke s; € {1,2,...,n} \ S mit s; &€ {t;,tix1,...,tn_2}
Fiige die Kante e; = s;t; in den Graphen ein
S — SuU{s;}

Fiige die Kante e,—1 := {1,2,...,n} \ St,—2 in den Graphen ein

2.2 Matchings in Graphen

Gegeben: Eine Menge von Rechnern mit verschiedenen Leistungsmerkmalen (z.B. Speicher, Ge-
schwindigkeit) und eine Menge von Jobs mit unterschiedlichen Leistungsanforderungen an die
Rechner

Gesucht: Eine Verteilung von den Jobs auf die Rechner, so dafl moglichst viele Jobs gleichzeitig
bearbeitet werden kénnen

Graphentheoretisch kénnen wir das obige Problem wie folgt formulieren:

Jobs

Rechner

Verteilung von Jobs auf Rechner

JiRy € E(G) & Ry, erfiillt die Leistungsanforderungen von Job J;

Gesucht ist dann die Kantenmenge M C E(G), so daf keine zwei Kanten aus M eine gemeinsa-
me Endecke haben.

Konvention: Sei G = (V, E) und M eine Kantenmenge, dann gilt V(M) := {z,y € V(G)|zy € M}
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2.31 Definition (Matching)

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Kantenmenge M C F(G) heifit Matching von G, wenn
V() NV (ko) =0 ki ks € M ki # ko)

e Ein Matching M von G heifit mazimal, wenn es in G kein Matching M’ gibt mit M C M’

e Ein Matching M heifit Maximum-Matching, wenn es in G kein Matching M” gibt mit | M| <
| M|

e Ein Matching M heifit perfekt, wenn V(M) = V(G)

2.32 Beispiel

Gy : M = {ViV,, V3V5, V7 Vg} maximal
. M = {ViVy, V3V, V4Vs, V7zVg}  perfekt
Go : Va Vs M = {VhV3,V4Vs5} maximal
2 G2 hat kein perfektes Matching
v, v,
Gs : ‘ ‘ M = {VaVs, V5Vs} maximal
v M = {ViV,, V3V, VsVs}  perfekt
G, - A Sterngraph, hat kein perfektes und jeder beliebige Zweig ist
4 -

ein maximales Matching.

2.33 Bemerkung

Fiir jeden Graphen G = (V) e) gilt:
1. Jedes pefekte Matching ist ein Maximum-Matching
2. Fiir jedes Matching ist |V (M)| = 2| M|
3. Fiir ein perfektes Matching M von G gilt 2|M| = |V(G)]

4. G hat ein perfektes Matching 7 [V(G)| ist gerade
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2.34 Definition (vollstindiger bipartiter Graph)

Ein Graph G = (V, E) heifit bipartit, wenn sich V(G) in zwei
disjunkte Mengen A und B zerlegen liBt, so dafl G[A] und

Ag [B] NullgréBen sind. A und B heiflen Partitionsmengen. Ein
vollsténdiger bipartiter Graph K, , ist ein bipartiter Graph
(AUB,F) mit |[A| =pund |B| =qund zy € E firallex € A
und y € B.

K, 4 vollstangiger bipartiter Graph

2.35 Beispiel
1) 2)

AN A

70— °

K> 3 vollstandiger bipartiter Graph

2.36 Satz (Konig, 1916)
Ein Graph G ist bipartit < G hat keine Kreise ungerader Linge.

2.37 Satz (Koénig-Hall)

Sei G = (AU B, E) bipartit. Dann hat G ein Matching M mit ’ M| =|A| < |[N(S)| > |S| V¥SC A‘

Beweis
= trivial
St U(a) :={z € V(G)|x ist durch einen M-alternierenden Weg mit a verbunden}

M ist ein Maximum-Matching = U(a) C V(M)

Setze: A’ = (U(a) N A) U {a} B'=U(a) N B

Dann gilt: B’ = N(A') und |B'| =|A |- 1= |A'|=|B'|+1=|N(4A")|+ 1> |N(A4")|
2.38 Folgerung (Konig, 1916)
Ist G = (AU B, E) ein r-reguliirer bipartiter Graph mit r > 1, so besitzt G ein perfektes Matching.
2.39 Folgerung (Konig, 1916)
Ein r-regulérer bipartiter Graph lé8t sich in r kantendisjunkte perfekte Matchings zerlegen.

Beweis
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Sukzessives Anwenden von Folgerung 2.38

2.40 Definition (Multipartite Graphen)

Ein Graph G = (V, E) heifit k-partit (multipartit), wenn V(G) in k disjunkte Mengen Vi, Vs, ..., V;
zerlget werden kann, so dafl G[V;] fiir ¢ = 1,..., k Nullgraphen sind.

2.3 Hamiltonsche Graphen

Im Jahre 1859 erfand Sir William Hamilton das Spiel ,Rund um die Welt“.
Dabei gilt es durch eine Menge von Stiddten zu reisen, wobei man jede Stadt
nur einmal besucht und zum Schluf} wieder am Ausgangspunkt ankommt.
Die Abbildung zeigt einen Graphen mit 20 Knoten (Stiddten) und einen Pfad
hindurch, welche die Bedingungen des Spiels erfiillt.

3-regulérer
Dodekaeder Do

2.41 Definition (Hamiltonkreis)

Sei G = (V, E). Ein Kreis C in G heifit Hamiltonkreis, falls V(C) = V(G) ist. Ein Weg W in G
heifit Hamiltonweg, falls V(W) = V(G) ist. Enthdlt G einen Hamiltonkreis, so heit G Hamiltonscher
Graph und wenn G einen Hamiltonweg enthélt, so heifit G Semi- Hamiltonscher Graph.

2.42 Beispiel

1. K, mit n > 3 ist ein Hamiltonscher Graph
2. Dy ist ein Hamiltonscher Graph (— 2.3)

3. Der Peterson-Graph ist zwar nicht Hamiltonsch, aber dafiir Semi-Hamiltonsch.

Bemerkung: Hamlitonsch ;’ Semi-Hamiltonsch

2.43 Satz (Notwendige Bedingung)

Ist G ein Hamiltonscher Graph, so gilt fiir jede nicht leere Eckmenge S C V(G) : ’ k(G = 95) <|9] ‘

Beweis

C sei Hamiltonkreis von G und S = {x,,..., 2y, } eine Eckmenge. Dann gilt:
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K(C —{xn, }) = 1
H(C - {xnlaxn’z}) < 2
: <
k(G —5) < KO-=5)<|S]

2.44 Satz (Hinreichende Bedingung)

Sei G = (V, E) ein Graph mit |V| = n. Sein u und v zwei nicht adjazente Ecken mit d(u) + d(v) > n,
dann gilt G ist Hamiltonsch < G + uv ist Hamiltonsch.

Beweis
= trivial
=t (indirekt)

Nehmen wir an G + wv ist Hamiltonsch, aber G nicht. Dann enthilt jeder Hamil-
tonkreis von G + uv die Kante wv und ein X-over.

X-over

Seien nun S :={i|ll <i<n—-2, w1 € E(G)}
und T :={jl2<j<n-1, ujve EG)}

Dann folgt S NT = (@, sonst hitten wir ein ,X-over* und |[SUT|<n—-1<n
dlu)+d)=|S|+|T|=1SUT|+|SNT|<n
—_—— ——

<n =0
Dies ist aber ein Widerspruch!

2.45 Folgerung (Ore, 1960)

Sei G = (V,E) ein Graph mit |V| = n. Gilt fiir alle nicht adjazenten Ecken u,v die Ungleichung
d(u) 4+ d(v) > n, so ist G Hamiltonsch.

2.46 Folgerung (Dirac, 1952)

Sei G = (V, E) ein Graph mit [V| = n. Ist d(v) > § fiir alle v € V(G), so ist G Hamiltonsch.

2.47 Bemerkung

1. Hamilton-Graphen finden eine Anwendung bei der Losung des Problems des Handlungsreisen-
den (TSP: Travelling Salesman Problem) .

2. Das Entscheidungsproblem, ,enthiilt G einen Halbkreis?“, ist N P-vollstindig (— Informatik-
vorlesung(en))
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2.4 Eulersche Graphen

A D

B e

Das Konigsberger Problem

2.48 Definition (Kantenfolge, -zug, Eulertour)

Sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph

o zoxy...xpmitx; € V (0 <i<k)und mit z;z;41 € E(G) (0 <14 < k—1) heifit eine Kantenfolge

der Lange k
e Eine Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Kanten heifit Kantenzug.
V3
. B VaV3VoVy  Kantenfolge, aber kein Kantenzug
o ViWVLV,Vy  Kantenzug
°
Vi Va Vy

o Ein Kantenzug Z mit E(Z) = E(G) heifit Eulerscher Kantenzug. Ein geschlossener Eulerscher
Kantenzug heifit Eulertour.

2.49 Definition (FEulersch, Semi-Eulersch)

Sei G = (V, E) zusammenhiingend mit |V| > 2. G heifit Semi-Eulersch, falls G einen Eulerschen
Kantenzug hat bzw. Eulersch, wenn G eine Eulertour hat.

2.50 Beispiel

V2 V3
G v v Eulertour z. B. ViVoVaV, VsV Vo Vs VsV Vi
L ' ¢ @G ist Eulersch
Vi Vs

Kantenzug t. B. V1 VoV3V1 Vi Vo

Ga (5 ist Semi-Eulersch
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2.51 Satz

Sei G = (V, E) zusammenhéngend und |V| = 2. Dann gilt G ist Eulersch < der Grad jeder Ecke ist
gerade.

Beweis

=" trivial

=t Sei z = xpxy ...z ein langster Kantenzug in G Dann ist x; = ¢ und z ist eine Eulertour
von G, denn sonst:

2.52 Folgerung

Ein zusammenhéngender Graph G = (V, E) mit |V| > 2 ist Semi-Eulersch < G besitzt zwei oder
keine Ecke ungeraden Grades.

2.53 Bemerkung

1. Fiir Eulersche Graphen gibt es einen effizienten Algorithmus (Fleury’s Algorithmus, mit der
Komplexitidt O(|E(G)])), eine Eulertour zu konstruieren.

2. Anwendungsbeispiel: Chinesisches Brieftriigerproblem (Kuan, 1962)

Es geht darum einen moglichst kurzen Weg, vom Postamt aus beginnend, durch alle Anlie-
ferstellen zu finden und zum Schlufl wieder am Postamt anzukommen.

Graphentheoretisch 148t sich dieses Problem folgendermafien darstellen:

Es sei G = (V, E) ein zusammenhingender Graph mit einer Kantengewichtsfunktion ¢ : E —
{q € Q|g > 0}. G heifit dann bewerteter Graph. Gesucht wird eine geschlossene Kantenfolge Z
von minimaler Gesamtlinge mit E(Z) = E(G).

Beispiel:
2
—]—» °
-
1
Postamt

2.5 Planare Graphen

Frage: Welche Graphen kann man so in der Ebene R? zeichnen, daf sich keine zwei Kanten schneiden?

Beispiele
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K4Z

X o

2.54 Definition
Es sei G = (V, E) ein Graph

— oder

1. G heifit einbettbar in den R2, wenn es ein Paar ¢, ¢’ gibt, so daf gilt:

¢ 'V — R? injektiv
¢ :E— J={Bild(e)]|e:[0,1] — R? stetig und injektiv}

Jordankurve
LN e p(u) = €(0) _
mit ¢’ (uv) = Bild(e) und {(p(v) —e) e=u € E(G)

und ¢'(e1) N ¢'(e2) =v(er) N wv(ez), e1,ex € E(G)
2. G heiit planar, wenn G in R? einbettbar ist

3. Ein ebener Graph (oder eine Landkarte) ist eine Einbettung eines planaren Graphen (in Zeichen:
(G, p,¢") in R?

S

4. Ist (G, p,¢") ein ebener Graph, so heiflen die Zusammenhangskomponenten von R?| o' (e)
E

e€

Gebiete (oder Léander) von (G, ¢, ¢').
z.B.

[(G) :=Anzahl der Gebiete (oder Lénder) von G
=6 |V|=5 |E|=9

2.55 Satz (FEulersche Polyederformel, 1752)

Sei G = (V, E) ein zusammenhéngender ebener Graph. Dann gilt: ’l(G) =|E|—|V]|+2 ‘
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2.17
Beweis (Induktion iiber m = |E| > |V]—1)

m=|V|—-1: G ist ein Baum
L=(V[-D—=[V[+2
——
m
Da G zusammenhingend ist und |E(G)] = m +1 > |V| SM2222 o enthalt

mindestens einen Kreis C'.

m—-om-+1:

Sei nun e € E(C) beliebig, dann gilt |E(G —e)| = m und (G —e) = m — |V| + 2.
Durch die Entfernung von e verschmelzen die beiden Lénder auf den zwei Seiten
von e zu einem.

= I(G—¢) = m—|V|+2 | +1
[E(G)] = [V]+2

~

—~

Q

~—
|

Bemerkung

1. Sei G planar. Dann ist /(G) eine Invariante fiir verschiedene Einbettungen in R2. Daher kénnen
wir bei einem planaren Graphen von der Anzahl seiner Lander sprechen.

2. Jeder Graph kann in R3? eingebettet werden.

2.56 Satz
Fiir jeden planaren Graphen G = (V, E) mit V| > 3 gilt: ’ |E| <3-|V]— 6‘

Beweis
0.B.d.A. G ist in R? eingebettet, [ :=Menge von Landern

Jedes Land wird von mindestens 3 Kanten begrenzt und jede Kante begrenzt hochstens 2 Linder

=3 |L| <2-|E|>EP 2B > 1(G) = |E|- |V|+2=|E|<3-|V|-6
~—
1(G)

2.57 Beispiel
1. K ist nicht planar, denn |[E(K5)| = (3) =10 £3-5—6

2. K33 ist nicht planar, denn K33 ist Cs-frei und fiir Cs-freie planare Graphen G = (V, E) mit
[V|=3gilt |[E|<2-|V|—4

Die beiden Graphen K5 und K3 3 sind in gewisser Weise die kleinsten nicht-planaren Graphen.

2.58 Definition (Unterteilungsgraph)

a a Es sei G = (V,E) und e = ab € E(G). Wir sagen e wird unterteilt,
wenn wir zu G eine neue Ecke z hinzufiigen und die Kante e durch
zwei neue Kanten ax und zb ersetzen.

Ein Graph H heifit Unterteilungsgraph von G, wenn man H aus G
durch sukzessives Unterteilen von Kanten erhélt.
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2.59 Satz (Kuratowski, 1936)

(K5  und Unterteilungsgraphen von K5 )
G ist planar < + sind keine Teilgraphen von G
(K33 und Unterteilungsgraphen von Ks3 )

2.60 Definition (Fdrbung)
Sei G eine Landkarte.

e Zwei verschiedene Lander F; und Fb heiflen benachbart, wenn es eine Kante gibt, die sowohl
zum Rand von F}, als auch zum Rand von F5 gehort.

e Ist L die Menge der Lénder von G, so nennt man eine Abbildung H : L — {1,2,...,p} Fdirbung
oder p-Férbung von G, wenn h(F}) # h(F») fiir zwei verschiedene benachbarte Lander F; und
F3; gilt. Man sagt auch, dafl sich die Landkarte G mit p Farben farben 148t.

2.61 Beispiel (Fdrbung)

2.62 Satz (Vierfarbvermutung)

Jede Landkarte 148t sich mit vier Farben farben.
Beweis

N. Robertson, 1997

2.63 Bemerkung

1. Bei den Anwendungen planarer Graphen in der Informatik steht der algorithmische Aspekt im
Vordergrund. Es gibt Verfahren, die in Zeit 6(|V| + |E|) testen, ob G = (V, E) planar ist, und
falls ja, diesen dann auch in R? einbetten.

2. Das Problem der Kantenfirbung

3. Das Problem der Eckenfiarbung

2.6 Digraphen

2.64 Definition (Digraph)

Ein Digraph D besteht aus einer endlichen und nicht leere Eckenmenge V' (engl. vertez set) und einer
Bogenmenge A CV x V (engl. arcs) von geordneten Eckenpaaren, in Zeichen D = (V, A).
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Schleife

Ve

Mehrfachbogen

Digraph

Konvention: Wir werden hier nur die schlichten Digraphen (d.h. Digraphen ohne Schleifen und

Mehrfachbogen) betrachten.

2.65 Definition
Sei D = (V, A) ein Digraph.

o D' = (V' A") heifit Teilgraph von D, wenn V C V und A’ C A N (V' x V') sind, in Zeichen

D' CD.

Ein Teilgraph D’ = (V’/, A’) heifit ein von V' induzierter Teilgraph, wenn A’ = A N (V' x V'),
in Zeichen D’ = D[V].

Orientierte Kantenfolge der Lénge p in D: F : zoz122...2, mit 2; € V(D), i =0,1,...,p
und z;z;41 € A(D), i=0,1,...,p—1

Orientierter Kantenzug:= Orientierte Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Bogen
Orientierter Weg:= Orientierte Kantenfolge mit paarweise verschiedenen Ecken
Geschlossene Kantenfolge:=. . .

Orientierter Kreis der Lénge ¢:= Eine geschlossene Kantenfolge mit der Linge ¢ mit genau ¢
Ecken

Eulertour in D:=Ein geschlossener Kantenzug Z in D mit A(Z) = A(D)
Hamiltonscher Weg von D:=FEin Weg W in D mit V(W) = V(D)
Hamiltonscher Kreis von D:= Ein Kreis C' in D mit V(D) = V(C)

Fiir x € V(D) definieren wir:

N*(z) = {ylzy € A(D)}
N~ (x )—{wlwwGA( )}

d*(z) =|N*(2)]  0"(D)=min{d"(z)|z € V(D)}
AT(D) = max{d*(z)|z € V(D)}
d=(z)=[N"(z)] 07 (D) =min{d" (2)|z € V(D)}
A~ (D) = maz{d (z)|lz € V(D)}

Der untergeordnete Graph von D ist G(D) = (V(D),{ zy | zy € A(D)}) (in Zeichen G(D))
— —~—

Kante Bogen

2.66 Definition

Eine stark zusammenhdingende Komponente H von D ist ein maximaler Teilgraph von D, sodafl H
fiir zwei beliebige Ecken u,v € V(H) einen orientierten Weg von u nach v enthilt. D heifit stark
zusammenhédngend, wenn D nur eine stark zusammenhéngende Komponente hat.
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2.67 Definition (Turnier)

Ein Digraph heifit Turnier, wenn zwischen je zwei Ecken genau ein Bogen existiert. Ein Turnier mit
n Ecken heifit n-Turnier, in Zeichen T,.

2.68 Satz (Redei, 1934)

Jedes Turnier besitzt einen orientierten Hamiltonschen Weg.
Beweis

Sei T, ein Turnier und sei W = x5 ...z ein ldngster orientierter Weg in T5,.
—_——

Lange k—1
Annahme: k£ <n
Xq % X3 e
X
Sei x € V(T,,) \ V(W). Dann haben wir 21 — « — z, = Ji € {1,...,k — 1} mit x; — z — z;11

Soist x1xo ... x;xwi11 - .. Tk ein orientierter Weg in T;, mit der Linge k. Widerspruch!

2.69 Satz

Ist T}, ein stark zusammenhingendes Turnier, so liegt jede Ecke von T,, auf einem p-Kreis fiir alle
pe€{3,4,...,n}.

Beweis (vollstindige Induktion iiber p)

2.70 Bemerkung
D = (V, A) < Relation A auf der Menge V
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Kapitel 3

Algebraische Strukturen

3.1 Universelle Algebren

3.1 Definition (n-stellige Operation)
Ist M eine Menge, so heifit eine Abbildung f : M"™ := M x M Xx ... x M — M eine n-stellige

n—mal

Operation oder ein n-stelliger Operator.

o n = s(f) heifit Stelligkeit vom Operator f

e Ein zweistelliger Operator (d.h. f : M x M — M) heifit auch Verkniipfung (engl. binary

operation)

3.2 Definition (Universelle Algebra, Indexmenge, Signatur)
Eine universelle Algebra vom Typ (n;)cr1 ist (M, (fi)ic1), wobei f; eine n;-stellige Operation auf M
(d.-h. n; = s(f;)) und I eine Indexmenge ist (die auch unendlich sein kann). Die Liste (n;);c1 heifit
Signatur der Algebra (M, (f;);e1.
3.3 Beispiel

1. Die boolesche Algebra ({T,F},V,A, ) hat Signatur (2,2,1).

v| T F AT F -T:=F
T|T T T|T F —-F:=T
F|T F F|F F
Oder Und Negation
2. Mit den iiblichen arithmetischen Operationen wie ,,+“ und ,,-“ kénnen wir unterschiedlische

Algebren definieren:

o (N,+), (N,+,-)

e (Z,)

({z € N|z ist Quadratzahl}, )

(denn fiir r = a? und y = b? ist -y = a? - b*> = (a-b)%, d.h. - : M x M — M)

e ({z € N|z ist Quadratzahl}, +) ist keine Algebra, denn die Summe von 4 = 22 und 9 = 32
ist keine Quadratzahl.

3. Sei ¥ eine Menge, auch Alphabet genannt. Dann heiflen ¥* = {(ajaz...a,) |a; € ¥,n € Ny} die
Wérter iiber dem Alphabet 3.
o: X* X X* — ¥* mit (aras...a,) e (biba...by) = (a1...anby...by)
(3*, @) ist eine Algebra
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4. Sei U eine beliebige Menge und F(U) := {f| f : U — U}. o : Komposition von zwei Funktionen,
also (f og)(x) = f(g(z)) fir alle z € U
(F(U),o0) ist eine Algebra

3.4 Definition (Neutrale Elemente)

Sei (M, o) eine Algebra mit einem zweistelligen Operator ,,0%.
e Ein Element e € M heif3t linksneutrales Element fiir den Operator ,0“, fallseoa =a Va € M.
e Ein Element e € M heifit rechtsneutrales Element fiir den Operator ,0“, fallsaoce =a Va € M.

e Ein Element e € M heifit neutrales Element fiir den Operator ,,0“, falls e sowohl ein linksneu-
trales, als auch ein rechtsneutrales Element ist, also eca =aoe=a Va € M.

3.5 Beispiel

Sei ({b, c},0) eine Algebra mit der Verkniipfung o | b ¢

= b ist ein rechtsneutrales Element

boc=b } = ¢ ist ein rechtsneutrales Element
} = b ist kein linksneutrales Element

Also hat ({b, c}, o) kein neutrales Element

3.6 Lemma

Sei (M, o) eine Algebra vom Typ (2) (d.h. o ist eine zweistellige Verkniipfung). Dann gilt:
Ist ¢ ein (%) linksneutrales Element und d ein (A) rechtsneutrales Element, so ist ¢ = d.
Insbesondere gilt: O Jede Algebra (M, o) vom Typ (2) enthilt héchstens ein neutrales Element.

Beweis
* = cod=d e
A =cod=c €=

Q Eindeutigkeit des neutralen Elements :

Annahme: e und ey sind zwei neutrale Elemente

ear eol
€1 =— €1 0€2 = €9

3.7 Beispiel (siehe Beispiel 3.3)

(N,+)  hat neutrales Element ,0“ (dennx+0=04+xz =2 VzeN)
(z,- hat neutrales Element ,1¢ (dennz-1=1-z=2 VYx €Z)
(N,+,-) hat neutrales Element ,0% bzgl. 4+

und ,,1“ bzgl. ,,-¢
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3.8 Definition (Inverse Elemente)

Sei (M, o) eine Algebra vom Typ (2) und neutralem Element e.

e Fin Element x € M heifit linksinverses Element von a € M, falls zoa =¢
e Ein Element x € M heifit rechtsinverses Element von a € M, fallsaox = e

e Ein Element € M heifit inverses Element (oder Inverses) von a € M, falls z sowohl ein
linksinverses Element, als auch ein rechtsinverses Element von a ist.

3.9 Definition (Halbgruppe)
Eine Algebra A = (M, o) mit einem zweistelligen Operator o vom Typ (2) heifit Halbgruppe, falls der
Operator o assoziativ ist, also ao (boc) = (aob)oc Va,b,c € M.

z.B. (¥*,0) im Beispiel 3.3 ist eine Halbgruppe

3.10 Definition (Monoid)
Eine Algebra A = (M, o) vom Typ (2) heifit Monoid, falls
M1 : o assoziativ ist (d.h. A = (M, o) ist eine Halbgruppe) und

M?2 : ein neutrales Element e € M existiert

3.11 Definition (Gruppe)

Eine Algebra A = (M, o) vom Typ (2) heifit Gruppe, falls

G1: o assoziativ ist (d.h. A = (M, o) ist eine Halbgruppe) und
G2 : ein neutrales Element e € M existiert und

G3 : jedes Element a € M ein Inverses besitzt

3.12 Definition (Abelsche Algebra)

Eine Halbgruppe (ein Monoid, eine Gruppe) A = (M, o) heifit abelsch, falls o kommutativ ist, also
aob=boa Va,be M.

3.13 Definition (Ring)

Eine Algebra A = (M, ®, ®) mit zwei zweistelligen Operatoren @ und © heifit Ring, falls
R1: A = (M, ®) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € M ist und

R2: A =(M,®) ein Monoid mit neutralem Element 1 € M ist und

R3: @ und © sind distributiv, alsoa ® (0B ¢) = (a©b) ® (a®@c)und (b P c)©c) = (bOa) B (c® a)
Va,b,c e M

3.14 Definition (Kdrper)

Eine Algebra A = (M, ®, ®) mit zwei zweistelligen Operatoren @ und © heifit Kdrper, falls
K1: A =(M,®) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 0 € M ist und

K2: A =M\ {0},®) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 € M ist und
K3:a0b®c)=(a0b)®(a®c) Va,b,ceM

z.B. sind die Algebren (R, +, ), (C,+, ) Korper
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3.15 Definition (boolesche Algebra)
Eine Algebra A = (M, ®, ®, ) vom Typ (2,2,1) heiBt boolesche Algebra, falls

Bl: A = (M,®) ein abelsches Monoid mit neutralem Element 0 € M ist und
B2: A =(M,Q®) ein abelsches Monoid mit neutralem Element 1 € M ist und

B3 : fiir den Operator — gilt: a @ (-a) =1 VaeM
a®(-a)=0 VYaeM

B4 : das Distributivgesetz gilt: a® (b®c¢)=(a@b)® (a®c¢) Va,b,ce M
a®(boc)=(a®b)®(a®c) VYa,b,ce M

3.16 Beispiel
1. (Z,+,-) ist ein kommutativer Ring, d. h. (Z, +, -) ist ein Ring und zusétzlich gilta-b=0b-a Va,b € Z

2. Sei K ein Korper, dann ist

o« Kla] = { 3 apat

k=0

ar €K, ne No}* ein kommutativer Ring (Polynomring)

¢ K[al) = { £ 0

n=0

1=1-2° (vgl. Satz 1.32)

an € K} ein kommutativer Ring mit Null 0 = 0 - z° und Eins

aip -0 Qin
o KM*m .= ai; € K, 1 <14, 7 <n pmitn > 1 ein nicht-kommutativer

ap1 - Unn
Ring (mit Null 0 und Eins E,,")

3. Q,R,C sind Korper

4. Der kleinsten Ring: {0} mit ,0“ = 1 und ,, +“ = -
Der kleinste Korper: Fo = {0, 1}

Konvention

Sei (K, ®,®) ein Korper
e 0 € K (Null) heiit neutrales Element bzgl. &
e 1 € K (Eins) heifit neutrales Element bzgl. ©®
e —qa heifit Inverse von a € K bzgl. ®

e a~! heiit Inverse von a € K \ {0} bzgl. ®

3.2 Unteralgebren, Homomorphismen, Kongruenzen
Es sei A = (A, (fi)ic1) eine Algebra vom Typ T = (n;)ics mit n; = s(f;)

3.17 Definition (Unteralgebra)

U C A heifit Unteralgebra von A (in Zeichen U < A), falls die Operatoren f; abgeschlossen sind,
d.h. {fi(u1, ... un,)|u1,...,u, € U} = f;(U™) C U fiir alle i € I

*Menge der Polynome iiber K
TEinheitsmatrix
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3.18 Definition (Untergruppe, Teilring)

e Sei G = (G, ") eine Gruppe.
Eine Unteralgebra U < G heifit Untergruppe von G, falls (U, ) eine Gruppe ist. (d. h. fiir alle
u,u' € Ugilt: u-v' € U, v~ € Uund 1 € U)

e Sei R = (R,®,®) ein Ring.
Eine Unteralgebra U < R heifit Teilring oder Unterring von R, falls (U, ®,®) ein Ring ist.

3.19 Beispiel
1. (Z,+) ist eine Untergruppe von (Q, +)
2. Sei Z,, :={0,1,...,n—1} und +,, : Nx N — Z,, mit +,(a,b) = (a+b) mod n Va,beN
2B. n=5: Zs=1{0,1,2,3,4} +5:NxN—Zs
1452=3 2+53=0 3456=4

Dann ist (Z,, +,) keine Untergruppe von (Z, +), da sich dir Operatoren
unterscheiden: z.B. 243 =5, aber 2453 =0

3.20 Lemma

Sei J eine Indexmenge und U; < A fiir j € J. Dann gilt () U; <A
jed

3.21 Definition (erzeugte Unteralgebra)
Sei M eine Teilmenge von einer Algebra A.
(M) =({U|M C U < A} heifit die von M erzeugte Unteralgebra.

3.22 Beispiel
1. Sei G = (G,o0) eine Gruppe und sei ¢ € G und ({g}) = {¢'|i € Z}, die von g erzeugte

i-mal

o oy fallsi>0
Unteralgebra, wobei g¢ := 1 falls i =0
g lo--iog™! fallsi<0
—_—
—i-mal

2. <{gl,...,gn}>:{al,...,am|m€N0, aj€{gl,...,gn,gfl,...,grjl}}

3.23 Definition (Homomorphismus)

Seien A = (A, (fi)ie1) und A= (K, (ﬁ)iel) Algebren vom gleichen Typ T = (n;)ier, d-h. n; =
s(fi) = s(fi)- ~ ~
Eine Abbildung ¢ : A — A heifit (Algebra-) Homomorphismus von A nach A, falls fiir alle 7 € I die

Operatoren f; und f; mit ¢ vertauschbar sind, also ﬁ»((p(al)7 cooolan,)) = e(filar, ... ay,)) fiir alle
a; €A j=1,...,nund i € L

Die Vertauschbarkeit bedeutet, da man zum gleichen Ergebnis kommt, un-
Cpl lso abhéngig davon, ob man im Diagramm ,,oben herum* oder ,,unten herum* lauft.
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3.24 Beispiel

1. Sei A = (A, (fi)ie1)” eine Algebra und A’ < A. Dann ist id : A’ — A mit ¢ — a fir allea € A’
ein Homomorphismus von A’ nach A, oder: die ,kleinere* Algebra A’ ist in die , groflere* Al-
gebra A eingebettet:

Einbettung

2B. A=(N,+) A=(Z+) A<A
¢w:N—Z mitn - n Vn & N ist ein Homomorphismus von A nach A
2. A=(>"e) A=(Ny+)
©: 3" = No mit w— |w|l Vw e 3" ist ein Homomorphismus von A nach A
3. Sei K ein Korper und V, W zwei K-Vektorraume.
¢ : V. — W ist ein Homomorphismus < ¢ ist k-linear
d.h.

Yui,v9 € V

[ ]
S
E
Jr
<
S

I
5
g
_|_
5
<
S

v) YweVv

.
S

3.25 Definition (Isomorphismus, Automorphismus)

Seien A = (A, (f;)ic1) und A = (A, (fi)ie1) Algebren vom gleichen Typ T = (n;)ier.
Eine Abbildung ¢ : A — A heifit Isomorphismus von A nach A, falls

1. ¢ ein Homomorphismus von A nach A ist und
2. ¢ bijektiv ist.

Ein bijektiver Homomorphismus heifit Isomorphismus.
A =~ A (A isomorph zu A) < 3 Isomorphismus von A nach A

Ein Isomorphismus einer Algebra A nach A heifit Automorphismus.

3.26 Beispiel (Isomorphismus, Automorphismus)

LA=N+) A= ({2n]neNh+) ¢:N= {2n|n € N} mit n > 2n Vn € N ist ein
Isomorphismus von A nach A

2. A=(R",) A=(R,4) ¢:R* - Rmitz—logz VzeR" ist ein Isomorphismus fiir die
Logarithmusfunktion. Es gilt: log(z - y) = logz + logy Va,y € RT

*siehe Beispiel 3.3
TLinge des Wortes ,,w*
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3. Sei A = ({1,2,3},0) eine Algebra mit 0

p:1—-2 2—1, 3—3 istein Automorphismus

3.27 Lemma

Ein Isomorphismus zwischen zwei Algebren bildet neutrale Elemente auf neutrale Elemente und
inverse Elemente auf inverse Elemente ab.

3.28 Lemma

Ist ¢ ein Isomorphismus der Algebra A in die Algebra K, so gibt es auch einen Isomorphismus ¢!

von A nach A.

v A

N
A — -1

A
A ®

Erinnerung an Lineare Algebra

Sei M eine Menge.
e Eine Relation R auf M ist eine Teilmenge R C M x M.
e Eine Relation R auf M heifit A quivalenzrelation, falls R reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

e M/R := Menge der Aquivalenzklassen von R

CP(M)
3.29 Beispiel
Seien a,b € Z und m € N
~mia~nb e mla—b doh.a =b (modulo n)

Z:={km|ke€Z}U{km+1|ke€Z}U...U{km+ (m—1)|k € Z}

(0]~ A~ (n—1]~p,
Ly = {[O}Nma[l}wma-”v[m_1]~m}
= Z/mZ
= {[a]Nm |a € Z}

{{a+mz|z€Z}|acZ}
= {a+mZla€cZ}

3.30 Definition (Kongruenzrelation)

Sei A = (A, (fi)ic1) eine Algebra. Eine Aquivalenzrealation ~ auf A heiBt eine Kongruenzrelation
auf A, wenn ~ mit allen f; vertréglich ist, d. h.

ay ~ @y, ... Qn, ~ay, = fila,... an;) ~ fi(ay,... ay,,)
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3.31 Beispiel

Sei G = (G, o) eine Gruppe und sei ~ eine Aquivalenzrelation auf G.

~ Kongruenz & a~a,b~b =aob~a ol und a=t ~ (a)

-1

3.32 Satz (Homomorphiesatz)

Sei A = (A, (fi)ie1) eine Algebra vom Typ T = (n;);c; mit n; = s(f;) und sei ~ eine Kongruenzre-
lation auf A

1. Fiir jedes a € A bezeichnen wir mit [a]. = {a’ € A |a’ ~ a} die Aquivalenzklasse von a. Dann

wird die Menge der Aquivalenzklassen A/. =: {[a] |a € A} eine Algebra vom Typ (n;)ier
mit fi([a1]~, [a2]~, - - [an]~) = [fi(ar,a2,. .. ap,)]~ und 7. : A — A/ mit a — [a]. ist ein
surjektiver Homomorphismus, bzw. Epimorphismus.

. Ist  : A — B ein Homomorphismus, so wird dann durch ¢ ~ o' < ¢(a) = p(a’) eine

Kongruenzrelation auf A definiert

e und ¢(A) ist eine Unteralgebra von B
e und es gibt einen Isomorphismus @ : A/ — ¢(A) mit [a]. — ¢(a)

3.33 Beispiel

Sei K ein Korper und seinen V, W zwei K-Vektorrdume.

¢ :'V — W ist ein Homomorphismus

Yo, ' € Viv e~

el p(v) = (V')

p(v) — (V) =0
plv—v)=0v—0v €Kernp <V

1

Beispiel 3.24 3.
<~

@ ist k-linear

also [v]. =v+Kernp Vv eV und [0]. = Kerne

\Y

W

3.3 Ringe und Ideale

Erinnerung an Definition 3.13
Eine Algebra R = (R, +,-) vom Typ (2,2) ist ein Ring, falls

e R = (R, +) eine abelsche Gruppe mit 0 € R ist,
e R =(R,") ein Monoid mit 1 € R ist und

e + und - distributiv sind

3.34 Lemma
Sei R ein Ring.

1.a-0=0-a=0 VaeR
2. a-(=b)=(—a)-b=—(a-b) Va,beR
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3. -(-a)=a VYa€eR
4. —(a+b) =(—a)+(-b) Va,beR

Sei ~ eine Kongruenzrelation auf R. Wir betrachten die Teilmenge [0].. := {a € R|a ~ 0}.

’ ’
a

e a~d &% a+(=d)~d+(=d)
—_— Y

a—a’ 0

& a—a €[0]~

Also ist ~ vollstéindig beschrieben durch [0].

e Seien u,v € [0]~. Dann gilt: u ~0, v~0=u+v € [0]~

3.35 Definition (Ideal)

Sei R = (R, +, ) ein Ring. I C R heifit Ideal (in Zeichen I < R), wenn
e 0l
eabel=a+bel

e a€l, acR, uel=a-uclundu-a€el

3.36 Satz

Ist ~ eine Kongruenzrelation auf R, so ist I = [0]. < R.
Umgekehrt: Ist I < R, so wird durch a ~ a’ :< a — a’ € T eine Kongruenzrelation definiert.
(Dabei ist [0]~ =T und [a]. =a+ 1)

Schreibweise: R/1 := R/~

3.37 Satz (Hauptideal)
Ist R ein kommutativer Ring und d € R beliebig, dann ist

1. Rd={a-d|a € R} IR ein Ideal* und

2. Rd =R < d invertierbar in (R,-), d.h. es gibt ein &’ mit d-d’' =1
3.38 Beispiel (vgl. Beispiel 3.29)
Sei R = (Z,+,") und m € N, ~=~,,. Dann ist mZ € Z und 1Z = Z

Konvention: In einem kommutativen Ring schreibt mana+a+...+a=%k-a
—_———

k—mal

3.39 Beispiel

Zeigen Sie: Keine Ganze Zahl der Form 7 + n - 8 ist die Summe von 3 Quadraten in Z fiir n € Z.
Beweis (indirekt)

Annahme: 2 =74+n-9=a?>+ b2+ fira,b,cecZ

*Rd heifit das von d erzeugte Hauptideal
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Betrachte ¢ : Z — Zg, z — [z]s
= ¢(2) = p(a?) + o(b?) + ¢(c?)

©(a)? + p(b)? + ¢(c)? = [T]s, wobei ¢(a), ©(b), p(c) € Zs

InZs: « [0]1]2]3|4][5]6]7
o141 [0o]1]4]1
Also sind Quadrate in Zg 0,1,4 und die Summen von drei Quadraten in Zg sind nicht gleich 7

= Behauptung

3.4 Grofite gemeinsame Teiler

Natiirliche Zahlen p > 2, fiir die 1 und p die eindeutigen positiven Teiler sind, nennt man Primzahlen.
zB. 2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 usw.

Ist m € N keine Primzahl und m > 1, so ist m = p-¢ mit 1 < p,q < m, dann ist [p|y, - [plm =
[P+ Glm = [Mm]m = [0lm =0 in Z,,, aber [p|, # 0 und [g],, # 0, weil 1 < p-q < m.

3.40 Definition (Nullteiler, Integrititsbereich)

Sei R = (R, +, ) ein kommutativer Ring. Sind a # 0 und b # 0, aber a - b = 0, so heiflen a und b
Nullteiler.

R heiit Integrititsbereich, falls R keine Nullteiler enthélt (d.h. a-b=0=-a =0 oder b = 0)

3.41 Beispiel

1. Z ist ein Integritatsbereich
2. Z[z] ist ein Integritétsbereich
3. Sei K ein Kérper. Dann sind K[z] und K [[z]] Integritétsbereiche

4. 74 ist kein Integrititsbereich, denn: [2]4 - [2]4 = [4]4 = [0]4 = 0 in Z4

L.y ist kein Integritédtsbereich, wenn m keine Primzahl ist

3.42 Definition (grofiter gemeinsamer Teiler)

Sei R ein Integrititsbereich

l.a|be3JceR:b=a-c
afbsPBceR:b=a-c

2. d € R heifit ein grifiter gemeinsamer Teiler von a,b € R (in Zeichen: d € ggT(a,b) ), wenn

e dlaund d|b
e (c|laund c|b) = cl|d

3.43 Bemerkung (Einheit)
Sei (R, +, ) ein Integrititbereich. Jedes Element u € R heifit Einheit in R, falls u~! existiert.

R*={ueR|Fu'teRmitu-ut =1}
1. In Z sind nur —1 und 1 Einheiten z.B. ggT(4,10) = {-2,2}
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2. Ist u € R eine Einheit in R, so gilt u | a fiir alle a € R, denn a = u(u~ta)

3. Ist d € ggT(a,b) in Rund u € R* = u-d € ggT(a,b)
Umgekehrt kann man zeigen: d,d’ € ggT(a,b) = d’ = u - d fiir ein u € R*

4. Nicht in jedem Integritétsbereich gilt ggT(a,b) = {1}

3.5 Eindeutige Primfaktorzerlegung

3.44 Definition (irreduzibeler Integrititsbereich)
Sei R ein Integritdtsbereich. p € R mit p # 0 und p € R* heifit irreduzibel, wenn

p=a-b=a€R"oder be R"

3.45 DBeispiel

p € Z ist irreduzibel < p oder —p ist eine Primzahl

3.46 Beispiel
Sei I = {a+by/—3|a,b e Z}. Dann gilt

a) I ist ein Integritdtsbereich

)

b) I* = {-1,1}
c) |a]? =4 = a ist irreduzibel

d) 4=2-2=(1++/-3)(1 —v/-3) (2 verschiedene Primfaktorzerlegungen von 4 in I

Frage: Welche Integritiitsbereiche R haben die Eigenschaft, dafl jedes ¢ € R\ ({0} U R*) eine
eindeutige Primfaktorzerlegung hat?

3.47 Definition (eindeutige (Primfaktor-)Zerlegung)

Sei R ein Integritéitsbereich. a € R hat eine eindeutige (Primfaktor-)Zerlegung, wenn

1) a=p1,...,pr p;irreduzibel r = s und mit passender Sortierung ist
2)a=q,...,qs @; irreduzibel ¢ =up; mitu; e R* fiiri =1,...,s

3.48 Bemerkung
Hat a € R eine eindeutige Zerlegung, so ist « € R\ ({0} UR*), denn

0=ay-... aq, = Jda; =0, aber 0 ist nicht irreduzibel
u=ay-...-ag=1= ar(u™tag-.. .- ag), aber Einheit ist nicht irreduzibel
~—_———
(171

3.49 Definition (Hauptidealring)

Ein Integritdtsbereich R heifit Hauptidealring, wenn jedes Ideal I von R ein Hauptideal ist, d.h.
ddeRmitI=R-d

3.50 Satz
Sei R ein Hauptidealring. Dann hat jedes a € R\ ({0}UR*) in R eine eindeutige Primfaktorzerlegung.
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3.51 Definition (Fuklidscher Ring)

Ein Integritadtsbereich R heifit ein Euklidscher Ring, wenn

1. 36:R\ {0} — Ny

2. Zu a,b € R mit b # 0 existiert ¢, € R, so dafi a = ¢ - b+ r mit §(r) < 4(b)
Ein Euklidscher Ring (R, ¢) heifit Norm-FEuklidscher Ring, wenn

d§(a)=0a=0

J: R — Ny mit {5(a-b):5(a)~5(b)

3.52 Beispiel

a falls a > 0

1. (Z,| ) ist ein (Norm-)Euklidscher Ring, wobei |a| =
—a fallsa <0
2. Sei K ein Korper. (R = K]z], grad) ist ein Euklidscher Ring

28rad(f)  fa]] 0
3. R = (KJz],0) mit 6(f) = alls f 7 ist ein Norm-Euklidscher Ring
0 falls f =0

3.53 Satz

Ein Euklidischer Ring R ist ein Hauptidealring. Somit hat jedes Element a € R\ ({0} UR*) in R
eine eindeutige Primfaktorzerlegung.

e Euklidscher Ring Z = (Z,+,-)  (Primzahlen)
3.54 Folgerung (eindeutige Primfaktorzerlegung)

In Z hat jedes a € Z \ {0} eine eindeutige Primfaktorzerlegung in der Form a = w - py - ... - pg mit p;
Primzahl und v € Z* = {—1,1}

Beweis

Beispiel 3.52 1.
Satz 3.53

3.55 Bemerkung (Fundamentalsatz der Arithmetik)

Aus Folgerung 3.54 folgt der ,, Fundamentalsatz der Arithmetik®.

Jede Zahl n € N mit n > 2 148t sich eindeutig als Produkt von Primzahlen darstellen. n = p’f . .-pfﬂ’“,
wobei p1 < ... < pp Primzahlen sind und ¢,...,tx € N

3.56 Satz
Es gibt unendlich viele Primzahlen.
Beweis (indirekt)

Annahme: pq, ..., p; sind alle Primzahlen, k € N
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Setze: n=p; -pa-...-pp+1 (%)
—> nist keine Primzahl
22 = plio-ptz ..o phs mit p,, <...<p,, Primzahlen und t; €N (%)
()
Pny |n—1

} unmoglich
Pny |10

3.57 Satz (Primzahlsatz)

Fiir alle n € N ist die Anzahl der Primzahlen w(n) = (1 + o(1)) - ey ST

3.58 Bemerkung (Wie findet man Primzahlen?)

1. Finde alle Primzahlen kleiner n

z.B. n

36 7(36) =11

£ R B

BHEE
(&) (]

EE 5o
& % 5[5
% (5w
B p o

8(z)E =
OHEE

Man schreibe alle Zahlen von 2 bis n auf un

jol

wende den folgenden Algorithmus an:

FOR i=2 TO +/n DO
Falls 4 nicht gestrichen, streiche alle Vielfachen von ¢

Die am Ende iibrig gebliebenen ungestrichenen Zahlen sind genau die Primzahlen kleiner n.

2. Finden grofler Primzahlen

randomisierte Verfahren der derzeit effizientesten Primzahlentester (vgl. Stochastik)

e o Der Satz von Fermat

3.59 Satz (,,kleiner Fermat*)

Fiir alle n € N mit n > 2 gilt

n Primzahl & "' =1 (mod n) Va € Z, \ {0}

3.60 Definition (Eulersche p-Funktion)

¢ : N — N mit ¢(n) := |Z%| heifit eulersche ¢-Funktion, wobei Z} = {a € Z, \ {0} | ggT(n,a) = 1}

3.61 Lemma

Ist n = p’il . -p};’“ mit p; < p2 < ... < pr Primzahlen, so gilt

—

o(n) = T1(pi — )py "

i=1
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3.62 Satz (FEuler)
Fiir alle n € N mit n = 2 gilt: a¥™) =1 (mod n) Va € Z;}

Bemerkung: Satz 3.62 " Primzahl otz 3.59
p(n)=n—1

oo Berechne ggT(a,b) fiir a,b € Z = (Z,+,")
z.B. 7 =ggT(729,153)
e Euklidscher Algorithmus (vgl. Ubung 11)
e Primfaktorzerlegung
729 = 36 und 153 = 3% - 17 = ggT(729, 153) = 9

e Division mit Rest

729 = 4 153 + 117
153 = 1 117 + 36
117 = 3 36 + 9
36 = 4 9 + 0

= ggT(729,153) = 9

3.63 Lemma

Sind m,n € N mit m < n und m } n, so gilt ’ggT(m,n) = ggT(n mod m,m) ‘

3.64 Satz (Fuklidscher Algorithmus)

Seien ag,a; € N mit ag > a1. Man bestimmt sukzessive ¢;, a; € N wie folgt

ap = q : ay + a9 mit0<ag <aq

ag = @ - a + a3 mit0<az<as
ak—2 = (Qr—1 - Gag—1 + ar mit0<ar <ag_1
ar-1 = q - a + 0

= ggT(ap,a1) = ay

e o Euklidscher Ring K|z]

3.65 Definition (normiertes Polynom)

n
Ein Polynom f = Y azz® heiBt normiert, wenn a,, = 1.
E=0

3.66 Folgerung

Ist K ein Korper, so hat jedes Polynom f € K[z]\ {0} eine eindeutige Zerlegung (bis auf die Reihen-
folge der Faktoren) in der Form f =w- f1fo... f, mit u € K* und f; irreduzibel und normiert.

Beweis

Beispiel 3.52 (2) und Satz 3.53
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3.67 Satz

Es sei (R,0) ein euklidscher Ring mit 0 # f € R, so ist R/fr = {[g]: |9 € R,d(g) < §(f)} U {0},
wobei [g]; = g+ fR={g+ fz|z € R}. Es ist R/;r Korper < f ist irreduzibel.

Beweis

Da (R,0) ein Euklidscher Ring ist und f # 0, gibt es zu einem beliebigen ¢ € R stets ¢, € R
mit g=¢- f+r mit r=0oder 6(r) <d(f) =g—r=q-f€R, also [¢g]; =[r];.

Nach der Definition ist R/;r = {[g]s |9 € R} = {lg]; |9 € R,d(9) < o(f)} U {0}

Nun zeigen wir: R/ g ist ein Kérper < f irreduzibel

= (Ist f irreduzibel, so ist R/ g ein Korper)
Sei 0 # [g]f € R/sr.
Zu zeigen: [g]]T1 existiert

f ist irreduzibel = ftg=1 € gegT(f,g

~—

Uu;éAz Jy,zeR: 1 = y-f 4+ =z g
= Ay = Ww-fly + [l - L9y
ey =5

1=l lols lg]f ist invertierbar mit [g];1 = [2]y, also ist R/fr ein Korper
= (Ist R/ yr ein Korper, so ist f irreduzibel)

Wir zeigen: Sei f nicht irreduzibel, dann ist R/ ¢r kein Kérper

f ist nicht irreduzibel = Ja,b e R\R*: f=a-b, [f]; =[a-bl; =[a]l;- D]y
0

wire [a]; = 0, so wire f|a, d.h. 3a; e Rmita = f-a;

=f=a-b=f-a;-b=a;-b=1=be R* = Widerspruch!

~——

=1
Also ist [a]f # 0. Analog kann man zeigen: [b]¢ # 0.

Insgesamt ist R/ g kein Integritétsbereich = R/ g ist kein Korper

Bemerkung: Ist f € R*, so ist R/yr = R/r = {0} kein Koérper

3.68 Beispiel

Sei K = Zy = {0,1}. Dann ist K ein Korper. (Zz[z],d) mit 6(g) = grad(g) fir g € Zsx] ist ein
euklidscher Ring.

Gegeben ist f = 2% + x + 1 € Zy[z]. Dann ist f irreduzibel.

Zo|x]/ s2,02) = {lao + a1z + aox®|f |ag,a1,a2 € Zy} ist ein Korper mit 8 Elementen, die durch 3
Bits dargestellt werden kénnen.
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[ao + a1z + azz?]y s Apalag
a = [z]y v 010
ot = [2%; e~ 001
o = [y =[x+ 1] e~ 110, denn 2% =2 + 14 (23 + 2z + 1)1
=1
at = ada=[2?+a)f s 011
o = ala=[P+2Yr=[22+z+1]; ev 111, denn 2 + 2t = (2* + 2+ D)+ (2P + 2+ 1)1
= ;:f
b = dPa=@t+a? 4+ =02 +r+1]; e~ 10, denn a2 +a?+z=22+1+ (2% +z+1)
=f
a’ = aba=[23+1]; =1 v 100
o = «

3.69 Bemerkung (diskreter Logarithmus)

Ist o' = 3, so schreibt man i = log,, (/).

3.6 Endliche Korper
e unendliche Kérper
- (Q +7)
- (Rv +, )
- (C +7')
o 1. (Zy,+2,2), wobei +,, :a+,b:=(a+b) modn und -,:a-,b:=(a-b) modn
|Zo| =2

2. (Zala]/ fz,0), +5,5) mit f = a3 + 2+ 1 (vgl. Beispiel 3.68),
wobei +5:g+5g:=(9g+h)mod f und -f:g-fh:=(g-h)mod f

|Zs[2]/ (29 1o s1)zal2)] = a0 + a1z 4 a2a®]s | ag, ar, a2 € Zo}|
= Ho,L,z,1+ 2,221 +2% 2+ 2% 1+ 2+ 22}
23

Wir werden uns in diesem Abschnitt mit der Konstruktion von endlichen Koérpern beschiftigen.
Aus Satz 3.67 erhalten wir sofort:

3.70 Folgerung

1. (Zy,+n,n) ist ein Korper < n ist Primzahl

2. Sei K ein Kérper und f € K[z]. Dann gilt:
(K[z]/ sx[a), +7,-r) ist ein Korper < f ist irreduzibel iiber K[z]*

Bemerkung

Bis auf Isomorphie kann man einen endlichen Kérper mit p¥ Elementen konstruieren, wobei p eine
Primzahl ist und k£ € N. Ist diese Konstruktion eindeutig?

*d.h. f =g-h = grad(g) =0 oder grad(h) =0
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3.71 Satz

1. Fiir ein n € N gibt es einen Korper mit n Elementen < n = p* fiir eine Primzahl p und ein
keN

2. Sind K; und K; zwei Korper mit |K;| = |[Ka|, so gilt K; & Ko.
(Galoiskérper mit p* Elementen, GF(p*) (engl. Galoisfield) der (bis auf Isomorphie) eindeutige
Korper mit p¥ Elementen)

Mit Folgerung 3.70 und Satz 3.71 kann man alle endlichen Kérper konstruieren.

3.72 Satz

In jedem endlichen Korper K ist die multiplikative Gruppe K* zyklisch, d.h. es gibt ein Element
a € K* mit K* =< a >= {1,a,d?,...,aXI72}.

B. (Z [13]/(9534-@-&-1)22[36])* =< [z]5 > < [z]y > heifit Generator
Effiziente Implementierung
Sei p eine Primzahl

k=1: GF(p)
kE>1: GF(")

(Zpa +pa ';D)
Zylx]/5z,[0), [ irreduzibel mit grad(f) = &
—_———

1R

k-1
{ZaizﬂaiGZP ~agar...ap—1 a; €Zy, i=0,1,...,k—1
i=0

d.h. wir kénnen die Elemente in Zy[x]/ §z,[«) in kanonischer Weise
durch Zeichenketten ag, a; ...ar—1 mit a; € Z, kodieren

e Addition von zwei Polynomen

a(x) e~ apay...ag—1
+ +
b(I) oy bob1 ‘e bk‘,—l

c(x) e~ cocp...cp—1 mit ¢; = (a; +b;) mod p
e Multiplikation von zwei Polynomen

1. ¢(x) = a(x)-b(z) = ... ausrechnen, dann den Rest modulo f bestimmen — relativ aufwendig
-1

2. a(z) - kg:o birt =a(z) bo+x-(a(x) by+x-(...+x (a(x) by_o+x-alx) bp_1)))

3.73 Beispiel (Fortsetzung von Beispiel 3.68)
p=2 k=3 f=a%4x+1€ Zs|r] irreduzibel

L[]/ (@3 +2+1)25]2] | Kurzdarstellung
000
1 100
T 010
1+z 110
x? 001
1+ a? 101
x + 2 011
1+ +2? 111
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Seien nun a(z) = x + 2? und b(x) = 1 + z + 22
Dann gilt: a(z) - b(x) = a(x) - b + z(a(x) - by + = - a(x) - ba)

Aufgabe Realisierung Ergebnis
Berechne a(x) - by by = 1, also a(z) - by = a(x) 0110
Multipliziere mit x Shift nach rechts 0011
Berechne Rest mod f | XOR mit f = 1101 1110
Addiere a(z) - by by =1, also XOR mit a = 0110 1000
Multipliziere mit x Shift nach rechts 0100
Berechne Rest mod f | letztes Bit = 0 0100
Addiere a(x) - by bp =1, also XOR mit a = 0110 0010

Aus der letzten Zeile kénnen wir das Ergebnis ablesen: a(z) - f b(z) = 22
Test: (v +22)(1+x+22) = o+ +23+22+2°+ 22

_ 2 34
= z+2-2°4+2 -2°+x

=0 =3
= x4+t
= 224z (P +a+1)

—_——
f
¢) Nach Satz 3.72 gibt es fiir jedes Polynom t(x) € Zylx]/sz, (2 €in Iy € {0,1,...,p" — 2} mit

t(x) = alt.

Im Beispiel 3.68 gilt « = [z]; a(z)=z+2?=a' blz)=1+z+2?=0a

l

Dann gilt: a(z) -y b(z) = ale-al

— a(la+lb) mod pF—1

Ol4 . 015

3
0[9 mod 2°—1
a2

= xQ
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