1. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen“ (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 1.

[Vordiplom-Aufgabe 1999.] Beweisen Sie einmal algebraisch und dann kombinatorisch mit
Hilfe von Teilmengen die Formel

<Z)(/:):(Z><Z:Z> firk<r<neN,

und leiten Sie daraus ab:
n n—=k _or (™)
k r—k r
k=0
Aufgabe 2.
Zeigen Sie: Fiir m,n € Ny gilt

i(nzk>:(n+:ﬂz+1).

k=0

Aufgabe 3.
Wie viele (z1,...,2,) € Nj gibt es zu gegebenem n € N mit
n=x1+---+x.?
Geben Sie eine (kurze) kombinatorische Losung und zusétzlich einen Induktionsbeweis, z. B.

unter Benutzung von Aufgabe 2.

Aufgabe 4.

Es sei wie in der Vorlesung fiir n € Ny und z € C
t=z(x—-1)-(r—n+1) und 2"=z(x+1)---(x+n-—1).
Zeigen Sie: Fiir z,y € C gilt

(I+y)n—i(2)xky"k und (x—i—y)”_i(Z)xky"k_

k=0

Abgabe: Mittwoch, den 25.4., bis 14.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



2. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben
Aufgabe 5.
Zeigen Sie, dass fiir die Binomialkoeffizienten ( Z ) gilt:

(o)< (i)=e(im)=(m)==(0)
0 1 L%J (%1 n |
wobel wie tiblich fiir ¢ € R

la] =max{k € Z | k < a}
und

[a] =min{k € Z | a <k}
definiert sei.
Aufgabe 6.

Geben Sie einen kombinatorischen Beweis der folgenden Darstellung der Stirlingzahlen zweiter

Art an: L
S = = S (=0p (B ) g

Hinweis: Z#hlen Sie mit Hilfe des Inklusion-Exklusion-Prinzips die Anzahl der surjektiven
Abbildungen von n nach k.

Aufgabe 7. .

Zeigen Sie (z. B. mittels Induktion): Sy ini1m = Z k Sntkk-

Vergleichen Sie dies mit Aufgabe 2. k=0

Aufgabe 8.

[Klausuraufgabe TU Miinchen 2001.] Zehn befreundete Radrennfahrer nehmen an einem Rad-
rennen der Linge 125,5 km teil und fahren immer hintereinander. Jeden Kilometer wechseln
sie ihre Reihenfolge wie folgt:

Der erste Fahrer wird der letzte,

der zweite Fahrer der vorletzte,

der dritte Fahrer der drittletzte,

alle anderen Fahrer wechseln um 3 Positionen nach vorne.

(a) Nach wie vielen Wechseln ist zum ersten Mal wieder derselbe Fahrer wie zu Beginn des
Rennens an der Spitze? Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) Wie hdufig kommt es insgesamt im Laufe des Rennens vor, dass alle zehn Radfahrer in
derselben Reihenfolge fahren wie zu Beginn des Rennens (die Startaufstellung ist hierbei
nicht mit zu zéhlen)? Begriinden Sie Thre Antwort.

(a) In welcher Reihenfolge kommen die zehn Fahrer ins Ziel? Geben Sie als Antwort neben
der Begriindung auch die Reihenfolge der Startnummern der Fahrer an, wenn zu Beginn
des Rennens der Radfahrer an Position ¢ die Startnummer ¢ hatte.

Abgabe: Montag, den 30. 4., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



3. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen“ (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 9.

Firn € Ny sei B, = Z Snk (die Anzahl aller Partitionen einer n-Menge = Zeilensumme im

k=0
Stirling-Dreieck 2. Art).

(a) Zeigen Sie: B = Z ( Z ) By.

k=0
Anleitung: Betrachten Sie fiir £ = 0,...,n die Menge
XkZ{P:{Al,...,Al} EPartl{l,...,n+1}|n—|—1 € A, |Al| :k—|—17l€N0}

n n—1
(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a): Z k Sk = Z ( Z ) Bk.
k=1 k=0
Aufgabe 10.
[Vordiplomklausur-Aufgabe September 2000.]

(a) Bestimmen Sie fiir n > 4 die Anzahl F'(n,n — 3) der Permutationen aus S,, mit minde-
stens n — 3 Fixpunkten.

(b) Gibt es mehr oder weniger als 2 (n ;L 1) solcher Permutationen?
Aufgabe 11.
Firn € Nsei F; ={c€ S, |0(i) =1}, und fir I C{1,...,n} sei szﬂﬂ.
iel
(a) Was ist |Fy|? .
(b) Berechnen Sie fo = Su\ U Fi |,
i=1
also die Anzahl der ,fixpunktfreien” Permutationen.
(c) Was ist 1]88%08! ungefihr?

Abgabe: Montag, den 7. 5., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



4. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 12.

Es sei M = {a,b,c,...,z}, N=1{0,1} und C, der ,,Code”, der aus allen Folgen der Léinge k
mit 1 < k < n besteht, die man aus 0 < ¢ < k Buchstaben aus M gefolgt von k — ¢ Ziffern
aus N bilden kann.

Wie viele Folgen der Linge k gibt es in C,7 Was ist |C),|? Es wird eine summationsfreie
Darstellung der Ergebnisse (mittels erzeugender Funktionen) verlangt.

Wie groff muss man n machen, wenn man mit C,, einen Text mit 20000 verschiedenen Worten
verschliisseln (d. h. komprimieren) will?

Aufgabe 13.
Berechnen Sie explizit (1 + z + 2%)~! € Fy[[z]]. Dabei ist Fy der Kérper mit 2 Elementen.

Aufgabe 14.
Es sei ; apx” = . 5—; j_ 3323:— 5 € Q[[z]] . Bestimmen Sie die a,,.

Anleitung: Faktorisieren Sie den Nenner und finden Sie so aq, as € Q mit
3—br+a*+1°= (g —2) (g —2) (a2 + ).
Bestimmen Sie dann a, b, ¢ € Q mit
4+ — 2? a b c

= + + .
3—br+22+2> ay—z (1—12)? ax+tx

Aufgabe 15.

Mr. John F. Moneymaker, der beriihmte New Yorker Millionér, hat neulich verraten wie er
seine erste Million ,,gemacht hat”. Er begann vollig mittellos, und nach einem Jahr harter
ehrlicher Arbeit betrug sein Nettovermégen genau einen Dollar. Am Ende des zweiten Jahres
waren es fiinf Dollar. Da beschloss er, in Zukunft in jedem Jahr fiir das Sechsfache dessen,
was er zu Beginn des vorhergehenden Jahres besessen hatte, Waren zu kaufen und sie fiir das
Vierfache dessen, was er zu Beginn des laufenden Jahres besafl; wieder zu verkaufen.

Es sei w, das Vermogen von Mr. Moneymaker am Ende des n-ten Jahres. Finden Sie eine
Rekursionsgleichung fiir u,, und l6sen Sie sie. Wie viele Jahre brauchte Mr. Moneymaker um
Millionér zu werden?

Abgabe: Montag, den 14. 5., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



5. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen“ (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 16.

Es sei D: K[z]] — K|[[z]] wie in der Vorlesung die formale Ableitung. Beweisen Sie die

Produktregel
D(A-B)=D(A)- B+ A-D(B)
fur A, B € K|[[z]].

Aufgabe 17.
[Vordiplomklausur-Aufgabe Mérz 2001.]

Die Folge (ap)nen, sei rekursiv definiert durch ay = 0, a; = 2 und a, = a,—1 + 2a,_o fir
alle n > 2. Bestimmen Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion die explizite Darstellung der
Folgenglieder a,,.

Aufgabe 18.

Losen Sie explizit die folgenden gekoppelten Rekursionsgleichungen mittels erzeugender Funk-

tionen.
ag = 17 bU - 07

ap = 3ap_1 + an—la
bn = Qp-1 + bn—l-

Aufgabe 19.
(a) Es sei K ein Korper, A = Zanx” € K([z]] und s, =ap+a; +...+a, firn > 0.
n=0
- A
Zei Sie: n n = .
eigen Sie nz:% sn" =
N - z(1 + )
(b) Zeigen Sie: n*r" = "2
nZ:% (1 —x)3
(c) Benutzen Sie (a) und (b) um eine Formel fiir Z k* herzuleiten.

k=0

Abgabe: Montag, den 21.5., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



6. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen“ (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben
Aufgabe 20.

EsseiA:[1 1

2x2 g Tae
1 O} € Z7**. Zeigen Sie:

(a) A" = [ Enpr - F ] mit den Fibonaccizahlen F,.
Fn Fn—l

(b) Fn+1Fn—1 - Fn2 = (-1)” fiir n Z 1.
(¢) B2, — Fop1 F, — F2=(—=1)" fir n>0.

Aufgabe 21.
Fiir n € Ny sei a, = (1 +v/3)" + (1 —v/3)".
(a) Zeigen Sie: a, € N fiir alle n.

)
(b) Geben Sie eine Rekursionsgleichung fiir a,, an.

(c) Zeigen Sie: 2" teilt ag, und es gilt ag,_; = 2" - u,, mit ungeradem wu,,.
(d) Zeigen Sie: |(1 + v/3)?""']| enthélt den Faktor 2.

Aufgabe 22.

Losen Sie die folgende Rekursionsgleichung:

ap=1, ag =0 und an:Zak,gan,k fir n > 2.
k=
Aufgabe 23. ?
Essel Pop={(n1,....n5) |[k>nm>ny>...>n;>1,ny+---+n;=n,jeN}

Bestimmen Sie die erzeugende Funktion fiir [P, x| fur festes k =1,2,3,... .

Abgabe: Montag, den 28.5., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



7. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 24.

3

Wie viele Losungen hat jeweils die Gleichung 2® = 2 bzw. 2?2+ 2 =1

(a) in Zs, (b) in Zs, (c) in Zg?

Aufgabe 25.

In welchen der Ringe (Koérper) Z, fiir p € {2, 3,5, 7} gilt die Implikation
A+ =0 = a=b=07

Aufgabe 26.

Berechnen Sie mit dem euklidischen Algorithmus einen ggT (grofiten gemeinsamen Teiler) d
von

(a) f=13090 und g = 6239 in R = 7Z,

b) f=2*+322+22+4 und g =2*+22° — 2 —2 in R = Q[z]
und stellen Sie d jeweils in der Form d = af + bg mit a,b € R dar.
Aufgabe 27.

Berechnen Sie alle irreduziblen Polynome vom Grad < 4 in Zs[x].

Abgabe: Montag, den 11.6., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



8. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen“ (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 28.
Auf M = Ny x Ny sei die Relation ~ definiert durch (a,b) ~ (¢,d) < b—a=d—c.
(a) Ist ~ eine Aquivalenzrelation? Wenn ja, geben Sie ein vollsténdiges Vertretersystem der

Aquivalenzklassen an (also eine Teilmenge V' C M mit M = U [v]..).

veV
(b) Ist ~ eine Kongruenzrelation des Monoids (M, +, (0,0)), wobei
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
fiir a, b, c¢,d € Ny definiert sei?

Aufgabe 29.
Gibt es Zahlen a,b,c,d € N mit a®> +b*> -3¢ —-3d> =07

Aufgabe 30.

Es sei R ein Hauptidealring (also ein Integritdtsbereich, in dem jedes Ideal ein Hauptideal ist).

(a) Zeigen Sie:
Ra+ Rb= Rd
fiir d € ggT (a,b). Insbesondere existieren in einem Hauptidealring stets grofite gemein-
same Teiler. Hierbei ist die Summe der Ideale Ra und Rb natiirlich so definiert:

Ra+ Rb={ya+z2b|y € R,z € R}.
(b) Definieren Sie analog zum ggT ein kgV und zeigen Sie:
RanNRb= Rd
fir d € kgV (a,b).
Aufgabe 31.
Es sei R = Zy[z] und f =23+ 1€ R und

‘ ' R=R/fR={[gls]| g€ R},
wobei [g]; = g + fR ist.

(a) Zeigen Sie: |R|=8.

(b) Bestimmen Sie alle Einheiten in R (also R ).
(c) Bestimmen Sie alle Quadrate in R.

(d) Wie viele [g] in R gibt es mit [g]} = [g];?

Abgabe: Montag, den 18.6., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



9. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen“ (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hausaufgaben

Aufgabe 32.

Essei K =7y und f=2%42>+1¢€ Klz] und L = K[z]/fK[z] (nach §5 Satz 2 und
Aufgabe 27 ist dies ein Koérper mit 8 Elementen). Die Elemente von L werden durch 3 Bits

dargestellt: 5
lap + a1 + agz®]; — ap aras  (a; € Zy).

Berechnen Sie die 3-Bit-Darstellungen der Potenzen ([z];)" fiir i = 1,2,...,7.

Aufgabe 33.
(a) Bestimmen Sie alle Losungen in Z von
r=1mod 4
r=2mod 5
x =3 mod 7.

(b) Drei Sender geben alle 5, 7, beziehungsweise 11 Minuten ein Signal ab. Zuletzt wurden
ihre Signale vor 1, 4, beziehungsweise 10 Minuten empfangen. Wann werden das néchste
Mal alle drei Signale gleichzeitig empfangen?

Aufgabe 34.
Es sei R =Z[V/-5] ={a+by=5]a,b € Z}. (Hierbei ist v/—5 eine komplexe Zahl, deren
Quadrat —5 ist.) Zeigen Sie:

(a) R ist ein kommutativer Ring.

(b) R = R/3R hat 9 Elemente.

(¢) (R,+) = (Zs x Zs3,+) als abelsche Gruppe.

(d) R hat genau 4 Ideale.

Abgabe: Montag, den 25.6., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



10. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* (SS 01)
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Hausaufgaben

Aufgabe 35.

Bestimmen Sie alle n € N mit ¢(n) = 4 und untersuchen Sie, fiir welche dieser n die prime
Restklassengruppe Z; zyklisch ist. Welche der Gruppen Z: mit ¢(n) = 4 sind isomorph?
Geben Sie jeweils explizit einen Isomorphismus an.
Aufgabe 36.
[Vordiplomklausur-Aufgabe September 2000.]

(a) Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Bestimmen Sie ¢(2000).

(b) Bestimmen Sie diejenige ganze Zahl x mit 0 < x < 1999, die folgende Kongruenz erfiillt:

(123)%2 = z mod 2000.
Aufgabe 37.

Es sei K = Zs|x] / fZs]z] mit f = 2+ 2%+ 2%+ 2+ 1 und G die multiplikative Gruppe von K.
(a) Geben Sie mindestens vier erzeugende Elemente von G an in der Form
g =[a+ a1 + ax® + a3$3]f mit a; € Zo.

(b) Zeigen Sie: Ist G = (g), so ist auch G = (g?).

Aufgabe 38.

Es sei G die Symmetriegruppe eines Quadrats, also die Gruppe aller Drehungen und Spiege-
lungen, die das Quadrat in sich iiberfiihren.

(a) Geben Sie alle Untergruppen von GG an and machen Sie eine Skizze, aus der die Inklu-
sionen ersichtlich sind.

(b) Welche Untergruppen sind Normalteiler?

Hinweis: Benutzen Sie, dass das Produkt von zwei Spiegelungen eine Drehung ist.

Hinweis.

Beachten Sie, das fiir die Teilnahme an der Schein- bzw. Test-Klausur am 13. 7. eine Anmel-
dung bis zum 2. 7. erforderlich ist.

Abgabe: Montag, den 2.7., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.
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Hausaufgaben

Aufgabe 39.

Es seien py,...,pr Primzahlen mit p; = 1 mod 4 und ¢ ein Primteiler von 4(p; - --pi)? + 1.
Zeigen Sie, dass —1 ein Quadrat in Z, ist, und folgern Sie daraus, dass es unendlich viele
Primzahlen gibt, die kongruent 1 modulo 4 sind.

Aufgabe 40.

Berechnen Sie die Anzahl N,(2) der irreduziblen Polynome f € Zs[z] vom Grad n fiir

1 < n < 10. Geben Sie fiir jedes dieser n ndherungsweise ]X:g; an, wobei A, (2) die Anzahl

aller Polynome f € Zs[x] vom Grad n bezeichne.

Aufgabe 41.
s si 1101001
00011O0T1
H=11011001
000O0O0OT11
und C = {ceZ]| Hc" =0} Was ist |C] und was ist die Minimaldistanz von C? Wie
wiirden Sie v =[0,0,0,1,1,1,1] korrigieren, d. h., welches ¢ € C' hat minimalen Hamming-

Abstand von v?

Aufgabe 42.

Professor Schlaumeier und seine Frau geben eine Party, an der aufler ihnen noch fiinf weitere
Ehepaare teilnehmen. Bei der Begriifung geben einige Leute einander die Hand, aber natiirlich
nicht Ehepartner untereinander. Am Schluss der Party fragt der Professor alle anderen, wie
vielen Leuten sie jeweils die Hand gegeben haben, und er erhélt elf verschiedene Antworten.
Wie viele Géste hat Frau Schlaumeier mit Handschlag begriifit?

Hinweis.

Wegen des Hochschulsportfests am 11. 7. konnen wir die Aufgaben dieses Blattes nicht zur
iiblichen Zeit am Mittwoch Nachmittag besprechen. Wir bieten deshalb einen Ersatztermin
dafiir an, ndmlich Dienstag, den 10. 7., um 8.15 Uhr in Horsaal I.

Abgabe: Montag, den 9. 7., bis 12.00 Uhr im Ubungskasten des Lehrstuhls.



12. Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Hinweis.

Die Aufgaben auf diesem Ubungsblatt sind ein Angebot an alle, die sich vor der Vordiplom-
klausur am 7. September noch etwas mit Graphentheorie beschéftigen wollen. Dariiberhinaus
bieten wir in der vorlesungsfreien Zeit drei Diskussionsstunden an, und zwar am Freitag, dem
24. August, am Dienstag, dem 28. August, und am Montag, dem 3. September, jeweils
um 10.00 Uhr im Hérsaal I. Dort kénnen insbesondere die unten stehenden Aufgaben
besprochen werden.

Wer die Scheinklausur bestanden, aber die Hausaufgabenbedingung um héchstens 4 Punkte
verfehlt hat, kann diese Bedingung noch nachtréglich durch eine sinnvolle Bearbeitung einer
entsprechenden Anzahl der neuen Aufgaben erfiillen und damit den Ubungsschein erwerben.
Die Abgabe der Losungen (im Geschiftszimmer des Lehrstuhls) muss dazu allerdings vor der
ersten Diskussionsstunde, also bis zum 24. August um 10.00 Uhr erfolgen.

Hausaufgaben
Aufgabe 43.

Ist G = (V, E) ein nummerierter Graph und ist V = {vy,...,v,}, so heiit (d (vy),...,d (v,))
Gradfolge von G.

(a) Gibt es einen Graphen mit Gradfolge
i) (4,3,2,2,1),
i) (3,3,3,1),
i) (5,5,3,3,2,2,2)?
(b) Zeigen Sie: Ist dy > -+ > d,, (mit d; € N), so gibt es einen Graphen mit Gradfolge

(dy,...,d,) genau dann, wenn es einen mit Gradfolge (do—1, ... ,dg,+1—1,dg, 12, ..., dy)
gibt.

Aufgabe 44.
Ist G = (V, E) ein Graph, so heiBt G = (V, (})\ E) Komplementérgraph zu G. Man nennt

G selbst-komplementir, wenn G = G ist. Zeigen Sie, dass fiir einen selbst-komplementéiren

Graphen G = (V| E) die Kongruenz |V| = 0 oder |[V| = 1 mod 4 gilt, und bestimmen Sie alle
diese Graphen mit n < 8 Knoten.

Aufgabe 45.
(a) Skizzieren Sie den Baum, der durch den Priifercode (2,2,2,3,9,3,3) gegeben ist.

n

(b) Es sei dy,...,d, eine Folge natiirlicher Zahlen mit Z d; = 2n — 2. Zeigen Sie, dass die
(n —2)!

@ =) (d, =1

i=1
Anzahl der Baume auf V' = {1,...,n} mit d (i) = d; gerade

Aufgabe 46.

Zeigen Sie: Ein planarer Graph, in dem es keinen Kreis der Lange 3 gibt, besitzt einen Knoten
v vom Grad d (v) < 3.
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Lésung zu Aufgabe 2.

Es ist zu zeigen: Fiir m,n € Ny gilt Z (n-]: ) _ <n—|—m—l— >
m
k=0

Algebraischer Beweis

Es sei n € Ny beliebig. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m.

Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist

S0 -0 -0

Induktionsannahme: Es sei m > 0 und die Behauptung sei bereits bewiesen fiir m.
Induktionsschritt (Schluss von m auf m + 1):

S (-2

k=0

1 1

(n tme ) + (n tme ) nach Induktionsannahme
m m+1

(n+(m+1)+1

) nach Vorlesung Kap. I, §1, Satz2.
m+1

Kombinatorischer Beweis

Essei M ={1,....m+n+1}. Firk=1,...,m+ 1 setzen wir
M
M ={X € (m) | min(M \ X) =k}

(das ist die Menge aller m-Teilmengen von M, die die k — 1 kleinsten Zahlen aus M enthalten,
aber nicht die Zahl k selber). Dann ist

( ):MluMQU---UMmH
m
und

() =

i(nzk) :§%|Mm+1—k|=|<]\nf>|= (n+z+1>.

) firl <k<m+1,

also
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Losung zu Aufgabe 6.

Essei A=n={l,....n} und B =k = {1,...,k}. Dann ist k! - S, = |Surj (A, B)| die
Anzahl der surjektiven Abbildungen und £™ = |Abb (A, B)| die Anzahl aller Abbildungen von
A nach B. Wir beweisen die gegebene Formel, indem wir die ¢ := k" —k!-S,, j, nicht surjektiven
Abbildungen von A nach B abzihlen. Dazu betrachten wir fiir jedes ¢ € B die Menge

X;={f:A— B|i¢gBidf}
der Abbildungen von A nach B, in deren Bild i nicht enthalten ist. Dann ist
t=1X1U...UXyg|

Nach dem Inklusion-Exklusion-Prinzip ergibt sich ¢ zu

t=1Uxl =20 > (0

= re(?)

mit X; = () X;. Da X; = Abb (4, B\ I) ist, also |X;| = (k — j)", ergibt sich

t= é(—lﬁ” @ (b = S @jn

J=0 J

(mit Summationsverschiebung j' = k — j). Also ist

k—1 k
k- S =E" + Z(—l)k‘j( ,)j"
=0 J

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

Losung zu Aufgabe 8.
Die Regeln des Wechselns kann man auch als Permutation der Positionen betrachten:

0_(1 23456 78910

10981923456 7 >:(11074)(296385)€Sm.

(a) Esist (1 10 7 4)* = id, aber (1 10 7 4)™ # id fir n € N, n < 4. Also fihrt der erste
Fahrer nach vier Wechseln zum ersten Mal wieder vorne.

(b) Fiir n € Ny gilt genau dann ¢" = id, wenn n ein gemeinsames Vielfaches der Léngen
der beiden Zyklen von o ist. Das kleinste gemeinsame Vielfache von 4 und 6 ist 12. Also
fahren die Fahrer jeweils nach dem 12., 24., 36., ... Wechsel wieder in der urspriinglichen
Reihenfolge. Da es 125 Wechsel gibt, geschieht das zum letzten Mal nach dem 120.
Wechsel und damit insgesamt 10 mal.

(c) Die Fahrer wechseln 125 mal. Das entspricht der Permutation

. 1 23456 7 89 10

125 _ 101245 _ - 710 5 _ _

o =0 =id oa—(11074)(258369)—(10 56 189 43 9 7).
Die Fahrer kommen also in der Reihenfolge 4, 9, 8, 7, 2, 3 ,10, 5, 6, 1 im Ziel an.
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Losung zu Aufgabe 19.

(a) Ist A= Z apz” € Kl[z]] und s, = Z a, fiir n € Ny, so gilt offensichtlich
n=0 k=0

k=0 n=0

(b) Mit Hilfe von Folgerung 2 aus §4 erhalten wir

%:(:H:B?)i(”;Q) 2"
5(1)s

n=1

()

NE

n

= 1 —1
n=0 n=0
(c) Setzen wir A = Z a,r" mit a, =n?und s, = Z k? = Z ay fiir n € Ny, so folgt
n=0 k=0 k=0

Z Spx” = ; fa: (nach (a))
gt x(l+x)
B R s (nach (b))

= (v +2?) Z (n N 3) " (nach §4 Folgerung 2)

- 1 2\ 1
und damit kK =s, = (n—l— > + (n;— > = 6n(n+1)(2n+ 1).
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Prof. Dr. H. Pahlings

Bemerkung zu Aufgabe 32.

Diese Aufgabe ist vollig analog zu dem Beispiel am Ende von §5 (Kap. II) der Vorlesung.

Losung zu Aufgabe 34.

(a)

(b)
(c)

Es soll gezeigt werden, dass R = Z[v/~5] = {a + by/—5 | a,b € Z} ein kommutativer
Ring ist. Da R in C liegt und da C ein Korper und damit erst recht ein kommutativer
Ring ist, geniigt es zu zeigen, dass R ein Teilring von C ist, also dass R die Zahlen 0
und 1 enthilt und dass mit je zwei Elementen r; = a; + b1v/—5 und ry = as + bor/—5
aus R auch die Zahlen ry 4+ ro und r; — ro und 7;-r5 in R liegen. Dass die ersten vier
dieser fiinf Bedingungen erfiillt sind, sieht man sofort. Fiir das Produkt gilt

riry = (a1 + b1\/—_5) - (ag + bz\/—_5) = (arag — 5b1by) + (arby + CL251)\/—_5 € R.
Also is R ein kommutativer Ring.
Fiir R = R/3R bildet die Menge V = {a +_b\/—_5 | a,b € {0,1,2} } C R offensichtlich
ein vollstdndiges Vertretersystem. Also hat R genau 9 Elemente.
Wir betrachten die Abbildung
i (R,+) = (Zs X Ly, +) mit [a+bv=5]s — ([als, []5)
von der additiven Gruppe (R, +) in die additive Gruppe (Zz x Zs, +). Diese Abbildung
ist einerseits ein (Gruppen-)Homomorphismus, denn fiir alle ay, By, as, by € Z gilt
p((a1 +b1V=5) + (a2 + b2v=5)) = ([ar + asls, [br + bal3))
= (a1 + b1\/—_5) + p(as + bz\/—_5)-

Andererseits ist sie offensichtlich surjektiv und deshalb wegen |R| = |Z3 x Zs3| = 9 < oo
bijektiv. Insgesamt folgt, dass ¢ ein (Gruppen-)Isomorphismus von R auf Zs x Zs ist.

Dieser Isomorphismus erlaubt es uns, die Elemente [a + bv/—5]3 aus R in der Form
([a]s, [b]3) zu schreiben. Diese Schreibweise vereinfacht sich noch weiter, wenn wir fiir
(0], [1]3 und [2]3 einfach 0, 1 und 2 schreiben (und dann natiirlich modulo 3 rechnen).
Die Multiplikation in R sieht in dieser Notation so aus:

(a1,b1) - (az,b2) = (ay az + by by, a3 by + as by).

Jedes Ideal von R ist insbesondere eine additive Untergruppe von R. Um die Ideale zu
bestimmen, geniigt es also, die additiven Untergruppen zu betrachten, Die , triviale”
Untergruppe Uy = {(0,0)} der Ordnung 1 und die ganze Gruppe R der Ordnung 9 sind
bekanntlich Ideale. Alle anderen Untergruppen miissen nach dem Satz von Lagrange die
Ordnung 3 haben. Es gibt 4 solche Untergruppen,

U = { (17 0)? (27 0)7 (07 O) }7 Us = { (17 1)) (27 2)7 (07 O) }’
Uy = { (07 1)> (07 2)7 (Oa O) }7 Uy = { (17 2)7 (27 1)7 (Oa O) }7
und jede dieser Untergruppen ist genau dann ein Ideal, wenn R-U; C U; gilt.

Wegen (1,1)-(1,0) = (1,1) und (1,1)-(0,1) = (1,1) ist R-U; € U; und R-Uy € Us.
Andererseits gilt (a, b)-(c, ¢) = (ac+be, ac+be) und (a, b)-(c, —c) = (ac — be, —(ac — be))
fiir alle a, b, ¢ € Z3 und damit R-Us C Uz und R-U, C Uy.

R hat also genau die 4 Ideale Uy, Us, Uy und R.
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Losung zu Aufgabe 33 (a).

Gegeben sind die simultanen Kongruenzen
x =1 mod 4, x =2 mod 5, r =3 mod 7.

Da die drei Zahlen 4, 5 und 7 paarweise teilerfremd sind, gibt es nach dem chinesischen
Restsatz eine Losung und wir konnen sie berechnen, indem wir dem (konstruktiven) Beweis
dieses Satzes folgen. Benutzen wir dabei die Bezeichnungen aus der Vorlesung, d. h., schreiben

wir die gegebenen Kongruenzen in der Form x = a; mod ¢; und setzen wir m = q1¢2q3 sowie

q = %, so erhalten wir
1

ay; =1, as =2, az =3,
@ =4, ¢2=5, g3=7, m= 140,
qi =35, ¢4 =28, g5 =20.

Man sieht leicht (oder berechnet mit dem euklidischen Algorithmus)
1=944(-1)-35=(—11)-542-28 =3-7+ (—1)-20.

Schreiben wir dafiir wieder wie in der Vorlesung jeweils 1 = y; ¢; + z; ¢/, so erhalten wir
7n=-1, z0=2, z3=-—1

und daraus schliellich
3
(2] = [Z a;q} z] — [1-35-(—1) +2-28-2 + 3-20-(—1) 140 = [17]140.
i=1 m
Also 16st jede Zahl der Form x = 140 2417 mit z € Z die gegebenen simultanen Kongruenzen.

Losung zu Aufgabe 33 (b).

Es sei jetzt der Zeitpunkt ty = 0 min. Nach Voraussetzung geben die Sender jeweils zu den

Zeitpunkten ) ) .
ty =5ny — 1 min, ty =7no —4 min und t¢3 = 11n3 — 10 min

Signale ab (n1,ns,ng € Z). Gesucht ist der erste Zeitpunkt ¢ > 0, fiir den die drei simultanen

Kongruenzen
t =—1 mod 5, t=—4 mod 7, t =—10 mod 11

gelten. Wir l6sen diese Aufgabe ganz analog zur Aufgabe 28 (a) und erhalten der Reihe nach
a; = —1, ay = —4, a3 =—10,
¢1 =095 q=7, qg3=11, m = 385,
qi =77, g4 =55, q3=35.
1 =315+ (-2)-77=8-T+ (—1)-55 = (—19)-11 + 6-35.
7n=-2, n=-1, z3=6
und daraus schliellich

3
[t = [Z aiq! ] = [(=1)-77+(=2) + (4)-55+(~1) + (~10)-35-6 55 = [~1726]ss5.
i=1 m
Gesucht ist die kleinste positive Zahl aus [—1726]ss5, das ist ¢ = 199. Also werden die drei

Sender in drei Stunden und 19 Minuten zum ersten Mal wieder alle gleichzeitig ein Signal
geben.
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Losung zu Aufgabe 38 (a). 1 2

4 3

Das abgebildete Quadrat mit den Ecken 1, 2, 3, 4 besitzt offensichtlich acht verschiedene
Symmetrieabbildungen, nidmlich die Spiegelung an der Mittelhalbierenden der Kanten 12 und
34, die Spiegelung an der Mittelhalbierenden der Kanten 14 und 23, die Spiegelungen an den
Diagonalen 13 bzw. 24, die Drehungen im Uhrzeigersinn um den Mittelpunkt des Quadrats
um 90°, 180° und 270° und schliellich die identische Abbildung, die alle Ecken fest lédsst. Die
Symmetriegruppe G hat also acht Elemente. Bezeichnen wir diese in der obigen Reihenfolge
mit o1, 09, 71, T2, 0, 02, 0° und ¢ und schreiben wir sie als jeweils in Form der von ihnen
bewirkten Permutation der Ecken, so erhalten wir

o1 = (1,2)(3,4), mn = (2,4), o = (1,2,3,4), 0 = (1,4,3,2),
oy = (1,4)(2,3), = (1,3), 0 = (1,3)(2,4), v = (1).

(a) Jedes Element aus G erzeugt eine zyklische Untergruppe von G. Auf diese Weise erhal-
ten wir schon einmal die Untergruppen

Ur = (1) = {4},

Uy = (01) = {o1,1},
Us = <02> = {027L}7
U4 = <7-1> - {7—171/}7
Us = <TQ> = {TQaL}a
Us = (¢*) = {% 1},

Up = (o) = (¢®) = {o, 0", 0 ¢}

der Ordnungen 1, 2, 2, 2, 2, 2 und 4. Da jede Gruppe der Ordnung 2 zyklisch ist, haben
wir damit insbesondere schon alle Untergruppen der Ordnung 2 gefunden. Nach dem
Satz von Lagrange konnen jetzt also nur noch Untergruppen der Ordnung 4 fehlen. Eine
solche Untergruppe der Ordnung 4 darf weder o noch ¢ enthalten, da sie sonst schon
gleich U; wire. Sie muss daher mindestens zwei Spiegelungen enthalten. Deren Produkt
ist dann eine Drehung (da die Ecken nach zwei Spiegelungen wieder im Uhrzeigersinn
nummeriert sind), und zwar eine von ¢ verschiedene Drehung, da die Spiegelungen ver-
schieden sind. Also ist jede der noch fehlenden Untergruppen das Erzeugnis einer Spie-
gelung und der Drehung ¢?. Das ergibt zwei neue Untergruppen

Us = (o1, Q2> = (02,Q2> = {o1,09, Q27[/}7

Uy = (11,0°) = (12,0%) = {71,72,0% 1}
der Ordnung 4, und weitere kann es dann nicht mehr geben. Die folgende Skizze zeigt
die gegenseitigen Inklusionen der Untergruppen.
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Losung zu Aufgabe 38 (b).

(b) Die triviale Untergruppe U; und G selbst sind natiirlich Normalteiler von G. Aber auch
die Untergruppen der Ordnung 4 sind normal in G, denn fiir sie gilt jeweils [G:U;] = 2
und deshalb U;g = U; = gU, fiir alle g € U; und U;g = G\ U; = gU;, fur alle g € G\ U;.
Die Untergruppe Uy ist ebenfalls ein Normalteiler, denn es ist g '0%g = 0* € Us und
g g =1 € Ug und fiir alle g € G.

Andererseits sind die Untergruppen Us; bis Us keine Normalteiler, denn wie man leicht
anschaulich sieht (oder nachrechnet) ist o~'o;0 & (0;) und o~ '70 & (1) fiir i € {1,2}.

Bemerkung: Die Gruppe G aller Spiegelungen und Drehungen eines Quadrats wird im Allge-
meinen als ,,Diedergruppe® Dg bezeichnet.

Losung zu Aufgabe 35.

Ist n € Nmit p(n) =4 und ist n = [[;_, p;’ die Zerlegung von n in ein Produkt von paarweise
teilerfremden Primzahlpotenzen, so ist ¢(n) = [[;_,(pi—1)p;~". Also kann n keinen Primteiler
grofer als 5 und kein Quadrat einer ungeraden Primzahl enthalten, d. h., n hat die Form
n = 2%3*5¢ mit a € Ny und b, ¢ € {0, 1}. Mit einer kleinen Fallunterscheidung ergibt sich: Ist
b=c=0,s0ist n=8.Ist b=1, soist n =12. Ist ¢ =1, so ist n = 5 oder n = 10.

Fiir den zweiten Teil der Aufgabe betrachten wir zunéchst die beiden Restklassengruppen Z;
und Z%,. Wegen [2]2 # [1]5 und [3]% # [1]1 sind die Ordnungen von [2]5 und [3]yo groBer als
2 und damit (als Teiler von 4) gleich 4. Daraus folgt: Zf und Zj, sind beide zyklisch und die
Abbildung Z; — Zj, mit [2]t — [3]}, fiir < € {0, 1,2, 3} 1st ein Isomorphismus.

In Z§ und Z3, sind alle Quadrate gleich [1|g bzw. [1];2, diese beiden Gruppen sind also nicht
zyklisch. Man sieht (etwa durch Nachrechnen), dass jede bijektive Abbildung von Z§ nach Z7,,
die [1]g auf [1];5 abbildet, ein Isomorphismus ist.

Losung zu Aufgabe 36.

(a) Es ist 2000 = 24-5%, also (2000) = (2 — 1)-2%-(5 — 1)-52 = 800.
(b) Es ist 123 = 3 - 41, also 1 € ggT(123,2000). Nach dem Satz von Euler gilt daher

123800 = 123%(2000) = 1 mod 2000. Die gesuchte Zahl z ist demnach die kleinste positive
ganze Zahl mit z = 1232 = 15129 mod 2000 . Das ist offensichtlich x = 1129.

Losung zu Aufgabe 37.

Gegeben sind der Ring K = Zy[z] / fZs[x] mit f = 2* + 2% + 2* + 2 + 1 und die multiplikative
Gruppe G von K. Wegen Grad f = 4 hat K 16 Elemente. Nach Aufgabe 27 ist f irreduzibel.
Also ist K ein Korper und alle von 0 verschiedenen Elemente aus K sind invertierbar. Somit
ist |G| = 15, und jedes Element von G hat eine Ordnung, die ein Teiler von 15 ist.

(a) Setzen wir etwa g = [2® + x|f, so ist ¢° = [z]; # [1]; und ¢° = [2® + 2?]; # [1]; und
damit ord (g) & {1,3,5}. Also ist ord (¢) = 15 und (g) = G. Die sdmtlichen Erzeugenden
von G sind dann gerade alle Potenzen von g mit zu 15 teilerfremden Exponenten, also

g = [23+z]y, ¢# = [2*+x+1],
g* = [2* +z]y, gt = [P+ 22 + 2]y,
gt = [2’+a+1]y, g¥ = [2* +1]y,
g = [23+1]y, g =[x+ 1];.

(b) Es ist zu zeigen: Ist G = (g), so ist auch G' = (¢g?). Die Behauptung folgt mit Satz 2 aus
§8 der Vorlesung sofort aus ord (¢g) = |G| = 15 und 1 € ggT (2, 15).



Ubung zur Vorlesung ,,Diskrete Strukturen* (SS 01)
Prof. Dr. H. Pahlings

Priasenzaufgaben fiir die Ubungsstunde am 26. 4. 01

Aufgabe P1.

Zeigen Sie (mit dem Schubfachprinzip): Jede Teilmenge M C {1,...9} mit |M| = 6 enthélt
zwei Zahlen, deren Summe 10 ist.

Aufgabe P2.

Es sei 123 456780910\ g
“\9 3106 81 274 5 10-

(a) Schreiben Sie o als Produkt von ziffernfremden Zyklen.
(b) Zeigen Sie: Sind o4, 09 ziffernfremde Zyklen, so ist o109 = 0907.

(c) Berechnen Sie 07!, o, o!2, o!23.

Aufgabe P3.

Schreiben Sie alle Elemente von Sy als Produkte von ziffernfremden Zyklen und als Produkte
von Transpositionen (Zweierzyklen).

Aufgabe P4.
Zeigen Sie:

> (1) - ().
Se(n) = ()



Diskrete Strukturen (H. Pahlings) SS 2001

Prasenzaufgaben am 3. 5. 2001

Aufgabe P5.
Wie viele ungerade Zahlen in {1,...,100} sind weder durch 3 noch durch 5 teilbar? .

Aufgabe P6. An einem Institut sind 10 Professoren und 4 Professorinnen. Wie viele
verschiedene paritatisch besetzte Kommissionen mit 4 Mitgliedern kann man bilden?

Aufgabe P7. Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?

(k):<k—1)+(k—2) fir n>k>2 ... 0 Ja (] Nein

n+1Y\ [ n n .
( i >_(k‘)+(k—1) ................................ ] Ja [J Nein

() () () o O

D Sk = 2T OJa O Nein
k=0
Z Snk = M L Ja [J Nein
k=0

Aufgabe P8. Es sei |[M| =4 und |N| = 3. Die Anzahl
der injektiven Abbildungen f: N — M ist ...

der surjektiven Abbildungen f: N — M ist ... .. ... i

der surjektiven Abbildungen f: M — N ist ... ... i

der surjektiven Abbildungen f: M — M ISt ... ..o

der Aquivalenzrelationen auf N ISt . ......o.uern et

der surjektiven Abbildungen f: M — QiSt ...

aller Abbildungen f: 0 — M ISt ...

Aufgabe P9.

) 1
Es seien 0 = 4

(G200 )

345 6 1 2 3 456 .
13 6 2) undT—(3 615 2 4> Permutationen aus Sg.

Die Zyklendarstellung von o ist ..................

Die Zyklendarstellung von 7ist ..................

Die Zyklendarstellung von o7 ist ...............

Die Zyklendarstellung von o2 ist .................

1

Die Zyklendarstellung von 77" ist ................

Welches ist das kleinste n € Nmit 7" = (1)7 ... i
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Prasenzaufgaben am 10. 5. 2001

Aufgabe P10.

Welche der folgenden formalen Potenzreihen sind invertierbar?

Zx” ............................................................. O Ja ] Nein

Zn!f‘ ........................................................... O Ja O Nein
e O Ja O Nein

Z N T O Ja ] Nein

Aufgabe P11.

Welche der folgenden Aussagen iiber formale Potenzreihen sind richtig?

Ist A= A(x) =) apa" € K[[z]], so ist

A(2?) = i anx;L:OG K[[Z]] oo O Ja O Nein
n=0
Alz+1) = ian(x + )" e K[[x]] oo O Ja O Nein
n=0
P A(x) = iamga:” EK[[x]] oo O Ja O Nein
n=3
(A(z))* = i a2x" € K[[Z]] oo O Ja O Nein
n=0
(A(z)) ™ = ianx_” EKI[[x]] oo O Ja [J Nein
n=0
D(A(z)) = ian_lx” EK[]] oo O Ja O Nein
aus D(A(x);::O 0 folgt A =c e K (A ist eine Konstante) ........... O Ja O Nein

Aufgabe P12.

Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, einen Betrag von n (z.B. 50) Euro in 1- und
2-Euromiinzen auszuzahlen?
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Prasenzaufgaben am 17. 5. 2001
Aufgabe P13.
Gibt es A € Q[[z]] mit A% = Zn'x’“? ............................. O Ja [J Nein
Gibt es fiir jeden Korper K ein A € K[[z]] mit A2=1+2%7 ....... O Ja O Nein
Gibt es A€ Fyf[z]] mit A2 =1+27 ..., O Ja O Nein
2 o0
Gilt in Fy[[x]] die Gleichung (Z ai:z:i> = Z e O Ja 0 Nein
i=0 i=0
Aufgabe P14.
Ist f = Z a;x" € K[z] mit a, # 0, so gilt fiir das reflektierte Polynom R von f:
=0
fR = Z i U Ja [J Nein
i=0
fR = Z S O Ja J Nein
i=0
fR = Z S P O Ja J Nein
i=0
fR =" Zaixl, ................................................... L Ja L] Nein
i=0
fR = x”Zaix e U Ja L1 Nein
i=0
(L R OJa O Nein
Aufgabe P15.
Fiir alle n € N und o € C gilt
—1 —1
(O‘):(O‘ )+(O‘ ) ....................................... O0Ja O Nein
n n—1 n
(O‘):( “ ) .................................................. OJa O Nein
n a—n
n a ‘
o = Snkk!(k), ............................................... [ Ja [J Nein
k=0
(a):Ofur MU > Qe oot et e e 0 Ja (] Nein
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Prasenzaufgaben am 31. 5. 2001
Aufgabe P16.
(No, 4+, —,0,-, 1) ist ein Ring ..., O Ja J Nein
(Z,+,—,0) ist eine Gruppe .. .......o.ouiiiniiiiiiiaaan.. O Ja 0 Nein
(Rsg,+, 1, 1) ist €ine Gruppe . ....ooviineieii e O Ja [J Nein
Z[\/5] = {a+ b5 | a,b € Z} ist Unterring von R ................... O Ja O Nein
{f €Q[z]| f =0 oder Grad f ist gerade} ist Unterring von Q[z] ...0 Ja O Nein
Aufgabe P17. Die Relation ~, definiert durch a ~ b genau dann wenn
a+ b € 27, ist eine Kongruenzrelation auf Z, ....................... 0 Ja (] Nein
a — 4b € 37Z, ist eine Kongruenzrelation auf Z, ...................... 0 Ja (] Nein
Grad a = Grad b, ist eine Kongruenzrelation auf Q[z], .............. O Ja [J Nein
a(0) = b(0), ist eine Kongruenzrelation auf Q[z], ................... O Ja O Nein
a—b € Q, ist eine Kongruenzrelation auf R, ....................... 0 Ja (] Nein
Aufgabe P18. Ist K ein Korper und f, g € K[z], so gilt:
f=g9g<= fla)=gla) firalleac K .............................. O Ja O Nein
fist in K[z] invertierbar <= f(a) # O firalleae K .............. O Ja O Nein
Grad(f-g) =Grad f-Gradg ... O Ja [0 Nein
{feK[z]| f(1) =0} SK[x] ..oooi O Ja O Nein
{feK[z]|Grad f <3} IK[x] oot O Ja O Nein
Aufgabe P19.
In Z gilt: 2€ggT(2,0) .o O Ja [J Nein
In Z gilt: aus 1 = ya + 2zb mit a,b,y, z € Z folgt 1 € ggT(a,b) ...... O Ja [J Nein
In Z[z] gilt: 2 € geT (22,222 +2T) .o ooeiii i O Ja [J Nein
IstooR ein Ringund 1€ IR, soist I=R ......................... O Ja (] Nein
D aa’ Ja e RFSR[[2]] oo OJa O Nein
=3

Aufgabe P20.

Wie viele Elemente hat Z/6Z7 ...
Wie viele Elemente hat Zo[x] / (22 + 1)Za[x] 7 oo

Wie viele Losungen hat die Gleichung 22 + 92 +42=3inZ? .............
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Prasenzaufgaben am 21. 6. 2001

Aufgabe P21. R sei ein kommutativer Ring.

Sind a, b Einheiten (a,b € R*), so ist ab Einheit. ................... O Ja [0 Nein

Ist ab Einheit, so sind a und b Einheiten. .......................... ] Ja (] Nein

Ist a + b Einheit, so sind a und b Einheiten. ........................ L Ja [J Nein

Aufgabe P22.

35 ist ein Teiler von 62" — 1 fiirallen > 1. ... o, L Ja O Nein

Aufgabe P23. Essei f =2+ 1 € Z[x].

Wie viele Elemente hat Zs[x]/fZo[x] 7 oo

ZLo|x)] fZo]x] ist ein KOrper. .........ooiiiiiiiiiiiii i, O Ja O Nein

Essela =[x+ 1];. Wasist a®? ..o

Aufgabe P24. Essei K ein Korper und f € K{z].

Ist Grad f > 1, so ist f irreduzibel genau dann wenn f keine Nullstelle in K hat.
................................................................... U Ja [J Nein

Ist Grad f =1, so ist f irreduzibel. ....... ... .. ... ... ... ..., U Ja [J Nein

Ist Grad f =0, so ist f irreduzibel. ......... ... .. .. ... L. 0 Ja [J Nein

Ist Grad f =2 und f(a) # 0 fiir alle a € K, so ist f irreduzibel. ....00 Ja [J Nein

Ist K =C, so ist f irreduzibel genau dann wenn Grad f =1. ....... U Ja U] Nein

Aufgabe P25.

Ist (G,-,7%,1) eine Gruppe und a,b € G, so ist (a-b)™* =a~1-b7!. .0 Ja O Nein

(Zy,,+, —,0) ist fir alle n € N eine zyklische Gruppe. .............. U Ja (] Nein

(Zx,-,71,1) ist fiir alle n € N eine zyklische Gruppe. ............... O Ja [J Nein

Hat eine Gruppe G nur 2 Untergruppen, so ist G zyklisch. ......... 0 Ja [J Nein
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Prasenzaufgaben am 28. 6. 2001
Aufgabe P26. Es sei G eine Gruppe und |G| =m € Nund g € G.
Die Abbildung G — G, h — g-h ist bijektiv. ....................... U Ja [J Nein
Zu jedem Teiler d von m gibt es ein Element der Ordnung d in G. ..0J Ja [J Nein
Hat g die Ordung d, so gilt d|m. ...... ... o i, O Ja [J Nein
Ist m eine Primzahl, so ist G zyklisch. ........... .. ... ... ... ... U Ja (] Nein
Ist m =15 und ¢® # 1 und ¢° # 1, so ist G zyklisch. ............... U Ja [J Nein
Ist ~ eine Aquivalenzrelation auf G, so ist [1]. Untergruppe von G. O Ja [0 Nein
Ist ~ eine Kongruenzrelation auf G, so ist [1]. Normalteiler von G. O Ja [ Nein
Ist ¢: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so ist Kern(¢) < G. ..0O Ja 0 Nein
Aufgabe P27.
FirallemeN,a € Z gilt a®™ =amodm. ....................... U Ja L1 Nein
Fiir alle n € N gilt 70 [ 101%™ — 1. ... ... i, O Ja O Nein
Fiir alle n € N gilt 70 | 1001%™ — 1. ... ..o O Ja O Nein
Fiir welche m € N ist ¢(m) ungerade? ....... ... ... ... ...,
Aufgabe P28.
Zu jedem m € N gibt es eine Gruppe G mit |G| =m. .............. O Ja [ Nein
Es gibt eine Gruppe mit genau zwei Elementen der Ordnung 5. .... [ Ja (] Nein
Eine Untergruppe einer zyklischen Gruppe ist stets zyklisch. ....... U Ja (1 Nein
Ein homomorphes Bild einer zyklischen Gruppe ist stets zyklisch. .. Ja L] Nein
Aufgabe P29. Essei G = (Zy,+) und H = {[8n]y | n € Z }.
H ist Untergruppe von G. ... ... i U Ja [J Nein
Was I8t | H |7 o
Wie viele erzeugende Elemente hat H? ... ... .
Was ist [G:H] T o
Esist [2]o0 + H = [6]a0 + H. «oovririii O Ja O Nein




Diskrete Strukturen (H. Pahlings) SS 2001

Prasenzaufgaben am 5.7.2001

Aufgabe P30. Es sei p eine Primzahl und n € N. Dann

ist Zyn ein KOrper, ... ... ..o 0 Ja (] Nein
ist Z,[x]/(x" — 1) ein Korper, ... O Ja 0O Nein
gibt es einen Korper mit p” Elementen, ............. ... ... ........ U Ja (] Nein
gibt es genau ein irreduzibles Polynom f € Z,[x] vom Grad n. ..... O Ja 0 Nein

Aufgabe P31.

Die Anzahl der normierten irreduziblen Polynome vom Grad 3 in Zs[x] ist ...........

Aufgabe P32. Ist f € Z,[z] irreduzibel mit Grad f = d und n € N, so gilt:

wenn f | (2" —1),sogilt d|n, ..o O Ja [0 Nein
wenn f | (zP" 7t —1),s0gilt d|n, ... O Ja O Nein

Aufgabe P33. 11100
Es sei C' der Code iiber Zs mit Generatormatrix G(C) =10 1 1 1 0 |. Dann gilt:
00111

C ist ein zyklischer Code, ....... ... . ... i U Ja [J Nein
die Minimaldistanz von C'ist 3, .......... ... ... ... .. ... U Ja (] Nein
dim O = 3. U Ja (1 Nein

Aufgabe P34.

Wie viele zyklische Codes C' der Linge n = 3 gibt es iiber Zy (d. h. C CZ3)? ......

Was sind ithre Dimensionen? ............ooeeiineenn. ..

Was sind ihre Minimaldistanzen? ........... ... . ... .. ....




Diskrete Strukturen (H. Pahlings) SS 2001

Prasenzaufgaben am 12.7.2001

Aufgabe P35.

Wie viele Ideale hat der Ring Za[z] /(2% + 1) 7 oooiiii

Aufgabe P36. Ist G = (V, E) ein Graph mit |V| > 2, so gilt:

Es gibt stets v;,v; € V mit v; # v; und d(v;) = d(v;). .............. O Ja [J Nein
Ist Z d(v) < |V, so ist G nicht zusammenhéngend. ............... O Ja O Nein
veV

Aufgabe P37.

In einer Gruppe von 15 Personen kennt jede Person héchstens 3 andere. Wie viele Paare von

Personen, die sich gegenseitig kennen, kann es in dieser Gruppe hochstens geben? ...

Aufgabe P38. Ist G = (V, F) ein nummerierter Graph mit Adjazenzmatrix A € Z™*"
und Inzidenzmatrix B € Z"*™ und V' = {vy,...,v, }, so ist der Grad d(v;)

die Summe der Eintréige der i-ten Spalte von A, .................... O Ja [J Nein
die Summe der Eintrédge der i-ten Spalte von B, .................... U Ja (] Nein
die Summe der Eintrige der i-ten Zeile von A, ..................... O Ja (] Nein
die Summe der Eintrége der i-ten Zeile von B. ......... ... . ... ... U Ja U] Nein

Aufgabe P39.

Ist G = (V, E) ein Graph, so gilt |V| < |E|. ..., O Ja O Nein
Ist G = (V, E) ein Graph, so gilt |E| < |[V|?. ..., O Ja O Nein
Der vollstéandige Graph K4 hat 15 Kanten. ......................... U Ja (1 Nein

Der vollstandige Graph Kg hat einen 4-reguléren induzierten Teilgraphen. [ Ja 0] Nein
Es gibt einen 3-regulédren Graphen mit 5 Knoten. .................. U Ja [J Nein




Name: Matrikelnummer:

Klausur zur Vorlesung Diskrete Strukturen (13.7.2001)

Professor Dr. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen

Ankreuzteil

Aufgabe Al. Es seien s, und S, die Stirlingzahlen 1. bzw. 2. Art. Dann gilt:
(1) Spip =5 n—1p-1+kSppfirl<k<n. .......................... O Ja O Nein

(2) Y 0 Sndk = 2 O Ja O Nein

(B) Was ISt Sa40? oo |:|

Aufgabe A2. Ist A=) " anz" € Q[[z]] eine formale Potenzreihe, so ist:

(1) A2 = ) 0 a2 O Ja O Nein
(2) @2A = 3 Ao o O Ja [J Nein
(3) A genau dann in Q[[z]] invertierbar, wenn ag = 1ist ................ O Ja OO0 Nein

Aufgabe A3. Ist K ein Korper und f € K[z] mit Grad f > 1, so gilt:

(1) Gibt es kein ¢ € K mit (x +¢) | f, so ist f irreduzibel. .............. O Ja O Nein
(2) Ist K[z]/f K[z] ein Korper, so ist f irreduzibel. .................... O Ja O Nein
(3) 3 +x+ 1€ Zy[x] ist irreduzibel. ............ ..o, O Ja O Nein

Aufgabe AA4.

(1) Wie viele Elemente hat Z/9Z7 .. ... |:|
(2) Z/IZ ist ein KOIper. ......c.ouiuiiiiiii i O Ja O Nein
(3) Wie viele Elemente hat Zg[z] /(2% — 1) Z3[x]? ... |:|
(4) Zslx] /(x? — 1) Zs[z] ist ein KOTper. ..........coovveeeiiiiiinnn... O Ja O Nein

Es sei C der Code iiber Zo mit der Generatormatrix G = 0 1 1 1 0
00111

(1) Was ist die Dimension von C'?7 ... ... . i |:|
(2) Cist zyklisch. ... O Ja O Nein
(3) Die Minimaldistanz von C'ist 3. ........... ... i, O Ja O Nein

Aufgabe A6. Gibt es einen Graphen G = (V, E) mit |V| <5 und

(1) e d(v) =97 O Ja O Nein
(2) ZUGV A(V) = 22 O Ja O Nein
1 00
3) Adjazenzmatrix Amit A2= |0 1 0 |2 ..., O Ja O Nein
(3) Adj
0 01




Rechenaufgaben ohne Begriindung

Aufgabe R1. (7 Punkte)

(1) Wie viele injektive Abbildungen f: {1,2} — {1,2,3,4} gibt 57 «ovvvvveereeneenn., ]
(2) Wie viele surjektive Abbildungen f:{1,2,3,4} — {1,2,3} gibt es? ................... I:'
(3) Wie viele injektive Abbildungen f: {1,2,3,4} — {1,2,3,4} gibt €87 +..\vovvvereeen... ]

Aufgabe R2. (4 Punkte)

Es seien die Permutationen a = (125) (367 8 4) und ¢ = < ;L ?

(NN

1 2 3
75 3
gegeben.

(1) Die Zyklendarstellung von c ist ...................... ’ ‘

Die Ordnung von @ ISt .. ....o it I:'

(2)
(3) Die Zyklendarstellung von a® ist .................... ’ ‘
(4)

2

4 B00L 46 | |

Die Zyklendarstellung von a

Aufgabe R3. (4 Punkte)
Berechnen Sie einen grofiten gemeinsamen Teiler d der Zahlen 532 und 434 und stellen Sie ihn in

der Formd=a-532+b0-434 mit a,b€ Z dar. ........... ’ ‘

Aufgabe R4. (8 Punkte)

(1) Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Berechnen Sie ¢(60). ...t I:'
(2) Wie viele Einheiten (invertierbare Elemente) hat der Ring Z/60Z7 .................. I:'
(3) Bestimmen Sie die kleinste Zahl n € Ny mit n = 712 mod 60. ........................ I:'

Aufgabe R5. (6 Punkte)
(1) Die Anzahl der irreduziblen Teiler von #% — & € Zp[x] iSt «..ooovooveeeii I:'

(2) Die Anzahl der irreduziblen Polynome vom Grad 5 iiber Zg ist ....................... I:'

Aufgabe R6. (5 Punkte)
Wie viele Ideale hat der Ring Za[z] /(2° + 1) Zo[Z] 7 .ooeeeei i I:'

Aufgaben mit Losungsweg

Aufgabe L1. (8 Punkte)

Die Folge (an)nen, sei rekursiv definiert durch ap = 0, a1 = 2 und a, = —an—1 + 2a,_ fiir
alle n > 2. Bestimmen Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion die explizite Darstellung der

Folgenglieder a,,.

Aufgabe L2. (6 Punkte)

Geben Sie explizit einen Isomorphismus ) : Zooy — Z4 X Zs X Z11 an und berechnen Sie

P([135]220), ([187]220) wund ([135-187]220).

Benutzen Sie dies, um [135]99¢ - [187]220 in Zagy auszurechnen.



Prof. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen
Vordiplomklausur , Diskrete Strukturen®, 7.9.2001

Aufgabenblatt A 1

Ankreuzteil

Aufgabe Al. Es seien s, die Stirlingzahlen 1. Art. Dann gilt:

Snk = Sp—1,k—1 T k'snfl,k fir 1 <k <m. .o O Ja
D o0 Sk = M O Ja
Spn—1= (g) T 1 > L. O Ja

Aufgabe A2. Es sei Q[[z]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber Q. Dann gilt:

s QU] oo O Ja O Nein
B e Q)]s et 0O Ja O Nein
Ist A=gaix’, soist 234 =3"Csa; sz’ ... O Ja O Nein
Ist A=>0"gax’, soist A2 =300 ala’. . ... O Ja O Nein
Aufgabe A3. Es sei K ein Korper und f € K[z]. Dann gilt:

Ist Grad f =0, so ist f irreduzibel in K[z]. ...... ..., O Ja [0 Nein
Ist Grad f = 1, so ist f irreduzibel in K[z]. ...... ..., O Ja O Nein
Hat f in K keine Nullstelle, so ist f irreduzibel in Klz]. ................ O Ja O Nein
ot 4 22 41 € Zo[x] ist irreduzibel. ....... ... .. O Ja O Nein

Aufgabe A4. Essei f =2+ 1€ Zy[z] und R = Zs[x] / f Zo[z] . Dann gilt:

Die Anzahl der Elemente von R ISt . ..ot

Rist ein KOrper. ... 1 Ja
Das Inverse von [2? + 2 + 1]y in Rist [23 + 22+ 1] oo, O Ja

Die Anzahl der Teiler von f in Zo[z] iSt .....ovviiiiii i

O Nein
J Nein

Aufgabe A5.
Ist G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph, so ist |[V| < |E|+1. ..... O Ja
Es gibt einen 3-reguléren Graphen mit 7 Knoten. ....................... O Ja

Die Anzahl der Kanten des vollstdndigen Graphen Kgist ......................

O Nein
0 Nein

Rechenaufgaben ohne Begriindung

Aufgabe R1. (4 Punkte)

Die Anzahl der injektiven Abbildungen f: {1,2,3} — {1,2,3,4,5}ist ..........
Die Anzahl der surjektiven Abbildungen f: {1,2,3,4} — {1,2}ist ..............




Prof. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen Aufgabenblatt A 2
Vordiplomklausur , Diskrete Strukturen®, 7.9.2001

Aufgabe R2. (4 Punkte)

Es seien die Permutationen a =
aus Sy gegeben.

EN
o ©

Die Zyklendarstellung von @ ist .......................... ’ ‘

Die Ordnung von b st . ... I:'

Die Zyklendarstellung von b= ist ........................ ’ ‘

Die Zyklendarstellung von b27 ist ........................ ’ ‘

Aufgabe R3. (4 Punkte)
Berechnen Sie einen gréBten gemeinsamen Teiler d von f = 2% + 1 und g = 23 + 22 + 1 in Zy[z]

und stellen Sie ihn in der Form d = a - f + b g mit a,b € Zs[x] dar. Geben Sie d, a und b an.

d= a= b— |

Aufgabe R4. (5 Punkte)
Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Berechnen Sie ¢(100). ...t I:'

Bestimmen Sie die kleinste Zahl n € Ng mit n = 1362 mod 100. .......................... I:'

Aufgabe R5. (5 Punkte) Essei C der binére zyklische Code der Lénge 7 mit Generatorpolynom

g=a>+x+1, also 6

C={(c)%y | [Z Cil'i] = [g-h],7_q firein h € Zsx] }.
Die Dimension von C'ist ......... 1:0 ...... x7_1 ........................................... I:'
Die Anzahl der Codeworte in C ISt .. ...ttt e I:'
Die Minimaldistanz von C ISt ........ ..o e I:'

(1,1,0,0,0,0,0) wird decodiert als - ........wmoeeeeeses e | |

Aufgabe R6. (5 Punkte)
Es sei (V, E') der Baum mit der Knotenmenge V' = {1,...,6} und dem Priifercode (2, 3, 3,2). Geben
Sie die Nachbarn von 3 an, also die Menge {a € V | {a,3} € E}. ........ ’ ‘

Aufgaben mit Losungsweg

Aufgabe L1. (8 Punkte)

Die Folge (an)nen, sei rekursiv definiert durch ap = 1, a; = 1 und a,, = ap—1+2an—2 € Q fiir n > 2.

Bestimmen Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion die explizite Darstellung der Folgenglieder a,.

Aufgabe L2. (8 Punkte)

Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Bestimmen Sie alle ungeraden natiirlichen Zahlen n mit ¢(n) = 6.
Fiir welche dieser n ist die prime Restklassengruppe Z; zyklisch? Geben Sie jeweils alle erzeugenden
Elemente [a],, dieser Gruppe an.




Prof. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen
Vordiplomklausur , Diskrete Strukturen®, 7.9.2001

Aufgabenblatt B 1

Ankreuzteil

Aufgabe Al. Es seien s, die Stirlingzahlen 1. Art. Dann gilt:

Snk = Sp—1,k—1 T k'snfl,k fir 1 <k <m. .o O Ja
D o0 Sk = M O Ja
Spn—1= (g) T 1 > L. O Ja

Aufgabe A2. Es sei Q[[z]] der Ring der formalen Potenzreihen iiber Q. Dann gilt:

B Q@] v O Ja O Nein
s EQUa]]. oo O Ja O Nein
Ist A=Y az’,soist A2 =30 a2xt. ... O Ja 0 Nein
Ist A=Y aiz’,soist 23A =300 a;3x% . ... i O Ja (1 Nein
Aufgabe A3. Essei K ein Korper und f € K[z]|. Dann gilt:

Hat f in K keine Nullstelle, so ist f irreduzibel in Kz]. ................ O Ja O Nein
Ist Grad f =0, so ist f irreduzibel in K[x]. ............. ... .. O Ja O Nein
Ist Grad f =1, so ist f irreduzibel in K[x]. ............. ... .. O Ja O Nein
ot 4 22 41 € Zo[a] ist irreduzibel. ........... ... O Ja O Nein

Aufgabe A4. Essei f =%+ 1€ Zy[z] und R = Zs[x] / f Zo[x]. Dann gilt:

Die Anzahl der Teiler von f in Zg[z] ist ...

Das Inverse von [2? +x + 1]y in Rist [23 + 22+ 1] oo, 0 Ja O Nein
Die Anzahl der Elemente von R ISt ... ..o e |:|
Riist ein KOrper. ... e 0 Ja 0 Nein
Aufgabe AS5.

Es gibt einen 3-reguléren Graphen mit 7 Knoten. ....................... 0 Ja 0 Nein
Ist G = (V, E) ein zusammenhéngender Graph, so ist |[V| < |E|+1. ..... O Ja O Nein

Die Anzahl der Kanten des vollstindigen Graphen Kgist ......................

Rechenaufgaben ohne Begriindung

Aufgabe R1. (4 Punkte)

Die Anzahl der injektiven Abbildungen f: {1,2,3} — {1,2,3,4,5}ist ..........
Die Anzahl der surjektiven Abbildungen f:{1,2,3,4} — {1,2}ist ..............




Prof. H. Pahlings, Lehrstuhl D fiir Mathematik, RWTH Aachen Aufgabenblatt B2
Vordiplomklausur , Diskrete Strukturen®, 7.9.2001

Aufgabe R2. (4 Punkte)

Es seien die Permutationen a =
aus Sy gegeben.

EN
N
o ©

Die Zyklendarstellung von @ ist .......................... ’ ‘

Die Ordnung von b st . ... I:'

Die Zyklendarstellung von b= ist ........................ ’ ‘

Die Zyklendarstellung von b27 ist ........................ ’ ‘

Aufgabe R3. (4 Punkte)
Berechnen Sie einen gréfiten gemeinsamen Teiler d von f = 2% +1 und g = 22 + 2+ 1 in Zy[z] und

stellen Sie ihn in der Form d = a- f + b+ g mit a,b € Zs[z] dar. Geben Sie d, a und b an.

d= a= b— |

Aufgabe R4. (5 Punkte)
Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Berechnen Sie ¢(100). ...t I:'

Bestimmen Sie die kleinste Zahl n € Ng mit n = 1152 mod 100. .......................... I:'

Aufgabe R5. (5 Punkte) Essei C der binére zyklische Code der Lénge 7 mit Generatorpolynom

g=a>+x+1, also 6

C={(c)%y | [Z Cil'i] = [g-h],7_q firein h € Zsx] }.
Die Dimension von C'ist ......... 1:0 ...... x7_1 ........................................... I:'
Die Anzahl der Codeworte in C ISt .. ...ttt e I:'
Die Minimaldistanz von C ISt ........ ..o e I:'

(1,1,0,1,0,0,0) wird decodiert als . ......ovmeeeeses e, | |

Aufgabe R6. (5 Punkte)
Es sei (V, E') der Baum mit der Knotenmenge V' = {1,...,6} und dem Priifercode (2, 3, 3,2). Geben
Sie die Nachbarn von 2 an, also die Menge {a € V | {a,2} € E}. ........ ’ ‘

Aufgaben mit Losungsweg

Aufgabe L1. (8 Punkte)

Die Folge (an)nen, sei rekursiv definiert durch ap = 1, a; = 0 und a,, = ap—1+2an_2 € Q fiir n > 2.

Bestimmen Sie mit Hilfe der erzeugenden Funktion die explizite Darstellung der Folgenglieder a,.

Aufgabe L2. (8 Punkte)

Es sei ¢ die eulersche p-Funktion. Bestimmen Sie alle ungeraden natiirlichen Zahlen n mit ¢(n) = 6.
Fiir welche dieser n ist die prime Restklassengruppe Z; zyklisch? Geben Sie jeweils alle erzeugenden
Elemente [a],, dieser Gruppe an.




