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Kapitel 1

Abzihlung, Rekursionen,
erzeug. Funktionen

1.1 Elementare Zahlprinzipien

(18.04.01)

M bezeichnet endliche Menge

|M| = Anzahl der Elemente von M

|[Al=neN=1{1,2,3,...} & Es gibt eine Bijektion av: A — {1,...,n}
[Al=0&< A=10

Lemma 1:

a) |A| = |B| < Es gibt eine Bijektion « : A — B
b) |AUB| = |A| + |B|, AUB disjunkte Vereinigung, d.h. es gilt AN B = ¢
c) |[Ax B|=|A|-|B|,Ax B={(a,b)|la € A,b € B}
Folgerung: Abb(A,B) = B4 = Menge aller Abbildungen von A nach B
|B4| = |B|IA

Beweis:
Al =n,A={a1,...,an},|Bl =m

BA* - BxBx...xB
~—_——

n—mal

f— (f(a1), flaz), ..., f(ayn)) ist Bijektion
|BA = |B x B x ...x B| = |B|" nach Lemma 1 c)
Def.: f: A — A heisst Permutation von A, wenn f bijektiv

Sp={c:{1,...,n} = {1,...,n} | o bijektiv} = Sym{1,...,n}
”symmetrische Gruppe vom Grad n”

Lemma 2: |S,|=n!=1-2-...-n (= Anzahl der Moglichkeiten, eine n-Menge A
(d.h. Menge A mit |A| = n) anzuordnen) (s. Lin. Alg. I)

Beweis:



Sy = {(t1,...,in) | i € n,i; # iy fir j # k} (bijektiv)
={01,.- i) | {i1,---,int={1,...,n}}
[Spl=n-(n—1)-...-2-1=mn!
Satz 1: Die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge A ist 2"
|A| = n,|P(A)| = 2", dabei ist P(A) = {B | B C A} Potenzmenge von A
Beispiel: A = {172} ) P(A) - {{172}a {1}7 {Q}a Q}

Beweis: P(A) — {0,1}” (= Abb(A, {0,1}))
B — xp charakteristische Funktion von B definiert durch

() = 1 fallsze B
XB\T) =19 ¢ sonst

B={zeA|xp(x)=1}
[P(4)] = [{0,1}4] = 21

Definition: P;(A) = (’2) = Menge aller k-Teilmengen von A = {B C A | |B| = k}
Bemerkung:

P(A) =] Pi (4),|4] = n
k=0

Also nach Lemma 1 ist

[P(A)] = |Pi(4)]
k=0

Lemma 3:
A -1...(n—-k+1

PL(A)| = — (") Binomialkoeffizient — nn—1)...(n +1) , falls |A| =n
k k k!

Beweis:

B= {bl,...,bk}7|B| =k, b; #bJ furz;éj,bl €A
H{(b1,...,bk)|bi € A,b; #bj fir i # j} =n(n—1)...(n —k+1)
Es gibt k! Anordnungen von {b1,...,bs}

2. Beweis von Satz 1: (Binomialsatz)
- n - n k  qn—k n
A|:n,P(A)|:Z<k):Z(k>.1 AR =(141)
k=0 k=0
Satz 2:

a) (Pascal-Dreieck)

n n—1 n—1
= i > >
<k) ( i )+(k1)furk_l,n_k

b) (Vandermondesche Identitét)

()% 06"



Beweis: 1.) n > 1,|A| = n, (})= Anzahl der k-Teilmengen von A,b € A

<A> — (X € Alb ¢ X.|X| = F}U{X C Ajb € X,|X| = k} = <A\zjb}> OM

k
=M
M— (MY
- Bijek
X X\{b} 1st Bijektion

A\l (n—-1 L n—1
k)| k k-1
2.) |A|=m+n,A= BUC,|B|=m,|C| =n

(£>l:{XCA|X|:’“7|XﬂB|=l},l=0,1,...,k
()-u()
) =101-%
——

0.04.01)

(2

|M|:n€1N0:{0,1,...}

() =AC M||A =k =0 fir k>n, k<0
‘ ’_ ) = plozbe okt D) g g > 0
qurn>k>0
Lemma 4:

a) [Doppeltes Abzidhlen] Ist R C M x N, so ist

IR = > |{b€ N|(a,b) € R}| =) |a € M|(a,b) € R|

a€EM beN

b) [Schubfachprinzip] |M| > |N|, Ist f: M — N, so ist f nicht injektiv,
dh.3be N mit [f71b)| = |[{a € M|f(a) =b}]| > 1

¢) [Inklusions-Exklusions-Prinzip] Ay,..., A, C M

U Z|A|72|A“0AZZ|+ > A NA, N AL

=1 i1 <ig 11<i2<i3

:zn:(fl)m > AN 04
j=1

1<ii<...<ij<n

1 fallsz e A

Beweis zu 3.):A§M7XA5M—’{071}:95'_>{ 0 sonst

A= 3 xalo)

reM



XAlu...uA"(l’) = Z(—l)jil Z XA,ilm...nAij (33) (1~1)

1<ip<...<i;<n

Daraus folgt Beh. durch Summation itber M

Isti) z ¢ Ay U...UA, , so ist: Linke Seite von (1.1) = 0, Rechte Seite = 0
ii)x e Ay U...UA, ,so ist: Linke Seite = 1

x liege in genau k Teilmengen (k > 1)A;,..., A,, d.h.

xGAjlﬂ...ﬂAjk,j1<...<jk

dann ist
XAy n.na, (@) =1 {i, 00 < {j, 0 e}

Rechte Seite = zn:(—w‘—l (j) =1- z:)(—l)j (f) =1

Jj=1 J

(1-1)F

1.2 Partition

Definition: Eine Partition P von M (Menge) ist eine Zerlegung von M in eine
Vereinigung von disjunkten, nichtleeren Teilmengen (”Blocke” genannt). Genauer:

P ={A,..., Ay} Partition von M , wenn M = A;U...UA; und A; #0 firi=1,...,k

Part, (M) := {P|P ist Partition von M , |P| = k} Menge der k-Partitionen von M
Sp.k = |Party(M)] falls |M| = n und n, k > 0 ”Stirling-Zahlen 2. Art”

S()’o =1

Beispiele: S, 0 =0,n>1

Sn,l =1 , n Z 1

Sn,k =0, k>n

Sn,n =1

Snn-1= (5)

Satz 1: Esgilt fir 1 <k <n

Sn,k = Sn—l,kl + k- Sn—l,k

(25.04.01)
(Wiederholung)

M endliche Menge, |[M|=n >0

Partk(M) = {P: {AlaaAquj?’éAz - M,M:AlU...U Ak}}

Party (M) = {{M}}

Part{1,2,3,4) = ({1}, 12,3, 4}), {12}, {13, 4}}, ({3}, (1,241}, ({4}, {1,2,3}},
(1,2}, (3,41}, 11,3}, {2, 4)} ({14}, {2,3)}}

Parto(M) = {{A,M\A}0O # A C M,A# M}, |Parte(M)| =
Sp.k = |Part(M)] fir |M| = n ”Stirlingzahlen 2. Art”

len—2)=2""1-1

Satz 1: Fir n > k > 1 gilt:

Sn,k: = Sn—l,k:—l +k- Sn—l,k:



(Ende Wiederholung)
Beweis: a € M, |M| =n > 1, Part,(M) = X1U X5, wobei
X1 ={P € Party,(M)|{a} ¢ P}, Xo = {P € Party(M)|{a} € P}
= Xy = {P = {{a}, Bl, ey Bk_1}|{B1, ey Bk—l} S Partk_l(M\a)}
= |Xq| = Sn—1,k—1

Ist P € X3, dann erhélt man durch Loschen von a eine Partition {Bj, ..., By} von M
\a. Umgekehrt erhalten wir zu jedem { By, ..., By} € Part;(M\a) genau k verschie-
dene Partitionen aus X, ndmlich {{a}, B1,Ba,...,Bs},...,{B1,B2,...,BxU {a}}

| X1| = k- Sn—1,r Bez. bei Knuth: S, = { Z

Bem:

a) {Partitionen von M} « {Aquivalenzrelationen auf M} (Bijektion)
b) Ist f: M — N eine surjektive Abbildung, d.h.

be N, f7H(b) ={ae M|f(a) =0} #0

= M= S0Py = {7 Wb € N} € Part
beN

Satz 2: Ist |M| = m und |N| = n, dann gilt:
a) |ABB(M, N)| = [N =
b) | Inj(M,N) [=n2=n(n—1)...(n—m+1) "n hoch m fallend”
—_——
Menge aller inj. Abb.
c) | Surj(M,N)|=nlSn.n
—_———
Surj. Abb.

Beweis:

a) s. Kapitel 1.1

f(al) = bl e N
b) M ={ai,...,amn} Jede Abb. f : M — N ist gegeben durch :

flam) =bm €N
f injektiv < b; 75 bj flir 4 7é J

Fiir by gibt es n Moglichkeiten bp €N
Fiir by gibt es n — 1 Moglichkeiten by € N\{b1}

Fiir b, gibt es n — m + 1 Moglichkeiten b, € N\{bl., cesbm_1}
¢) f: M — N surjektiv
Py ={f"1(b)|b € N} € Part, (M)
={Ay,..., A}



Pf=P, & g=o0-fmitoeS, (orig.: SymN )
|Surj(M,N)| = Sp.p - 1!
Beispiel: Surj({1,2,3},{1,2})
———— ——
M N
|Sur](M, N)‘ = 5372 -21=6
Bemerkung:

Abb(M,N) = | | Surj(M, A)
ACN

f kann man auffassen als surj. Abb.

f:M — Bild(f) = {f(a)la€ M} C N
ne

n

= [Abb(M, N)| = > |Surj(M, A)| Z Z |Surj(M, A)|

Ack =0ac()

= zn: (Z) KIS 1. = Xn: Z—?klsmk

k=0

Satz 3: n™ =3, _, nES,, r fiir myn € N
1.3 Permutationen

Sp = Sym(n) ={c:{1,...,n} = {1,...,n}|obij.}
|Sn| =n!

Jedes o € S, kann durch eine Wertetabelle angegeben werden, z.B.:
(1 2 3 45 6 7 89
“\4 372916 85

Bemerkung: (5, 0) ist eine Gruppe.

01,092 € Sy
oroo9:{l,...,n} —={1,...,n}:x— o1(o2(x))
o’ =0o00
Definition: Ein k-Zyklus (iy,...,ix) = o € S,, ist eine Permutation mit folgender
Eigenschaft:
o(i1) = ia, 0(in) = is, ..., 0(ix_1) = i, o(ir) = iy und o(i) =4, falls i & {i1, ..., 05}

mit {i1,...,ix} € {1,...,n}
Beispiel: ¢ wie im Beipiel oben:

= (142376) o (59)(8)



(8) kann auch weggelassen werden

Bemerkung: Jedes o € S, ldsst sich als Produkt von Zyklen schreiben.

Beispiel:
Sz ={(1)(2)(3), (1)(23), (2)(13), (3)(12), (123), (132) }

——
id

Definition: Die Stirling-Zahlen s,, ;, 1. Art geben die Anzahl der Permutationen von
{1,..., n} an, die genau k (disjunkte) Zyklen haben, z.B.: s31 = 2,832 =3,s33 =1

(27.04.01)
Definition: Ein r-Zyklus ¢ = (41, ..., 4,) ist eine Permutation ¢ = s,, mit ”Ziffern-
menge” Z(¢) = {i1,...,4-} mit |Z(¢)| = r und ((i1) = i2,((i2) = i3,...,((ir) =101
und ((i) = ifiri ¢ Z(¢)
Permy(n) = {0 € splo=Cro...0C mit Z(G)U...UZ(G) ={1,....,n} =n}
Bemerkung;:
a)

(iy ... i) = (ig... ipin) = ... = (ipi1... ir_1)
(1234) = (2341) = (3412) = (4123)

b) (1, ¢ disjunkt, d. h. Z(G1) N Z(¢2) =0 =(i0G = (20 2B

(12) 0 (34) = (34)0(12)
(12)0 (23) # (23)0(12)
(123) (132)

Definition:
Sp.k = |Permy(n)| mit n,k > 1, ”Stirling-Zahlen 1. Art”
50,0 = 1,854 =0 fiir £ >0
Lemma 1:
a) spp=0firk>n
b) spn =1 fiir n € Ny

C) Sn,1 = (n — 1)'

denn: zu 2.) Permy(n) ={(1)o(2)o...0(n) =id}

zu 3.) Permy(n) = {(nia...i)||{i2,...,in}t| =n — 1} |Permi(n)| = (n — 1)!

Satz 1: Fiir n, k € N gilt:

Sk = Sn—1,k—1+ (N —1)Sn_1

Beweis:

X = Permy(n) = X UX2 ,firn>1



X1 ={o € X|o(n) =n} = {sigma = (n)o(y0...0C;_1|C10...0C—1 € Permj_1(n—1)}

\X1| = Spn—1,k—1

Xy ={o € X|o(n) ¢ n}

Jedes o € X5 liefert durch Streichen von n eine Permutation

T = (21 . ZT) o (ir1+1 ce irl-&-rz) 0...0 (Z'T1+Tk71+1 ce in—l)

k—Zylen der Léingc r1,72... 7k EPermy(n—1)

Umgekehrt liefert jedes solche 7 € Permy(n — 1) genau n - 1 Elemente r aus X,
indem wir vor

i1 n einfigen = (Ni1...0,) 0 (lry41.--)--.
ia  n einfigen = (i1n...0) 0 (lry41.-2)--.

i1 n einfigen
|Xo| = (n = 1)|Permy(n—=1)[ = (n — 1)sn_1
Beispiel:
Perms(4) = {(12)(3)(4), (13)(2)(4), (14)(2)(3), (23)(1)(4), (24)(1)(3), (34)(1)(2)}

n=4,X; ={(12)(3)(4), (13)(2)(4), (23)(1)(4)}
o € X, liefert (1)(2)(3) = (2)(1)(3) = (3)(1)(2)
Umgekehrt 7 = (1)(2)(3) liefert durch Einsetzen der 4 :

(41)(2)(3) = (14)(2)(3), (1)(42)(3) = (24)(1)(3), (1)(2)(43) = (34)(1)(2)

Bei der Komplexitatsanalyse von Algorithmen entstehen oft Rekursionsgleichungen,
z.B.

Ap = Ap—1 + Gp—2,00 = 2,01 =Y

Um solche Rekursionen explizit zu losen, brauchen wir

1.4 Formale Potenzreihen (erzeugende Funktionen)

(an)nelNo = (a07a1,a2,...)

E anz” ,formaler Ausdruck” ; x = , Unbestimmte”

Sei K ein Korper z.B. K = Q, R, C, F,

Definition:

{Z anT |an S K} und Zanz an nelNg



. 1 j=n
" = (aj)jen, mit a; = { 0 jsonst ,n € Ny
o0 .
. a; j=m

Z an" = (bj)jen, mit b; = { OJ sonst

n=m
o0

kn . an j # kn fir ein n € Ny
ke ]N,Z;)anx "= (bj)jen, mit b; = { 0" 4 kn

o

Warnung:
a)

A=A@)= ) ana" €Kl

———
ist keine Summe!

Es gibt keine unendlichen Summen!
b) In eine formale Potenzreihe A kann man i. Allg. nichts einsetzen

(02.05.01)
Sei K ein Korper (z.B. ®,R, C,Fy)

Kl[z]] = {Zanx”|an € K}

formale Potenzreihe (in X)

Z:Oanx = (an)nen, erzeugende Funktion der Folge (a,)nen,

[zum Vergleich: 1,125 = 3 € Q]

1 firm=n

2™ = (Opmn)neN, Mit Oy p = { 0 ,,Kronecker-Symbol”

sonst
Satz 1: Definiert man
o0 o0 o0
Z anx” + Z b = Z(an + b))z
n=0 n=0 n=0
und fir a € K
o0 oo
a- Z anx” = Z(a cap)z"
n=0 n=0

, so wird K[[z]] ein K-Vektorraum.
Beweis: s. LA 1

Satz 2: Definiert man (zusétzlich zum + in Satz 1)

(iaiml) ibjxj ::i i a;b; "
j=0

i=0 k=0 \i+j=k

= i <§: aibk—i> "
k=0 \i=0

, so ist (K[[z]],+,) ein kommutativer Ring mit Eins, d.h.

10



AD(*) (A+B)+C=A+ (B+C)
A2)(*)A+B=B+A
)
)

A3) Es gibt 0(= 0 -2°) mit 0 + A = A fiir alle A € K[[x]]

=

DE) (A-B)-C=A-(B-C)

=

N(*)A-B=B-A

(
(
(
o (Ad) Zu A € K|[[z]] existiert -A € K[[z]] mit A + -A =0
(
(
(
(

)
)
M3) Es gibt 1 € K[[z]] mit 1 - A = A fiir alle A € K[[z]]
M4)(*) Es gilt A - (B+ C) = (A - B) + (A - C)

(*) Fiir alle A, B, C € K[[z]]
Beweis: Durch Nachrechnen
Eins-Element ist 1-2°% =1

Allgemeiner gilt:
Lemma 1:

o0 oo
z™ . E apx" = g Ay "
n=m

n=0
In der ,,Folgensprache” bedeutet dies
™ (ag,a1,...) =(0,0,...,0,a0,a1,...)

Multiplikation mit ™ bewirkt ,,Verschieben” der Folge (an)nen, um m Stellen
nach rechts.

Beweis:
o0 [eS) k
m n k : m
€T g anT = g § 5m,iak—i ", mit x = (5m,n)ne]N
n=0 k=0 7 v

=0 . .
=0 fiir i#m , insbes. wenn i<k<m

=0 falls k<m =aj_m falls k>m
oo
= E Ay "
n=m

Folgerung: z™z" = ™"
Beispiel:
e . .
(1—cx)- chxl firce K
i=0

o0 (o] o0 o0
Z dat — cx Z dat = Z dat—c- Z Ayt
i=0 i=0 i=0 i=1
o0 o0 o0 o0
= Z cdat — Z dat =920 + Z dat — Z dat =
i=0 i=1 i=1 i=1

11



Bemerkung und Definition: Ist in einem komm. Ring mit Eins A- B =1, so ist

B durch A eindeutig bestimmt und wird mit B = A~! = % bezeichnet

(Ebenso ist A=B~! = %) und A (und auch B) heissen invertierbar.

Beweis: Ist A- B=1und A-C =1, so folgt

C=C-1=C-(A-B)=(A-C)-B=1-B=DB

Beispiel: In Z sind nur 1 und -1 invertierbar.

Folgerung: In K[[z]] ist ;2 c¢'a’ fiir ¢ € K invertierbar und

[e'S) L 1

E cCr =

- 1—cx
=0

[Frage: Ist ——— eine formale Potenzreihe? Gegenfrage: Ist 0—%5 e 77

Beispiel: Code mit variabler Wortlinge (zum Komprimieren von Daten, z.B. ,,com-
press”, ,,ezip”)

Bu=1{a, b, c},Zi={0,1}

W ={Folgen aus 0 < i < k Buchstaben gefolgt von k — i Ziffern} , k € N

Co,, = U Wi, z.B. aal|bc0001|acl

k=2
k-1 k
wy = Wi =) 3i2k~ =y "3igk~i ok _ gk
i=1 =0

———

Ck

Behauptung:c;, = 3¢+ — 2k+1

(o) o0 o0
C= chack = (Z Simi> Zijj
k=0 i=0 =0

1 1 1
T 1-3z 1-2¢ (1-3x)(1-2x)
o« B ol —2z)+ 6(1 - 3x)
Ansatz: = 1—3x+1—2x T T 1301 -22)
:>a(1—2x)+ﬁ(1—3m)=1:>7;10;:636 zéégz 32

> 3 2
= C0=) et =g~ g,
k=0
C= ickxk = 3§:Bixi - 2i2i = i(f&”l — 2ty ot
k=0 =0 1=0 1=0

=c;
Satz 3: -
A= Z anx” € K[[z]] ist invertierbar < ag # 0

n=0

12



Beweis:

A invertierbar < Es gibt B = Z biztund A-B =1

i=0
00 k k
o e L, _J 1 firk=0
> (St ) 1o Y=
k=0 \=0 =0
aobo =1 k=0
=4 ai1bg + agby =0 k=1

a2b0+a1b1+aob2 =0 k=2

Ist B invertierbar, so muss ag # 0 sein, sonst ist die Gleichung fiir & = 0 nicht
erfiillbar.

Umgekehrt ist ag # 0, so definiere b, = aal € Kund b, = é(—aﬂ?nq —...—apboy)
rekursiv.

(04.05.01)
(Wiederholung)

oo
K[[z]] = {Z anx”|a, € K} ,.formale Potenzreihen”
n=0

K|x] {Z anx"|a, € K und a, # 0 nur fir endlich viele n}

n=0

T
= {Z anx"|a, € K, € ]NO} ,,Polynomring”

n=0

e In K|x] gibt es ,,Einsetzungshomophismen”, dagegen: Ist A € K[[z]], so kann
man in A i. Allg. nichts einsetzen.

e In K[x] sind nur die Polynome vom Grad = 0 invertierbar, dagegen:

Satz 3: -
A= Z anpz™ € K[[z]] ist invertierbar < ag # 0
n=0
S n - n - - n 0 " 1 firn=0
Z an® Z bpz™ | = Z aiby—i | 2" =1=1a" & Z @ibn—i = On,0 = 0 sonst
n=0 n=0 n=0 \i=0 =0
Dann ist (bg, b1, ba,...) Losung des folgenden Gleichungssystems:
apxo =1
a1Tg + apT =0
asxy + a1x1 +agre =0
usw.
l6sbar < ag # 0
(Ende Wiederholung)
Beispiel: g =1,a; = —c€ K,as=a3=...=0,A=1—czx
1.z =1 & xp=1
—cxo+21 =0 & z1=c
—ct1+ 22 =0 & z9=c?
T, =c"

13



Folgerung 1:

1

Beispiel:

o0
= E c"z" | ,Geometris

— CT
n=0

che Reihe”

(Z "z ") =(1—cx)

(Sor) -5 (See) -5 () - Sy s

n

Folgerung 2:

Allgemeiner:

Beweis: Ubung
Definition: Die Abbi

D: K[z

heisst ,,formale Ableit
Lemma 2:D : K[[z]]

a) D(z") = na"!

0 n=0

1 2
Linke Seite = ( ) =

1—cx

oo

(1—cx)?

ﬁ = Z(n + 1)z

n=0
1 _i n+m—
(l—cx)m_n_ m—1
ldung

ung”.

b) D(A-B)=A-D(B)+ D(A) - B

Beweis: Nachrechnen
Folgerung 3: Ist A € K/[[z]] invertierbar, so mit D(A™') = — =3

Beweis: A- A7! =1,

= D(A- A~

Beispiel:

D(1) =0

H=A.-DA Y+ D) A

1) c"z"

E anx" »—>§ n+ aon

—K|[[z]] ist K-linear und es gilt

nach Lemma 2 (2)

—D(A)-A™'=A.-D(A™Y)

A=1—-cxrec K[z],A ' =

oo

g ctz"

n=0
D(A™) =) (n+1)c"™a", D(A) = —c
n=0
Folg. D(A) c
= — ye = A= ca) ec#0

1

oo

(1—cx)? Z(n+1 1Z”+1 g

n=0

= neuer Beweis der Folgerung
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1.5 Losen von Rekursionsgleichungen

Beispiel: Die Fibonacci-Zahlen F,, sind (fiir n € Ny) so definiert
Foy=0,F =1

(%)F, = F,_1 + F,_o fiir allen > 2
z.B. F2 = 1,F3 :2,F4 23,F5 :5,

Sei F = F(z) = Z F,a" = Fy+ Fiz + Z F,z"
n=2

n=0

o0
© o+ Fix + Z(Fn—l + Fp_o)x"

n=2

=Fy+ Fix + Z F,_1z"™ + Z F,_ox™

n=2 n=2

oo oo
= Fo—i—Flm—i—x'Zan"—i—xQ . Zan”
n=1 n=0
=F—Fya0 =F

=Fy+Fiaz+z-F+22 F—Fyz'x
=F =2+ zF + 2°F
Fl—-z—2%)=x
x
F=—
1—x— 22
Sei K = C, suche o, 8 € K und a,b € K, so dass

T a b

17x7x2_1704x+175x

dann folgt
Z F.a"=F=a Z az" +b Z gra” = Z(aa" + 05" )™
n=0 n=0 n=0 n=0
F, =aa™ + 038"
(09.05.01)
(Wiederholung)
Fibonacci-Zahlen
Fo=0,F1=1F,=F,_1+F,»
(o)
F=F(z)=) Fu"
n=0
x a
F = = b C
1—z—22 1fa:r+1 ﬁ:c’a’ b€



F, =aa™ + 05"
(Ende Wiederholung)
Satz 1:(Partial-Bruchzerlegung)
K sei ein Korper, g = (1 —aq2)™ ... (1 — o)™ € Klx] mit o; # 0 fiir alle 4

f € Klz],Grad f < Grad g
Dann gibt es f; € K[z|Grad f; < m; mit

AN | S —
g (A—az)m (1 — a)mr
fi o ag a2 Qim,
(1— )™ 1—ar + (1— a;z)? ot (1 — az)mi

Beweis: s. Alg. Strukturen
Bemerkung: Ist g wie in Satz 1, so sind die (a;)~! Nullstellen von g.
Definition: Ist N

g= Zaixi mit a, # 0,

i=0

n

R %

g = E Up—iT
=0

So sei

das reflektierte Polynom.
Beispiel: g =1+ 22+ 322 = g® =22 + 22+ 3
Lemma 1: Es gilt g(a) = 0 mit a # 0 < g®¥(a™1) =0
Beweis: Sei o # 0 in K

n

n
0=g(a) :Zaiai = 0=a "g(a) :Zaio/*” ysetze: j=n—isi=n—j
=0 i=0

n
& 0= Zan,ja_j
=0

&0=g"a™)

Bemerkung: ¢%(z) = 2"g(z~!)

Satz 2: (,,Fundamentalsatz der Algebra”) Ist
n .
g= Zaiazz € Clz],an #0,
=0

so gibt es aq,...,q, € C mit

g=ap(x—a1)...(x—ayp)

(ohne Beweis)
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Folgerung: Ist
f= Zaixi € (D[x}?an 7é 0, a0 7é 0,
i=0

so gibt es aq,...,q, € C mit
f=a(l—aqz)...(1 - a,x),

denn nach Satz 2 ist
fB=aplz —ar)...(x —ap)

1 1

:>f:(fR)R:xn(;—Oél)~-~(;—Oén) (1-—a1x)...(1 —ayz)

Fortsetzung des Beispiels

o _f
l—z—-22 ¢
= —r—-1=(2—-o)(r—a)
1++5 1-+5
alzi’a2:
2 2
a1 heisst ,,Der Goldene Schnitt”
f x a b
= ]_— ]_— ,— = =
9= 01— az)(l-az7) g 1l—xz—2a2 1—a1x+1—a2x

mit a,b € C ex. nach Satz 1

x a(l — agx) + b(1 — o)

l—-z—22 (1-a12)(1 —agx)
r=a+b— (aasg + bay)x
a+b=0=>b=—-a

acs — by = —1 = aas + acy = —1
N -1 1 b -1
a = = —, = —
a1 + o NG 5

1

V5

F, =aal +baj =

() ()]
w5 ]

Verfahren zum Liésen von linearen Rekursionen (mit konstanten Koeffizienten)

n ungerade:

Gegeben: a, = c1a,_1 + ...+ cxap_k,n > k mit gegebenen ¢; € C
und Anfangsbedingung: a; = b; fur i =0,1,...k — 1,b; € C gegeben.

[ k—1 00
A= Z a,x" = Zai:ri + Z(clan_l + . Fcap_g)”
n=0 1=0 n==k
k—1 k—2 k—2
= Z b;x* + c1x (A — Z bixz> + cox? <A - Z bl-acZ) 4.t eatA
i=0 i=0 i=0

17



Aufléesen nach A:

l—cix—...—cpxk g
mit
f = bo + (bl — Clbo)I + ...+ (bk—l — Clbk_g I Ck_lbo)Ik71
Partialbruchzerlegung:
T f m;—1
A= 2 mit = )
;(1—0[1'.%)7711' mi f ]z=:0 fjx

r m;—1 )
A= Z Z flj Z <n+m 1)0[?J£Cn

=1 j5=0

Bemerkung: Die o; im Verfahren erhélt man als Nullstelle des reflektierten Poly-

noms

gR = " —clxk_l — .. —CL_1T — C

Die f;; kann man durch die Anfangsbestimmungen bestimmen.

Beispiel:
2
Gp = Qp—1 :an72ag:1_x_x

= —r—-1=@—o)(r—m)a #a2
an, = aa™ + ba"
n=0:a=0=a+0

n=1:a1=1=aa+ b3

Beispiel:C,, = { zulissige Klammerungen mit 2n Klammern }

cn = |Cul,co=1,¢1 =1,¢2 =2[C2 = {(()), 0O}
c3 = b,c, = n-te Catalan-Zahl

ck)

) = { Zeichenketten (aus Cy, , bei der die 1. Klammer an der Position 2k geschlossen wird}

n

U k) +[Cn |*Cn*ZCk 1Ch_p firn>1

k=1 k=1
C= Z cnx™ = co + Z et =1+ Z (Z Ck1an> " =1+ (zC)C
n=0 n=1 n=1 k=1
C =1+ zC?

22C? —2C+x2=0
1

1
22 L -
z“C JUC'+4— m+4



Satz 3: Ist K ein Korper mit 1 + 1 # 0 (d.h. charK # 0) gibt es zu 0 # A =
Yoo aiz; ein B =Y >° bz’ mit B> = A genau dann, wenn ag in K ein Quadrat
ist.

(11.05.01)

Satz 3:(Wiederholung) ...gibt es zu 0 # A = > 7 ja,2™ € K|[z]] ein B =
oo gbna™ € K[[z]] mit B> = A genau dann, wenn es ein by # 0 gibt mit b* =

ao(# 0)

Beweis:

B* = Z ( bkbnk> " =A & Zbkbn,k = a, fir alle n € {0,...,n}
k=0

n=0 = k=0
Also:
b =ag  by=%b(#0)
bob1 + bibg = 2bgby = aq by = Lay

bobg + blbl + bzbo = az b2 = (a2

Ist also ag # 0 und ag = b?, so definiere induktiv

n—1
1
bo=bbn = [an—> bibuoi | - 5

Dann ist B? = A.
Umkehrung ist klar.
Im Beispiel war B € K[[z]] und B2 =1 — 4z = B = (1 — 4z)2

1.6 Die Polynommethode

Satz 1: Ist K ein Kérper und 0 # f € K[z] (also f = >, a;a’ a, # 0), so hat f
hochstens n Nullstellen.

Beweis: s. LA I
Folgerung: Ist
f= Zaixi,g = Zbixi € K|z

i=0 i=0

und ist
flaw) = g(ay) fiir alle ; € M C K mit [M]| > n+ 1,

sogilt f=g,dh.aq;=0; firalle:=0,...,n.
Beweis: folgt aus Satz 1; betrachte f — g , Grad(f —g) <mn, also f —g =10

Im folgenden sei K ein Korper mit Q < K
Definition:
2r=z(x—-1)...(x—n+1) € K[z]

(z) _ %xﬂ € K]

[Beachte: n! # 0,22 =1, (}) = 1]
Beispiel:



In 1.2 Satz 3 - .
m’ = Z Smkmﬁ = Z Sn’kmﬁ (1.2)
k=0 k=0

Shp,k Stirling-Zahlen 2.Art

firn>k>mglt mE=m(m-1)...-1-0¢-—-1-...)=0
firn<k<mgilt S, =0

Setze

n
F=amg =3 St
k=0

= f(m) = g(m) fir alle m € N wegen 1.2
Satz 2: Ist Q < K Korper, so gilt

2)

n
" = E S,k
k=0

n
= Z(—l)"_ksmkxk , wobel s, 5 Stirlingzahlen 1.Art
k=0

Beweis: von 1.: s.0., benutze Satz 1
von 2.: Induktion: Ubung, benutze sy = sp—15-1+(n — 1)Sp—1,k

Bemerkung: (z"),, ., und (2%),, ., sind K-Basen des K-Vektorraums K[z] und
[Sn.k)n,ken, und [(—=1)"*s,, 1] sind Basiswechselmatrizen, also invers zueinander.

In 1.1 Satz 1
()=
= mit m,n, k € N
k - l k—1

1=

spezialisiere

O L oo

((j+k1)a:> _ g (;:) (Z ._xl> ¢ Kie]

nach Satz 1 (Folg.); wegen 1.3 stimmen L.S. und R.S. fiir oo viele m iiberein.

Satz 3: Fiir c € K(K > @, K Korper) und m € N setze

. oo L
1 Fo— m | N
(1+ cx) E <n>c T

n=0

Dann gilt fir 1 <j7<m,j €N

a)
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3=

((l—i-cx) )m=1—|—ca:

Beweis:

a) Induktion nach j
Fiir j = 1 Beh. klar per Def.
Firj>1

((1 + cx)#)j—kl = ((1 + Cm)#)

i(fo()

J (]_—|—C 1 Ind. Anﬁ (i

n=0

)

3»—-

SO

nach Satz 2 =(7}1")

b) Wende 1. an fiir j =m

3 1 = CT
((1+cx ) => @ Azt =1+

=0

3

=1firn=0
=1lfirn=1
=0firn>1

(16.05.01)

Polynommethode
Ausgangspunkt: Gleichung giiltig fiir alle m,n € N, z.B

(2m) - Em: (7/?) <nﬂ_l k)

n

k=0
Gesucht: Polynome f,g € K[z], K > Q mit f(m) = L.S. und g(m) = R.S.
Satz 1 impliziert dann f = g und es gilt fiir alle z € K f(2) = g(z)
Im Beispiel:

2z 1
f= (n) = H(Qw)@x— 1)...(2x—n+1)
-2 ()65
= \n/\n
Also:
2z . - z z . . nxn
(n) = 2 (k) (n - k) , fiir -stellialle z € C [z € C™*"]

(1 1N /1 (1 firn=0,1
k)\n—-k) \n) 10 firn>1
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(Z (2>c”x”> =1+cx
n=0 n

Beispiel: (Forts. von 1.5 Catalan-Zahlen)

C,, = Anzahl der reguldren Klammerungen mit 2n Klammern
oder Anzahl der bindren Suchbdume mit n Knoten

Co=1,C1=1,C=2,C3=5

n—1

Co= CrCoryin>1
k=0

C:ZCn:E":1+:EC2 |- x

k=0
2
1 1
C—-) =-(1-4
<x 2) 4( x)
1 1 1
e’} 1 o0 1
n _ — 2 n,.n
ZCn_lz 7fo§ lj:Z(n) 4"y
n=1 n=0
Koeffizient von 2° = 0, also gilt - als Vorzeichen
11 1 1
C :_1 % (_4)n+1:_l(_l)n+14n+1§(§_1)(5_2)"'(5_n)
" 2\n+1 2 (n+1)!
:712”“(71)11.1.3.5.“'.(Znil)
2 (n+1)!
_1-3:5-...-2n—1)-2-4-6-...-2n 1 2nt 1 (2n
B (n+1)!-n! S n+1 nl-n! n+1\n
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Kapitel 2

Algebraische Strukturen

2.1 Universelle Algebren

Definition 1: Ist M ein Menge, so heisst eine Abbildung
feMtP=Mx...x M—M

eine n-stellige Operation mit n = s(f).

Da M° = (), ist eine O-stellige Operation [vollstéindig beschrieben durch] ein Element
a[= f(0)] aus M.

Eine universelle Algebra vom Typ (n;)ier ist (M, (fi)icr), wobei f; eine n;-stellige
Operation auf M ist. (n; = s(f;), I Indexmenge)

Bemerkung: 2-stellige Operationen werden meist durch +, -, o, . . . bezeichnet. Infix-
Notation: +(a,b) =a+b

Definition 2: Eine Halbgruppe ist eine Algebra (H,o) vom Typ (2), bei der gilt:

(aob)oc=uao(boc) fir alle a,b,ce M

Beispiel: A = Menge ("Alphabet’)
w=W(A) ={(a1,...,ax)|a; € A,n € No} ,,Worte in A”
w X w—ow: (a1,...,an), (b1,...,bpm)—(a1, ... an,b1,... . bm)
Definition 3: Ein Monoid ist eine Algebra (M, o,e) vom Typ (2,0) mit (M, o) ist
eine Halbgruppe und eoa = aoe = a fiir alle a € M. e heisst ,,neutrales Element”.

Definition 3 (alt.): Ein Monoid ist eine Halbgruppe (M, o) und es gibt e € M mit
eoa=aoe=qfiiralleae M.

Bemerkung: Sind (H,o,e) und (H,o, f) Monoide (mit gleicher Verkniipfung o),
so gilt e = f, d.h. das neutrale Element eines Monoids ist eindeutig bestimmt.

e=eof=f

Definition 4: Eine Gruppe ist eine Algebra vom Typ (2,1,0) (G,0,”",e), bei der
folgende Regeln gelten: (G, o, e) ist Monoid und gog~* g “log= fur alle g € G.
Gilt zusétzlich g1 0go = go0g; fiir alle g1, g2 € G, so heisst G = (G, ,e) abelsche

(oder kommutative) Gruppe.
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Beispiel: S, = {o: {1,...,n}—{1,...,n}|o bijektiv}
(Sp,0,71,(1)) ist eine (nicht-abelsche) Gruppe (fiir n > 3).
(Z,+,—,0) ist eine abelsche Gruppe.

Definition 5: (R,+,—,0,-,1) vom Typ (2, 1, 0, 2, 0) heisst ein ,,Ring mit Eins”,
wenn folgendes gilt:

e (R,+,—,0) ist eine abelsche Gruppe
e (R,-,1) ist ein Monoid

(a+b)-c=a-c+b-c ..
a-(b+c)=a-b+a-c fiir alle a,b,c € R
Gilt zusiitzlich a - b=1b- a fiir alle a,b € R, so heisst (R, ...) kommutativer Ring.
Gilt zusitzlich: Zu jedem a € R\{0} gibt eseina™! € Rmita-a ! =at-a=1
und 1 # 0, so heisst (R, ...) (kommutativer) Korper.

Beispiele: (Z,+,—,0,1,-) ist ein kommutativer Ring

(Q,+,-,0,1,-), (R,+,—,0,1,-), (C,+,—,0,1,-) und (Fs,+,—,0,1,-) sind Kérper.
(K™ 4, —,0, I, ) ist nichtkommutativer Ring mit Eins, wobei I,, die Einheits-
matrix bezeichnet, mit n > 1.

K|z] ist der Polynomring und K{[z]] der Ring der formalen Potenzreihen.

Definition 6: Ein Vektorraum (V' R) iiber einem Kérper K ist eine Algebra (V, 4+, —, 0, K)
vom Typ (2, 1, 0, (1);ex ), wobei gilt:

(V,+,—,0) ist eine abelsche Gruppe

e a(v+w)=a@) +alw), ae K;jo,weV
elc Kk, 1(v)=0v

(a+B)(v) =a(v)+p(v), fe K

(- B)(v) = (a(B(v))n-stellige Operation

Definition 7: Ist (R, +, —,0,-,1) Ring (mit Eins), so ist ein R-Modul eine Algebra
(M,+,—,0,R) vom Typ (2, 1, 0, (1);er), wobei gilt:

e (M,+,—,0) ist abelsche Gruppe

o a(v+w)=al) +a(w), a€ Rv,weM

e 1(v)=w

e (a+p)(v) =alw)+pBv), BER

o (a-P)(v) = a(B(v))
(18.05.01)

Der kleinste Ring ist {0} mit 0 = 1,+ = - usw.
Der kleinste Korper ist Fy = {0,1}
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2.2 Unteralgebren, Homomorphismen, Kongruen-
zen

Es sei A = (A, (fi)icr) eine Algebra vom Typ T = (n;)icr , ni = T(f;)

Definition 1: U < A Unteralgebra
filur, ... ,up,) € U fur alle uy,...,u,, € Ui €1
(insbes. ist n; = 0, also f; € A, so muss f; € U

Bemerkung: Ist U < A, so ist (U, (f;juni )i inr) Algebra vom Typ T
Beispiel:

a) G = (G,-,71,1) Gruppe
U < G < U,,Untergruppe” < (u,u’ € U=u-u' € U,u~t € U,1 € U)

b) V = (V,+, —,0, K) K-Vektorraum
U <V < U Untervektorraum = Teilraum

¢) R Ring ,U < R, U Teilring = Unterring
Lemma 1: U; < A fiir j € J = Indexmenge

=[(U;<A
jedJ

Definition 2: M C A Teilmenge

<M >=({UIM <U < A}
= das ,,Erzeugnis” aus M oder die von M erzeugte Unteralgebra

Beispiel:

a) VK-VR, v1,...,v, €V

n
<Avi,...,vn} >= {Zawﬂai € K}
i=1

b) G =(G,-,~',1) Gruppe, g € G

g-...-g firi>0
—_—
. . imal
< g>=<{g} >={¢'|i € Z}, wobei ¢* = 1 firi=0
g teog7t firi<o
—_—
—imal
<{g1,-- gt >={ar-...-amm eN,a; € {g1,..., gn. 97", .-, 90" }}

Definition 3: Seien A = (A, (fi)ier) und A, (f!);cr) Algebren vom gleichen Typ

7

T = (n;)ier, so heisst eine Abbildung ¢ : A— A’ ein (Algebren-)Homomorphismus,
wenn fz/ : (¢(a1)a ) ¢(am)) = ¢(fi(a17 s ﬂam))

[Insbesondere ¢(f;) = fI, falls n; = 0,d.h.f; € A]
Ist zusétzlich ¢ bijektiv, so heisst ¢ ein Isomorphismus.

A=A’ dg Es gibt Isomorphismus ¢ : A—A’

Beispiel:
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a) V,W K-VR
¢ : V—W Homomorphismus < ¢ ist K-Linear, d.h.
d(v1 +v2) = ¢(v1) + (v2)
$(-v) = —¢(v)
$(0) =0
pla-v) =a-¢(v)

b) G17 G2 Gruppen; (G17 '5_1 ) 1)7 (G27 *7/ ) 6)
¢ : G1—G5 Homomorphismus

(1) (g1 g2) = (1) * ¢(ge) fiir alle g1, 92 € Gy
(i) 9(91") = &g)’
(iii) g(1) =e

Bemerkung: Hier folgen (ii) und (iii) aus (i)

Definition 4: Eine Aquivalenzrelation ~ heisst eine Kongruenzrelation auf A, wenn
folgendes gilt:

ap ~al, ... an; ~ a%iéfi(al,...,am) ~ fi(a'i,...,a;”)

[d.h. ~ ist mit allen Verkniipfungen f; vertriglich]
Beispiel: (G,-,7', 1) Gruppe, ~ Aquivalenzrelation auf G

a~a a-b~a b

~ Kongruenz < bt = -l g/}

Homomorphiesatz:

a) Es sei ~ Kongruenzrelation auf A, dann wird die Menge der Aquivalenzklassen
A) ~={[a]~|a € A} ,wobei [a]. = {a’ € Ala’ ~ a} Aquivalenzklasse von a,

eine Algebra vom Typ T mit f;([a1]~, ..., [an,]~) = fi(a1,...,a,,) und
T =mn~: A>A/ ~:a — [a]~ ist surjektiver Homomorphismus.

b) Ist ¢ : A—B ein Homomorphismus, so wird durch
an~d o) = 6(d)
eine Kongruenzrelation auf A definiert und

Bild(¢) = ¢(A) := {¢(a)la € A}

ist Unteralgebra von B und es gibt einen Isomorphismus

¢ A/~ —Bild(¢) : [a]~ — ¢(a)
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Bemerkung: Kennt man also alle Kongruenzen auf A, so kennt man bis auf Iso-
morphie alle homomorphen Bilder von A.

Beweis: Nachrechnen! -
Nicht vergessen, zu zeigen, die Operationen f; sind wohldefiniert

fillat]~s o an]~) = filar, ... an,)
[a;] = [a}]=R.S. = fi(a},... 7a'm_)
Dies gilt gerade, weil ~ Kongruenz.
Beispiel: V K-VR, ¢ : V—W Homomorphismus

; perDef.

00 "B G(0) = () & Blu— ') =0
sv—v eKerng=U<V
[v]~ = v+ U, insbesondere: [0]. = U = Kern¢
(23.05.01)

A = (A, (fi)ier) Algebra vom Typ T=(n;)icr
Eine Aquivalenzrelation ~ auf A heisst Kongruenzrelation, wenn fiir alle j

aj ~ a;é filay, ... an,) ~ fi(al, ... a;)

Dann wird

A/ ~={la]-la € A}
zur Algebra vom Typ T mit

fillaa]~s s lan~) = [f(ars s an)]e
Faktoralgebra
A—A/ ~: a  [a]~ Surj. Homomorphismus von Algebren
Beispiel: V K-VR und ~ Kongruenzrelation

[0]~ = U Teilraum von V
[a. =a+U={a+UlueU}
V/ o= VU

2.3 Ringe und Ideale

R=(R,+,—,0,-,1) sei Ring (Typ = (2, 1, 0, 2, 0)), d.h.

e (R,+,—,0) abelsche Gruppe
e (R,-,1) Monoid und
e (a+b)c=ac+bec

e a(b+c)=ab+ac

Lemma 1: In einem Ring R gelten
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a-0=0-a=0firaleacR
(=b)=(-a)-b=—(a-b;beR
(—a
(a+0) = (=a) + (=)

a

b

Q

o

=a

~—

)
)
)
d)

Schreibweise: @ — b := a + (—b)
Was gibt es in Ringen fiir Kongruenzrelationen? Sei ~ eine Kongruenzrelation auf
R, setze I = [0]. = {a € R|a ~ 0}
Dann folgt fiir a,a’,b,b’ € R;a ~a';b ~ b
(a+0b)~ (a +b)
a-b~a b
—a~ —ad

a~d sa—d ~d —-d=08a—-d el=|[0].

Also: Die Kongruenz ~ ist vollstédndig beschrieben durch I = [0].

Welche Eigenschaft hat I = [0]..7?

Ist
wvel = u~0v~0 = ut+v~0also:ut+vel

Istae Rbuel,dh.u~0,a~a,alsoa-u~a-0=0und u-a~0-a=0,also
a-u€lundu-acl.

Definition: I C R (R Ring) heisst Ideal (als Zeichen: I < R), wenn
ac€lunda,bel=a+belund —acl

a€ Ruel=a-ucelundu-acl

Satz 1: Ist ~ eine Kongruenzrelation auf R, so ist I = [0]. < R.
Umgekehrt: Ist I < R, so wird durch

Def.
a~a P a_d el

eine Kongruenzrelation definiert.
(dabei [0]~ = I, [a]sim =a+ 1 ={a+ulueI})
Man schreibt R/ ~= R/I

Beweis: 1. Teil: s.o. 2. Teil: Sei I < R beliebig gegeben und ~ definiert durch
a~a sa—d el
a) Behauptung: ~ ist Aquivalenzrelation

(i) Reflexivitét: a ~ a gilt, weil a —a =0 € I gilt.
(ii) Symmetrie: a ~ b= b ~ a gilt, weil

a—-bel= —(a—b)=b—acl,dh.b~a
(iii) Transitivitét: a ~ b,b ~ c= a ~ c gilt, weil
a—bel (a=b)+(b—-c)el

b—cel impliziert =
a—cel,dh.a~c
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b) Behauptung: ~ ist sogar Kongruenzrelation, d.h. zu zeigen:
an~da a+b~ad +b  (3)

b~V = —a~a (44)
a-b~ad b (i)

a—d el,b-bel=a—-d)+(b-V)el
= (a+b)—(d+b)el,dh (a+b)~(d +1)
(i)
a~ad alsoa—d €= —(a—d)el= —a—(—d')el,dh —a~—d
(i)
a—a' €1, dann folgt (a —a')b el
b— ¥ €I, dann folgt a'(b— V') € I

und (a —a')b+a(b—V)=ab—d't/ € I, d.h. ab ~ 't/

Satz 2: Ist R kommutativer Ring (a-b = b-a , fiir alle a,b € R) und d € R beliebig,
so ist Rd = {a-d|a € R} < R ein Ideal, das von d erzeugte Hauptideal.
Es ist Rd = R < d ist invertierbar in (R, -, 1), d.h. 3d’ € R mit dd’ =1

Beweis: Zu zeigen:

a) 0€R
b) u,v € Rd= u+v € Rdund —u € Rd
c) c€ R,u€ Rd=c-u€ Rd

a)
0€ Rd, weil0=0-d (s. Lemma 1)

u,v € Rd bedeutet u =a-d,v =5b-d mit a,b € R

dann folgt
u+v=ad+bd=(a+b)d € Rd
——
€R
—u= —a deRd
~
€R
c)
u€ Rd,dh.u=a-dmita € R
dann folgt
c¢-u=c(ad) = (ca)d € Rd
—~—
€R
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Wann ist Rd = R?
Sei d invertierbar in (R, -, 1), d.h. es gebe d’ € R und dd’ = 1, dann gilt fiir beliebiges
a€R

a=a-1=a-d -d=(a-d)de€Rd,also RC Rd
——
€R

umgekehrt sei R = Rd, dann ist 1 € Rd, d.h. 3d" € R mit 1 = dd’, d.h. d ist
invertierbar.

Beispiel: R=7,m € N
M DLy Uy = Ljm = 7] ~pm={la]~|a € Z}

~=nrv,, definiert durch a ~b < a—b € mZ
[al~ = [a]lm =a+mZ ={a+mz|z € Z
Z— T : a — [a]y, ist surj. Ringhomomorphismus

Zom, = {[0]m, [1)ms - - -5 [m — 1]} , denn ist a € Z beliebig

i=a— {%J m € {0,1,...,m — 1} , dann ist [a],, = [i]
Bemerkung: Statt a ~,, b fiir a,b € Z schreibt man oft
a=bmod n & [a]y, = [blm in Zp,
Beispiel: R=7Z,m =3

0], = {0,3,-3,6,—6,...

-

1]m ={1,4,-2,7,-5,...
2 = {2,5,-1,8, -4,...}
Zs=17/37 ={[0]3=0,[1]3=1,[2]3 =1+ 1}

—

Konvention: In jedem kommutativen Ring R schreibt man 1+1=2,14+1+1=3
allgemein: e € R,a+...+a=:7-a,
—_————
T
z.B. 242 =1 in Zs, genauer: 2|3 + [2]s = [4]s = [1]3

Beispiel: Behauptung: Keine ganze Zahl der Form 7 + n - 8 ist eine Summe von 3
Quadraten in Z (fiir n € Z)

Beweis: Annahme: z =2+4+n-8 =a?+b>+ ¢ fiir a,b,c € Z
Betrachte: ¢ : Z—7Zg = 7/87 : z — [z] Homomorphismus Dann folgt:

o(2) = @(a®) + o(b%) + ()

[2]s = (@) + ¢ (b)* + p(c)?
— a/2 +b/2 +c’2;a/,b’,c’ c

in Zg:

Z‘O].
0

2
2 1 4

3
z ‘ 1

4 5 6 7

0 1 4 1

Quadrate sind 0, 1, 4 = Summen von 3 Quadraten sind: 0 = 0% + 02 + 02
1=1%2+0%+0?

2=124+1%2 40?2
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3=12+12+412
4=2*40+0°
5=22+1%+0?
6=224+12412
= 7 ist in Z keine Summe von 3 Quadraten. Also war die Annahme falsch.

(25.05.01)
Beispiel: Pseudozufallszahlen m € N, Z = {0,1,...,m — 1}
zp = 0 Startwert (z.B. [Datum - Uhrzeit],,
Zn = Qp_1 +cin Z,,
eigentlich: [z,]m = [a]m[2n-1]m + [¢]m mit geeigneten a und c in Z,
Jede solche Folge (2, )nen, wird periodisch werden.
Zj = Zj+kTEj 41 T Zjtktl

Bestimme a und ¢, so dass Periode k = m ist, aber bitte nicht a =c=1

(oo} oo oo
F = Z 2™ = 2o + Z 2x™ =29 + Z(azn_l +c)a" € Ly [[x]]
n=0 n=1 n=1
:axF—Fcl ,da zp =0
T 1 T >
— _ n,n __ n—1y,.n
F_Cl—xil—aac 1_x2aa: cZ(l—Fa—i— +a" Nz
n=0 n=1
Also z, =c(1+a+...+a" 1) firn>1in %,
a und ¢ zu bestimmen, dass Periode in Z = {29, 21, .-, Zm—1}, Zm = 20

Also={c(l+a+...+a" Hn=1,...,m}

insbes. =1 fiir ein n
Also muss ¢ in Z,, invertierbar sein [ggT(¢c,m) = 1in Z], a™ =1 in Zy,
(Fortsetzung folgt)

2.4 Grosste gemeinsame Teiler, Euklidische Ringe

Bemerkung: Ist m € IN keine Primzahl, so ist
m=p-gmitl <p,g<m

Dann ist

[Pl - [qlm = [P~ dlm = M| = 0 in Zy,
aber

[Plm # 0,[q]m # 0, weil 1 < p,qg <m

Definition: Ist R ein kommutativer Ring und ist a # 0 # b, aber a - b = 0, so
heissen a, b Nullteiler.

R heisst Integritdtsbereich, wenn R ein kommutativer Ring (mit 1) ist und R keine
Nullteiler enthalt.

(insbes. gilt dann: a - b = 0=a = 0 oder b = 0)

Beispiele: 7, K|[x], K[[z]], ... (K Koérper) sind Integrititsbereiche
Kein Integritatsbereich ist Zg, Zy, - . . , Zuy fiir m nicht Primzahl
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Im Folgenden sei R ein Integritdtsbereich

Definition: a,b € R, alb ,,a teilt b’ < Iz€ Rmitb=a- 2
d € R heisst ein grosster gemeinsamer Teiler von a und b ”in Zeichen d € ggT'(a,b)”,
wenn d|a und d|b und zusitzlich gilt aus c|a und ¢|b folgt ¢|d

Bemerkung: Ist u in (R, -, 1) invertierbar, d.h. ”u ist Einheit in R”, so gilt u|a fiir
alle @ € R, denn a = u(u'a)

Beispiel: In Z sind nur 1 und -1 ”Einheiten”

—2,2 € ggT(4,6)

Bemerkung: d € g9T(a,b) in R und u Einheit in R= u - d € g¢T(a,b)
umgekehrt: Sind d,d’ € ggT(a,b), so gilt d’'|d und d|d’, d.h.

eR d=dv =d=d v v
WeR d=d-v
also d'(1 —v'v) =0
Also, da R Integritétsbereich, folgt d’ = 0 und dann auch d = 0 oder (1 —v'v) =0,
d.h. vv' = 1 und v, v’ sind Einheiten in R
Also: d,d’ € ggT(a,b)=d = u-d fir u Einheit in R
Also: ggT sind bis auf eine Einheit (d.h. Multiplikation mit einer Einheit) in R
bestimmt.
Wie findet man ggT'(a,b)?
(Bemerkung: Nicht in jedem Integritéitsbereich gibt es ggT'(a,d) fiir alle a, b)
In Z oder K|z] findet man ggT(a,b) mit dem Euklidischen Algorithmus

Definition: Ein Integritéitsbereich R zusammen mit § heisst ein (Norm-)Euklidischer
Ring, wenn ¢ : R\{0}—Nj

[0 : R—Ng mit 6(a) =0 < a =0 und 6(ab) = §(a) - §(b)]

mit folgender Eigenschaft:
Zu a,b € R mit b # 0 existiert stets ein ¢ € R und r € R mit

a=q-b+r wobeir =0 oder é(r) < §(b)

Beispiel:

a a>0

(Z,]]) ist (norm-)euklidisch, wobei |a| = { 4 a<0

R = (K|[z], Grad) ist Euklidischer Ring

Qlr] 3 2° +2° + 1 = (22° + 22) (lxz)—k 1

2 ~~
S—— r
q
Grad f
R = (K|[z], ) ist normeuklidisch, mit 6(f) = { 2 0 ; i 8

Satz 1: Ist (R,J) Euklidischer Ring, so gibt es zu a,b € R stets ein d € ggT(a,b)
und es gibt ¥,z € R mit
d=a-y+b-z

Beweis: (Euklidischer Algorithmus)
(30.05.01)
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Definition: (R, 0) euklidischer Ring, wenn R Integritéitsbereich und § : R\{0}— Ny
mit

Zu a,b € R, b +# 0 gibt es stets ¢, € R mit a = gb+r wobei r = 0 oder 6(r) = 6(b)

Beispiel: (Z,]|) oder (K|[z], Grad)
Satz 1: In einem euklidischen Ring (R, ) gibt es zu a,b € R stets ein d € ggT(a,b)
und es ist

d=ya-+ zbfiry,z€e R

Beweis: (Euklidischer Algorithmus)
Ist b=0,s0setze d=aund z.B. y =1,z =0,

a=>bqy+ry [mitr; =0oder] d(r1) < d(d)
sonst (b # 0) ex. g1,71 € Rmit b= gar1 + 72 mit d(re) < 6(r1)
71 = q3T2 + T3 mit 0(rg) < d(ra)

nach endlich vielen (sp“atestens §(b) + 1) Schritten wegen §(b) > §(r1) > ... >0
Tn—2 = {nTn-1 + T'ru(s(rn) < 5(7"n71)
Tn—1 = g4n+1Tn
[setze b =19 und a = r_4]
Behauptung: Es gilt y;, z; mit
Tn = YjTn—j5-1 + ern—jaj =1,2,...,n

, denn fiir j =1 setze y; =1 und z; = —¢,

Schritt j — j + 1:
Tn—j—2 = dn—jTn—j-1 T I'n—j
Yj+1 = 25 Zj+1 = Yj — Gn—j%j
Dass r, € ggT'(a,b) ist, folgt aus: [da y = yn, 2z = 2]
Lemma 1:
99T (a,b) = ggT'(b,a — qb)
Beweis: Zeige: d|a, b= d|b,a — qb

denn a = day,b = db; mit

b=db,
a1,by € fi= a—qb=d(a; — qby)
d.h. d|b,a — ¢b

Satz 2: Ist R(R, J) euklidischer Ring, a,b € R
Dann ist [b], = b+ a- R = R/aR genau dann invertierbar (”Einheit”), wenn
1€ ggT(a,b)

Beweis:

a) Angenommen 1 € ggTa,b
Nach Satz 1 gibt es y,z € R mit 1 = ya + zb

zb—1=(—y)a € Ra
[2bla = [1]a
= [z]a[b]a = 1 Einselement von R/aR
d.h. b7 = [2]a
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b) Sei [b], invertierbar in R/aR, d.h. 3z € R[b]; = [2]a, also [b]a[z]a = 1
bz —1=uya fireiny € R
bz —ya=1
Sei d|a, b= d|ay, bz= d|bz — ay = 1= d ist Einheit in R, also ist 1 € g¢T(a,b)
Folgerung: Ist m € N, so ist

[€]m in Zy, = Z/mZ invertierbar genau dann, wenn 1 € gg7'(c,m)

Bezeichnung: Ist R kommutativer Ring, so wird die Menge der Einheiten in R
mit R* bezeichnet.

R*={a€R3a"" € Rmit aa™' =1}

Beispiel:
Ze = {[0]6, [1]6, [2]s. [3]6. [4]6, [5)6 }
Zg = {[1]s, [5]6 }
Zg = {[1]s, 3]s, [5]s, [7]s }
Definition:

|Z;,| =: ¢(m) fiir m € N, ¢ heiit Eulersche ¢-Funktion

z.B. ¢(6) = 2,0(8) = 4 ( ¢p(m) = Anzahl der zu m teilerfremden Zahlen in
{1,...,m—1})

Folgerung: 7Z,, = 7Z/mZ ist fiir m € N genau dann ein Koérper, wenn m eine
Primzahl ist.

Beweis: Z; = Z/1Z = {[0]1} = {0} kein Korper

Ist m > 1 keine Primzahl, soist m =a-bmit 1 < a,b <m

Dann ist [a]m [blm = [M]m = [0]m =0

also ist Z/mZ kein Integritétsbereich (es gibt Nullteiler), also kein Kérper.
Umgekehrt ist m Primzahl, so ist fiir jedes a € N mit 1 <a <m

1 € ggT(a,m), also nach Folgerung (Satz 2) [a], ist invertierbar.

Also jedes [a] # 0 in Zj, hat Inverses.

Satz 3: Ist (R, J) euklidischer Ring und ist I < R, so gibt es ¢ € R mit I = Ra.
D.h. in einem euklidischen Ring gibt es nur Hauptideale
”Ein euklidischer Ring ist ein Hauptidealring”

Beweis: Ist I = {0} das Nullideal, so ist = R -0
Es sei nun I # {0} ein Ideal in R

0 # {o(y)ly € I\{0}} € No
m = Min{d(y)|ly € I\{0}} C N und es sei m = §(a) fiir ein a € I\{0}

Behauptung: I = Ra

Beweis:

a) Daa € I, gilt ya € I fiir jedes y € R, also gilt Ra C I
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b) Sei b € T beliebig, da a # 0 existieren ¢,r € R mit
b=gqa+r mit r =0 oder §(r) < §(a)
r=_bb —q a €1
— I~
eI er

——
el

0(r) < §(a) ist unmoglich, weil §(a) = Min{d(y)|y € I\{0}}
Also folgt r =0, d.h. b € Ra,I C Ra

Folgerung: Jedes Ideal von Z ist von der Form I = mZ mit m € Ny
Jedes homomorphe Bild von Z ist isomorph zu Z,, = Z/mZ fiir ein m € Z oder
7(= 7o =T7/07)

2.5 Eindeutige Primfaktorzerlegung
R sei ein Integritétsbereich (kommutativer Ring mit a - b = 0= a = 0 oder b = 0)
Definition: p € R heisst irreduzibel, wenn

p#O0und p¢ R* und p=a-b= a € R* oder b € R*

Beispiel: In Z: p ist irreduzibel < p ist Primzahl oder —p ist Primzahl
Lemma 1: Ist (R, ) euklidischer Ring und p irreduzibel, so folgt:

plab= pla oder p|b

Beweis: Angenommen plab und p fa

Zu zeigen: p b

Da p fa folgt 1 € g¢gT(a,p)

Nach Satz 1, Kapitel 4 gibt es y, z € R mit
1l=ya+ zp

b=y _ab + zbp
7l pl

Also plb
(R, ¢) Normeuklidisch, wenn ¢ : R— Ny mit

d(a) = 0= a =0 und 6(ab) = §(a)d(b) und
Zua,be Rb#0ex. q,r € R mit

a = gb+r mit 6(r) < (q)

Beispiele: (Z, )
(K[x],8),0(f) = 26mdf =0 falls f =0

Folgerung: Ist (R, ¢) normeuklidisch, so gilt

a€R'= 6(a) =1
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denn aus 1-1 =1 folgt
0(1) =6(1)6(1) e N

o(1)=1
aus a-a~ ! =1 folgt

§(a)d(a™) =1 oder 6(a) =1

(01.06.01)

p € R irreduzibel & p#0,p € R*

und p=a-b= a € R* oder b € R*

Lemma 1: (R,0) euklidischer Ring, p irreduzibel = pla - b= pla oder p|b

Satz 1: Ist (R, §) normeuklidischer Ring, dann hat jedes a € R\{0} eine Darstellung
inder Forma=wu-p;-... -p, und u € R*, p; irreduzibel

Gilt auch a = vqy ...qs mit v € R*, ¢q; irreduzibel, so gilt v = s und es gibt eine
Permutation o € S, mit ¢; = u;py(;) mit u; € R*

Beweis:

a) Existenz, Induktion nach §(n)

o(n)=1=a€ R
(1=ga+r mit §(n) < d(a) =1
0(r) = 0= r = 0(d Norm)
g=a"'a€ R

a=u,r=20
d(a) > 1: Ist a irreduzibel, so a = d - a
sonst a =b-cund ¢ ¢ R*

d(a) = 6(b) - d(c) und d(a) > §(b),d(c) > 1
Nach Ind.Ann.
b=upy...p;,u € R*,p; irreduzibel
c=u'pii1...pr,u’ € R*p; irreduzibel

a=bc=uu pi...
\ b1 DPr
cU+

b) Eindeutigkeit
a = upi ...Dr;Pi, q; irreduzibel

=vq1...¢;u,v € R
Induktion nach Min(r,s) =r

r=0danna € R*,s=0undu=v=a

r>0,prla=wvq ...qs
Nach Lemma 1 (mehrfach angewandt) gibt es j mit

prlg; cej = s
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gs = u,p, dabei u, € R*

O=a—a=p (upr-... - Pro1 —VUMGL " .. Qs—1)
=0

Nach Ind.Ann. r — 1 = s — 1 und bei passender Sortierung ist

¢; = u;p; mit u; € R*
Corrolar:

a) In Z hat jedes a € Z\{0} eine eindeutige Darstellung (bis auf Reihenfolge der
Faktoren) in der Form

a =up; ...pr;p; Primzahl ;u € {1,-1}
=

b) Ist K Korper, so hat jedes f € K|[x]\{0} eine (bis auf Reihenf.) eindeutige
Darstellung in der Form

f=ufr...fr mit u € K* und f; irreduzibel und normiert

Definition:

n
= E a;x" heisst normiert (engl. monic), wenn a,, =1

Satz 2: Es sei (R, ) euklidischer Ring und 0 # f € R, so ist

R/fR={lglflg € R,0(g) <6(f)} U{0}

oder
lolf =9+ fR(={g + fz]z € R})
Es ist R/fR Kérper < f irreduzibel

Beweis:
a)
[91]f = lg2lr & 91— g2 € fR

Da (R, f) euklidischer Ring und f # 0 gibt es zu beliebigem g € R stets ein
g, € R mit
g=q- f+r wobeir=0oder §(r) < i(f)

g-r=q fEfR
[y =[r]y
Nach Definition ist

R/fR={lglslg € R} = {lglslg € R, d(g) <4(f)} U{0}

b) Behauptung: Ist f irreduzibel, dann ist R/fR ein Korper.
Beweis:
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(1) Sei 0 # [g]y € R/fR, zu zeigen: [g]; hat Inverses

f g1 € ggT(f,g) weil f irreduzibel
Esgibt l=yf+2zgmity,z€ R
L= 1y = [yfls +lzgly =[]y - l9ls
——
=0
= [g]s invertierbar mit [g];l = [z]¢
Also ist R/ fR Korper.
(ii) Es sei f nicht irreduzibel
f=abmit a,b¢ R*

0=1[fly = lals - [b]y
Wire [a]; = 0, so wire
f/a= fai,a1 € R

f=ab= fa b= b € R* Widerspruch!

Also ist R/ fR kein Integritéitsbereich, also erst recht kein Korper.
Schliesslich: Ist f € R*, so ist R/fR = R/R = {0} und R/fR kein
Korper.

Beispiel:
R = ZQ[(E},ZQ = {0, ].} = Z/QZ
f=2>4+2+1€R,6(g9) = Gradg
R/fR = {lg]slg € R,Gradg < 2} U {0}

Polynome vom Grad0 in Zs[x]: 1
DT

Polynome vom Gradl in Zs[z]: z,z + 1
[R/fR| =4
RSB = {(0)5, (1), laly, o + 11}
|0 1 x 41
0 0 0 0 0
1 a2 [e+1]
X [z +1] 1]
x+1 [x]

Also: Zo[z]/ (22 4+ o + 1)Z2[z] ist Kérper mit 4 Elementen
Beispiel:

g = 7/A7 = {[0]4, [1]4, [2]4, [3]4} ist Ring mit 4 Elementen, kein Kérper

(13.06.01)
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(R, d) Euklidischer Ring

z.B. (Z,]]), (K[z], Grad) K Koérper

Division mit Rest

eukl. Algorithmus: Zu a,b € R gibt es d € ggT'(a,b)

d=ya+zbmit y,z € R

Folgerung: R/qR ist Korper < ¢ irreduzibel in R

(e Rirred. & ¢#0,q¢ R*,q=a-b=a € R" oder b € R*)

e Z/pZ Korper < p Primzahl, p € N
Zy, = Z/pZ ist Kérper mit p Elementen, falls p Primzahl
VASEES Z/pQZ ist Ring mit p? Elementen, kein Korper
Beispiel:

R = K|z], K Korper
R/fR ={lglslg € K[z]}
9l = g+ fK[z]
gl =[hly & g—he fK[z]& g—h=g-fmitqe K]

R/fR = Klz]/fK[z] =

n—1
Z aixil la; € K » , falls Grad f =n >1
=0 f

Bemerkung: Ist K = 7, = Z/pZ (Korper mit p Elementen) p Primzahl
Und ist f € K[z] mit Grad f =n>1

Dann ist
|K[z]/fKlx]| = p"
K[z]/fK[z] = {[ao + a17 + ... + an_12" " ]t|a; € 7y}
und K[z]/fK[z] Korper < f ist irreduzibel
Beispiel:

K =7y, f = 2%+ 2+ 1 € K[z] irreduzibel (s. Aufgabe 27)

L = K[z]/fK]x] ist Kérper mit 8 Elementen
= {[ao +a1x+a2x2]f|ao7a17a2 € Zs}
Die Elemente von L werden durch 3 Bits dargestellt
[ap + a1z + ang]f:moalag
a=[z]f < 010
a? = [2%]; < 001
=y =r+1];e 110,daz’ =@ +r+1)+z+1
at=a* a=[2? + x|y« 011

o’ =at a=[*+2% =2 +2+1]; — 111, daz*+2® =2 +a+1+22 +o+1
b =a’a=[*+r?+a)p=[2?+1]; — 101, das’+2?+z =2+ +1+2°+1
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Q" =a% a=[2*+z);=[1]; < 100

2.6 Der Chinesische Restsatz

Ri,..., R, seien Ringe; dann wird
R=Ry x...x R, ={(a1,...,a,)|a; € R;}
zu einem Ring R = (R, +, —,0,-,1) mit
(aty...,ar) + (b1,...,b,) = (a1 + b1,...,ar +b,)

(al,...,ar)~(b1,...,br):(alobl,...,arobr)

—(a1y...,a,) = (—a1,...,—a;)
0=1(0,...,0)
1=(1,...,1)

Lemma 1: Ist R euklidischer Ring und sind ¢1,¢2 € R mit 1 € ggT(q1,q2), ”d.h.
q1, g2 teilerfremd”; so gilt

qila und gzla=q1 - q2la

Beweis:
1=yq +2q2;y,2 € R

a = ayq1 + azqe

Nach Voraussetzung ist a = g1a1,a = gza2

a = yq1q202 + za1q1q2 = q1q2(yaz + zay)

Bemerkung: 4|12 und 6|12 in Z, aber 4 -6 /12, da ggT'(4,6) =2 # 1

Satz 1: Ist R euklidischer Ring und sind ¢, ..., q- € R paarweise teilerfremd, d.h.

1 € g9T(qi,qy) fiir i # j
Dann gilt firm=¢q;...q,

R/mR=R/qnR X ...X R/q-R
¢ falm = (lalgrs - - [alg,)
(dabei ist [a],, = a +mR,[aly, = a+ ¢R)

Beweis: R
Y: R— R/¢1Rx - x R/¢:R :aw ([d]g,,-..,[a]q,)
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ist offenbar ein Ringhomomorphismus, mit

Kern 7?1: {a € R| 1//\) (a) + 0}

={a € Rl[a], =0,...,[a], =0}
= {a € Rlqi|a,...,q|a}
={a € Rlm = q1 ... ¢ |a} mehrfache Anwendung von Lemma 1
=mR
Nach Homomorphiesatz aus 2.1

A

A
¢ R/mR = Bild ¢: [a];m— ¥ (a) = ([dlq,, - - [alg,.)

z.z. Bildy) = R/¢1R x ... x R/q; R

Beweis: Wir finden Umkehrabb. : R/¢;R x ... x R/¢,R = R mit ¢ -n = idg

dazu setze
m

G=—=q1 - Gi-1qq+1 - - - Gr
qi
1 € ggT(qi,q;) weil q1, ..., q, paarweise teilerfremd
1 =yiq + 2iq;

(g = [zigila:)

Definiere
n(lailg, - - larle,) = [Z aiqui] ,a; € R
i=1 m
Dann gilt
Yon(latlg,...,larlg) =9 [Z aﬂﬂlﬁ} = ([aizi)g, - [aizid])q, )
=1 - = ———
=0 fiir i#1 =0 fiir i%r
([alzlqll]qw ER) [arzrqg)
([al]lh PR [ar'zrqvl”](lr)
([a1]qys - - -+ [ar]q,.) also Y on =1id
Beispiel:
R=Z,m=60=3-4-5
@ = 3,47 =20
@ =4,¢5b=15
g3 =5,q5 = 12
1=7-34(-1)-20,1=(-11)-4+ (3) 15,1 =5-5+ (—2)-12
~—~— ~— ~—~—
zZ1 zZ2 z3

Zoo = Zs X Tou X Zs
[43]60 - [35]60— ([1l3: [3a. [3]5) - ([2]3, [3]4, [0]5)
= ([2]3, [1]4,[0]5)=[2- (=1)-20+1-3-15+ 0 (=2) - 12]6o
= [—40 + 45]60 = [5]60
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= [43]0 - [35]60 = [5]60

Folgerung: (Chinesischer Restsatz)

Sind ¢, ..., q, paarweise teilerfremde ganze Zahlen und m = ¢ - ... - ¢, und sind
ai,...,ar € 7 beliebig, so gibt es genau ein a € {0,1,...,m — 1} mit a = a; mod
g firi=1,...,r, dh. ¢;la — a;

(15.06.01)

Satz 1: R euklidischer Ring, m =¢q; ...q,

Y:R/mR— R/q1R x ... x R/¢, R : [a]m—([alq,,- ., [alq,) ist Isomorphismus

Folgerung: (Chinesischer Restsatz)
Ist m = ¢qi...¢- € N,1 € ggT(q;,q;) fiir i # j, dann gibt es zu ay,...,a, € Z
beliebig stets genau ein a € {0,...,m — 1} mit

a=a; mod g; firi=1,...,n (2.1)

(Die Menge aller a € Z mit (2.1) ist gerade [a],, = a + mZ)

Beweis: Wende Satz 1 an mit R =7
Da 9 surjektiv ist, gibt es zu [a1]q,, - - -, [ar]q,. fiir beliebige as, ..., a, € Z stets ein
[a)m € Z/aZ mit

Y(lalm) = ([al](h e [ar]qr)

[a]m eindeutig, weil ¥ auch injektiv.

Y(la]) = ([algss - - - [alg,) = ([a1lgys - -+ [ar]g,) , da[alg, = [ailg,.a =a; mod g;,i =1,...

In [a],, existiert genau ein a mit 0 <a <m —1

Folgerung 2: Voraussetzung und Bezeichnung wie in Satz 1. Dann gilt
[a]m € (R/mR)* d.h. [a],, ist Einheit & [a],, € (R/¢;:R)" firi=1,...,r
Also .
(R/mR)*| =[] I(R/a:R)"|
i=1

Beweis: Ein Isomorphismus v bildet Einheiten auf Einheiten ab, weil
v=u"hP(uv) = Y(u) ()
¥(1) =1, also ¢(v) = p(u) ™

R/¢;R % ...x R/q;R)" = (R/q;R)* x ... x (R/q,R)*
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2.7 Die Eulersche Phi-Funktion und Mobius-Inversion

Satz 1: Ist ¢ die Eulersche ¢-Funktion, d.h.
¢(m) = |Zy,| = {7 € {1,....m}|1 € ggT'(j, m)}|
und m = p{* ... pP mit p; # p; fir ¢ # j Primzahlen und n; € N, so ist

p(m) =pP* H(pr —1)...pH(py — 1) (2.2)

Beispiel:
$(60) = p(3-4-5) =p(3-22-5)=2-2.4=16

o(1) =1 ={j e {1}ggT(1,1) =1} = {1}/ =1

Beweis: Wende Folgerung 2 aus 2.6 an mit R = Z, ¢; = p;*
¢(m) = |Z,| = [ [ 1251 = [T 60})
i=1 i=1
Nur zu zeigen: ¢(p™) = p"~1(p — 1) mit n € N, p Primzahl
je{l,....p"} erfiillt 1 ¢ ggT(j,p") & plj = je{p.2p,....,0" ) -py =M
e@") =i e{l,....p"}1 € ggT(j,p")}| = p" — [M|| =p" —p" ' =p" " (p—1)

Bemerkung: Die Formel (2.2) aus Satz 1 lidsst sich auch so schreiben:

1 1

o(m)=m-(1-——)- (1 ——
(m) ( pl) ( pr)
m m m m m
=——(—+...+)+][[— -+ (D"
L m Pr’ i Pib pi-..pr
Definition:
1 fird=1
u(d)=< (=1)" wenn d=p;...p,,p; Primzahl , p; # p; fiir i # j
0 wenn p?|d fiir eine Primzahl p
u : N—7Z ”Mobiusfunktion”
Folgerung:

o(m) = > u(d) 5
d|

Lemma 1: Es gilt fiir die Mobiusfunktion
1 m=1
%:,u(d) B { 0 sonst

Man kann dies als rekursive Formel deuten:

p()=1Lpm)=— > u(d)

dlm,1<d<m
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Beweis:¢(1) =1
Also sei m > 1:

m=pyt...pr",p; # p; fir i # j,p; Primzahlen

dim=d=p"™ ...p0" mit 0 <m; <n,
d|lm und p(d) # 0= m; € {0,1}
{d|m mit p(d) # 0} < { Teilmengen von P = {p1,...,p,}}

[Io-

peEM
Soudy= > uld=>Y u]]»
d|m dm MCP peM
w(d)#0
N p _TT_jKa_N_R_
_j_OZMS(j)mp]eIMp)—;(j)( 1y ()R = g
—_——

=(-1)7
Satz 2: (Mobiusinversion): Sei f : N—Z beliebige Abbildung und dazu

g(m) :== Z f(d) ”Summatorische Funktion zu f”

dlm
Dann gilt .
f(m) =3 u(dyg(7)
d|lm
Beweis:
PCNCEDSICDIFICEDD (Z u<d>) (o)
dlm d|m cl c|m &/_/
nach Lemma 1 =0 fur Z#1
1 far c=m
(20.06.01)

2.8 Gruppen und Untergruppen
(G,-) = (G,-, 7', 1) sei Gruppe
Beispiele:
a)
R Ring = (R, +,—,0) Abelsche Gruppe

(Z,+) Gruppe
(Ziy +) | | = m € N
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(Sn, o) symmetrische Gruppe , S,, = {Permutationen von {1,...,n}}

GL,(K)={A e K™ "|det A+# 0}, K Korper

Bemerkung: Ist R Ring und ist
R*={a€R3a"' € Rmit aa™* =a ta =1}

so ist (R*,-) eine Gruppe, die ”Einheitengruppe von R”
(allgemeiner: (M, -,1) Monoid = M™* = {invertierbare Elemente in M} ,
(M, -) Gruppe)

Beispiel:
Q)
Z;, = {[almll € ggT(a,m)},m € N
”prime Restklassengruppe modulo m”

|Z.| = ¢(m), ¢ Eulersche Funktion

Definition: Ist H < G Untergruppe von G (also H C G mit 1 € H und
a,b€ H= a~'-be H) und g € G, so heisst die Menge

g-H = {ghlh € H}
Linksnebenklasse (von g beziiglich H) , beachte: (G, -)
Lemma: Ist H < G, (G, ) Gruppe, so wird durch
g~g " glgen
eine Aquivalenzrelation auf G definiert und
9]~ = gH

Beweis:

o ~ Reflexivitit: gilt, weil 1 = g~'g € H fiir alle ¢
e ~ Symmetrie: gilt, weil

g~ g bedeutet g7lg e H= H> (¢7'g) ' =¢ lgcHs ¢ ~g

o ~ Transitivitat:

/ —1_ 7
. gr~g also ¢ ¢ e H
Seien g ~g" also g/—lg// cH

-1 7 1—1_n

H>39'gg'g"=g7'¢", alsog~g"
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g~g & gd~ge gl =heH
g =g-hegH
Folgerung: Die Linksnebenklassen von H in G bilden eine Partition.
Satz:(von Lagrange) Ist (G,-) Gruppe mit |G| < oo und H < @G, dann ist
Gl = |H]-[G: ]

wobei [G : H| = Anzahl der Linksnebenklassen von H in G = "Index von H in G”
|H| = Anzahl der Elemente von H = ”Ordnung von H”
Insbesondere gilt: |H| | |G|

Beweis: G = g;H U... U g, H (nach Lemma 1 bzw. Folgerung) |G| < oo
i H— g;H : h— g;h
; ist injektiv, weil g;h = g;h’ fiir h,h' € H
= h=g; gih—g;  g:h' = I
1; ist surjektiv: jedes Element aus g; H ist von der Form g;h = ¥;(h)

Also ist ; bijektiv |H| = |g; H|

|G\=Z|Q¢H|=|H\-rundr:[G:H]
i=1

Definition: Ist g € G, (G;) Gruppe, so sei
<g>={glj ez}

”die von g erzeugte Untergruppe von G”
| < g>|=ord(g) heiit Ordnung von g
G heifit zyklisch, wenn es g € G gibt mit G =< g >

Beispiele:

a) (Zn,+) [Beachte: (G,+) Gruppe, g € G, < g >={j - g|j € Z]
Zy =< 1 > ist zyklisch von der Ordnung n

b) (Z7y,-)
ZTZ = {1?57 7711}a] = [j]12

52 =1in Zo,| <5>|=2
?=1,]<7>|=2
12=1,|<11>|=2
[<1>]=1
(Z3,, ) ist nicht zyklisch.

C) ( ;7)
Z; = {1727374a5a6}7j = [.7]7
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ord(2) = 3,0rd(3) = 6,0rd(6) = 2 in Z5

<3>=G

Satz 2: Ist (G, ) eine zyklische Gruppe und |G| =m,G =< g >, so ist
m = ord(g) = Min{j € N|g’ =1}

und ‘
g =14 ord(g)lj
und ‘ m
ord(¢g’) = i mit 1 < d € ggT(j,m)
G hat zu jedem Teiler ¢ von m genau eine Untergruppe U mit |U| = ¢ und zwar

m
t

U=g¥,<g >=G& 1€ggT(jm),m=>Y_o(d)
d

¢(d) = Anzahl der Elemente in G mit Ordnung d
Beweis: Da |G| = m < oo gibt es i < j mit
g'=g"ijeN

dann folgt

g*=1firk=j—iecN
Sei n = Min{k € N|g*¥ = 1} Dann ist |{1,g,...,¢" '} =n
Ist j € Z, so gibt es ¢,r € Z mit

j=gn+rundre{0,...,n—1}

Es folgt .
g =9 =g €{lg....g" "}
~—~—
=1
Also
G={lg,...." 'hn=m
und

P =1 r=0& j=q& n|j
(¢ =97 =1 mlij & Z|j fiv d € ggT(i,m)

Also ord(g') =%
Sei U < G, |U| =t , nach Lagrange gilt: t|m
Sei d = Min{j € N|¢g’ € U}

Behauptung: < ¢¢ >=U
C : trivial
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D : Sei g7 € U beliebig
Es gibt dazu g, r € Z mit

j=qd+rundre{0,...,d—1}

¢ el (gD =g"eU

also '
gl =g"cU
alsor =20 '
g = (9" e<g’ >
ord(g") = [U| =t = =
Also

U=<g7 >
<g'>=G e ord(g’) =m e 1€ ggT(m,i)
Folgerung: Ist |G| =n und g € G, (G, ) Gruppe, so ist g" =1

Beweis:
<g><|G|=n

ord(g)=|<g>|||Gl=n=o0rd(g) - q
1= gord(g)’ also1 =179 = gOTd(g)-q — g’n
Satz von Euler: Fiir n € N und a € Z mit 1 € ggT'(a,n) gilt

a?™ =1 mod n

Beweis: [a], € Z¥ nach Voraussetzung
e e

d.h. nja®™ —1

Beispiel: Was sind die letzten 3 Ziffern von b = 7123786488019

Antwort: 007
Beweis: b = 7 mod 1000

g9T(7,1000) = 1= 7¢1090) =1 1m0d 1000

(1000) = p(10%) = (2°-5°) = (2 -1)-2°- (5— 1) - 5* = 400
= 719 =1 mod 1000
123785648801 = ¢ - 400 + 1
b =7 mod 1000

Kleiner Satz von Fermat:(nicht: ”Satz vom kleinen Fermat”)
Ist p Primzahl und a € Z beliebig, so ist

a? = a mod p

Beweis: Falls p|a , dann auch p|a? und pla? — a
sonst p fa und 1€ ggT(p,a)

nach Euler a¥”) =1 mod P
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o(p)=p—1=a?' =1 mod p < a’ = a mod p

(22.06.01)
Satz von Lagrange:
H<G= |G|=|H| |[G: H]

Satz 2: Ist G =< g >,|G| = m, so ist

ord g=|<g>|=Min{jlg’ =1}
m
d
{g'lord g* = d}| = p(d) fiir djm

ord g' = —=,d € ggT{m,i}

Folgerung: g € G, G beliebig, |G| =m < o
= g‘G| =1
Satz von Euler:
G =17= a*"™ =1,Ya € L},
Kl. Satz von Fermat: Spezialfall m = p Primzahl

(Ende Wiederholung)

Folgerung:(Primzahltest) Ist p € N und gibt es 1 < a < p mit a?~! # 1 mod p, so
ist p keine Primzahl.

Beweis: Wiire p Primzahl, so wiire ¢(p) =p—1 und 1 € g¢gT(a,p) und nach Euler
oder Fermat
a® ! =1 mod p

Beispiel: ‘
fi=2%) 41
Faktoren bekannt
—
t |0 1 2 3 4 5...11 ...23
fi | 5 17 257 65537 keine Primzahl

Wende Folgerung an mit a = 3

[/ 7]y

5

32
= [a(2 )]fs

mit 32 Multiplikationen und < 32 Divisionen mit Rest
= [302906160] z, # [1]f,

= f5 keine Primzahl

Beispiel zu Satz 2: G =< g >, |G| =12
dann ist
d=ord g =12fiiri=1,57,11 ¢
ord g¢¢ =6 fiir i = 2,10 , @
ord g¢ =4 fiiri=3,9 , @
ord g¢¢ =3 fiiri=4,8 , @
ord ¢¢ =2fiiri==6 ,
ord g¢¢ =1 fiiri=12 ,Q

Satz 5: Aquivalent sind fiir eine endliche Gruppe G mit |G| =m

49



a) G ist zyklisch
b) fiir 1 < djmist [{g € Glg? =1}| =d
c) fiir 1 < djmist |{g € Glord g = d}| = ¢(d)

Beweis: a) = b)
Sei 1 < d|lm

Satz 2
{g € Glg* =1} = [{g € Glord gld}| "= “ o(d) = > p(c) =d
cld
b) = c¢) jetzt |G| = m, G beliebig, 1 < d|m
f(d) = |{g € Glordg = d}|
Vor. d
d "2 [{geGlg? =1} =" flc)
cld

Mobiusinversion

£ld) =S 10 = ()

cld
c) = a) ¢(m) > 1, also gibt es nach Vor. c) ein Element g mit < g >=G

Beispiel: (Pseudozufallszahlen, Fortsetzung von 2.3)
20=0,2z, =az,_1 +cin %,
a und ¢ sind so zu bestimmen, daf
Zop = {[2n]m|0 <n <m—1}
Wende Chin. Restsatz an
Doy, =2 Zp’fl X ... X Zp’,ff‘

falls
m :p’lCl . ~pfr,pi # p; fir i # j, p; Primzahl

(2.4) gilt genau dann, wenn

B = {[zal 0 <n<pff =1} firi=1,2,...,7

i

OBdA: m = p” fiir eine Primzahl p
In 2.3 war Rekursion aufgelost

Zn=c(l+a+...+a" ") inZ,

(24) & c€Z,und Zp, = {(1+a+...+a" H0<n<m-—1}

Insbesondere folgt
0=(1+a+...+a™ ")

O=(1+a+...+a™ Ha—-1)=a™—1

Also a™ =1, also a € Z,, also ord a|m und nach Lagrange:

ord a| |Z;,| = o(m)-p" ' (p—1)

m
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also ord a|p®~1

Fall: p #£ 2
Zeige: Z;k ist zyklisch.

ord [p+ 1], = pF~!

also ‘
lalm = [p+1]7,
also
pla—1

Folgerung: Damit (2.4) gilt, miissen a und ¢ die folgenden Bedingungen erfiillen

a) 1€ ggT(m,c)
b) Ist 2 # p|m, so mufl pla — 1

c) Ist 2|m, so mufl 4ja — 1

Umgekehrt folgt aus a) bis ¢): @ und c erfiillen (2.4)
(siehe auch: Knuth, The art of computer programming II, Kap. I)

Es sei (C,-,71,1) beliebige Gruppe und ~ sei eine Kongruenzrelation, d.h. ~ ist
Aquivalenzrelation und
a~b=at~b1

a~bc~d=a-c~b-d

fir alle a,b,c,d € G
Setze
H:=[1].={heGlh~1}

weil ~ reflexiv, ist 1 € G.
Isthe H, alsoh~1 sofolgth '!~17'=1 alsoh '€ H
Sind h,h' € H,alsoh~1und b/ ~1,sofolgt h-h' ~1-1=1,dh. h-h € H
Also ist H < G ”Unterguppe” Sei h € H,g € G,alsoh~1,g~g
dann folgt

h-g~1-g=g

g t~gt

und hieraus

1

gl (h-g)~gtg=1

also
gt h-geH

Definition: Eine Untergruppe H von G heifit Normalteiler, (in Zeichen ”H 1G”),
wenn fiir alle g € G, h € H gilt

gl -h-geH
oder

g_l.H.g:H
oder

H-g=g-H

Dabei ist: g - H Linksnebenklasse, H - g Rechtsnebenklasse
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Satz 6: Ist ~ eine Kongruenzrelation auf G, so ist
1.=H<G
Umgekehrt ist H <G, so wird durch

aNbD<:>f'a71'b€H

eine Kongruenzrelation definiert.

Beispiel: G = S5 sym. Gruppe
G = {1,(12), (23), (13), (123), (132)}
IG|=6=2-3

(Hier bekam Hr. Pahlings einen LISP-Anfall und klammerte alles, was sich mit 3
Zahlen schreiben lasst. Wer das ganze logisch sinnvoll aufschreiben konnte, moge
sich bei mir melden. Danke.)

Hnicht <G

H <(123)>=1-H=H-1
(12)H = G\H = H(12)
< (123) > <G

Bemerkung: Ist G abelsch und H < G, soist H I G

2.9 Euklidische Korper und Codes

Satz 1:

a) Ist K euklidischer Korper, so gilt:

—Min{jeNj-1=1+...41=0
p in{j |7 +‘ }
J

ist eine Primzahl und |K| = p™.
p heifit Charakteristik von K und es gilt

p-a=0und (a+b)? =aP + b fiir alle a,b, € K
b) Die multiplikative Gruppe (K*,-) ist zyklisch
Beweis:
a) ¥ : Z—K : j+ j-1ist Ringhomomorphismus

Bild v ~ 7Z/Kern v Homomorphiesatz
Kern ¢ Q7Z, also existiert p € N mit Kern ¢ = pZ

p=Min{j € Njj-1=0}
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Wiire p keine Primzahl, so hiitte Bild ¢ ~ Z/pZ Nullteiler. Widerspruch!

K > K, = Bild ¢ ~Z,
Koérper K kann man also als K,-Vektorraum auffassen , dimy, K =n

so hat K p™ Elemente, d.h. |K| = p"

aceKp-a=p-1-a=0-a=0

p . o
a+b)P = (,)ajbpj
(a+bp=>_ (]
firj=1,2,-,p—1ist

=0
p\ _plp—1-...-(p—j+1)
i)t

da pa’b?~7 =0 in K, ist (?)ajbp’j =0firj=1,2,...,p—1
also (a + b)P = a? + bP

b) |K|=p", dann ist |[K*| =p™ — 1
Nach Lagrange gilt fiir jedes o € K*

|
Also ist jedes a € K* Nullstelle von

P 1= H (x —a) € K|[z]
acK*

Ist m | |[K*| =p™ —1=m-qmit g €N, soist
Pl =@ - DA+ 2™+ -4 2D
Also hat 2™ — 1 in K* genau m Nullstellen
{a e K*la™ =1} =m
Nach Kap. 2.8, Satz 3 folgt K* ist zyklisch.

Bemerkung: Ist f € Z,[x] irreduzibel in Grad f = n, so ist Zy[z]/ fZ,[z] Kérper
mit p™ Elementen. Frage: Gibt ’s das immer?

Satz 2: Ist p Primzahl und
Irrn(Zy) ={f € Zplz]|f irred., Grad f =n, f normiert}

so ist fiir jedes n € N

' — = H H f € Zy|z] (2.5)

dn felrrq(Zy)

Nup) = Trra(Zy)| = = 3 uld)pt
d

Folgerung: Zu jeder Primzahlpotenz p" gibt es einen Korper K mit |K| = p"
Beispiel: p =2 ,n =3

22 —z=z(x—1)(@*+2+1)(2®+22+1)

Beweis zu Satz 2:
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a) Behauptung: Ist f irreduzibel € Z,[z] und Grad f = d|n, so ist f|a?" —
Beweis: K = Z,[z]/fZ,[z] ist Korper und |K| = p?

aP' 1 = 1,apd = q fiir alle o € Kx*
Speziell fiir a = [z]; erhélt man
d d
[ ]f = [z]f also flzP —x
(wie in Satz 1) wenn d|n, so ist
o’ — 1z —x
b) Behauptung: Ist f € Z,[z] irred. und flzP" =z, so ist
d = Grad f|n

Beweisin =qd+rmit 0<r <d,qgeZ
Behauptung: r =0, K = K[z]/fK|z],| K| = p®
d
(2] = [2]; wiein a)

Auflerdem: ;
(=)} =[]y

. n
weil nach Voraussetzung f|zP — x

daher ;
[]} = [z]; wobei n =dgq+r
-1 77 -1 \7
K> [Z aiac’} = (Z[aiaﬂ]f)
i=0 ¥ =0
nach Satz 1 a)
d—1 ., d—1 ‘ -1
=Y lal & ]y = [Zai(xﬂ)l] = [Zai:ﬁ]
i=0 i=0 f =0 f
—_————

«

jedes a € K erfiillt a?” = q, ist also Nullstelle von #?" —z, hat aber hochstens
Grad (zP" — x) Nullstellen. Also 7 = 0
Behauptung: Es gibt kein irreduzibles Polynom f € Z,[z] mit

Pl —a
Beweis: Angenommen
W —w=fg=f(f9)
Wende formale Ableitung an

D(aP" —x)=p"a? 7l —1=—11in Z,[z]

D(f-(f9)) = f-D(f9) + D(f) - fg = [(D(fg) + D(f) - 9)
Also f| —1, f Einheit in Zy[z] nicht irred.
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c¢) Damit ist 2.5 bewiesen, berechne Grad

Grad (zP" —x) =p" = Z Z Grad f = Z Na(p)d

din felrrq(Zy) d|n

Pt = ZdNn(p)

d|n

und Kap. 2.7 Mébiusinversion

nNu(p) = > u(d)p?
d|n

Beweis der Folgerung:

1 n
No(p) =~ | 10"+ > pld)p? |, p(d) € {0,1,~1}
1#£d|n
1 " 1, o
> p"— pd Zng —(p+p* 4. +p"H] >0
1#d|n

Satz 3: Je zwei Korper mit p™ Elementen sind isomorph. Bezeichnung fiir einen
Korper mit p"-Elementen ist GF (p™) (" Galois-Feld”)

Beweis: Ist f € Irr,(Zp) und K ein beliebiger Kérper mit |K| =p
Behauptung:
K = Zy[z]/ [ 7y [x]

Beweis: Nach Satz 2 enthélt K eine Nullstelle von f

n—1
g a;x"
i=0

V1 B[]/ f T[]~ K :

n—1
— E a; o, a; € Ly
f =0
ist Isomorphismus.

Anwendungen von endl. Kérpern, z.B. Kodierungstheorie
Kodierung Senden Dekodierung
—

Problem: Nachricht — Codeworte = —  Codeworte + Fehler
Aufgabe: Bestimme Code so, dafl k Fehler korrigiert oder erkannt werden
linearer (n, k)-Code = Teilraum C von Z% der Dimension k

v,w € Zy=d(z,y) = [{i € {1,...,n}v; # w;}|"Hamming-Abstand”
d = Min{d(v,w)|v,w € C} = Minimaldistanz von C
Ist d = 2e+1 , so kann C bis zu e Fehler korrigieren und bis zu 2e Fehler entdecken.

(04.07.01)

K endlicher Korper, in der Regel ist K = Zy(K = GF(2™))
Ein linearer (n, k)-Code ist ein Teilraum C von K" mit dim C =k

d(v,w) = |{ilvi # w;}| = d(v - w,0)

C wird durch Generatormatrix G(C) angegeben, G(C) € K**" mit Zeilen = Ba-
sisvektoren von C
Kontrollmatrix H = H(C) € K"~kn

C={ce K"H- " =0}
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(In LA T wurde die Transponierte mit " bezeichnet, dies {ibernehme ich, da die meisten Leser
wohl auch LA T gehért haben. Das Zeichen T wurde damals im Bereich der Orthogonalriume
verwendet. Anm. des Autors)

Ist ¢ € K™ gegeben, dann ist ¢’ genau dann ein Codewort, wenn Hc'*" =0, Hc'*"
heiffit Syndrom

C zyklischer Code < C' linearer (n, k)-Code mit

c=(co,C1,..-y¢n—1) €EC=V(c) = (¢n-1,¢0y---,Cn—2) €C

Y: K'"— Klz]/(z" — 1)K[z] = K[z]/(z" — 1) : (coy- .-, Cn=1) — [z_: cixi]

(z7—=1)

P(v(e)) = [&]@n—1) - ¥(c)

Bemerkung: C' < K™ linearer Code ist zyklisch < ¢(c) < K[z]/(z™ — 1) (Ideal)
Was sind die Ideale in K[z]/(z" —1)?
Angenommen I < Klz]/(z™ — 1)

J ={f € K[z]|[flon—1 € I} 4 K[a]
= gK|z] fiir ein g € K|z]
2" —1eJ,also glz" —1

Lemma 1: Ist C ein zyklischer (n, k)-Code (C' # {0}), so gibt es ein normiertes
g € K[z] mit glz™ — 1 ”Generatorpolynom” von C mit

P(e) ={[f - glen1f € K[z]} < Ka]/(2" — 1)

Esist Grad g=n—k
Es gibt genau soviele zyklische Codes der Linge n wie 2™ — 1 in K[x] an Teilern
hat.

Beispiel: K = Zy,n=7=2% -1
1=+ )@ +z+ 1)@+ +1)
Wihle g = 23 + 2 + 1

1101000 1 — [glar 1
_ | 0110100 — [zgler_1
GO=1 0011010 | — [2glr_,

0001101 | — [2%gl7—1
Beachte: 1000110— [2%g],7_1 = [g] + [zg] + [229]

dim C=4=7—Grad g

Beweis:(des Lemmas)

k
" — 1 = gh mit h:Zhil’i,hk =1
i=0

Grad g+k=n
9], [zg], ..., [z"1g] in K[z]/=™ — 1 lin. unabh.
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k—1
0=[z" —1] = [gh] = [z"g+ Y _ hia'g] = [z*g]
=0

k—1
=— Z hiztg] €< [g], [xg], ..., [z"1g] >
i=0
dim C =k

Beispiel:
' —1=g-hh=(@+)(a+22+1) =2 +2>+2+1

[z%g] = [g] + [zg] + [+7g]

C hat Minimaldistanz 3

Nachricht sei w = 1001 = 1 + 3

Codierung: C =w-g= (14+2*)(1+z+23) =2° + 2* + 2 + 1 = 1100101

Senden — Empfangen: ¢/ = 1101101 = 2% + 2 + 23 +x + 1

Fehlerkorrektur /erkennung: Teile mit Rest durch g. Aquivalent: Setze in ¢ das Ele-
ment a = [z], € K[z]/(g) ein.

() =1+ [x]g + [x3]g + [x4]g + [xﬁ]g = [x6 +at a2t o+ 1

=@ e+ taet+l=z+1),=a),j=lg,[r+1] =3

Fehler an Position 3
¢’ = c+ e, Fehlerpolynom e = z*
d(a) = c(a) +a? | falls nur ein Fehler gemacht wurde

-

=0
Korrektur: ¢’ = ¢/ +23 < 1100101 = c w': teile c durch g , ¢ = g(1+2*) , w = 1001
Bemerkung: Ist L = GF(p™), so gilt fiir jedes 8 € L, (Kz]/(f), f irred. € K[z]
vom Grad n)
g =3, dh a?" —x = H(zfﬂ) € L[z]

BeL

= H H fIrrg(K) = {f € K[z],Grad f =d, f irred., f normiert}

dn felrrq(K)

Also: Zu jedem (8 ex. genau ein normiertes, irred. Polynom (vom Grad d|n) mit

f(B)=0
Dieses (eindeutig bestimmte) Polynom heifit Minimalpolynom von 3, in Zeichen:
fs € Kl

L*=I\{0} =< a> fireina e L

Satz 1: Ist n =p" — 1 ,(p Primzahl, p=2),t <n—1,t € N
L=GF({p")und L* =< a >

g =kgV{fai

1<i<t} e Klx]
dann ist g|z™ — 1 und ist C' der zyklische Code mit Generatorpolynom ¢ hat Mini-
maldistanz > ¢+ 1

Beispiel: (s.o.)
n=T=2-1l,g=a*+x+1=f,=fa

o =[], € K[a)/(g) = L, < a >= L*
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Setze t = 2
9 =kgV{fa, faz}

Also Minimaldistanz von C ist nach Satz 1 >t+1=23

Beweis: .
g= Zgia:i =kgV{fas -, fat}
i=0
W(C) = {[flenal 9If & fla) = f(a®) =... = f(a') = 0}
Also
n—1
C=(coy.. yn-1)= Zcixi cCecla)=cl®)=...+c(a)=0
i=0
1 a o? an1 Co c(a)
1 a? (a?)? (@?)n=t c1 () 0
1 ot a? ... a(”;l)t 07,,._1 c((.xt)

Angenommen Je¢ € C mit a(c,0) < t,¢; = 0 aufer fir i ¢ {j1,...,75:},0 < j1 <

aJt a2 .. ad
a2t q2ie | 20 S
. -0
alit  qtiz 0 gt G
M
1 1 ... 1
‘ A ‘ ot alz . aJt ‘ ‘ . ‘
det M = o?1-a7? ... atdet ) . =alt.. .ot H (oi—a* #0
) ) Ji<Jk
a]l(tfl) - a]t(tfl)

=c=0
(06.07.01)

Definition: Ein Reed-Solomon Code der Linge n = 2" — 1 iiber K < GF(2") mit
Plandistanz (designed distance) ¢ ist ein Code

C= {C = [Co, . -,Cn_1|C(O[) = C(Oéz) =...= C(at) = O}

wobel < a >= (GF(2"))*

Bemerkung: C ist ein zyklischer Code mit Generatorpolynom g = kgV(fq:]|1 <
i<t)

fai € K[z] Minimalpolynom von o'

C hat Minimaldistanz >t + 1

Ist t = 2/, so kann C ' Fehler korrigieren oder 2¢' Fehler erkennen.

Beispiel: K = Zy,n=15=2% -1
P 1=+ D +r+ D)@ e+ D)@+ 23+ D@ + 23 2% 42+ 1)

~———
f

GF(2*) = K[z]/(z* + 2+ 1), = [2]f
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fa :x4—|—x+1:fa2 = foa,ord a =15
fos=at+22+22+2+1,0rda® =5
o® Nullstelle von 2° +1 = (z 4+ 1)(2* + 2 + 22 + = + 1)
g1 = farfas = 28+. .. ist Generatorpolynom eines zyklischen Codes C1, (15, 7)-Code
dim Cy = 17,|Cy| = 27

C ={c=1lco,...,cn1]lc(a) = c(a?) = c(a®) = c(a*)}

Minimaldistanz > 5 , also 2 Fehler korrigierend
ord o® =3 | also ist o Nullstelle von 2 +1 = (z +1)(2® + 2 + 1)

fos =2 +z+1
Jas = fa3

Setzt man go = fo - fos - fas = 0+ ..., s0 ist go Generatorpolynom eines Codes
(3, (15,5)-Code
dim Cy =5 , Minimaldistanz > 7

Bei CD’s werden Reed-Solomon Codes verwendet mit n = 28 — 1 und Plandistanz
5

Um Fehlerbiindel zu korrigieren, speichere Information in N xn-Matrizen und trans-
poniere (oder sende spaltenweise)
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Kapitel 3

Graphen

3.1 Grundbegriffe

Definition 1: Ein Graph G = (V, E) ist eine endliche, nichtleere Menge V' (von
”Knoten” oder ”Vertices”) mit E C (‘2/) = {M C V| |M| = 2} Die Elemente von F
heiflen Kanten (”edges”)

Beispiele:
a) V,=(V=A{1,...,n}, (‘2/)) vollstindiger Graph mit n Kanten

b) V= {17 2,3, 4}7 E= {{17 2}7 {27 3}7 {37 4}7 {47 ]-}a {2, 4}}
Beschreibung eines Vierecks mit zusétzlicher Diagonale zwischen 2 und 4

Definition: Ist G = (V, E) ein nummerierter Graph

V=Av,...,o.},E={e1,...,em}
so heifit die Matrix

1 fir {v;,v;} € F

I nxn . -
A = [a;;] € Z™*" mit a;; { 0 const

Adjazenzmatrix von G, und die Matrix

1 fiir v, €ej

_ B nxm . -
B=[b;]e€Z mit b;; { 0 sonst

Inzidenzmatrix

Beispiel: (Fortsetzung von b)

0101
1011
0101
1110

Allgemein: A ist immer symmetrisch und die Hauptdiagonale besteht aus Nullen.

10010
11001
01100
00111
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2101
1311
0121
1113

B.B'" = = A+ diag(2,3,2,3)
Definition: Ist G = (V, E) Graph und v € V, so sei

d(v) = deg(v) = |{e | v € e}| Grad des Knoten v
Im Beispiel b) ist d(1) = 2,d(2) = 3,d(3) = 2,d(4) =3

Bemerkung: Ist A Adjazenzmatrik und B Inzidenzmatrix eines nummerierten
Graphen, so ist
BB = A+ diag(d(vy),...,d(v,))

Beweis: Fiir i # j:

m
BBy =Y. babn =i
:1
#0 nur fir ey={v;,v;} ij
Fir i = j:
m m
(BB™);; = Zbikbik = Z bik
k=1 k=1 =1& vi€eg
Variationen:

e Multigraphen (”Mehrfachkanten”): A;; kann grofer als 1 werden
e Graphen mit Schleifen: A;; kann # 0 sein
e Gerichtete Graphen: (V, E), wobei
EQVXV:{ (7}1,’[}2) |7)1,U2€V}
——
Kante von +»; nach v,

Dann ist A nicht notwendig symmetrisch.

Lemma 1:(Handschlag-Lemma von Euler) Ist (V,E) ein Graph (im Sinne von
Definition 1), so gilt

> d(v)=2-|E|

veV

Beweis: .

D dw) =) "bij=2-m=2-|E|

veVv i=1j=1

——
=2
V={vi,...,vm}, E={e1,...,en}, [bi] = Inzidenzmatrix

(11.07.01)

G = (V,E),( #V endliche Menge von ”Knoten”
V !/ ! !/
EC <2> ={{v,v'} |v#v v,0 eV}
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div)=|{e€ E | v € e}
Handschlag-Lemma von Euler:

Y d(V)=2|E|

veV

Definition: G = (V, E) heifit k-reguléir, wenn d(v) =k fiir allev € V
Beispiel:

2)

V,, ist (n — 1)-reguliir
b)
Q» = n-dimensionaler Hyperkubus = (Z3, E,,)

Eo={{o,0} |v#v ezy,  dwy) =1}
——

Hammingabstand

Q. ist n-reguldr
|Zo|™ -n=2-|E|,|E|=n-2"""

Definition: Ist G = (V, E) ein Graph, so ist G’ = (V’, E’) ein Teilgraph/Untergraph
von G, wenn V' CV und E' CEN (‘g/)

G heif3t induzierter Teilgraph, wenn E' = E N (‘;)

G' =GV

3.2 Wege und Kreise

G = (V, E) sei ein Graph

Definition: Ein Weg (?Kantenzug”) von v nach v’ in V' der Lénge | ist eine Folge
W = (wo, w1, ..., w;) mit w; € V,wy =v,w, =0

und
EW)={{wi—1,w;} | 1<i<I}CFE

W heifit Pfad von v nach v’, wenn
Wy 7é w fiir 4 75]
W heifit Kreis, wenn

wo = w; und w; #w; furi #35,0<4,j<l—-1und!>3

Definition: G = (V, E) heifit zusammenhéngend, wenn es zu v,v’ € V stets einen
Pfad von v nach v’ gibt.

Bemerkung:
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a) Gibt es einen Weg von v nach v’ in G, so auch einen Pfad

b) Definiert man auf V eine Relation
v ~ v < Es gibt einen Pfad von v nach v’

5o ist ~ eine Aquivalenzrelation
Sind V7, ..., Vs die Aquivalenzklassen beziiglich ~, so ist

V=VU...UV,, E:Em(gl)u...um(?)

Die G[V;] (induzierten Teilgraphen) heiflen dann (Zusammenhangs)Komponenten
von G

Satz 1: G = (V,E) enthilt mindestens |V| — |E| Komponenten. Ist G zusam-
menhéngend, dann ist |F| > |[V]| -1

Beweis: Induktion nach |[E| =m
m=20: _
V= U {Vi} Zerlegung in Komponenten
Viev

Es gibt |V| Komponenten

m>0:Seiee EFund E' = E\{e}, also [E'|=m —1

G’ = (V, E’) hat nach Ind. Ann. k > |V| — m + 1 Komponenten
G = (V, E) hat dann k oder k — 1, also > |V| — m Komponenten

Adjazenzmatrix eines nummerierten Graphen
V= {vl,...,vn}
. . 1 fir{i,j} ekl
A = aijln, 1,7 € {1,...,n} mit a;; = { 0 :;Lonjs}t

Satz 2: Ist G = (V, E) nummerierter Graph mit Adjazenzmatrix A und ist

AT =A- A A=a"),r e Ny
—_— J

(r

so ist aij) = Anzahl der Wege von v; nach v; mit Lénge r

Beweis: Induktion nach r

r=0:

1 0

1
A° =

0 1

r>0:
Wg) ={w = (wo,...,w,) | w= Weg von v; nach v; der Lénge r}
(wo, ..., wp) — (wo,wr), (w1, ...,w,))

" r—1
Wi(jr)_) U (Wi(kl) X ngj )),n = V]
k=1
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n

r 1 r—1 r— r .

|Wz‘(j)| => Wil |W;<(;j )| = (A A = (A7) = o
v N——

(%)

=L g (r—1)
=0k r—1
=a{"

Definition: Eine Eulertour in einem Graphen G = (V, E) ist ein ”geschlossener”
Weg
W= (Wo, ..., W) Mit Wy = Wy,

mit F(w) = E und m = |E|, d.h. alle Kanten von G werden genau einmal durch-
laufen.
G heiBit eulersch, wenn es so eine Eulertour gibt.

Satz 3: Ein zusammenhéngender Graph ist genau dann eulersch, wenn d(v) gerade
ist fir allev e V

Beweis: = :
w = (wo, ..., W) sel eine Eulertour.

= E(w) = {{wo, w1}, {w1,wa}, ..., {wm—_1,wn}}

Fir v € V setze n, = [{j € {0,...,m — 1} | w; = v}|, dann d(v) = 2n,, € 2N
<~
Algorithmus zur Konstruktion einer Eulertour: Bilde maximalen (d.h. nicht verlinger-
baren) Weg
w = (wo, w1, ..., w,) mit B(w) =7

Behauptung: Dann mufl wy = w, sein, denn da d(w,) € 2N gibe es ein v mit
{w,,v} € E\E(w)

und man kénnte w verldngern zu (wy, ..., w,, v}

Also ist wg = w,

Ist E(w) = E, so ist W Eulertour, sonst gibt es {v,v'} € E\E(w) und weil G
zusammenhéngend ist, gibt es {w;,v} € E\E(w) fiir ein ¢ € {0,...,r — 1}

Bilde maximalen Weg

w' = (w; = wj,wy, ..., wl) in (V, E\E(w)) mit |[E(w")| = s
wie oben ist wj = w/ Ersetze
w durch wy = (wo, ..., w;, Wy, ..., W, Wit1,...,w,) und 7 durch r + s

Wiederhole Algorithmus
(13.07.01)

Beispiel: Kann man alle Dominosteine in einem Rechteck auslegen?
D = {{17]} | 0< Za] < 6}7 |D| - 287V = {071727334;5,6}

G’ = (V, D) Graph mit Schleifen

Gesucht: Eulertour in G’ existiert genau dann, wenn Eulertour existiert im Graph
ohne Schleifen

G’ ohne Schleifen = K7 vollst. Graph mit 7 Knoten (6-regulér)

Nach Satz von Euler existiert Eulertour
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Definition: Es sei G = (V, E) ein Graph. Ein Hamiltonkreis(-pfad) in G ist ein
Kreis (Pfad), der alle Kanten aus V' genau einmal durchléuft.
Gibt es einen Hamiltonkreis(-pfad), so heifit G (semi-)hamiltonsch.

Beispiel: Der Kubus @3 ist hamiltonsch.
Satz 4: Sei G = (V, E) Graph, |V]|geq3
Gilt fiir v # v mit {v,v'} ¢ E stets
d(v) +d(") > V| -1
so gibt es immer einen Hamiltonpfad.

Gilt sogar
d(v) +d(v') = |V

gibt es stets einen Hamiltonkreis.

Beweis:

a) Aus der Voraussetzung folgt: G ist zusammenhéngend.
Sonst: Wihle v € Vi,v’ € V4, wobei V] # V5 Komponenten sind, dann

d(v) < Vi = 1, d(v') < [Va| = 1
=d(v) +d") < |Vi| + Vo] =2 < [V| =2
N——
<|v|
Widerspruch!

b) Konstruktion eines Hamiltonpfads beginnend mit beliebiger Kante {wq, wa} €
E
w = (wy,wWs,...,w,) Pfad der Ldnge p—1 > 1
Ist p = n = |V|, so ist man fertig.
Sonst: v ¢ {w1,...,wp} mit {v,w,} € FE oder {v,w1} € E, so kann man W
verlangern zu (v, wn, ..., wp) oder (w1, ..., wp,v)
Also koénnen wir annehmen, es gibt kein

v ¢ {wi,...,wp} mit {v,w,} € E oder {v,un} € FE
Beispiel:
{wl,U)jl},...,{wl,ij},Q :jl < ... <jk < p= d(wl) =k
Wir finden einen Kreis, der wy,. .., w, enthélt
klar, wenn {wi,w,} € E, sonst ji < p

Ist {wj,—1,wp} € E, so erhélt man einen Kreis. Eine solche Kante muf existieren,
denn sonst wére

dwp) <p—1—Fk ,alsod(wi) +d(w,) <p—1<|V] -1

Man erhélt also einen Kreis mit p Knoten

Jv ¢ {v1,...,vp}, s0 {v,v;} € E

Man erhilt einen Pfad mit p + 1 Knoten = Es gibt einen Hamiltonpfad
= unter Benutzung d(v1) + d(v,) > n = |V, so erhiilt man wie oben einen Hamil-
tonkreis.

Beispiel: 7 Priifungen, Kein Dozent priift mehr als 3 Mal, Gibt es eine Losung,
damit kein Dozent 2 Priifungen hintereinander machen muf?

Graph V ={1,..., 7}, E = {{i,5} | Pr; # Pr;},d(i) > 3

Es gibt Hamiltonpfad.

(18.07.01)
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3.3 Biaume und Walder

Definition: Ein Graph G = (V, E) heifit ein Baum, wenn er zusammenhiingend ist
und keine Kreise enthélt.

Ein Graph, dessen simtliche Komponenten Béume sind, heifit Wald.

Ein gewurzelter Baum ist ein Baum mit einem ausgezeichneten Knoten (G, vp)

Satz 1: Aquivalent sind fiir einen Graphen G = (V, E)

a) G ist einen Baum
b) Zu v,v" € Vv # v’ existiert genau ein Pfad von v nach v’

¢) |[E] =|V]|—1und G ist zusammenhéngend

Beweis: a) — b): Da G zusammenhéngend ist, existiert genau ein Pfad von v nach
v'. Gébe es 2 verschiedene Pfade, so erhielte man einen Kreis.

b) — a): Nach Voraussetzung ist G zusammenhéngend. Wire ein Kreis vorhanden,
so erhielte man 2 Pfade von vy nach vy, wenn e = {vp, v1} im Kreis vorkommt

a) — ¢): Induktion

¢) — a): Klar

Satz 2: Ist G ein zusammenhingender Graph, so erhilt G einen aufspannenden
Baum 7', d.h. T'= (V, E') mit E/ C E und T ist Baum

Beweis:

a) Enthélt G einen Kreis, so setze T = G, sonst wihle Kreis (vg,v1,...,Un, Vo)
G' = (V, E\{vp,v1}) ist zusammenhingend
Tteriere bis G keinen Kreis mehr enthélt.

b) Algorithmus (Breitensuche)

Initiiere: S = (vg),v0 € V,V' =0, E' =0

while S # () do
v = S[1] (erstes Element der Liste)

E":={(v,v)eE|J ¢V}
V=V u{d | (v,0) € E"}U{v}
E =FE U{{v}eE|J eV}
Losche v in der Liste S
Hinge an S die Liste (v' | {v,v'} € E”)
od;

Aufgabe: Finde alle Biume mit Knotenmenge {v1,..yon},{1,...,n})
Aquivalent: Finde alle aufspannenden Biume des Graphen (V, (‘2/)) =K,

n=2:0rdnung =1

n=3:0rdnung = 3
n =4: Ordnung = 16
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Satz (Cayley): Die Anzahl aller Graphen mit V = {1,...,n} ist n"~2

Beweis: Jedem Baum T auf V' = {1,...,n} wird ein Element P(T) = (t1,...,tn—2) €
V"=2 zugeordnet. ”Priifercode” von T nach folgendem Algorithmus:

Gegeben: Baum T

Bemerkung: In T existiert immer ein vo € V mit d(vg) = 1, vp heifit "Blatt”.

Wiéhle einen maximalen (d.h. nicht verldngerbaren) Pfad (vg,v1,...,vm), dann ist
d(vg) =1 =d(vy)
Algorithmus: for i in [1, ..., n-2] do

wéhle kleinsten v € V mit d(v) =1

Es gibt dann genau ein v € V mit {v,v'} € £
Setze t; ==’
V =V\{v}
od;

Bemerkung: Ist P(T) = (t1,...,t,—2) und n; = |[{i € {1,...,n—=2} | t; = j}|.j €
{1,...,n},s0d(j) =n; +1

Umgekehrt sei ¢t = (t1,...,tn—2),t; € {1,...,n} gegeben. Konstruiere Graphen
(Baum) mit folgendem Algorithmus:
Initiiere: £ =0
Seii=Min{j eV |jé¢t}
E/ = E/ @] {ti,tl}
Ersetze t durch (ta,...,t,—1)
Ersetze V durch V\{i}

Wiederhole bis ¢ = ()
Dann E' := E' UV | beachte: |V| =2
Damit erhélt man Baum 7' mit P(T) =t

Definition: Zwei Graphen G = (V, E) und G’ = (V’/, E’) heiflen isomorph, wenn
es eine Bijektion 1 : V—V"’ gibt mit

{{v (i), ¥ (v)} | {vi,vj} € E} = F

(20.07.01)
Satz (cayley): Anzahl der Biume auf V mit |V| = n ist n" =2

(t1, - tn2) ti € ViV =n

FV (t17 . ,tn_g) Baum

entsteht aus
FV\{’U}(t27 ceestp_2)

durch ” Anheften des Blattes v an t1”, wobei

v:Min{UEV\v¢{t1,...,tn_2}}
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3.4 Planare Graphen

Definition: Eine ebene Einbettung eines Graphen G = (V| E) ist ein Paar 1,1’
von injektiven Abbildungen

¢ V—R?
Y : E—J ={Bild e | e : [0,1]—R? inj. und stetig} " Jordankurve”
mit
€E
/ /-/\/ - /
{v,0'} = Bild e, {¢(v), ¥ (v')} = {e(0), e(1)}
und

1//{&/_11_2/} AN {vg, 04} = [({o (o)}

€E =1

G heifit planar, wenn es eine ebene Einbettung gibt.
Ist (G,1,’) ein eingebetteter Graph, so heiflen die Zusammenhangskomponenten

von R2\ U.cr ¢’ (e) Gebiete von (G, 1, 1))

Satz 1: (Eulersche Polyederformel) Ist (G,,’) ein zusammenhéingender Graph,
so gilt:
g = Anzahl der Gebiete = |E| —|V]+ 2

Beweis: Induktion nach |F| (Anzahl der Kanten)
e |[E|=0dannist |[V|=1,9g=1
e Sei |[E| > 0:Ist G ein Baum , so ist |E| — |[V]| = —1
Sonst hat G einen Kreis, sei e = {v1,v2} € FE Kante in einem Kreis

G' = (V,E' = E\{e}) ist zusammendhéngend, eingebettet
G’ hat g — 1 Gebiete, wenn G genau g Gebiete hat

g— 1AM By B V421

Satz 2: Ist G = (V, E) planar, soist |[E| <3-|V|—6

Beweis: {1, ¢’} Einbettung mit g Gebieten
Jedes Gebiet wird von mindestens 3 Gebieten umrandet. Jede Kante berandet
hochstens 2 Gebiete

2|E| > [{(R,e) | R Gebiet und ¥'(e) C dR}| < 3g,e € E
einsetzen in g = |E| — |V| + 2
B~ V] +2< B
B <3|~ 6
Beispiel:

a)
K5 : |E| =10,|V|=5,3|V] — 6 = 9= K5 nicht planar
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K= Vi UVa, E),[Vi| =m,|Va| =n

E = {{vi,v2} | v1 € V1,02 € Va}
vollstdndiger, bipartiter Graph

G=Ks33,|V|=6,|E|=9

3. |V|—6=12

Bedingung von Satz 2 ist erfiillt
In jeder Einbettung von G wiirde jedes Gebiet von geqd Kanten berandet
(denn es gibt in G keinen Kreis der Linge 3). Der Beweis von Satz 2 liefert:

2
B - V] +2 < $|E|

9=|E| <2[V|-4
12—-4=8

Definition: (Zwei) Graphen, die durch endlich viele Operationen der Form

oder ihre Umkehrung ”Entfernung von Knoten vom Grad 2” hervorgehen, heiflen
2-dquivalent.

Satz 3: (Kuratowski) Ein Graph G ist genau dann planar, wenn er keinen Teilgra-
phen enthélt, der 2-dquivalent ist zu K5 oder K3 3 ist.

Ohne Beweis

Definition: Eine ?-Farbung eines Graphen G = (V, E)) mit k € IN Farben ist eine
Abbildung
c:V—{1,...,k}

mit c(v) # c(v'), falls {v,v'} € E.
G ist k-farbbar, wenn es eine Farbung mit k& Farben gibt.

v(G) = Min {k | G ist k-farbbar}

bipartiter Graph = Graph geféirbt mit 2 Farben
Féarbung von Landkarten: Benachbarte Lénder sollen verschieden gefirbt werden

Satz 4: (Vierfarbensatz) Ist G planar, so ist v(G) < 4
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