Kapitel I
Abzihlung, Rekursionen, erzeugende Funktionen

§1 Elementare Zahlprinzipien

Es sei M eine endliche Menge
|M | 2 Anzahl der Elemente von M

|A|=ne[N < Es gibt eine Bijektion a: A — {1,2,...,n}
4=0 o 4={}

Lemma 1: a) |A| = |B| < Es gibt eine Bijektiona: 4 — B.
b) | AUB |=|4)+|B]

AL.JB 2 disjunkte Vereinigung mit AN B = {}.
¢) |AxB|=|4-|B|
AxB:= {(a,b)|ae A,be B}

Folgerung: Abb(A,B)= B" = Menge aller Abbildungen von 4 — B

‘BA‘ _ B|\A\
Beweis: |A|:n Az{al,az,...,an}
|B| =m

B* = BxBx.xB: f(f(a), f(a,),..., f(a,)) ist eine Bijektion nach c).
n-mal
|B*|=|BxBx..xB|=|B

n

Definition: /' : 4 — A4 heiflit Permutation von A, wenn f bijektiv ist
S, ={o:{1,2,....n} = {1,2,...,n}| o bijektiv}
= Sym{l,2,...,n} heiBt symmetrische Gruppe vom Grad n

Lemma 2: |Sn| =nl=1-2-..-n
(Anzahl der Moglichkeiten eine n-Menge 4 mit |A| = n anzuordnen)
Satz 1: Die Anzahl der Teilmengen einer n-Menge ist 2”.
|4|=n = |P(4)|=2",
dabeiist P(A4) = {B | B C A} die Potenzmenge von A.

Beispiel: 4=1{1,2}; P(4)={{1,2},{1},{2},{}}



Beweis: P(4) —{0,1}': B g,
Hierin heift y, die charakteristische Funktion von B,

) 1 furxe B
definiert durch: y,(x) :{
0 sonst
B={xe 4| y,(x)=1}
()| = f{o,1}*] =2

A
Definition: P, (4) = (k] = Menge aller k - Teilmengen von A

={Bc 4| |B|=k}

n

Bemerkung: P(A4) = U P, (A4). Alsonach Lemmal ist |P(A)| = Z |Pk (A)|
k=0 =0

A
k
Beweis: B=1{b,,...,b, }; B|=k; b,*b, furi* jmith € 4

{01 b)) | b€ Amith, #b firiz j}|=n-(n-1)-..-(n—k+1)
Es gibt k! Anordnungen von {b,,...,b, }.

Lemma 3: |Pk (A)| = i T

:ﬁj:nM—Dmum—k+D falls |4 = n.

2. Beweis von Satz 1: |A| =n

|Puﬂ=i(g=iigiﬁﬂ*=a+n"

k=0 k=0

Satz 2: 1) Pascalsches Dreieck
n n—1 n—1 k=1
= + fiir
k k k—1 n>k
i1) Vandermondsche Identitét
n+m) Zk: n m
k) 2\1)\ k-1
Beweis: zui1) n=>1 und |A| =n

(Z] = Anzahl der k - Teilmengen von A;

be 4



k

(ﬂ:{XgAlbe X}0{x c 4| |X|:k’beX}:(A\{b}J o

Y

M

A\{b
M — i { }] und X — X \/b} ist jeweils eine Bijektion.

("B

zu i1) |A|=m+n A=BL.JC |B|=m |C|=n

XAB|=l} 1=0,1,..k

A
] ={x c 4||x|=k,
kl

Lemma 4: a) [Doppeltes Abzéhlen]
Ist Rc M XN ,soist |R|: Z |{be N |(a,b)e R}|

acM

=z |{aeM|(a,b)e R}|

beN

Visualisierung der doppelten Abzahlung:

N4 - Entweder wihlt man fiir
T & jeden Summanden eine
— 7w Abszisse und zihlt die
T ® & zugehorigen Ordinaten
1 & & . oder umgekehrt.
—t——t— >
M

b) [Schubfachprinzip]
Ist f:M — Nund [M|>|N

, so ist f nicht injektiv.

dh.: Ibe N:‘;‘l(b) =|{ae M| f(a)=b}|>1



¢) [Inklusion-Exklusionsprinzip]

A, A, cM

OA,.‘ Z|A|— 4, 4]+ Y|4, 4,04,

i=1 i) <iy i) <iy<iy

—Z( DD W Faa VY
1<ij<.. <i;<n
Beweis: zuc) AcM
7.:M = {01} X|—>{1 firxe 4 d M= 7,
0 sonst =

ZAIU VA, (X) Z( l)j : Z ZA .. mA (X)

I<ij<.<i;<n
Daraus folgt dle Beh. durch Summation tiber M .
Isti) xg 4, U...uU 4,, so ist die Linke Seite von® = 0.
Rechte Seite von® = 0.
ii) xe 4, U...U 4,, so ist die Linke Seite von® = 1.

n?

x liegein genau k(= 1) Teilmengen A |,..., A

xe 4, Nn..n4, firj <..<j,

Dann ist 7, vy, (=1 {iisesiy f< L s}

k
die Rechte Seite von®@ =1- Z( 1)/~ ( J
J

Jj=1

-S4
-

(1-1)

§2 Partition

Definition: Eine Partition P von einer Menge M ist eine Zerlegung von M in eine
Vereinigung von disjunkten nichtleeren Teilmengen (“Blocke* genannt).

genauer: ® P :={4,,..., 4, } heifit Partition < 1.) M = 4, UUAk

2) 4 #{} furi=1,...k
= k} heiBt eine k-Partition
"S= |Part L (M )| falls |M| =n und beschreibt die Stirling Zahlen 2. Art

mit n,k 20, wobei S;, =1 ist.

Beispiel: §, , =0 firn>1; §  =1firn2>l

S, =0 firk>n; S, =1; S :("]



Satz 1: Es giltfur ISk<n: S, , =S, ,+k- S, .,

Stirling Dreieck 2.Art Sn, P

nk | 0 1 2 3 4

0 1

1| o0 1

2 | o 1 1

3 0 (O 1
N

4 1 0 1 6 1

5 10 1 5 25 10




