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1 Ubung 1

1.1 Aufgabe 1

Kombinatorischer Beweis:

Behauptung: fiir £ <r <n € N gilt:

n\(r\ (n\(n—k

r)\k)  \k)\r—k
Betrachte eine n-Menge A. Betrachte die Paare (B,C) mit ¢ C B C A mit
Bl =7, |C| =F.

Deren Anzahl sei a.

1. Es gibt (:f) Moglichkeiten B zu wéhlen, und zu jedem solchen B (Z)
Moglichkeiten ein passendes C' zu wahlen. Also ist a = (Z) (;)

2. Es gibt (Z) Moglichkeiten, eine k-Teilmenge C' von A zu wéhlen, und zu
jedem solchen C' (Z:]’j) Moglichkeiten B zu wéhlen.

= o= ()%
1.2 Aufgabe 2 (vom Lésungsblatt iibernommen)
Es ist zu zeigen: Fiir m,n € Ny gilt:

i(n:k) _ <n+$+1>'

k=0

1.2.1 Algebraischer Beweis

Es sei n € INg beliebig. Wir beweisen die Behauptung durch Induktion nach m.
Induktionsanfang: Fiir m = 0 ist

S0 -6 00) -0
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Induktionsannahme: Essei m > 0 und die Behauptung sei bereits bewiesen
fir m.
Induktionsschritt:  (Schluss von m auf m + 1):

£(1)-£01)-C20)

k=0 k=0

nach Induktionsannahme:
(n—l—m—i—l) (n—l—m—i—l)
= -
m m+1
nach Vorlesung Kap. I, 1, Satz 2:

(n—i—(m—l—l)—Fl)'

m—+1

1.2.2 Kombinatorischer Beweis

Essei M ={1,....m+n+1}. Firk=1,...,m+ 1 setzen wir

My = {X e (‘Anf) min(M\X) = k}

(Das ist die Menge aller m-Teilmengen von M, die die k — 1 kleinsten Zahlen aus
M enthalten, aber nicht die Zahl k selber.) Dann ist

m

<M> :M1UM2 UUMm+1

und

i () (Y

fir 1 <k<m+1,also

(1) St (0727

k=0
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1.3 Aufgabe 3

1.3.1 Kombinatorischer Beweis

r1+...+rxs=n€c€IN,r e IN.

Beispiel:

o Steine

I Stocke

c0o0oo0o0IooITIolIoolo

1234567 ... n+1r—1 Positionen

n+r—1 Positionen
n Steine
r—1 Stocke

n+r—1
r—1

1.3.2 Induktionsbeweis

)

Behauptung: Vr € N, n € Ng:

Induktion nach r 4 n.
Induktionsanfang: ap; =1 trivial.

Induktionsannahme: Die Behauptung ist bereits bewiesen fiir alle Zahlen-
paare (n/,r") mit n' <n, 7 <r und ' +r'<n+r.

Induktionsschritt: Behauptung: dann gilt sie auch fiir n + r.
Fiir x; konnen wir jede der Zahlen 0, ..., n wéihlen, und fiir jedes x; erhalten wir
nach Induktionsvoraussetzung die Anzahl der Moglichkeiten:

— ((n - 18") _+1<)r__11) - 1).
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= (newtr—2
a”ﬂ“ B xlz::() ( r—= 2 )
setze k :=n — 1
B i k+r—2
N =0 r—2
B 2”: <7“ -2+ k:)
k=0 k
aus Aufgabe 2 wissen wir:
Emj <n+k> B <n+m+1>
P k m
dadurch erhalten wir:
n+r—1
i .
1.4 Aufgabe 4
_ n—1
" = z(+1)...(z+n-1) = J[@@-19)

Behauptung:

Induktion nach n.
n=1 (z+y) = z+y.

Induktionsanfang:

1

UBUNG 1



1.4 Aufgabe 4

= y+tu

Induktionsannahme: Bewiesen fiir 1,...,n.

Induktionsschritt: Behauptung: dann gilt sie auch fiir n 4 1.

Betrachte (z + )" = (z +y +n)(z +y)"

= (x+y+n) i(g) a* oy F
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2 Prasenzaufgaben 26.04.01

2.1 Aufgabe P1

MC{l,...,0 =9, |M|=6

Behauptung: M enthélt 2 Zahlen, deren Summe 10 ist.

mit |M| =6
{1,9}
{2,8}
M — < {3,7}
{4,6}
{5}
Eine Menge wird zwei mal getroffen.
2.2 Aufgabe P2
2 4 5 6 7 8 9 10 cs
3 1 6 8 1 274 5 10
10 — 10

1. (1,9,4,6)(2,3,10,5,8,7)

2. 01, 0q zifferfremd.
Behauptung: 0,09 = 0907.

Sei z € n bel.  zeige: 0102(x) = 0901 ().

e 1. Fall: x kommt in oy vor
— x kommt nicht in oy vor
= 0105(2) = o1 ().

0901(z) = 09(01(7)) = o1(),
da o1 (z) nicht in oy vorkommt.

e 2. Fall: z kommt in o4 vor.
analog
e 3. Fall: 2« kommt nicht in o; und nicht in oy vor

— 0'20'1(56) =x = 0'10'2(37).



2.3 Aufgabe P3

3. o=l = (1,6,4,9)(2,7,8,5,10,3)
ot = (2 10,8)(3,5,7)
o2 =i
o128 = 12053 — 53 = (1,6,4,9)(2,5)(3,8)(7, 10)

2.3 Aufgabe P3

1. gegeben: Sy
mit |S,| =n!  |Sy =4!1=24

(1234) weu
(1238) oo

(1331) e

(1304) wos
(1334) az
(1334) naen
(1334) ase

2. (1,2,3) = (1,2)(2,3)
(172734)2( 2)(2,3)(34)

2.4 Aufgabe P4 (Losungsvorschlag)
1.
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nn)\? " (n\(n " [(n n n+n 2n
50 506206 -0 -0)
Kombinatorisch: aus n Frauen und n Ménnern eine n-Gruppe auswéhlen.
2
2n —1
21 (i) <o ()
= \k n—1
" n\’ " n n 2n — 1
k k =n
24(e) =) = ()

Kombinatorisch: aus n Frauen und n Méannern eine n-Gruppe auswéhlen
und eine (weibliche/méannliche) Person als Lehrer bestimmen.
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3 Ubung 2

3.1 Aufgabe 5

Vorbereitung;:
netl — [%W+EJ =n, da

wenn n gerade: [%J =2= [%W

. n| _ n=1 n
wenn n ungerade: be 5 [2

Beweis:  Sei n € Ny beliebig:

2. 15t keNg und k+1<|2],
< n—(k+1) < n—k, also

n\n—=k
k) k+1

soist k+1 < §=n-—

0|3

- (kf:l)

3. Fir k > [%1 folgt die Behauptung aus 2.

3.2 Aufgabe 6 (vom Losungsblatt iibernommen)

EsseiA=n={l,---,nfund B=k={1,---,k}.
Dann ist k! S, = [Surj(A, B)| die Anzahl der surjektiven Abbildungen und
k™ = |Abb(A, B)| die Anzahl aller Abbildungen von A nach B. Wir beweisen die
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gegebene Formel, indem wir die ¢ := k™ — k! S, ;, nicht surjektiven Abbildungen
von A nach B abzdhlen. Dazu betrachten wir fiir jedes ¢ € B die Menge
X;={f:A— B|i¢ Bild [}

der Abbildungen von A nach B, in deren Bild ¢ nicht enthalten ist. Dann ist
t =|X;U...UXy|. Nach dem Inklusion-Exklusion-Prinzip ergibt sich ¢ zu

k k
t=1UXs|=> Y (-1 Xy
=L ()
mit
Xr=NX;
el

Da X; = Abb(A, B\I) ist, also |X;| = (k — 7)™, ergibt sich
k ] k k—1 ) k
t= 30 (- ar =S ()
=1 J j=0
(mit Summationsverschiebung j' = k — j). Also ist
k—1 Ak
kLS, = k" + > (—1)F7 ( .)j”
j=0 J

woraus die Behauptung unmittelbar folgt.

3.3 Aufgabe 7

zu zeigen:  fiir n,m € N,

m
Sm—i—n—i—l,m = Z k Sn—i—k,k

k=0

Induktion nach m fiir n beliebig.

Induktionsanfang: Fiir m =0 ist

Z k Sn+k,k =0

Sn,() =0= Sn+1,0 = Sm+n+1,m
k=0 v
1: n=

Sei m € INy und die Behauptung sei bereits bewiesen fiir m(und fiir beliebiges

n € INp). Dann ist
m+1

Z k SnJrk,k
k=0
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= Z k Sn+k,k + (m + 1) Sn+m+1,m+1
k=0

nach Induktionsvoraussetzung:

- Sm—i—n—i—l,m + (m + 1) Sn+m+1,m+1

nach Rekursionsformel (fiir Stirlingzahlen 2. Art):

= S(m+1)+n+1,m+1

Knuth-Notation: S, = { Z }

vgl. auch Rekursionsformel

{ " +7Z ! } = { " _kt K } (Aufgabe 7) Stirling Dreieck 2. Art
( " +777;L o ) i ( " —]L_ " ) (Aufgabe 2) Pascal Dreieck
l " +7,Z 1 ] =Yk (n+k) [ n —]L_ ki ] (entsprechend) Stirling Dreieck 1. Art

3.4 Aufgabe 8 (vom Losungsblatt iibernommen)

Die Regeln des Wechselns kann man auch als Permutation der Positionen be-
trachten:

1 23456 789 10
U:<1o 98 123456 7 >:(11074)(296385)6510,

1. Esist (1107 4)* = id, aber (1 10 7 4)" # id fiir n € IN, n < 4. Also fihrt
der erste Fahrer nach vier Wechseln zum ersten Mal wieder vorne.

2. Fir n € INp gilt genau dann ¢™ = id, wenn n ein gemeinsames Vielfaches
der Léngen der beiden Zyklen von o ist. Das kleinste gemeinsame Vielfache
von 4 und 6 ist 12. Also fahren die Fahrer jeweils nach dem 12., 24., 36.,
Wechsel wieder in der urspriinglichen Reihenfolge. Da es 125 Wechsel gibt,
geschieht das zum letzten Mal nach dem 120. Wechsel und damit insgesamt
10 mal.
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3. Die Fahrer wechseln 125 mal. Das entspricht der Permutation
ol% = g101245 — j@06 65 = (1107 4)(258369)

Die Fahrer kommen also in der Reihenfolge 4, 9, 8, 7, 2, 3, 10, 5, 6, 1 im
Ziel an.
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4 Prasenzaufgaben 03.05.01

4.1 Aufgabe P5

Aufgabe:  Wie viele ungerade Zahlen in {1,...,100} sind weder durch 3 noch
durch 5 teilbar?

M ={1,...,100}

Ay = {gerade Zahlen} = {zr € M | 2/x}

As={x e M |3/z}

As={zeM|5/z}

A27375 = | A2 U A3 UA5 |

= |Ao| + |As] + |A5] — |Aa N As| — |Aa N As| — |As N As| + |[Aa N A N As

= 50+33+20-16—-10-6+3 = 74

| M — Ayss| = 100—74 = 26

4.2 Aufgabe P6

Aufgabe:  An einem Institut sind 10 Professoren und 4 Professorinnen. Wie
viele verschiedene paritéatisch besetzte Kommissionen mit 4 Mitgliedern kann man

bilden?
[paritéitisch: hier: gleiche Anzahl von Professoren und Professorinnen]

10 Professoren — (120>

4 Professorinnen — (3)

—> Anzahl der Moglichkeiten = (10) (3) = 270.

2

4.3 Aufgabe P7

Aufgabe:  Welche der folgenden Gleichungen sind richtig?
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ny o n n
= urn > k >
<k‘> (k_1>+<k_2>furn_k_2
Falsch, da mit

ceten () e

Wiederspruch! Somit ist die Behauptung falsch!

()G

Richtig, siehe Vorlesung.

(")) )

Richtig, da (kombinatorischer Beweis:)

m-+n m n
L= 11
k k—1 1

(siche auch Vorlesung)

4.
3 S =20
k=0
Falsch, damitn =2: 5270 =0 5271 =1 5272 =1
S =244=22
d.
L ?
Z Spk = n!
k=0

Richtig, da gesucht:
|[{Permutationen, die aus genau k zifferfremden Zyklen bestehen}|

|| = n!



4.4 Aufgabe P8

4.4 Aufgabe P8
Aufgabe: Essei |[M| =4 und |N| = 3. Die Anzahl ...

1. ... der injektiven Abbildungen f: N — M ist?
[Inj(N, M)| =31(;) =24 baw. 4.3 -2 =24

2. ... der surjektiven Abbildungen f: N — M ist?
|Surj(N,M)| =0

3. ... der surjektiven Abbildungen f: M — N ist?
|SU’I“](M, N)| = 5473 -3 =36

4. ... der surjektiven Abbildungen f : M — M ist?
[Surj (M, M)] = [ |Bij(M, M)] =] 41 = 24

. ... der Aquivalentsrelationen auf N ist?

ot

3
|{Aquivalenzrelationen auf N}| = [{Partitionen}| = > S5 =5
k=0

6. ... der surjektiven Abbildungen f : M — () ist?

|Surj(M,0)] =0, da

f A — B ist definiert: (a,b) € R=ar—b

Relation R C A x B, so dass fiir jedes a € A: |{b € Bl(a,b) € R}| = 1.
7. ... aller Abbildungen f : () — M ist?

|Abb(0, M)| = 1.

4.5 Aufgabe P9
_ 123456 12345
Aufgabe: Esselena—<4 5103 6 2>und7—<3 6 1 5 2

Permutattionen aus Sg.

1. Die Zyklendarstellung von o ist?
(143)(256)

2. Die Zyklendarstellung von 7 ist?
(13)(2645)

6
4

19

)
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. Die Zyklendarstellung von o o 7 ist?

(1)(2)(346)(5) = (346)

. Die Zyklendarstellung von o? ist?

(134)(265)

. Die Zyklendarstellung von 77! ist?

(13)(2546)

. Welches ist das kleinste n € IN mit 7" = (1)?

kgV (I7zyktus, |, |Tzykius|) = kgV (2,4) = 4
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5.1 Aufgabe 9

1. Sei M ={1,...,n+ 1}
X, ist die Menge aller Partitionen von M, bei denen n + 1 in einem Block
der Lange k + 1 liegt.

Xi| = (})Back  fiir 0< k <n
und es ist

T [ A T

k=0 k=0 k=0

n

n n n—1
Z k Sn,k = Z(SnJrl,k - Sn,k+1) = Z Sn+1,k - Z Sn,k
k=1 k=1 k=0

k=1
n—+1 n
= Z Sn+1,k - Z Sn,k - SnJrl,O - Sn+1,n+1 + Sn,n
— — —— ——_—— N
k=0 k=0 0 1 1
0
- Bn+1 - Bn

5.2 Aufgabe 10

1. Jede Permutation auf {1,... ,n}, die (mindestens) n — 3 Fixpunkte hat, ist
entweder ein Dreierzyklus oder eine Transposition (Zweierzyklus) oder die
Identitét.

F(n,n—3) = 2(7;) + (g) + 1.
2. F(n,n—3)-2("3")

=2(3) + (3) +1-2(() + (5))

=1- (’2‘) <0
Die Antwort heisst ,, weniger*.
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5.3 Aufgabe 11
1.

F,={o e S,lo(i) =i}
Fy=(\F ={o€S,oli)=i Viel}
iel
[Fr] = (IMAI])! = (n — [1])!
2. UL, F; ist die Menge aller Permutationen auf M = {1,...,n}, die minde-
stens einen Punkt fest lassen.

1S, \ U, F;| ist die Anzahl der fixpunktfreien Permutationen aus S,,.

|QE|:ZZ( k+1|F|_ZZ k—l—l k‘)'

e e

n

=3 () - = e

= k!
- g - .
fa=n!d (-1) =n!) (-1)"—=
k=1 Kt k=0 K
3.
10000
10000 3 (‘Uki
10000! k!
k=1
Zur Erinnerung (aus der Analysis): e* = lim ];) o
~ Jim 2
k=0

=e 1 0,367879...
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6 Prisenzaufgaben 10.05.01

6.1 Aufgabe P10

Aufgabe:  Welche der folgenden formalen Potenzreihen sind invertierbar?

Z a,x" invertierbar <= ag # 0

1.
[o.¢]
Z z"  ist invertierbar, da ay = 2° = 1.
n=0
2.
o0
Z nlz™ ist invertierbar, da ap =0!-2° =1-1= 1.
n=0
3.
x4+ x° ist nicht invertierbar, da ag = 0+ 0% = 0.
4.

o0
Z n™z™ ist nicht invertierbar, da ag = 0% - 2% = 0' - 1 = 0.
n=0

6.2 Aufgabe P11

Aufgabe:

Welche der folgenden Aussagen iiber formale Potenzreihen sind richtig?

Ist A= A(z) =) a,a" € K[[z]], so ist ...

n=0

L A(2?) = i a,v®™ € K[[z]] 7 Richtig.

n=0
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2.
A+ 1) =D an(r+1)" € K[[z]] 7 Falsch.
n=0
Wahle a, =1 Vn
= > (z +1)" kann nicht auf die Form »_ b,z" gebracht werden.
n=0 n=0
3.
. 2?A(z) =) apis3a™ € K[[z]] 7 Falsch.
n=3
2 A(x) = ap_zz”
n=3
4.
. (A(x))* = ala™ € K[[z]] ? Falsch.
n=0
Alx)=1+r= (A@))? =1+20+2° #1*+1°=1+2
D.
o (A@)T =Y aa" € K[[z]] 7 Falsch.
n=0
¢ K[z]]
6.
... Ableitung D(A(z)) = Y ap,_12" € K[[z]] 7 Falsch.
n=0
D(2?) = 2z # 2
7.

...aus Ableitung D(A(x)) =0 folgt A =c € K (A ist eine Konstante 7) Falsch.

D(2*) =2x=0in F,
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6.3 Aufgabe P12

Aufgabe:  Wie viele verschiedene Moglichkeiten gibt es, einen Betrag von n
(z.B. 50) Euro in 1- und 2- Euromiinzen auszuzahlen?

logisch: n = 50 = 1 Moglichkeit (50 -1-er) und 25 Moglichkeiten (1-er in 2-er zu
tauschen) = 26 Moglichkeiten = 1 + {%J

anders: Pot-Reihen: a,, Anzahl Moglichkeiten fiir n Euro in 1-er Euro,
by, ...in 2-er Euro,
Cp - ..1n l-er Euro und 2-er Euro.

0 fiir ungerade n

an =17n bn = { 1 fiir gerade n

Cn = Z ag bn—k
k=0
Alz) =D apz™; B(z)=> bya"
n=0 n=0

Clz)=> ca"; C=AB
n=0

Aw)= 2 Ba)=Y "=y
o 1 o
e S T ) Rl gl T e
S SN

(1—-2z) (1—-2)2 (1+2x)
l=a(l—2)(1+2)+B(1+2)+~(1—2)?
=a—ar?+ B+ Bz +y— 2yr + ya?
=2*(y —a) +2(6 - 27) + (a + B +7)
S0=—a+y AN 0=0-2v AN 1l=a+F+7y
Sa=y N =2y AN l=y+27+y

- 1 5 1 1
o= — N = — N = —
1 2 7 17y
=Y+ N (k+ )2k + =D (1) =) ¢at
4k:O 2 k=0 4k=0 k=0
Cn:{ %+%(n+1)+% :%T%(n—i—l) :%(nn—l—Q)
1t+sn+1)—; =3n+1) =[%]+1
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7 Ubung 4

7.1 Aufgabe 12
Fir £k =1,...,n sei wy die Anzahl der Folge der Léange k in C,,. Dann ist

|Cnl =Y w, und
k=1

k—1 k
wp =262 =326 2" 28 — 26 kelN

=0

=:C},
Betrachte
C=> Cpat= Z <226" 2k )
k=0 k=0

2 x; 1— 262 1-2z

Partialbruchzerlegung: Ansatz:

co_ % b (a+b)—(2a+26b)x
S 1-262 1-22  (1—26z)(1—22)

durch Koeffizientenvergleich erhélt man:

a+b =1 N a—g b——i
2a+26b = 0 1212
13 1 1 1 1B
12 1-26x 12 1—2z Z Z
o 1
Z(%’f zk)a:’f
= 12
=C
k k 13 k—1 k—1 .
= wp =C, — 2" —26 :€<26 -2 firk=1...n
" 13 1342
1C.| —Zwk—z 6 (26" 2’“‘1):€Z(26k—2’“)
k=1 k=0

n—1
S=Yd"=1+a+a*+...4ad" "= (a—1)S=-1+a"
k=0
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a —1

hnmma¢1mgmsz
- K3<26”——1 2n-1> 13

— (26" —25-2" + 24).

6 \26—1 2—-1/) 150
n |C%|
0 0
1 0
2 52
3 1508
4 | 39572 > 20000

7.2 Aufgabe 13

A=14+ao+2° cFyfr]],daay=1#0= A" ex.

Dann gilt: A- A7 = (1+z+2%)) bt =1
k=0

1= Zbkxk—l—bekxk—l—xQZbkxk
k=0 k=0 k=0

= io: bk$k + f: bk$k+1 + i bk$k+2
k=0

k=0 k=0

— bol’o + (bo + bl>$1 + Z(bk + bk—l + bk_g)l’k € ]FQHZEH
k=2
:>b0:1,b0+b1:():>b1:1,

b + b1 +bp_o=0= b, =by_1 + bp_o fir k > 2
= by :O,bgz 1,b4: 1,b5:0,
b_{Ok+1Mdmm3w%M
=

1 sonst

110110110 ...=A"1
11011011 ...=xA""
1101101 L=a2A71
100000000 =A- A1

= A =1+ z+ 22 ist in IF5[z] nicht invertierbar, da A~! unendliche Potenzreihe
= wohl aber in IFy[[z]].
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7.3 Aufgabe 14

4+ 1+ 22
Zanx 3—5r+ a2+ a3 Q]

Ansatz:
3—br+ 22+ 23 = (o —x)(y — x)(ag + )
= g + (a2 — 2a19)7 + (g — 20 ) 2% + 23

Koeft.-Vergleich:

(1) 3—afay =0

(2) 5—2a19+af=0

B) 1—ay+20;=0=ay=1+2x
Einsetzen in (1):

(1) 3—a?2—-2a3=0 |- 3
Einsetzen in (2):

(2’) 5—2a; —3a? =0 |- 20y

(1) = (2):

(1") 9—10a; +ai=0 |-3

(1) + (2):

(2") 32— 320,

so=1 a,=3
3—br+22+23=(1—-2)(1-2)3+x)

Partialbruchzerlegung:

4+x—22 a b c

3—5z+a2+a3 1—x+(1—x)2+3—|—:c

~ Ba+3b+c)+ (b—2a—2c)x + (¢ — a)?

Koeft.-Vergleich:

3a+3b+c=4
b—2a—2c=1 =a=3b=1c=—3
c—a=—1
ad 1 1 1 1 1
— nn_f _ =
ngoa,l' 2 1—z (1-2?) 2 3+

Bestimme die a,,:

7 UBUNG 4



7.4 Aufgabe 15

S i)

n=0

an

7.4 Aufgabe 15

u0:0,u1:1,u2:5
Uy, = DUp_1 — OUy,y_o fir n > 2

A= Z Upx™ = upx’ + uyz' + Z (Btp—1 — 6Up_o) 2"

n=0 n=2

= upz® + wzt + 5z Z upx™ — 6> Z Uy T"
n=1 n=0
=z + A(5z — 62%)
T T

T 1-b5z+622 (1—2z)(1—37)

— A

Partialzerlegung:

x a b a+b— (3a+2b)z

1—5x—|—6x2_1—2x+1—3x_

Koeff.-Vergleich:
a+b=0,3a+2b=1=a=-1,b=1

-1 N 1
1—-2z 1-3z

o0
= Z upxt = A
n=0

n=0 n=0 n=0

= u, = 3" — 2" fir alle n € IN,.
Uy = 527345%, uq13 = 15861318.
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8 Prisenzaufgaben 17.05.01

8.1 Aufgabe P13

B=Y bat e K[z]] == 3 AecK[z]] mit A>=8B
k=0
char K #2,dh. 1+1+#0:
Jzuby #0eina € K mit a®> = by < I A € K[[z]] mit A> =B

Gibt es ...
1.
A€ Qx]) mit A% = nlz™? Ja, da ap = 1.
n=0
2.
... fiir jeden Kérper K ein A € K[[z]] mit A* = 1 + 2?7
char K # 2: ja
char K =2 (IFy): ja, daa®’+1=2% 42z +1=(z+1)0 > =>A=z+1
in IFo=0
3.
. A€ TFy[x]] mit A% =1+ a? Nein, da
00 oo k
A= Z aprt = A% = Z Z a;ap_;xt = ag + z(apa; + arag) +2* ...
k=0 k=0 i=0
= a} + 12apa; +2* ... = al +2%. ..
-0
4.
o 2 o
Gilt in IFy[[z]] die Gleichung <Z aixi> => " az*? Ja, da
=0 i=0
in IFy:

ax'| = a; x=' =) a;x”
(Ee) ~Eg g

=a;

:B:ZZO bix?

%
b; = Z AnQi—n
n=0

1=3: apaz + ajas + asa, + azag =0
i =2 apay+ aia; + azag = a? = a,
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8.2 Aufgabe P14

Ist f = Z a;x" € K[z] mit a, # 0, so gilt fiir das reflektierte Polynom

i=0
% von f:
fzzaz'f,an%o — fR:Za”—ixz
i=0 1=0
(&0,@1,&2,...,an) — (anaanfla"'acLO)
1.
? & .
= Z a;x" ™" Ja.
i=0
2.
P .
= Z i ' Ja, laut Definition.
i=0
3.
7 & . n .
fR = Z A" ™" Nein, da Z iz " = f.
i=0 i=0
4.
? " ) n )
fi=a" Zaix’ Nein, da z" Zaixz =x"f.
i=0 1=0
5.

n

n n
fR Z Z a;x" Ja, da Z a;x" = Z ax"s Tt = 2" Z a; "
=0

1=0 1=0 =0
6.
(fHELf Nein, da fiir f=xz: ff=1=(fHf=147f
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8.3 Aufgabe P15
Fiir alle n € IN und o €C gilt ...
1 1
(Z) = at=—ale-1).. . (a-n+l)
T 1
(n) = z(x—1)...(z—n+1)
1
—1 —1
<a> = (a ) + <a ) Ja, siehe Vorlesung.
n n—1 n
2
(oz);( “ ) Nein,daa—n§£1Nin< “ >
n a—n a—n
3.
o = Z Shp.ik! <(;> Ja, da laut Vorlesung:
k=0
o = zn:S ak—zn:S k'l ak—zn:S (¢
- n,k - n,k k' - n,khv:
k=0 k=0 k=0
4.
ay 7o . 1
<>:0furn>a Neln,ozE]R:n>oz,oz:§,n:
n
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9.1 Aufgabe 16

A= Zanx", B = anx"
n=0 n=0

DB =D (3 (S am-) ) = S0 ) S b

n=0 =0

oo o0 [e.9] o0

33

D(A)B+A-D(B) =Y (n+1) ap12™ > _ byz" + > anz" > (n+ 1)b,12"

n=0 n=0 n=0 n=0

=SS G4 1) a5aabn 2"+ 30> ai(n— i+ )by g2

n=0 j=0 n=0 i=0
mit i=j+1
oo n+1
=D i abya” +ZZ (n+1—14) abpri—a"
n=0 i=1 n=0i=0
co n+l
=Y D) abea”
n=0 =0

9.2 Aufgabe 17

(an)new, = Z a,x" gegeben durch ag =0, a1 =2, a, = a,_1 + 2a,_o fir n > 2

n=0

A=ay+axt + Z(an,l + 2a,_o)z"
n=2

o oo
=2x+x Z a,x" + 2x° Z anx"
n=1 n=0

Daay=0

o0 o0
=2x+x Z a, " + 227 Z anx’
n=0 n=0
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A=2r+xA+22%A

= A(l —2 —22%) =22

2x 22 a b
A= = =

l—z—222 (I4x)(1—-22) 1+zl-2x
_(a+b)(—2a+b)x a+b=0
 1—1— 222 —2a+b=2

2

a=—=, b=
3 3

2 1 2 2 &
__§1+x+§1—2x__§,;

9.3 Aufgabe 18

A= Zanas", B = anx"
n=0 n=0

mit ag =1, by =0, a, = 3ap41 + 20,1, by = ap_1 + b, firn > 1

A= ag + Z(3Cln_1 -+ 2bn_1)$n
n+1

:1+3x2anx"+2x2bnx"

n=0 n=0

— A=1+3zA+2zB

B = bo + Z(an,l + bnfl)l'n

n=1

oo o
:xZanl’”—l—benx"
n=0 n=0

— B=Z2A+ B



9.3 Aufgabe 18 35
aus 1 (Brx —1)A+2zB=-1 |-(x—1)
aus ¥ zA4+ (x—1)B=0 |- 2x

(x—1)Bz—1)A+2zx(zr—1)B=1—x
202A 4+ 2x(x —1)B=0

(B2 —dr+1—-22H)A=1—-1z

1—2z T
Azi Bzi
—4x+1’ 2 —4dr+1

A

B(l—z)=2A= B =

1—=x

gesucht: f =2 -4z +1= (1 — a12)(1 — )
Die a; sind die Nullstellen des reflektierten Polynoms

fE=1—dz+ 22 o =2++3
Ansatz:
B x B a _(a+b) —((2—V3)a+ (2+V3)b)z
B dr+1  1-(2+3)
:azﬁ b——ﬁ
6 6
— B = ?i@—f—\/_ ——22—

by ‘g((z+\/') —(2-V3)")

Entsprechend fiir A:

L_3+VE . 3-V3
6 > 6
3+v3& 3—-v3
A= 6f2(2+\/§)”x”+ 6\/_2(2—\/5)%:”
n=0 n=0

Ap = ...



36 9 UBUNG 5

9.4 Aufgabe 19 (vom Lésungsblatt iibernommen)

1.

Ist A=) ay2" € K[[z]] und s, = Y _ ay fiir n € Ny, so gilt offensichtlich

n=0 k=0
A o0 o o0 n D
SErED WD SELED 9] SR FEED o)
-—Tr .20 n—=0 n=0 \k=0 n=0

2. Mit Hilfe der Folgerung 2 aus 4 erhalten wir

e (1)

(1—%)3 n=0
= (n+1\ , & [(n) ,
£ )£ )

2
_ i (n+1)+n(n—1)xn: in%”.

n=0

n n
Setzen wir Z a,x"™ mit a, = n® und s, = Z k? = Z ay, fiir n € INg, so folgt
n=0 k=0 k=0

[e9)
> s =
n=0

S0 nfe x(l+ o)

=== = h 2.
-5 (_gp (mach2)

= (n+3
3
> 2 > 1

n=2

:::0 ((n—;—Q) + (n;—l)) " (wegen <§> =0 fir k < 3)

i 2 1 1
und damit Y k* =, = <n~|— ) + <n;)|— ) ZBn(n—l—l)(Qn—kl).
k=0

T (nach 1.)

)x” (nach 4 Folgerung 2)



