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1 Vorwissen

Definition 1.1 (Ring)
(R,+,-) heifit Ring, wenn gilt

1) Rist Menge, +: R X R — R mit (a,b) — a+b,-: R x R — R mit (a,b) — a-b.
2) a+ (b+c)=(a+0b)+cfir alle a,b,c € R.

3) Es ex. ein Element 0 € R mit a4+ 0=0+4 a = ¢ fiir alle ¢ € R.
4) Firallea € Rex. —a € Rmit a+ (—a) = (—a)+a=0.
5 a+b=>b+a fiir alle a,b € R.

6) (a-b)-c=a-(b-c) fir alle a,b,c € R.
7) (a+b)-c=a-c+b-cfiralle a,b,c € R.

)
)
)
)
)
)

Definition 1.2 (Aguivalenzklasse, Restklasse)

Definiere auf Z die Aquivalenzrelation a ~ b :<=>m|a —b (m teilt (a —b)).
Hierdurch ist auf Z eine Partition in Aquivalenzklassen gegeben.

Sei [a] = {b € Z|b ~ a} die Aquivalenzklasse von a.
a:=la]={a,a+1-m,a+2-m,...} heifit dann die Restklasse von a.

Definition 1.3 (Restklassenring modulo m)

Definiere auf Z,, die Addition @+ b := a + b und die Multiplikation @ - b := @ - b fiir a,b € Z.
Dann ist (Z, +,-) ein Ring, der sogenannte " Restklassenring modulo m”.

Definition 1.4 (Potenzreihenring)
R sei Ring-mit-1 (d. h. es ex. ein Element 1 € Rmit a-1=1-a = a fir alle a € R).
R[[z]] := {> 12, axx®|a, € R} heiBt der Potenzreihenring iiber R in der Unbestimmten .

Definition 1.5 (Cauchy-Produkt)
(R[[z]],+,-) ist ein Ring, mit +, - wie folgt:

o D + 20, bk = 30 (a + by)2t
P> o kD bt = D70 e mit ¢ = Z?:o arby_;

Partialbruchzerlegung:

Sx—=7  __ S5r—1 _ A B
® = 3z+2 ~ (z—1)(z—2) = z-1 + ;v—2
5:E 7 -2 _ _ 3
A=bet Sy gty 8y
=> 51*7 2 + 3

2243 _ _x243 _ A B c
° x(m2+2m+l) — z(@+1)? T =z +2x_+1 + (z+1)2 ®
A= g =3, 0 = 2258, = 4

Setze in @) = = 1 ein:
1=3+%-1=>B=-2

e Falls Zahlergrad > Nennergrad: Polynomdivision z. B. Mig—w
+22%+rx+3=(2*+3)(x+2) —2x -3
— (a3 + 3z)
2% — 2x
— (222 +6)
—2z —3

_ 34222 +a+3 —2x—
=> 243 =r+2+ x2+3




1 VORWISSEN

e Falls sich der Nenner nicht zerlegen l&t z. B. (172136)2(;;—2179611)

222 4x—1 A Baz+C
(z— 1)(9:2+x+1) z—1 + z2+z+1 @
A= 222 4x— 1| __ 2
z24z+1 l#=1 — 3

Setze in @ r=0 ein:
S=-2+C=>:2
Setze in GB T = —1 (willkiirlich gewé&hlt) ein:
2-1-1 _ _ 5

3 ———+1 1+31 <=>0= ———B—l— => B =

e Falls sich der Nenner nur in C zerlegen 143t z. B. z2 =}

1 1
z2+1 — (z— z)(ac—H) + ac_—‘rz ' '
A= x+z|x =i = m - z(i+i) =5 B=Sl=i=3



2 Partielle Ordnungen

Definition 2.1 (Partielle Ordnung, Poset)
Sei P eine Menge. Eine (partielle) Ordung auf P ist eine Relation < auf P, so da8 fiir alle x,y € P
gilt:

(i) z <y (reflexiv)
(ii) * <y und y < z impliziert x =y (antisymetrisch)
(i) * <y und y < z impliziert x < z  (transitiv)

(P, <) heiBt dann (partiell) geordnete Menge oder Poset!

Definition 2.2 (Vergleichbar)
Elemente z,y € P heiflen vergleichbar, wenn x < y oder y < z gilt.
Sind sie nicht vergleichbar, schreibt man z||y.

Definition 2.3 (Kette, total geordnet)
Eine Teilmenge C' C P heifit Kette oder linear bzw. total geordnete Menge in P, wenn je 2
Elemente von C' direkt vergleichbar sind.

nseidie Kette0<1<2<...<n—-1 (neN)

Definition 2.4 (Antikette)
Eine Teilmenege A C P heifit Antikette, wenn keine 2 Elemente von A vergleichbar sind.

n sei die Menge {0,1,2,...,n — 1} als Antikette aufgefafit

Definition 2.5 (Uberdeckung)
Sei P Poset und z,y € P. x < y (x wird iiberdacht von y) :<=> y iiberdeckt x
<=>z<yundz<z<y=x=2z (d h.esgibt kein Element zwischen x und y)

Definition 2.6 (geséttigt/saturiert) )
Eine Kette C' C P heifit geséttigt oder saturiert, wenn C' eine Folge von Uberdeckungen ist.

Definition 2.7 (Transitive Hiille/Abschlufl von <)
Die Ordnung < von P ist die transitive Hiille bzw. Abschlufl von <. (D. h. fiir alle Folgen
a; < as < ... < a, in der Menge P sind alle Elemente solcher Folgen per < vergleichbar.)

Definition 2.8 (Hasse-Diagramm)
(i) jedem x € P entspricht genau ein Punkt im R? (injektive Abb.).
(ii) = < y entspricht genau einer Strecke zwischen z, y.

(iii) « und y diirfen nicht durch eine waagerechte Linie verbunden werden.

2.1 Beispiele fiir Ordnungen

a) Natiirliche Ordnung: N, Ny, Z, Q, R

b) Ordnung durch Inklusion:
X sei Menge. P(X) := {A|A C X}
A< B:<=>AC Bfir A,B € P(X)
A< B<=>B=AU{a},a ¢ A (um ein Element groBer)
Fir X ={1,2,...,n} = [n] wird (P(X), <) = B,, bezeichnet.
¢) Statt der vollstindigen Potenzmenge kann auch eine beliebige Teilmenge S C P(X) durch
Inklusion geordnet werden.

Ipartially ordered set
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d) Teilbarkeit:

Nmit m <n:<=>m|n,d. h. FkeN:n=Fk-m
m < n <=> " ist prim
(Bei Ny ist die 0 grofier als alle n € N: 2 = 0)

e) Fiir A endliches ” Alphabet” (linear geordnet) mit ”Buchstaben” a € A:
A" = {(ay,...,a,)|ay,...,a, € A} ist die Menge der Worte der Lénge n.
P=A"=J A™ ist die Menge aller endlichen Worte iiber A.
Ordnungen:

n€eNg

e Prifixordnung:
u<v:i<=>u=ay...a, und Vv =ay ... 0,041 - .. Qs

e Unterwortordnung:
u < v :<=> u entsteht aus v durch Streichen eines Buchstabens

e lex(ikographische) Ordnung:
u<v:i<=>u; = fire=1,... kund ugy1 < vk
Beispiel: 11 <12 <21 <22 <31 < ...

e colex(ikographische) Ordnung:
wie lex-Ordnung, aber Worte hinten beginnend vergleichen
Beispiel: 11 <21 <31 <12<22< ...

e rev(erse) lex-Ordnung:
u<v:i<=>u; =v; fire=1,...,k und ugy1 > Vg1
Beispiel: 32 <31 <22 <21 <12<11

Definition 2.9 (Mengenpartition, Blécke)
Sein € N, [n| :={1,...,n}. Dann heit B = {B,..., By} (Mengen)partition von [n], wenn alle
B; # () und Ule B; = [n| und B; # B; fiir alle ¢ # j. Die B, heiflen Blocke von B.

Beispiel: B = {{1, 3,5}, {2}, {4,6}}, abgekiirzt 135|246, ist Partition von [6].

f) P, ist dann die Menge aller Partitionen von [n] mit:
A < B :<=> jeder Block von A ist in einem Block von B enthalten.
A < B <=> es wird genau ein Block von B in zwei in A aufgespalten.

Definition 2.10 (Zahlenpartition, Linge)

Sein € N\ := (Aq,...,\g) heiBt Zahlenpartition von n, kurz A F n, wenn |\ ;==\ +...+ X\ =n
ist, und A\ > ... > \; > 1 fiir alle \; € N gilt.

k =:1(\) =" Anzahl der Elemente in \” heifit Lange von \.

Beispiel: A = (4,2,2,2,1,1) I 12 ist Partition der Léinge 6. Kann man auch als A\ = 4'231? schreiben.

Darstellung von A als Ferrer-Diagramm

g) Zwei Ordnungen iiber Zahlenpartitionen:

¢ Young-Ordnung:
Y, zu gegebener Partition A ist die Menge aller p, die sich aus A erzeugen lassen (Durch
Weglassen eines Késtchens im Ferrerdiagramm (incl. A selber).
Geordnet durch Inklusion.

¢ Dominanz-Ordnung;:
D,, zu gegebenem n € N ordnet alle moglichen Partitionen A - n folgendermaflen:
A>p<=> N N+...+ N>+ .+ furalle t > 1, wobei Ay, py := 0 fiir ¢ > 1(N), I(p).
D. h. jede Teilsumme muss > sein, also 413111 < 521! wihrend 431! nicht vergleichbar
mit 513 ist.
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Definition 2.11 (5,, Permutationen)

Die symetrische Gruppe S, aller bijektiven Abbildungen der Menge [n] := {1,2,...,n} in sich selbst
ist auch die Menge der Permutationen von [n]. Eine Permutation schreibt man als Liste der Bilder
7()7(2)...7m(n).

h) S, := B;;([n]) mit folgenden beiden Ordnungen:

e Schwache Ordnung;:
mr=n(1)...7(i — Dr(i)m(i +1)...7(n)
o<m:<=>c=n(1)...7(i — D)7m(i+ D)m(i)m(i + 2)...7(n) mit 7(i + 1) < 7(i) fir ein
ie{l,...,n—1}.
(D. h. zwei Glieder von 7, die hintereinander stehen und noch in korrekter Reihenfolge
(<) sind, werden in o vertauscht, z. B. 213 < 231 < 321.)

e Starke Ordung;:
r=n(1)...760—Dr(@i)r(i+1)...7(j — Dr(j)m(G+1)...7(n)
o<mwenno =mn(l)...7(i—1)r())n(i+1) ... 7(j—1)m()7(j+1)...7(n) mit 7(5) < 7(7)
firi,7:1<i<j<n.
(D. h. zwei Glieder von , die noch in korrekter Reihenfolge (<) sind, werden in o ver-
tauscht, z. B. 213 < 231 aber auch 213 < 312.)

Definition 2.12 (Inversionen und Léinge von )
I(m) :={(,j)]1 <i<j<n,n(j) < (i)} heiBt Menge der Inversionen von 7 (also die Anzahl der
Vertauschungen, die von der Original-Reihe bis 7 vorgenommen wurde).

[(m) := |I(m)| heifit Lange von 7.

Definition 2.13 (maximal, minimal)

Sei P Poset und Q C P.

Dann heifit ¢ € Q maximal in @), wenn a <z € Q =>a = .
Dann heifit ¢ € ) minimal in @, wenn a >z € Q => a = .

Definition 2.14 (Maximum, Minimum)

Sei P Poset und Q C P.

Dann heifit a € Q Maximum in @, wenn Vz € Q :a < x € Q =>a =1z (a = mazr Q).
Dann heifit a € @ Minimum in Q, wenn Vx € Q :a > x € Q =>a =z (a = min Q).

Definition 2.15 (top-Element, bottom-Element)

Sei P Poset und Q C P.

Falls max(Q)) existiert, nennt man es top-Element, kurz 1 oder T.
Falls min(Q) existiert, nennt man es bottom-Element, kurz 0 oder L.

Definition 2.16 (Breite, Kettenzerlegung)

Sei P endliches Poset. Die Zahl M = M (P) := max{#(A)|A C P ist Antikette} (Lénge der grofiten
Antikette) heifit Breite von P. (Entspricht der breitesten Stelle im Hasse-Diagramm.)

Die minimale Anzahl von Ketten, in die sich das Poset zerlegen 1&83t, ist

k
m = m(P) := min{k| C},...,Cy C P sind Ketten, P = U C:}.

i=1

J/

Kettenzerlggung von P
Satz 2.1 (Satz von Dilworth) m = M.

Satz 2.2 (Satz von Mirsky) Sei P endliches Poset. Wenn P keine Kette mit m + 1 Elementen
besitzt, dann ist P die Vereinigung von m Antiketten.
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Definition 2.17 (monoton, Einbettung, Isomorphismus)
Seien P und @) geordnete Mengen. Eine Abb. ¢ : P — @ heifit

(i) ordnungserhaltend oder monoton, wenn =z < y in P impliziert, dal p(z) < ¢(y) in @
ist.

(ii) eine (Ordnungs-)Einbettung, wenn (z < yin P) <=> (p(z) < ¢(y)in Q) [p: P < Q).
Man schreibt P — @ fiir 7 P ist eingebettet in Q7.

(iii) ein (Ordnungs-)Isomorphismus, wenn ¢ eine surjektive Ordnungseinbettung ist. P und
@ heiflen dann isomorph [P = Q).

Definition 2.18 (schwaches/induziertes Unterposet)

Sei (P, <) Poset und Q C P geordnet beziiglich <2. (Q, <) heifit schwaches Unterposet von P,
wenn aus (z 2y in Q) => (z < y in P); und (induziertes) Unterposet von (P, <), wenn (z <y
in Q) <=> (z<yin P).

Definition 2.19 (Intervall)
Fir x < y in P ist das abgeschlossene Intervall [z,y] := {z € Plx < z < y} mit induzierter
Ordnung.

Definition 2.20 (Verfeinerung)
Ist P = @ und (@, <) ein schwaches Unterposet von (P, <), dann heifit (P, <) Verfeinerung von
(Q, <). (Die Verfeinerung hat mehr Uberdeckungsrelationen.)

Beispiel: S,, mit starker Ordnung ist eine Verfeinerung von .S,, mit schwacher Ordnung.
Definition 2.21 (lokal endlich)

Ein Poset P bei dem alle [z, y] endliche Mengen sind, mit bottom-Element 0, heiBt lokal endliches
Poset.

Definition 2.22 (Rang, Rangfunktion, gradiert)

Sei P lokal endliches Poset. Falls fiir beliebige 2 Elemente z,y € P mit x < y gilt, daf} alle maximalen
Ketten C': x = xy < x1 < ... < x, = y dazwischen die gleiche Lange [(C') := n haben, dann besitzt
P eine Rangfunktion p: P — Ny mit den Eigenschaften

(i) 0(0):=0
(i) o(y) = o(z) +1 <=>1z <y

o(x) heiit dann Rang von x und ¢(P) := max,ep(0(z)) € Ng U {oco} der Rang von P.
Ein Poset P mit Rangfunktion heifft gradiert.

Definition 2.23 (Whitney-Zahlen 2. Art)
Die Zahlen W; = W;(P) := #{x € P|o(x) = i} heiBen Whitney-Zahlen 2. Art. (W; ist die Anzahl
der Elemente in P, die den Rang ¢ haben.)

Definition 2.24 (rangerzeugende Funktion)
F(P,q) =3 ,cpq?® = ngg) W;q' heift die rangerzeugende Funktion von P.

Definition 2.25 (rangunimodal, rangsymetrisch, Sperner)
Ein endliches gradiertes Poset P vom Rang m heifit

e rangunimodal, wenn Wy < W, < ... < W, > ... > W, fir irgendein k£ < m gilt.
e rangsymetrisch, wenn W; = W,,_; fiir alle e = 0...m.

e Sperner, wenn fiir die Breite von P M (P) = max W; gilt.

Zsymbolisiert eine beliebige Ordnung
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Definition 2.26 (dual, selbstdual)
Sei (P, <) ein Poset. Dann ist das zu P duale Poset P* definiert durch : (z < yin P*) <=> (y <=z
in P). P heifit ordnungssymetrisch oder selbstdual, wenn P = P* ist.

A A~

Posets 0 1 gradiert rang- rang- | Sperner P =P
unimodal | sym.
(No, <) 0 — o(n)=1 — — — —
B, 0| W e A=A x | x| x =
(A < [n]2)
P, Il...[n|1...n | o(B)= X — — —
n — |B]
Y, 0 A o(p) = u — — ? —
D, 1" nt — — — — X
A=)
Sh idn=| w, = | o(m) =I(n) X X ? X
(schwach) | 1...n | n...1 (m  Tw,)

)
o(P) = p(1) sofern vorhanden.

Definition 2.27 (Dualitétsprinzip)

Sei I’ ein Familie von Posets, die zu jedem P auch P* enthélt, und ¢ eine Aussage, welche fiir alle

P € F richtig ist. Dann ist auch die duale Aussage ¢*, welche aus ¢ durch Vertauschung von <
und > entsteht, richtig fiir alle P € F.

Definition 2.28 (Abwirtsmenge, ideal)
Sei P Poset und Q C P. @ heiit Abwértsmenge (downset) oder (ordnungs-)ideal, wenn fiir alle
r€Q,yePmitex>yfolgt,daBye Q. |Q:={yePlFreQ :y<z} |z:=]|{z}

Q ist Ideal in P <=>Q =| Q

Definition 2.29 (Aufwirtsmenge, Filter)
Sei P Poset und @) C P. @ heifit Aufwirtsmenge (upset) oder (Ordnungs-)Filter, wenn fiir alle
re€Q,ye Pmity>zfolgt,daByec Q. 1Q:={yePlFreQ :y>z} 7Tz:=7{z}

Q ist Filter in P <=>Q =7 Q
Satz 2.3 Sei P Poset und (Q C P, dann gilt: ) Ideal<=> P\(@ Filter.

Definition 2.30 (Poset der Ideale)
Fiir jedes Poset P ist O(P) := {| Q|Q C P} geordnet durch Inklusion das Poset der Ideale von
P.

2.2 Konstruktionen mit Posets

Wir kennen schon: Unterposets, P*, O(P).

Definition 2.31 (Disjunkte Vereinigung/Direkte Summe) .

Fiir zwei Posets P, Q mit PNQ = () ist die Disjunkte Vereinigung P U Q bzw. direkte Summe
P + @ definiert als die disjunkte Vereinigung der Mengen P und @, wobei x < y <=> (z,y € @
und = < y) oder (z,y € P und x < y)

Ist kommutativ, assioziativ und hat neutrales Element.

(Hasse-Diagramm P + Q: Man zeichnet P und @) (ohne Verbindung) nebeneinander.)
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Definition 2.32 (Lineare Summe)

Fiir zwei Posets P, () ist die lineare Summe P ¢ () definiert als disjunkte Vereinigung der Mengen
Pund @, wobei z <yin PO Q <=> (z <yin P) oder (x <y in Q) oder (x € P und y € Q).

Ist assioziativ, aber nicht kommutativ.

(Hasse-Diagramm P @ Q: Zeichne @) iiber P und verbinde alle minimalen Elemente von ) mit den
maximalen von P.)

Definition 2.33 (Kartesisches/Direktes Produkt)

Fiir zwei Posets P, () ist das kartesische oder direkte Produkt P x () definiert als P x () der
Mengen, wobei (z,2) < (y,y') in P X Q :<=> (x <y in P) und (2’ <y in Q).

Ist nicht kommutativ oder assioziativ. (Ist nur "kommutativ” oder ”assioziativ” fiir Isomorphie.)
(Hasse-Diagramm P x ): Im Diagramm von P ersetze jedes Element durch eine Kopie von @
und verbinde ”korrespondierende” Elemente dieser Kopien von () entsprechend den urspriinglichen
Uberdeckungsrelationen in P.)

Definition 2.34 (Abb(M, P))

Abb(M, P) (M in P abgebbildet) fiir beliebige Mengen M und ein Poset P ist ein Poset beziiglich
der punktweisen Ordnung £ < g :<=> L(z) < g(z) Vz € M.

Beispiel: 22

ADbb({0,1},{0,1}) = {(#(0), ¢ (1))[ €Abb} = {(0,0), (0, 1), (1,0), (1,1)}

Definition 2.35 (Hom(P,Q))
Hom(P, Q) = QF (P nach Q) fiir die Posets P, Q ist die Menge der monotonen Abb. von P nach

Q

(Jede struktur-/ordnungserhaltende Abb. ist ein Homomorphismus (Ordnungshomomorphismus. )
QF ist Poset auf der Menge Hom(P, Q) beziiglich der punktweisen Ordnung.

Beispiel: 22

Hom({0,1},{0,1}) = (0,0) < (0,1) < (1,1)

Definition 2.36 (Lineare Erweiterungen, monotone Numerierung)

Fir |[P| = n und @ = [n] ist Hom(P, Q) # 0 die Menge der linearen Erweiterungen von P,
beschrieben durch die verschiedenen méglichen monotonen Numerierungen von P.

Zu monotonen Numerierung numeriert man immer ein minimales Element der Menge der nicht
numerierten Elemente bis alle numeriert sind.

Definition 2.37 (konvex, vertriglich, Quotientenposet)
Sei B eine Partition der Menge P in Blocke B;.

Ein Block B; heifit konvex, wenn fiir x <y in B, und z € Pmit x < 2 <y => 2z € B;.
B heifit vertraglich mit der Ordnung < auf P, wenn alle Blocke B; konvex sind.
Dann ist das Quotientenposet Pz wohl definiert, welches als Elemente die Blocke B; und als

Ordnung die indizierte Ordnung von P hat.

Satz 2.4 B, = 2" =2 x ... X 2, wobei der Isomorphismus gegeben ist durch die Abb. ¢ : P([n]) —

|

n-mal
1, wenni € A

{0,1}", A— (61,...,0,) mit §; := {O, wenn i ¢ A
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3 Abzihlende Kombinatorik

Elementare Zahlprinzipien:
S, S;, T endliche Mengen.

1) Gleichheitsregel |S| = |T'| <=> 3 eine Bijektion zwischen S und 7.

2) Summenregel S U _ Si=> 15| =>"1 |Sil.
3) Produktregel S = 5; x S X ... x Sy, =>[S| =[], [Si].
speziell: Abb(S,T) =: T° => |T|I¥.

Folgerungen:

a) P(N) = Pot(N) =>|P(N)|=2"
b) |Inj(K,N)|=nk:=n-(n—-1)-...-(n—k—1)
¢) Bij(K,N)|=nl=n-(n—-1)-...-2-1

d) Die Anzahl der k-Teilmengen einer n-Menge :=W), := Wj(B,,) = (})

n—=k
f) Binominalsatz: (z +y)" = ;_ 0( ) Fynh

)
)
)
e) B, ist rangsymetrisch: (}) = (")
)
g) Zk o =2"
)
(

h) Von der Monde Konvolution: (x;;y) = 0 (i) (nﬁk) fiir n € Ny, z,y € C
1) € C[z] (Polynomring), (“}") € Clz, ]

i) B8, rangunimodal: (8) < (Tll) << (LgJ) = ([g]) > > (T:l) (Z)
Satz 3.1 (Identitdtssatz) Stimmen 2 Polygone in Clx;...x,]| oder 2 konvergente Potenzreihen
aus C[[z; ... 2,]] in unendlich vielen Punkten {iberein, dann sind sie gleich.
(Fiir Polynome braucht man nur endlich viele Ubereinstimmungen, abhéngig vom Grad.)
Satz 3.2 [{\F n|\; NP EH = En|l(N) =, k}
oder < oder <

Satz 3.3 |{\F n| alle \; ungerade und verschieden}| = [{\ F n|A = X'}
Definition 3.1

Firn e Nsei K, :={(k1... k,) e NjI0<k; <j—1firj=1...n}
Dann ist

1. Die Abb. k: S, — K, definiert durch k; = k;(m) := |{i|i < j7,7(¢) > w(j)}| fiir j = 1..n eine
Bijektion mit |k(m)| = k1 + ko + ... + Kk, = (7).

2. Rangerzeugende Funktion von S,, mit schwacher Ordnung
F(S0,q) =Y es, @™ =1 +q)(1+q+¢)...(0+q+...+¢"") firn>2.

Satz 3.4 Alle B,, (n € N) sind Sperner, d. h. M(B,) = W»| = (LZJ)'

Definition 3.2 (Zweifaches Abzihlen (Double counting))
Sei M = (m;;) eine m x n Matrix iiber Z, Q, R, C, dann gilt:
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Definition 3.3 (Schubfachprinzip (pigeon hole))
Verteilt man n Gegenstidnde (pigeons) auf r Facher (holes) und ist n > r bzw. n > k - r, so enthilt
mindestens ein Fach mindestens 2 bzw. k + 1 Gegensténde.

Satz 3.5 (Ramsey-Theorie) Sei N(a,b) die kleinste Anzahl von Personen, so dafi entweder a
Personen alle miteinander bekannt sind, oder b Personen alle einander unbekannt sind.

(i) N(a,b) = (b, a) Kklar

(a,2) =a klar

(a,b (a—lb)—i—N(ab—l)

a,b € N\{1} : N(a,b) existiert endlich (rekursiv aus 1-3)

(v) N(3,3)=6 N(3,4)=9 N(3,5)=14 N(3,6) =18
N(3,7) =23 N(4,4) =18
Die restlichen Zahlen sind unbekannt

B
| /\

N
N
N
v

(iv

)
ii)
(iii)
)
)

Definition 3.4 (Sterlingzahlen der 2. Art)
Die Anzahl der Partitionen von [n] in k Blocke heiflen Sterlingzahlen der 2. Art S(n,k) :=
Wik (Py).

(i) S(0,0)=1
S(n,k) =0 fir k >n
S(n,0) =0 firn e N
S(n,1)=1

(ii) S(n,2)=2""1-1
S(n,n—1) = (72‘)

(iii) Rekursion:
S(n,k)=k-S(n—1,k)+Sn—-1,k—1)

n\k|[0 1 2 3 4 5
0 [1 0 0 0 0
10 1

2 10 1 1

3 /01 3 1

410 1 7 6 1
5 [0 1 15 25 10 1

(iv) Summenformel:
S(n, k) = 5~ (~19 ()7
(v) Exponentiell erzeugende Fkt. fir S(n, k) bei festem k:

Eine Fkt. vom Typ >~ %=2" heifit exponetiell erzeugend fiir die Folge (ag, ay, .. .), eine
Fkt. vom Typ > ", a,z™ heifit (gewShnliche) erzeugende Funktion.

(vi) Transferformel:

" =1, S(n, k)t

Definition 3.5 (k-Komposition)
Ein k-Tupel a = (ay,...,a;) € N¥ mit a; + ... + a;, = n heiBt geordnete Partition oder k-
Komposition von n: a = n.

Die Anzahl der k-Kompositionen von n ist (Zj)
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Definition 3.6 (Multimenge)

Eine (endliche) Multimenge M auf einer (endlichen) Menge S ist eine Funktion r : S — Np; fiir
a € S ist r(a) die Anzahl der Wiederholungen von a. Man schreibt eine Multimenge als Menge mit
Wiederholungen.

Definition 3.7 (Untermultimenge)

M’ ist Untermultimenge von M, wenn M’ bestimmt ist durch eine Funktion ' : S — Ny mit
r(a) <r(a) Vaes. -

Die Anzahl der k-(Unter-)Multimengen tiber [n] ist ’}C—T = ("),

k
Definition 3.8
(i) Die Anzahl der geordneten k-Partitionen von [n] mit b; = |B;| fir i = 1,...,k mit b =
(b1, ...,bg) und by + ... 4+ b = n ist ( bk> = 5 !...b i, der Multmommalkoefﬁzmnt

(ii) Die Anzahl aus 1) héingt nur von der Multimenge {b1, ..., b} ab, nicht von der Reihenfolge.

b b

(iil) (21 +... +ap)" = Zalle(bl ..... be) ( ,,,,, bk)xll N
Dabei ist die Anzahl der verschiedenen Monome z7
Koeffizienten ist k™.

(iv) Rekursionsformel:
n n—1 n—1
<b1 ,,,,, bk) = (b171,b2,...,bk) +.t (bl,...,bk,l,bkq)
(Ein Element fest, alle Moglichkeiten, aus welchem Block es war.)
(v) Sei M eine Multimenge iiber S = {ay, ..., as} mit Vielfachheitsfkt. » und S(M) die Menge
der Permutationen von M, dann ist |S(M)| = (r(al)lM |r(as)); speziell fiir r = 1 (also normale

Mengen) ist [S(M)| = ([M) = |M]!

-----

b1 br (n+k—1
Ll

L ) und die Summe der

Definition 3.9 (Partitionszahlen)
P(n, k) .= #{\F n|l(\) = k} heien Partitionszahlen.

P(n) = #{AHL}
P(0,0) :=
P(O,)—Ofurk:>0

(i) P(n) =3k P(n, k).

)
) Rekursionsformel:

P(n+k, k)= ijo P(n,j)
(iii) Erzeugende Funktion:
Der Koeffizient von z" in

(ii

mit a,b,... € N ist #{\ F n|VA € {a,b,...}}.

1
(1—z2)(1—2b)...
Spezialfille:

o Pi(n):=#{\F n|\; = k der grofite Teil} hat die erzeugende Funktion
1
(1—z)(1—22)...(1—zF)
e P,(n) :=#{\F n|\; ist ungerade} hat die erzeugende Funktion (1_$)(1_I13)(1_x5)_”
o P(n) :=#{AF n} hat die erzeugende Funktion
1

(1—z)(1—22)(1—23)...
Der Koeff. von ™ in (14 2%)(1 + %) ... ist #{\ F n|VA € {a,b, ...} alle verschieden}.

Spezialfall:
Py(n) := #{\ F n||V\; verschieden} hat die erzeugende Funktion (1 + z)(1 + z?)(1 +
) ...

(iv) (Euler) P(n) = Py(n)
(v) Fir A =n" = (?7?7) hat F'(Y),q) = [?77],
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Menge N von n Béllen, Menge R von r Fachern, *: ”

3 ABZAHLENDE KOMBINATORIK

Tabelle 2: Verteilung von Béllen in Fécher

nicht unterscheidbar”

bel. inj. surj. bij. (n =)
N.R " rt r1S(n,r) rl =n!
*N, R o) G| G5 L
N,«R | >, _,S(n,k) | 0oderl| S(n,r) 1
N, %R P(n) O0oder 1| P(n,r) 1

Definition 3.10 (Zykel von Permutationen)

Fir 7 € S, und i € [n] muB 1 < #{i,7(i), 7%(i), .
Eigenschaft 7°(i) = i, dann liegt i in einem Zykel (3, (
heifit + Fixpunkt von 7.

.} <n gelten Ist s < n minimal mit der
), m(0), -

,m71(1)) der Lénge s. Ist s = 1,

(i

Offenbar zerféllt [n] beziiglich 7 in disjunkte Zykel; man schreibt z. B. 7 = (;gg?ggggi) =

(1,5,9,4)(2,8)(3)(6,7).

Die Léngen der Zykel von 7 bilden eine Partition A(7) b n, den Zykeltyp von 7 (zu obigem Beispiel:
A(m) = 412211) mit Multiplizitdten m;(r);

m(m) ==Y mi(m) = # Zyklen von .

Die Zahlen s(n, k) := #{m € S,|[l(A(7)) = k} heilen Sterlingzahlen der 1. Art. Es gilt:

(i) #{A(m)|m € Su} = P(n)

(i) i i-m;(m) =n fir alle 7 € S, und alle n € N.

(iii) #{m € SulA(m) =0 . =g
)
)

2m2(7r 1m1

)'H 34 ()

(iv) s(n, k) = Z(m ..... e )7!1!11.1‘”%(77) mit ZZ im; =nund > .m; = k.
(v) s(0,k) = s(n,0) =

5(0,0) =1, s(n,n) =

s(n,1) =(n—1)!

s(n,n—1)=(3)
(vi) > ko s(n, k) =nl
(vii) Rekursionsformel:

s(n,k)=s(n—1,k—1)4+ (n—1)s(n — 1,k)

Tabelle 3: Sterling-Dreieck der 1. Art

AE[O 1 2 3 4 5
O (1 0 0 0 O

1 (0 1

2 10 1 1

3 10 2 3 1

4 10 6 11 6 1

5 |0 24 50 35 10 1
(viii) 22 = >0 (=1)""Fs(n, k)z*

Definition 3.11 (Catalan-Zahlen)
Sei T,, die Anzahl der numerierten Triangulierungen (Zerlegung in Dreiecke) eines (regelméBigen,
d. h. konvexen) n-Ecks.

Th=1, Ty=2 Ts=5 Ts=14

S—g(x—1)...(x—n+1) € Zz]
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(i) Rekursion:
T =TT, + 15T, 1+ ...+ 1,7, (Ty=1)
(i) Cyp :=Thy1 = n(2” 2) helﬁen Catalan-Zahlen.
Co:=0 (Auch C, = n+1 (*").)

Definition 3.12 (Reflektiertes Polynom)

Seien ¢y, ..., qq € C eine Folge komplexer Zahlen mit d > 1 und ¢4 # 0.

Das Polynom ¢(z) = 1+ q12 + ... + qq2% 148t sich als

q(2) = (1 —a12)4(1 — ag2)® ... (1 — agz)% oder

q(z) = 2%(2 —a)™ ... (2 — oy)® darstellen.

Zu diesem Polynom existiert ein reflektiertes Polynom in der Form

q*(z2) =2%() =12+ gtz + .+ q(d)2 =2+ 2+ g

daB sich als ¢®(2) = (z — a1)® ... (2 — ag)%* darstellen 148t.

Die aq, as, . .., oy sind Nullstellen der Vielfachheiten dy, . .., d; dieses reflektierten Polynoms.

Satz 3.6 (Satz iiber Zihlfunktionen) Fiir alle Z&hlfunktionen f : Ny — C sind dann die folgen-
den Bedingungen &quivalent:

A1l Rekursion: (linear, mit konstanten Koeff.)
Vn > 0 : fn+d) +qaf(n+d—-1)+ ... 4+ qif(n) = 0 mit Anfangsbedingungen
f0), f(1),.... f(d=1)eC

A2 Erzeugende Funktionen

F(z) =200 f(n)2"

A3 Partialbruchzerlegung:
F(z) =S 9B mit Grad g,(2) < d; fiir alle i

=1 (l—aiz)dz

(2) <d

A4 Explizite Darstellung:
fn) =% pi(n)a? mit Grad pi(n) < d; fiir alle i
(k ist Anzahl der verschiedenen Nullstellen)
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4 Graphen und Digraphen

Definition 4.1 (Graph, Ecken, Kantenmenge)

Ein (endlicher) Graph G = (E, K) besteht aus einer (endlichen) Menge E von Ecken und einer
Kantenmenge K C Py(E)? := {{u,v} € P(E)|u # v}. Fiir eine Kante {u,v} schreibt man kurz
uv.

Definition 4.2 (Multigraph)
Ein Multigraph ist ein Graph, bei dem mehrfache Kanten zwischen 2 Ecken und Schlingen von
einer Ecke zu sich selbst zugelassen sind.

Definition 4.3 (Vollstindiger Graph)
Fir |E| = n heifit K,, := (E, P2(F)) der vollstindige Graph.

Definition 4.4 (Bipartiter Graph)

Ein Graph G = (F = M + N, K) heifit bipartit, wenn E aus zwei disjunkten Mengen M und N
besteht, und jede Kante eine Ecke in M und eine in N hat.

Sind alle Kanten zwischen M und N vorhanden, spricht man von einem vollstdndigen bipartiten
Graphen K,y oder K,,,, fiir |M| =m und |N| = n.

Analog definiert man den k-partiten Graphen.

Definition 4.5 (Weg, Linge, Kreis)

Ein Weg P, in einem Graphen besteht aus einer Folge uq, us, ..., u, von verschiedenen Ecken mit
u;u; 1 € K fiir alle 4.

Die Lange des Weges ist n — 1.

Ein Kreis P, in einem Graphen besteht aus einer Folge wuy, us, . .., u, von verschiedenen Ecken mit
uu;1 € K firi=1,...,n—1und u,u; € K.
Die Lange des Kreises ist n.

Definition 4.6 (adjazent, inzident, Nachbarschaft)

In einem Graphen heiflen u,v € E adjazent (benachbart), wenn uv € K.
Die Ecke u € E und die Kante £ € K heiflen inzident, wenn u € k.

Zwei Kanten k, [l € K heiflen inzident, wenn kN[ # 0.

Die Nachbarschaft von u in G ist N(u,G) := {v € Eluv € K}.

Der Grad (degree) von u in G ist d(u) := |N(u, G)].

Definition 4.7 (Adjazenzmatrix, Inzidenzmatrix)
Fir G = (£, K) mit £ = {uy,...,u,} und K = {ky,..., ky,} heiit die n x m Matrix A = (a;;) mit
1 falls wyu; € K
Ca { 0 sonst
die Adjazenzmatrix von G.
Die n x m Matrix B = (b;;) mit b;; = { (1) izlrlfstm €k
heifit Inzidenzmatrix von G.

Definition 4.8 (isoliert)
Eine Ecke u € E heifit isoliert, wenn d(u) = 0 ist.

Definition 4.9 (Ordnung, Grofie)
In einem Graphen G = (F, K) heifit n = |E| die Ordnung und m = | K| die Grofle.

Definition 4.10 (r-regulér)
Ein Graph heit r-regulér, wenn d(u) = r fiir alle u € E. So ist z. B. K,, (n — 1)-regulér, C,, ist
2-regulér und @), ist n-regulér.
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Satz 4.1 (Handschlaglemma) Y  _.d(u) =2|K| (Beweis durch zweifaches Abzéihlen)

uck
Satz 4.2 G hat eine gerade Anzahl Ecken ungeraden Grades.

Definition 4.11
Seien G = (F, K) und G’ = (E’, K') Graphen. Dann heifit eine Abb. ¢ : E — E’

a) Graphenhomomorphismus, wenn
w € E=> ¢(u)p(v) € K'.
b) Graphenisomorphismus, wenn ¢ bijektiv ist:
w € E <=> ¢(u)p(v) € K'.
Existiert ein Isomorphismus zwischen G und G’, heiflen sie isomorph.

Definition 4.12 (Untergraph, induziert, p-Clique)

Ein Graph G’ = (E', K') heifit Untergraph von G = (F,K), wenn E' C E und K’ C K'. Gilt
zusatzlich K/ = K NPy(F’), d. h. G’ enthilt alle Kanten zwischen den Ecken in E’, die auch in G
vorhanden waren, heifit G’ induzierter Untergraph.

Speziell: Ist K, ein induzierter Untergraph von G, dann sagt man: G enthélt eine p-Clique.

Satz 4.3 (Theorem von Ramsey) Jede Kantenfiarbung eines K,,, wobei n > N(ay,...,an;2)
mit m Farben cy,..., ¢y, enthélt eine c¢;-farbige a,-Clique oder eine co-farbige as-Clique oder . ..
oder eine ¢,,-farbige a,,-Clique.

Satz 4.4 (Satz von Turan) Sei G ein Graph mit F = {v,...,v,} und m Kanten, der keine p-

Clique (p > 2) enthélt, dann ist m < (1 — %1)”—22
p

Der groftmogliche Wert wird angenommen, wenn G = K,

|n; —n;| <1 fiir alle ¢, j. G heit dann Turangraph.

np_y Mit ny + ... +mn, 1 = n und

.....

Definition 4.13 (Kantenfolge)

Fiir einen Graph G = (F, K) heifit eine Folge k1, ..., k, € K Kantenfolge in G von der Lange r,
wenn |k; Nk > 1fire=1,...,r—1.

Man schreibt auch: v; kv, k2 ... kv, .

Die Kantenfolge verbindet v;, und v;,.

Definition 4.14 (Abstand, Durchmesser)
Fiir u,v € E ist der Abstand von v und v d(u,v) := min #{r|ki, ..., k, verbindet u und v}. Falls
keine verbindende Kantenfolge existiert, ist d(u,v) := oo.

D(G) := max, yer d(u,v) heiit Durchmesser von G.

Definition 4.15 (zusammenhiingend, Komponenten)
Ist D(G) < o0, heiffit G zusammenhingend, andernfalls unzusammenhingend. Die maximalen
induzierten Untergraphen von G heilen Komponenten von G.

Definition 4.16
Eine Kantenfolge v, k1v; ... kv, in G heifit

e geschlossen, wenn vy = v,.
e Kantenzug, wenn k; # k; Vi # j.
e Weg, wenn v; #v; Vi#j.

¢ Kreis, wenn die Kantenfolge geschlossen ist, und v; # v; Vi # j, auBler vy = v,.
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Definition 4.17 (Euler-Weg/Kreis)

Ein Euler-Weg/Kreis im (Multi-)Graphen G ist ein Weg / geschlossener Kantenzug, der jede
Kante von G genau einmal durchlauft.

G ist ein Eulergraph, wenn er einen Euler-Kreis besitzt.

Definition 4.18 (Hamilton-Weg/Kreis)

Ein Hamilton-Weg/Kreis im (Multi-)Graphen G ist ein Weg / geschlossener Kantenzug, der jede
Ecke von GG genau einmal durchléduft.

G ist ein Hamiltongraph, wenn er einen Hamilton-Kreis besitzt.

Satz 4.5 a) Sei G ein Graph mit F = {vy,...,v,} und K = {ky,...,k,} und die m x n Matrix
B die zugehorige Inzidenzmatrix und auBerdem D = diag(d(v,),...,d(v,)). Dann ist B- BT =
A+ D.

b) Sei Al die I-te Potenz der Adjazenzmatrix A eines Graphen G. Dann ist
Al(ij) = |{Kantenfolgen von v; nach v; der Lénge [}|.

Definition 4.19 (matching, matching-Zahl)
Sei G = (F, K) ein Graph. Eine Teilmenge M C K heifit matching, wenn keine zwei Kanten aus
M inzident sind, d. h. eine gemeinsame Ecke besitzen.

m(G) := max{|M| |M C K, M matching} heifit die matching-Zahl von G und ein matching mit
|M| = m(G) heifit maximal.

Satz 4.6 (Satz von Konig-Hall) Sei G = (E, K) ein bipartiter Graph mit £ = § U T und
K C S xT. Dann ist m(G) = |S| <=> fiir alle A C S gilt: [A] < |N(A)| mit N(A) = U,c4 N(a).

Definition 4.20 (Kritische Familie)
Sein > 2und T; := N(v;) C T fiir alle v; € S. Eine Familie von [ Mengen T; heifit kritisch, wenn
ihre Vereinigung gerade | Elemente enthilt (1 <1 < n).

Definition 4.21 (Wald, Baum, Blatt, Zweig)

Ein Graph F (forest) heift Wald, wenn F keinen Kreis enthélt und ein Baum (tree), wenn er
zusammenhéangend ist.

Eine Ecke v eines Baumes, die den Grad 1 hat, heiit Blatt (leaf) und mit inzidenter Kante Zweig
(twig).

Definition 4.22 (aufspannender Baum)
Sei G = (F, K) ein zusammenhéngender Graph. Dann heifit ein Untergraph 7', der ein Baum der
Ordnung n = |E| ist, ein aufspannender Baum.

Satz 4.7 Fiir einen auspannenden Baum 7" der Ordnung n > 2 gilt
Handschlaglemma
>_venr) Av) ST OIK| = 2(|E] — 1) = 2n — 2.

Satz 4.8 (Satz von Cayley) Es gibt n"~? numerierte Biume mit der Eckenmenge [n].

Definition 4.23 (Priifersequenz)
Bijektion P, welche jedes T' mit F = [n] auf genau ein
P(T)= (ai,...,an,_2) =[n]""? abbildet:

~— ——

Priifersequenz zu 7

1) Finde das Blatt v von 7" mit der kleinsten Nummer; dann ist a; die Nummer des Nachbarn.

2) Entferne den Zweig mit Blatt v und wiederhole 1) und 2) oft genug, um as, ..., a, 2 zu finden.
(Es bleibt immer die Ecke n und ein Nachbar iibrig.)
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L (1,8,3,8,7,3,3)

Rest: (9, 3)

Umkehrung;:
Sei d; der Grad der Ecke i und f; := {jla; = i}; f; Nachbarn von ¢ werden entfernt und es bleibt
mindestens noch ein Nachbar iibrig.
fi<di—1
a=(ay,...,a,_o)+— T gegeben durch:
1) by := min[n|\{ai,...,a,_o} ergibt Kante bya;.
2) by := min[n|\{by, as, ..., a,_2} ergibt Kante byas.

Der vorletzte Knoten b,,_; ergibt sich, und den letzten Knoten b, := min[n|\{b1,...,b,_1} muss man
an den letzten Knoten in der Piifersequenz anhéngen (b,a,_2).

Definition 4.24 (Bdume mit zusitzlicher Struktur)
T, sei die Menge aller Baume mit n Ecken.

o 1, = {(T,1)|T € Ty, 7o € E(T)} die Menge der verwurzelten Biaume mit n Ecken, ry
heifit Wurzel (root).
Zeichnung wie gradiertes Hassediagramm mit Rangftkt. o(r) := d(r, ro) fiir alle r € E(T).

o OrT,* := {T € rT, und fiir alle r € E(T) ist die Menge succ(r)® der Nachfolger von r linear
geordnet }

o MrT,5 :={T € rT, 1, wobei die Ecken monoton durchnumeriert sind} Lineare Erweiterungen
der Hassediagramme von 7" mit Zahlen aus {0, 1,...,n}.

Satz 4.9 (Matrix-Geriist-Satz) Sei B die Inzidenzmatrix eines Graphen G und C die n x m
Matrix, die aus B hervorgeht, wenn man in jeder Spalte genau eine 1 zu -1 macht. Sei weiter
M = C - CT. Dann ist fiir beliebiges i € [n] t(f) := #{T|T aufspannender numerierter Baum von
f} = det M;;, wobei M;; aus M durch Drehen der i-ten Zeile und i-ten Spalte besteht.

Definition 4.25 (Gerichteter Graph/Digraph) .

Ein (endlicher) gerichteter Graph oder Digraph G = (E, K) besteht aus einer (endlichen)
Eckenmenge E und einer Menge K C E x E von gerichteten Kanten bzw. Bogen.

Jedes Paar (u,v) € K mit u # v kommt hochstens einmal vor, sonst spricht man von einem
Multigraph.

4Ordered tree
Ssuce(r) == {r' € N(r)|o(r') = o(r) + 1}
5monoton labeled



20 4 GRAPHEN UND DIGRAPHEN

Fiir & = (u,v) = a0 heifit k= = u die Anfangsecke und k™ = v die Endecke.
Die Inzidenzmatrix von G ist die n x m Matrix B = (b;;) mit

1 falls u; = kj
bij =4« —1 fallsu, = kj_ )

0 sonst

Definition 4.26 (Aus-Grad, Ein-Grad)

Nt (u) :={v € Elut € K} ” Aus-Nachbarschaft”.
N~ (u) :={v € E|vt € K} ”Ein-Nachbarschaft”.
dt :=|N*(u)| Aus-Grad.

d~ :=|N~(u)| Ein-Grad.

Definition 4.27 (azyklisch, zusammenhingend)

Ein Digraph G heifit azyklisch, wenn er keinen gerichteten Kreis enthilt. Er heifit zusam-
menhingend, wenn der zugrunde liegende Graph zusammenhéngend ist, und stark zusam-
menhingend, wenn fiir alle u,v € E ein gerichteter Weg existiert.

Definition 4.28 (Netzwerk)

Ein zusammenhingender Digraph N = (E, K heiit Netzwerk, wenn genau ein u € Emit d(u) =0
und d*(u) > 0 existiert, die Quelle, genau ein v € E mit d~(v) > 0 und d*(u) = 0 existiert, die
Senke und es eine Kapazititsfkt. ¢ : K — [0,00) = Ry gibt, wobei c(k) die Kapazitit des Bogens
k ist. Zusammen: N = (E, K, u,v,c)

Definition 4.29 (Fluf})
Eine Funktion f: K — R heiflit Fluf3, wenn
0 < f(k) < c(k) fir alle k € K (Kapazititsbedingung) und
ft(a) = f~(a) fir alle a € E\{u,v} (Gleichgewichtsbedingung) gilt.
Es gibt immer den Nullflu83 f,(k) = 0 fur alle k € K.
Definition 4.30 (Fluf3stirke)

Sei f ein FluB in N, dann heift w(f) = fT(u) (uist die Quelle) die FluBstirke oder Wert von f.
f heiBt maximal, wenn kein FluB f mit w(f’) > w(f) existiert.

Definition 4.31 (Schnitt)

Ein Schnitt (X,Y) ist eine Partition £ = X + Y mit v € X und v € Y. Die Kapazitit des
Schnittes ist cap(X,Y) = > ¢(k), wobei die Summe iiber alle Kanten k¥ mit £~ € X und k* € Y
geht. (X,Y) heifit minimal, wenn kein Schnitt (X', Y”) mit cap(X’,Y’) >cap(X,Y) existiert.

Der minimale Schnitt besteht aus (X, Yy) mit X; = {x|z = u oder es existiert ein f-zunehmender
Weg von u nach z} und Yy = E\ X;.

Definition 4.32
Sei f ein Fluf} in Nz, dann heifit k£ € K:

e f-Null, wenn f(k) = 0.

e f-positiv, wenn f(k) > 0.

e f-ungesittigt, wenn f(k) < c(k).
o f-gesittigt, wenn f(k) = c(k).

Satz 4.10 Seien (X,Y) ein Schnitt und f ein Flufl im Netzwerk N, dann ist w(f) < cap(X,Y).
Ist w(f) = cap(X,Y), so ist f ein maximaler FluB und (X,Y) ein minimaler Schnitt.
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Definition 4.33 (Vorwirtsbogen, Riickwértsbogen)
Sei f FluB im Netzwerk N, G(ﬁ) der zugrunde liegende Graph und w ein Weg in G(ﬁ) mit einer
Léange von mindestens 1. Ist ein Bogen & € W gleich orientiert wie w, heifit er Vorwirtsbogen, sonst
c(k) — f(k) ,k Vorwirtsbogen von w
Riickwirtsbogen. s(w) := minge, s(k) mit s(k) := < f(k) , k Riickwartsbogen
00 , sonst

Der Weg w heifit:

o f-gesittigt, wenn s(w) = 0.
e f-ungesittigt, wenn s(w) > 0.

e f-zunehmend, wenn w f-ungeséttigt und w von u zu einem z (in Richtung v) fiihrt.

Fiir einen f-zunehmenden Weg ist F': K — [0, 00) mit
f(k) 4+ s(w) ,wenn k Vorwértsbogen von w

F(k) =< f(k)—s(w) ,wenn k Rickwértsbogen von w
f(k) , sonst

ist ein neuer Fluf in N mit w(F) =w(f)+ s(w) > w(f).

Satz 4.11 Ein Fluf f in N ist genau dann maximal, wenn es keinen f-zunehmenden Weg gibt.

Satz 4.12 (Max-flow, min-cut) In jedem Netzwerk N = (E, K, u,v, c) existieren eine maximaler
FluB f und ein minimaler Schnitt L = (X,Y") mit w(f) =cap(L).

Definition 4.34 (eben/planar, Seiten/Fléichen)

Ein Graph G mit n Ecken und k& Kanten ist eben oder planar, wenn er im R? ohne Uberdeckungen
der Kanten gezeichnet werden kann. Dann wird R*\G in f Zusammenhangskomponenten - die
Seiten oder Flichen zur Zeichnung von G - zerlegt; dabei zihlt das AuBere als eine Fliche mit.
’n —k+f= 2‘ Euler-Formel

Definition 4.35 (Dualer Graph)

Der duale Graph G* zu einem Graphen G hat eine Eckenmenge, die pro Fliche in G eine Ecke
enthilt, und die Kanten ergeben sich, indem fiir zwei benachtbarte Flichen " in G eine Kante
zwischen den zugehérigen Ecken in G* eingefiigt wird.

7d. h. die beiden Flichen haben eine gemeinsame Kante



