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Lagrange-Polynominterpolation
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Numerische Differentiation

Interpolation

Vorlesungsinhalt

4. Nichtlineare Gleichungssysteme, iterative Losungsverfahren
geg.: f: R™® — R"™;
ges.: x* € R™, so dass f(z*) =0
5. Nichtlineare Ausgleichsrechnung
geg.: F : R" — R™;
ges.: ** € R™, so dass * = arg mingepr~ || F(x)||2

6. Interpolation
geg.: Stiitzstellen und zugehdrige Daten

(330’ f(fﬂo)), (mh f(ml))? R (mn, .f(mn))r
ges.: Polynom P,, € II,,, so dass

Pn(mj):f(mj)’ Jj=0,...,mn
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Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Interpolation

Ubersicht

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 8.1-8.3
» Lagrange-Interpolationsaufgabe
» Darstellung und Auswertung des Interpolationspolynoms

» Fehleranalyse
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Ubersicht

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 8.1-8.3
» Lagrange-Interpolationsaufgabe
» Darstellung und Auswertung des Interpolationspolynoms

» Fehleranalyse

Was Sie mitnehmen sollten:
» Effiziente Auswertung eines Interpolationspolynoms
» Moglichkeiten zur Darstellung eines Interpolationspolynoms

» Wie grol} ist der Fehler bei der Interpolation
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Lagrange-Interpolationsaufgabe fiir Polynome

Lagrange-Polynominterpolation N8.1

Finde fiir gegebene Stiitzstellen g < 1 < ... < @, und zuge-
hérige Daten f(xo), f(x1),..., f(xy) ein Polynom P, € II,
mit

P,(xz;) = f(zj), j=0,1,...,n.
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Lagrange-Interpolationsaufgabe fiir Polynome

Lagrange-Polynominterpolation N8.1

Finde fiir gegebene Stiitzstellen g < 1 < ... < @, und zuge-
horige Daten f(xo), f(x1),..., f(zn) ein Polynom P, € II,
mit

P,(xz;) = f(zj), j=0,1,...,n.
Bemerkungen
» Der Raum der Polynome vom Grad n ist gegeben durch

n .
Hn:{Zaja:”ao,...,anGR}

j=0
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Lagrange-Interpolationsaufgabe fiir Polynome

Lagrange-Polynominterpolation N8.1

Finde fiir gegebene Stiitzstellen g < 1 < ... < @, und zuge-
hérige Daten f(xo), f(x1),..., f(xy) ein Polynom P, € II,
mit

P,(xz;) = f(zj), j=0,1,...,n.

Bemerkungen
» Der Raum der Polynome vom Grad n ist gegeben durch

n
II, =4 > ajx? |ag,...,an €R
j=0

» “Lagrange”: Interpolation der Funktionswerte
» Weitere Mdglichkeiten:

» Hermite-Interpolation: zusatzl. Interpolation der Ableitungen

» Trigonometrische Interpolation, Splineinterpolation, ...
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» Wie interpolieren wir? !

» Grad des Interpolationspolynoms: linear, quadratisch, . ..
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» Wie interpolieren wir? !

» Grad des Interpolationspolynoms: linear, quadratisch, . ..

» Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms
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» Wie interpolieren wir? !

» Grad des Interpolationspolynoms: linear, quadratisch, . ..

» Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms

» Auswertung des Interpolationspolynoms

» An einer oder wenigen Stellen?
» Darstellung in geschlossener Form?
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v

Wie interpolieren wir? !

» Grad des Interpolationspolynoms: linear, quadratisch, . ..

v

Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms

v

Auswertung des Interpolationspolynoms

» An einer oder wenigen Stellen?
» Darstellung in geschlossener Form?

Welchen Fehler machen wir?

v

Wie konnen wir den Fehler reduzieren?

v
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Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Interpolation

» Wie interpolieren wir? !

» Grad des Interpolationspolynoms: linear, quadratisch, . ..

» Existenz und Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms

» Auswertung des Interpolationspolynoms

» An einer oder wenigen Stellen?
» Darstellung in geschlossener Form?

Welchen Fehler machen wir?

v

» Wie konnen wir den Fehler reduzieren?

Wichtig fiir: Numerische Differentiation, Integration, Computer-
graphik und viele weitere Anwendungen. ..
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Numerische Differentiation

Existenz und Eindeutigkeit

Das Lagrange-Interpolationsproblem ist stets eindeutig 6sbar, d.h.,

zu beliebigen Daten f(xo), f(x1),..., f(xy) existiert ein
eindeutiges Polynom P,, € I1,, mit

Pn(wj) :f(xj), j:0,...,n.
Insbesondere 3Bt sich P, () explizit in der Form
Pr(x) = Zof(l'j)ﬁjn(w)
j:

darstellen, wobei

die sogenannten Lagrange-Fundamentalpolynome sind.
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Existenz und Eindeutigkeit

Das eindeutige Lagrange-Interpolationspolynom P,, € II,, der
Funktion f an den Stiitzstellen xg, . .., x, wird mit

P, =: P(f|w0a'-~7mn)

bezeichnet.
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Existenz und Eindeutigkeit

Das eindeutige Lagrange-Interpolationspolynom P,, € II,, der
Funktion f an den Stiitzstellen xg, . .., x, wird mit

P, =: P(f|w0a'-~7mn)

bezeichnet.
Aus der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ergibt sich
folgende Eigenschaft:
» Fiir jedes Polynom @ € II,, und beliebige Stiitzstellen
o < ... < xy gt

P(Q|£C0,. .. 7mn) =Q.
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Existenz und Eindeutigkeit

Das eindeutige Lagrange-Interpolationspolynom P,, € II,, der
Funktion f an den Stiitzstellen xg, . .., x, wird mit

P, =: P(.ﬂwOa"'amn)

bezeichnet.
Aus der Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ergibt sich
folgende Eigenschaft:

» Fiir jedes Polynom @ € II,, und beliebige Stiitzstellen

Ty < ... < @y gilt
P(Q|£C0, oo 73771) =Q.

Begriindung: Q interpoliert sich selbst und muss wegen der
Eindeutigkeit damit gleich dem Interpolationspolynom sein.
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Auswertung des Interpolationspolynoms

1. An einer oder wenigen Stellen?
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Auswertung des Interpolationspolynoms

1. An einer oder wenigen Stellen?

» Neville-Aitken
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Auswertung des Interpolationspolynoms

1. An einer oder wenigen Stellen?

» Neville-Aitken

2. Darstellung in geschlossener Form?
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Auswertung des Interpolationspolynoms
1. An einer oder wenigen Stellen?

» Neville-Aitken

2. Darstellung in geschlossener Form?

» Potenzform
» Lagrange Interpolationsformel

» Newtonsche Interpolationsformel
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Auswertung des Interpolationspolynoms
1. An einer oder wenigen Stellen?

» Neville-Aitken

2. Darstellung in geschlossener Form?

» Potenzform
» Lagrange Interpolationsformel
» Newtonsche Interpolationsformel

Wichtig: Die Losung in 2., d.h. das Interpolationspolynom, ist
immer das gleichel!
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Zur Erinnerung: Eine interpolierende Gerade ist als Konvex-

kombination der beiden Punkte darstellbar, d.h. !
xr —
P(f|xo,z1)(x) = ———f(=xo0) + (331)
o — T1
Xr —
= f(wl) + f(wo)
r1 —
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Zur Erinnerung: Eine interpolierende Gerade ist als Konvex-

kombination der beiden Punkte darstellbar, d.h. !
xr —
P(flxo,z1)(x) = f(wo) + f(331)
o — T1
Xr —
= f(ﬂﬂl) + f(wo)
L1 —

Erweiterung: Eine interpollerende quadratlsche Funktlon ist als
Konvexkombination der beiden interpolierende Geraden darstellbar,

d.h, [N8.3|
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Zur Erinnerung: Eine interpolierende Gerade ist als Konvex-

kombination der beiden Punkte darstellbar, d.h. !
xr —
P(flxo,z1)(x) = f(wo) + f(331)
o — T1
Xr —
= f(ﬂﬂl) + f(wo)
L1 —

Erweiterung: Eine interpollerende quadratlsche Funktlon ist als
Konvexkombination der beiden interpolierende Geraden darstellbar,
d.h. N8.3|
P(f|wo, 1, x2)(x) =

T

L2 p(flar, 22) (@) + 2 P(f|20, 1) ()
b i) T2 — o

ro —

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 351



Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Interpolation

Punktweise Auswertung von P, (x)

Lemma 8.6 (Aitken).

P(f|930, ° ,Cl:n)(ili) - P(flxla °9 :L'n)(CB)

Ln
r

+ n—O P(f|:130, ey mn—l)(m)'

Ty — X
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Lemma 8.6 (Ait

r — X9
P(f|930, 000 ,Cl:n)(ili) = P(flxla cocyg :L'n)(CB)
Ly — IQ
Ty — T
P = P(.ﬂmﬂv cocog mn—l)(m)'
Ln — T
Die Interpolierende an den Stellen xq, ..., x, ist eine Konvexkom-
bination der Interpolierenden niedrigeren Grades an den Teilmengen

{z1,...,2n} und {xo,...,Tn_1} der Gesamtstiitzstellenmenge.
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Lemma 8.6 (Aitken).

P(f|930, ° ,Cl:n)(ili) = P(fla:la °9 :L'n)(CB)

’I’L

T

+ ni P(flmo, coog Zl:n—l)(m)'
o

n
Die Interpolierende an den Stellen xq, ..., x, ist eine Konvexkom-
bination der Interpolierenden niedrigeren Grades an den Teilmengen
{z1,...,2n} und {xo,...,Tn_1} der Gesamtstiitzstellenmenge.

» Wir setzen fiir festes x
Pi,k = P(f|:vi_k, e ,aci)(ac), 0 S k S i S n,
d.h. speziell
P, = P(flro,...,xn)(x),
Pio = P(f|z:)(z) = f(xi)-
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Lemma 8.6 (Aitken).

P(f|930,-- 7$n)(m)_7p(f|a’la ,:L'n)(CB)

Ln
r

+ nio P(flmo, ey ZEn—l)(m)'

Ty — T

Lemma 8.6 ergibt dann das folgende rekursive Schema:

T — Tk xr; — X
P = —— P 1+——PFi 1k
T; — Ti—k Ti — Ti—k

m —
= P11+ mi(Pz k—1 — Pi_1k—1)

— Tk
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Punktweise Auswertung von P, (x)

Neville-Aitken-Schema

Geg.: z und (z;, f(x;)), 1 =0,...,n
Ges.: P, ,(z) = P(f|xo,...,zn)(x)
P,y P, P

Zo f(iﬂo)

z1 | f(z1) Pia

x| f(x2) Pa1 Pag

x3 | f(xr3z) P31 Psp2

Tn | f(®n) Pnai P2 ... ... Ppg

] T — x;
Rekursion: P; = P; 1 + a:-i(Pi’k_l — Pi—l,k:—l)

i — Li—k
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 353
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Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema
P,,;,() Pi 1 Pi 2

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema
P,,;,() Pi 1 Pi 2

w():()

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema
P,,;,() Pi 1 Pi 2

w():()

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema

P;o P;, P;
rg = 0
1 =1
o = 2

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema

‘ P;o FP;, P;
2o =0| Poo= f(xo) =1
1 =1
o = 2

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema
‘ P,,;,() Pi 1 Pi 2
2o =0| Poo= f(xo) =1
1 =1| Pro= f(z1) =4
o = 2

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema
‘ P;o P;, P;
2o =0| Poo= f(xo) =1
x1=1|Po= f(x1) =4
x2 =2 | Pao= f(x2) =2

1. Einsetzen der gegebenen Werte
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Lagrange-Polynominterpolation
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema
‘ P;o P;, P;
2o =0| Poo= f(xo) =1
x1=1|Po= f(x1) =4
x2 =2 | Pao= f(x2) =2

1. Einsetzen der gegebenen Werte

2. Auswerten der Rekursion !
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema

‘ P,,;,() Pi,l Pi,2
o =0 | Poo = f(zo) =1
r1 = 1 Pl,() = f($1) =4 2.5

x2 =2 | Pao= f(x2) =2

1. Einsetzen der gegebenen Werte

2. Auswerten der Rekursion

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 354



Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema

‘ P;o FP;, P;
2o =0| Poo= f(xo) =1
x1=1|Pio=f(x1) =4 2.5
2 =2 | Poo= f(x2) =2 5.0

1. Einsetzen der gegebenen Werte

2. Auswerten der Rekursion
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Interpolation

Beispiel 8.7.

Gegeben seien die Daten f(0) =1, f(1) = 4, und f(2) = 2.
Werten Sie das Interpolationspolynom P( f|xo, 1, x2) an
x = 0.5 aus.

Wir erhalten fiir das Neville-Aitken-Schema

‘ P,,;,() Pi,l Pi,2
o =0 | Poo = f(zo) =1
r1 = 1 Pl,() = f($1) =4 2.5
x2 =2 | Pyo= f(xz2) =2 5.0 31

1. Einsetzen der gegebenen Werte

2. Auswerten der Rekursion
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Auswertung des Interpolationspolynoms
1. An einer oder wenigen Stellen?

» Neville-Aitken

2. Darstellung in geschlossener Form?

» Potenzform
» Lagrange Interpolationsformel
» Newtonsche Interpolationsformel

Wichtig: Die Lésung in 2., d.h. das Interpolationspolynom, ist
immer das gleiche!
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Darstellung von P, (x): Potenzform

Zur Erinnerung: Mit der monomialen Basis 1, x, ..., ™ lasst
sich das Interpolationspolynom schreiben als

P(f|xoy--.rxn)(x) = ap + a1z + azx® + ... + apx™.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Interpolation

Darstellung von P, (x): Potenzform

Zur Erinnerung: Mit der monomialen Basis 1, x, ..., ™ lasst
sich das Interpolationspolynom schreiben als

P(f|xoy--.rxn)(x) = ap + a1z + azx® + ... + apx™.

Die Bedingungen

P(f|lxo,...,xn)(x;) = f(x;), 2=0,...,n,
zur Bestimmung der unbekannten Koeffizienten a; fiihrt auf das
lineare Gleichungssystem

1 =z m% ceeoxg ag f(xo)
1 o, cc% cee xP ap | f(x1)
1 xz, 313?21 ce.ox an, f(xy)

Vandermonde-Matrix V,,
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Darstellung von P, (x): Potenzform

Nachteile dieses Verfahrens:

» Die Konditionszahl der Vandermonde-Matrix, k(Vy,) =
| Vallll V.|, ist oft sehr groR = Problem schlecht
konditioniert.

» Bestimmung der Koeffizienten erfordert Lésung eines
(n 4+ 1) X (n 4+ 1) linearen Gleichungssystems.
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Darstellung von P, (x): Potenzform

Nachteile dieses Verfahrens:

» Die Konditionszahl der Vandermonde-Matrix, k(Vy,) =
| Vallll V.|, ist oft sehr groR = Problem schlecht
konditioniert.

» Bestimmung der Koeffizienten erfordert Lésung eines
(n 4+ 1) X (n 4+ 1) linearen Gleichungssystems.

Beispiel 8.10
Seih=1/nund z; =1+ ih,i = 0,1,...,n. Fir diese
Stiitzstellenverteilung hat die Vandermonde-Matrix eine
Konditionszahl bzgl. der 2-Norm wie folgt:

n 4 6 8 10
k2(Vy,) [4.1e+4 | 2.0e+ 7| 1.1e+ 10 | 6.5e + 12
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Effiziente Methode zur Auswertung der Potenzform

Sei p € I1,, ein Polynom, das in der Potenzform vorliegt, d.h.,
p(x) =ap+ a1x+ ...+ apx™
mit bekannten Koeffizienten ag, ..., an. Es gilt

p(xr) =ap+ xz(a1 + x(az + ... + x(an—1 + xay)...)).
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Effiziente Methode zur Auswertung der Potenzform

Sei p € I1,, ein Polynom, das in der Potenzform vorliegt, d.h.,
p(x) =ap+ a1x+ ...+ apx™
mit bekannten Koeffizienten ag, ..., an. Es gilt

p(xr) =ap+ xz(a1 + x(az + ... + x(an—1 + xay)...)).

Algorithmus 8.12 (Horner-Schema).

Setze b, = a,,
firk=n—1,n—2,...,0 berechne
by = ar + xbr1
Dann ist
p(x) = bo.
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

» Annahme: Interpolationspolynom P(f|xg,...,®n_1) wurde
bereits bestimmt

» Aufgabe: Bestimme Interpolationspolynom P(f|xo,...,Zn),
d.h. eine weitere Stiitzstelle soll einbezogen werden.
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Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

» Annahme: Interpolationspolynom P(f|xg,...,®n_1) wurde
bereits bestimmt

» Aufgabe: Bestimme Interpolationspolynom P(f|xo,...,Zn),
d.h. eine weitere Stiitzstelle soll einbezogen werden.

Idee/Ansatz

Bestimme einen Korrekturterm, durch dessen Ergdnzung man
P(f|xoy...,xn)(x) aus P(f|xo,...,xn—1)(x) erhilt, d.h.

P(f|$0" ’mn)(m) = P(f|$0" "’mn—l)(m) +
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Interpolation

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

» Annahme: Interpolationspolynom P(f|xg,...,®n_1) wurde
bereits bestimmt

» Aufgabe: Bestimme Interpolationspolynom P(f|xo,...,Zn),
d.h. eine weitere Stiitzstelle soll einbezogen werden.

Idee/Ansatz

Bestimme einen Korrekturterm, durch dessen Ergdnzung man
P(f|xoy...,xn)(x) aus P(f|xo,...,xn—1)(x) erhilt, d.h.

P(f|$0’ oo ’mn)(m) = P(f|$0’ oo "mn—l)(m) + (CE - :E()) e (m - m"—l)

N

~-
€ll,
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Interpolation

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

» Annahme: Interpolationspolynom P(f|xg,...,®n_1) wurde
bereits bestimmt

» Aufgabe: Bestimme Interpolationspolynom P(f|xo,...,Zn),
d.h. eine weitere Stiitzstelle soll einbezogen werden.

Idee/Ansatz

Bestimme einen Korrekturterm, durch dessen Ergdnzung man
P(f|xoy...,xn)(x) aus P(f|xo,...,xn—1)(x) erhilt, d.h.

P(f|$0’ oo ’mn)(m) = P(f|$0’ oo "mn—l)(m) + 6n(m - :E()) e (m - m"—l)

N

~-
€ll,
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Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

» Annahme: Interpolationspolynom P(f|xg,...,®n_1) wurde
bereits bestimmt

» Aufgabe: Bestimme Interpolationspolynom P(f|xo,...,Zn),
d.h. eine weitere Stiitzstelle soll einbezogen werden.

Idee/Ansatz

Bestimme einen Korrekturterm, durch dessen Ergdnzung man
P(f|xoy...,xn)(x) aus P(f|xo,...,xn—1)(x) erhilt, d.h.

P(f|$0’ oo ’mn)(m) = P(f|$0’ oo "mn—l)(m) + 6n(m - :E()) e (m - m"—l)

N

efl,
Beachte: — §,, ist ein skalarer (fester) Wert.

— 0, ist der Koeffizient der hochsten Potenz ™.
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Interpolation

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Lemma 8.13.

Fiir die Lagrange-Interpolationspolynomspolynome
Pn—l(m) = P(f|5130, sy mn—l)(m) €Il,_1

und
P,(z) = P(f|xo,-...,xn)(x) € I,
gilt
P,(x) = Pp—1(x) + 0n(x — x0) ... (T — Tp—1)
mit

f(mn) - Pn—l(wn)

(xn —x0) ++« (T, — Tp—1)

5, = €R.
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Interpolation

Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Lemma 8.13.

Fiir die Lagrange-Interpolationspolynomspolynome
Pn—l(m) = P(f|5130, sy xn—l)(w) €Il,_1

und
P,(xz) = P(f|xoy---,zn)(x) € I,
gilt
P,(x) = Pp—1(x) + 0n(x — x0) ... (T — Tp—1)
mit

f(mn) - Pn—l(wn)

(xn —x0) ++« (T, — Tp—1)

5, = €R.

Da der Koeffizient d,, von f und von den Stiitzstellen x; abhangt,
schreibt man auch
On =: [Toy ... xn]f.
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkung 8.14.

0n = [®0y ..., xy]f ist offensichtlich der fiihrende Koeffizienz des
Interpolationspolynoms P(f|xo,...,Zyn)(x), d.h. der Koeffizient
der Potenz x™.
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkung 8.14.

0n = [®0y ..., xy]f ist offensichtlich der fiihrende Koeffizienz des
Interpolationspolynoms P(f|xo,...,Zyn)(x), d.h. der Koeffizient
der Potenz ™.

Wendet man dieselbe Argumentation auf das Interpolationspolynom
P,_1(x) = P(f|xo,...,Tn—1)(x) an, so ergibt sich induktiv
die
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Darstellung von P, (x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkung 8.14.

0n = [®0y ..., xy]f ist offensichtlich der fiihrende Koeffizienz des
Interpolationspolynoms P(f|xo,...,Zyn)(x), d.h. der Koeffizient
der Potenz ™.

Wendet man dieselbe Argumentation auf das Interpolationspolynom
P,_1(x) = P(f|xo,...,Tn—1)(x) an, so ergibt sich induktiv
die
Newtonsche Interpolationsformel
P(f|zo,...,zn)(x) = [wolf + (% — o) [wo, T1]f
+(x — zo)(x — 1) [0, T1, 2] f + ...
+(x—xo)...(x — Tp_1)[Toy...,Tn]f.
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkungen:
» Die Knotenpolynome
wo(x) = 1

wi(xz) = (xr— x0)

wp(x) = (x—x0)...(x — Tp_1)
bilden die Newton-Basis von I1,,.
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Bemerkungen:
» Die Knotenpolynome
wo(x) = 1

wi(xz) = (xr— x0)

wp(x) = (x—x0)...(x — Tp_1)
bilden die Newton-Basis von I1,,.

» Fiir die Koeffizienten erhalt man zum Beispiel
do = [mo]f = f(wo)
F(z1) — Po(x1) _ F(z1) — f(=0)

(z1 — o) (@1 — o)
bzw. verallgemeinert dann . ..

01 = [xo, z1]f =
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Lemma 8.16.

Seien die Stiitzstellen x; paarweise verschieden. Dann gilt
[®15. -5 Zn]f — [Tos- -+ s Tn-1]f

Tn — Lo

[0y ...y xn]f =
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Darstellung von P,,(x): Newtonsche Interpolationsformel

Lemma 8.16.

Seien die Stiitzstellen x; paarweise verschieden. Dann gilt
[®15. -5 Zn]f — [Tos- -+ s Tn-1]f

Tn — Lo

[0y ...y xn]f =

Da [xz;]f = f(x;) erhdlt man das rekursive Schema

[z f (T3, 2ip1]f (5, Tit1, Tiyolf [Tiy Tit1s Tigoy Tiys)f
zo | [zo] f
> ["B(],wl]f
1 [wl]f > [mﬂaml’mﬂf
> [wlwa]f > [$07w1’¢2a$3]f
T2 | [z2]f > [x1,x, 23] f :
> [z, x3]f ;
z3 | [zs]f :
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; I (i)
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,

x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.

Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).
x; f(xs)

IBOZO

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 364



Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).
x; f(xs)
rog = 0
L1 = 0.2
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; I (i)

rog = 0
L1 = 0.2
o = 0.4
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; f ()
rog = 0
L1 = 0.2
o = 0.4
rg = 0.6
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).
x; f(xs)
xg =0 1.000

L1 = 0.2
o = 0.4
rg = 0.6
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; f ()

xo =20 1.000
xr; = 0.2 | 0.9801
o = 0.4
rg = 0.6
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; f(xs)

xg =0 1.000
xr1 = 0.2 | 0.9801
xro = 0.4 | 0.9211
x3 = 0.6
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; I (zi)

xg =0 1.000
xr1 = 0.2 ] 0.9801
xro = 0.4 ] 0.9211
xr3 = 0.6 | 0.8253
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; I (zi)

xg =0 1.000
xr1 = 0.2 ] 0.9801
xro = 0.4 ] 0.9211
xr3 = 0.6 | 0.8253
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; I (zi)

xg =0 1.000
xr1 = 0.2 ] 0.9801
xro = 0.4 ] 0.9211
xr3 = 0.6 | 0.8253

> —0.0995
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

x; I (zi)

xg =0 1.000
xr1 = 0.2 ] 0.9801
xro = 0.4 ] 0.9211
xr3 = 0.6 | 0.8253

> —0.0995
—0.2950
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).
x; f(xs)
xg =0 1.000

> —0.0995

xr; = 0.2 | 0.9801
—0.2950

ro = 0.4 | 0.9211
—0.4790

r3 = 0.6 | 0.8253
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).
x; f(xs)
xg =0 1.000

> —0.0995

xr; = 0.2 | 0.9801
—0.2950

ro = 0.4 | 0.9211
—0.4790

r3 = 0.6 | 0.8253
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)

xg =0 1.000
> —0.0995

xr1 = 0.2 ] 0.9801 > —0.4888

—0.2950

xro = 0.4 ] 0.9211
—0.4790

xr3 = 0.6 | 0.8253
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 —0.4888
—0.2950
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
—0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 —0.4888
—0.2950
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
—0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253
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Beispiel 8.18.

Interpolation

Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 —0.4888
—0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
—0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253

IGPM, RWTH Aachen
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Beispiel 8.18.

Interpolation

Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel

Fehleranalyse
Numerische Differentiation

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253

P(cos z|0)(x) =
P(cos x|0,0.2)(x) =
P(cosx|0,0.2,0.4)(x) =
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

; f(x:)
o =0 1.000
> —0.0995
xr; = 0.2 | 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
ro = 0.4 | 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
r3 = 0.6 | 0.8253
P(cos z|0)(x) = 1.000

P(cos x|0,0.2)(x) =
P(cosx|0,0.2,0.4)(x) =
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

; f(x:)
o =0 1.000
> —0.0995
xr; = 0.2 | 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
ro = 0.4 | 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
r3 = 0.6 | 0.8253
P(cos z|0)(x) = 1.000

P(cos x|0,0.2)(x) = 1.000—0.0995x
P(cosx|0,0.2,0.4)(x) =
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Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

; f(x:)
o =0 1.000
> —0.0995
xr; = 0.2 | 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
ro = 0.4 | 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
r3 = 0.6 | 0.8253
P(cos z|0)(x) = 1.000

P(cos x|0,0.2)(x) = 1.000—0.0995x
P(cosx|0,0.2,0.4)(x) = 1.000—0.0995x—0.4888x(x — 0.2)

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 364



Interpolation

Beispiel 8.18.

Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253

P(cos x|0,0.2,0.4,0.6)(x)
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Numerische Differentiation

Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253

P(cos x|0,0.2,0.4,0.6)(x)
= P(cosx|0,0.2,0.4)(x)

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 364



Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
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Numerische Differentiation

Interpolation

Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253

P(cos x|0,0.2,0.4,0.6)(x)
= P(cos«x|0,0.2,0.4)(x)+0.0480x(x — 0.2)(x — 0.4)
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Beispiel 8.18.

Gegeben seien die Stiitzstellen g = 0, 7 = 0.2, x5 = 0.4,
x3 = 0.6 und die Funktion f(x;) = cos(z;) firi =0,...,3.
Man bestimme das Interpolationspolynom P(f|xo,z1, T2, x3).

z; J(xs)
xg =0 1.000
> —0.0995
xr1 = 0.2 ] 0.9801 > —0.4888
> —0.2950 > 0.0480
xro = 0.4 ] 0.9211 > —0.4600
> —0.4790
xr3 = 0.6 | 0.8253

P(cos x|0,0.2,0.4,0.6)(x)
= P(cos«x|0,0.2,0.4)(x)+0.0480x(x — 0.2)(x — 0.4)
= 1.000—0.0995z—0.4888z(z — 0.2)
+0.0480x(x — 0.2) (x — 0.4).
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Satz 8.21

Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) [xoy...,xn]f ist eine symmetrische Funktion der Stiitzstellen,
d.h. hdngt nicht von der Reihenfolge der Stiitzstellen ab
(konkret gilt zum Beispiel [xq, 1, z2|f = [®1, o, z2] f).
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Interpolation

Satz 8.21

Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) [xoy...,xn]f ist eine symmetrische Funktion der Stiitzstellen,
d.h. hdngt nicht von der Reihenfolge der Stiitzstellen ab
(konkret gilt zum Beispiel [xq, 1, z2|f = [®1, o, z2] f).

(ii) Fir Q € Mg_q gilt [xoy...,zk]Q =0
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Satz 8.21

Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) [xoy...,xn]f ist eine symmetrische Funktion der Stiitzstellen,
d.h. hdngt nicht von der Reihenfolge der Stiitzstellen ab
(konkret gilt zum Beispiel [xq, 1, z2|f = [®1, o, z2] f).

(ii) Fir Q € Mg_q gilt [xoy...,zk]Q =0
(iii) Fir die Newton-Basispolynome wy, gilt

[Toy ..., Tk|wj = 0jk, flirj,k=0,...,n.
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Satz 8.21

Es gelten folgende Eigenschaften:

(i) [xoy...,xn]f ist eine symmetrische Funktion der Stiitzstellen,
d.h. hdngt nicht von der Reihenfolge der Stiitzstellen ab
(konkret gilt zum Beispiel [xq, 1, z2|f = [®1, o, z2] f).

(ii) Fir Q € Mg_q gilt [xoy...,zk]Q =0
(iii) Fir die Newton-Basispolynome wy, gilt
[Toy ..., Tk|wj = 0jk, flirj,k=0,...,n.

(iv) Sei @ := ming<;<p x;, b := maxXo<i<n Ti, I := [a,b]
und f € C™(I). Dann existiert ein & € I, so dass

£ ()
e LS

n.

[Toy...,xzk]f =
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Fehleranalyse — Restglieddarstellung
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Fehleranalyse — Restglieddarstellung

Satz 8.22.

Seien xq, . . . , £, paarweise verschiedene Stiitzstellen, x € R,
a := min{xg, ...,z }, b := max{xg,...,x,} und

I := [min{a, x}, max{b, z}].

Fiir f € C™1(I) existiert &£ € I, so dass

(n+1)
f(x) — P(flxo,...-xn)(x) = (x —xg) ... (T — mn)j;n—i—l()g')
gilt. Insbesondere gilt
Iél[ax |f(£B) - P(flmOa amn)(m)|
n \f("+1)(a:)|
S Jax, jl;I (@ =) max (n+ 1)!
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Beispiel 8.24

Die Funktion f(x) = log(1 4+ ) wird an zp =0 und z; =1
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-

fehler im Intervall [0, 1]. !
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Beispiel 8.24

Die Funktion f(x) = log(1 4+ ) wird an zp =0 und z; =1
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-

fehler im Intervall [0, 1]. !
» Mit den Ableitungen
1 1
/ — d 12 —_ —
F@ =y w @) =~
erhalt man fiir £ € [0, 1]

f(x) — P(£10,1)(x) = —(x — 0)(z — 1)

_r
2(1 4 ¢)?°
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Interpolation

Beispiel 8.24

Die Funktion f(x) = log(1 4+ ) wird an zp =0 und z; =1
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-

fehler im Intervall [0, 1]. !
» Mit den Ableitungen
1 1
/ — d 12 —_ —
F@ =y w @) =~
erhalt man fiir £ € [0, 1]

f(x) — P(£10,1)(x) = —(x — 0)(z — 1)

_r
2(1 4 ¢)?°

» Da max,¢o,q) [(x — 0)(z — 1)| = % und € > O gilt fiir den
Interpolationsfehler

1

1 1
|£() = P(£]0,1) ()| < | x 5 = .
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Beispiel 8.24

Die Funktion f(z) = log(1 + x) wird an 9 = 0, &1 = % und
xo = 1 quadratisch interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen
Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].
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Beispiel 8.24

Die Funktion f(z) = log(1 + x) wird an 9 = 0, &1 = % und
xo = 1 quadratisch interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen

Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].

» Mit der Ableitung f"’(x) = e erhalt man fiir £ € [0, 1]

2
31(14¢)3

(1+m

f(x) = P(f10,3,1)(z) = (z = 0)(z — 3)(z — 1)
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Beispiel 8.24

Die Funktion f(z) = log(1 + x) wird an 9 = 0, &1 = % und
xo = 1 quadratisch interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen
Interpolationsfehler im Intervall [0, 1].

» Mit der Ableitung f"’(x) = ﬁ erhalt man fiir £ € [0, 1]

o) = P L6 = (-0~ Do~ 1o
» Da

\/§
max _ — 1) ==
:cE[% 1] |£U($ )(iU )‘ 36’

und € > 0 gilt fiir den Interpolationsfehler

‘f(w) _P(flov 2,1)(w)‘ < 36\/_
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Erhchung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Definiere

Mpy1(f) = max F T (@)

T ANy d n = . — .
z€lab]  (n + 1)! und wn 11 () jl;[o(m x;)
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Erhchung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Definiere

(n+1) €T n
M1 (f) 1= [ ()]

T 1\ d wy = —
me[ab] (n 4+ 1)! und wp41(x) Jl;[o(iv x;)

Dann erhilt man fiir die Fehlerschranke

|f(x) — P(flzo, ... zn) ()] < lwnta(2)| Mny1(f)
fir x € [a,b] und z; € [a,b],5 =0,1,2,...,n
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Erhchung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Definiere

Mpy1(f) = max F T (@)

T ANy d n = . — .
z€lab]  (n + 1)! und wn 11 () jl;[o(in x;)

Dann erhilt man fiir die Fehlerschranke

|f(z) — P(flzo, ... 2n) ()| < |wnt1(z)| Mnt1(f)
fir x € [a,b] und x; € [a,b],5 =0,1,2,...,n.

» My+1(f) héngt nur von f ab, aber nicht von Stiitzstellen

» wp+1(x) hdngt nur von den Stiitzstellen ab, aber nicht von f.
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Erhchung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

» Verhalten der Funktiqn wp+1 bei dquidistanten Stiitzstellen.
> Beispiel: ¢; =1+ 2,5 =0,...,nfirn=23,7,11.

2 : ! .

-8

-10

-12
1

1.2 1.4 1.6 1.8 2
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Erhchung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

Bemerkung 8.25:

» Das Verhalten der Funktion wyn41 kann fiir eine andere Wahl
der Stiitzstellen wesentlich besser sein.

» Es ist bekannt, dass die Nullstelle der sogenannten
Tschebyscheff-Polynome wesentlich giinstiger Stiitzstellen
liefern.

» Fiir diese Nullstelle gibt es explizite Formeln, z.B. fiir das
Intervall [1, 2] hat man die Formeln

3 1 25+1 .
T= gt gnye™) 1T O
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Erhchung Polynomgrad bzw. Stiitzstellenanzahl

» Verhalten der Funktion w41 bei Tschebyscheff-Stiitzstellen.

_21 1.2 1.4 1.6 1.8 2
X
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Grenzen der Polynominterpolation

Beispiel: Runges Phdnomen

» Die Funktion

1
T =1

ist auf ganz R beliebig oft differenzierbar.

» Die Folge der Interpolationspolynomspolynome
P,(x) = P(flxoy...,xn)(x)
mit
divergiert auf [—5, 5].
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Grenzen der Polynominterpolation

05 L L L L L L L L L
-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Fazit: Als Mittel, iiber immer mehr Stiitzstellen immer bessere
Appproximationen zu gewinnen, taugt die Polynominterpolation im
allgemeinen nicht.
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Fester Polynomgrad

» Seia:
n fest.

min{xo,...,zy} und b := max{xg,..., T} mit
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Fester Polynomgrad

» Seia:
n fest.

min{xo,...,zy} und b := max{xg,..., T} mit

» Die Linge des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.
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Fester Polynomgrad

» Seia:
n fest.

min{xo,...,zy} und b := max{xg,..., T} mit

» Die Linge des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.

» Falls ¢ € I := [a, b] liegt, erhdlt man sofort die grobe
Abschitzung

|wnt1(z)| < A",
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Fester Polynomgrad

» Seia:
n fest.

min{xo,...,zy} und b := max{xg,..., T} mit

» Die Linge des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.

» Falls ¢ € I := [a, b] liegt, erhdlt man sofort die grobe
Abschitzung

|wnt1(z)| < A",

und somit
n+1

h
— P S e < —-——
| f (flzo xr )||L°o(1) = (n—|—

LR e
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Fester Polynomgrad

» Seia:
n fest.

min{xo,...,zy} und b := max{xg,..., T} mit

» Die Linge des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.

» Falls ¢ € I := [a, b] liegt, erhdlt man sofort die grobe
Abschitzung
|wnt1(z)| < A™H,

und somit
n+1

h
— - n—+1
17 = P(Fleos o @m)llimn < gy 1 iy

» Der Fehler wird kleiner, wenn die Stiitzstellen gemal h zusam-
menricken.
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Fester Polynomgrad

» Sei @ := min{xg,...,x,} und b := max{xg,...,x,} mit
n fest.
» Die Linge des Intervalls h := b — a sei verdnderbar.

» Falls ¢ € I := [a, b] liegt, erhdlt man sofort die grobe
Abschitzung

|wnt1(z)| < A",

und somit

hn+1 )
”f - P(.flmﬂ?"'amn)”Loo(I) < m”fn—i_ ”Loo(I)'

» Der Fehler wird kleiner, wenn die Stiitzstellen gemal h zusam-
menricken.

Dieser Effekt wird in den meisten Anwendungen benutzt.
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Beispiel 8.26

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an g =0 und 1 = h
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-
fehler in [0, k] in Abhingigkeit von h.
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Beispiel 8.26

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an g =0 und 1 = h
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-
fehler in [0, k] in Abhingigkeit von h.

» Wir erhalten (siehe Beispiel 8.24)

f(z) — P(f|0,h)(z) = —(= — 0)(z — h)m-
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Beispiel 8.26

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an g =0 und 1 = h
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-
fehler in [0, k] in Abhingigkeit von h.

» Wir erhalten (siehe Beispiel 8.24)

f(z) — P(f10,h)(x) = —(z — 0)(x — h)m-
» Da max,¢co,pn] [(z — 0)(z — h)| = %2 und & > O folgt fiir

den Interpolationsfehler
2

7(@) ~ P70, W)@ < o i e € [0, .
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Beispiel 8.26

Die Funktion f(z) = log(1 + «) wird an g =0 und 1 = h
linear interpoliert. Bestimmen Sie den zugehdrigen Interpolations-
fehler in [0, k] in Abhingigkeit von h.

» Wir erhalten (siehe Beispiel 8.24)

f(z) — P(f|0,h)(z) = —(= — 0)(z — h)m-

» Da max,¢co,pn] [(z — 0)(z — h)| = %2 und & > O folgt fiir
den Interpolationsfehler
h2
|f(x) — P(f|0,h)(z)| < ?a fir z € [0, h].

» Der Verfahrensfehler strebt also mit der Ordnung 2 gegen 0.
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Numerische Differentiation

Zur Erinnerung: In der Newton-Interpolationsformel ist

On = [Toy. .., Tn|f
der Koeffizient der Potenz ™. Daraus folgt

P(f|xo,... ,wn)(")(w) =n!{xo,...,n|f = f(")(w).
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Numerische Differentiation

Zur Erinnerung: In der Newton-Interpolationsformel ist
On = [Toy. .., Tn|f
der Koeffizient der Potenz ™. Daraus folgt
P(f|zo,...,x,) ™ (x) = n![zo,...,xz.)f = £ (x).
1. Ableitung: Speziell erhadlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
xj = xo + jh,
F/(@) ~ o, aa)f = T I (0

(z € [zo, z1]),
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Interpolation

Numerische Differentiation

Zur Erinnerung: In der Newton-Interpolationsformel ist

On = [Toy. .., Tn|f
der Koeffizient der Potenz ™. Daraus folgt

P(f|zo,...,x,) ™ (x) = n![zo,...,xz.)f = £ (x).
1. Ableitung: Speziell erhadlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
xj = xo + jh,
JF(z1) — f(zo
F@) = lranls = TV T@) 0y,
und aus der Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir g = x — %h und

:clzm—l—%h

f'(x)

_ f(z+3h) — f(z — 3h)
h

h2 n
o).
(zentrale Differenzen)
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Interpolation

Numerische Differentiation

2. Ableitung: Speziell erhdlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
zj = xo + Jh,

() = 2 xo,x1,x2]f

_ flwa) - 2f;(;1) + f(xo) (@ € [0, x2]),
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Numerische Differentiation

2. Ableitung: Speziell erhdlt man bei dquidistanten Stiitzstellen
zj = xo + Jh,

() = 2 xo,x1,x2]f

-2
= f(ws) ffifl) + f(@o) (z € [zo,x2]),
und aus der Taylor-Entwicklung ergibt sich fiir ¢g =  — h,
x1 = x und £3 = x + h schlieBlich
fx+h)—2f(x)+ f(x—h h?
(@41 2@ Sk R

f(x) =
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Ausloschung bei numerischer Differentiation

» Differenzenquotient
_ f@t+h) = 2f@) + f@—h)

Ay e
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Ausloschung bei numerischer Differentiation

» Differenzenquotient
_ f@t+h) = 2f@) + f@—h)

Ay e

» Fehler in den Daten _ _
_ f@+h)—2f(x) + f(x — h)
h2 )

N
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Ausloschung bei numerischer Differentiation

» Differenzenquotient
_ f(@+h)—2f(x) + f(z—h)
= T .

Ay

» Fehler in den Daten

A, e f(z+h) — 2];(2310) +f@—h)

> Fehler in Ap, aufgrund Datenfehler (|f(y) — f(y)| < €)

an- A = [(fe 1)~ fle+ 1) — 2 (£(@) - @)

+(f@—n) - fe-m)| < o5

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 379



Lagrange-Polynominterpolation
Newtonsche Interpolationsformel
Fehleranalyse

Numerische Differentiation

Interpolation

Ausloschung bei numerischer Differentiation

» Differenzenquotient
_ f(@+h)—2f(x) + f(z—h)
= T .

Ay

» Fehler in den Daten

A, e f(z+h) — 2];(2310) +f@—h)

> Fehler in Ap, aufgrund Datenfehler (|f(y) — f(y)| < €)

an- A = [(fe 1)~ fle+ 1) — 2 (£(@) - @)
+(f@—n) - fe-m)| < o5

(Ah — f”(x)( <|A, - Ah‘ 1 |An — f"(2)| < 4eh™2 + ch?
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Ausloschung bei numerischer Differentiation

» Die Schranke wird fiir h = /4€/c minimal.
» Bsp.: € = 1072 = h =~ 1072, kleineres h vergroRert Fehler

4eh™2 + ch?
“ e //’
"\.\ \\\\ . “eh? (Diskretisierungsfehler)
\ S L
\ e - s
N T T /
| //
\ yd
Ry
N 7
—
]
7 -
,,,,,,,, 7 : 4eh~? (Rundungsfehler)
»»»»»»»»»» ” 1
0 4f4e h

Merke: Man sollte stets dafiir sorgen, dass Rundungsfehler einen
kleineren EinfluB haben als Diskretisierungsfehler.
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Beispiel 8.27.

Anniherung der zweiten Abteilung von f(x) = sinx + 32 an
der Stelle x = 0.6 mit dem Differenzquotienten

 f@+h) —2f(2) + f(z — h)

= e .

» Wir rechnen auf einer Maschine mit eps ~ 10~16

» Man erwartet, dass fiir h =~ 10~ der Gesamtfehler minimal ist
» Die Tabelle bestatigt dies:

h Ay Ay = f"(2)]
102 5.4353622319 4.71e-06
103 | 5.4353575738 4.72e-08
1074 5.4353575196 6.98e-09
1075 | 5.4353566092 9.17e-07
10-° 5.4352078394 1.50e-04
10~7 5.4400928207 4.74e-03

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 381

Ap




	Interpolation
	Lagrange-Polynominterpolation
	Newtonsche Interpolationsformel
	Fehleranalyse
	Numerische Differentiation


