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11. Ubung

Abgabe: bis Dienstag, den 26.01.2016, um 16:00 Uhr in den Einwurfkasten vor Raum 102, Haupt-
gebaude.

Aufgabe 1: (Eigenschaften von Integralen und Quadraturformeln) [8 Punkte]
Es ist leicht nachzupriifen, dass der durch

I(f) = / ! fla)da

definierte Integraloperator I : Clc,d] — R die nachfolgenden Eigenschaften besitzt:
(i) I ist linear, d.h. fir f, g € C[c,d] und beliebiges o € R gilt I(af + g) = aI(f) + 1(g).
(ii) Der Integraloperator ist positiv, d.h. aus f(z) > 0 fir alle x € [¢, d] folgt I(f) > 0.
(iii) Die absolute Kondition von I beziiglich der Norm || - ||oo ist kaps = d — ¢, d.h. fiur beliebige
f. f € Cle,d) gilt die Ungleichung |1(£) = I(f)| < kabs | f = Flloo = (d = O)IIf = Flloc-

Welche Bedingungen miissen erfiillt sein, damit fiir eine Quadraturformel @, : C[c,d] — R der Form

m
Qu(f) = (d=¢))_¢if(z)),
j=0
wobei die ¢; € R die Gewichte zu gewissen Stiitzstellen ¢ < 9 < 21 < ... < ), < d bezeichnen,

ebenfalls (i), (ii) und (iii) gelten? Beweisen Sie Ihre Aussage!

Wichtige Bemerkung: Nicht all Newton-Cotes Formeln haben die Eigenschaft (ii)!

Aufgabe 2: (Summierte Newton-Cotes Regeln) [6-++4 Punkte]

Fiir das Integral
I= / 1 e rdx

-1

sollen numerisch Naherungen bestimmt werden.
a) Wieviel Schritte (n) braucht man mit der
(i) summierten Mittelpunktregel,
(ii) summierten Trapezregel,

um eine Genauigkeit von € = 10~ zu erreichen? Schitzen Sie dazu die entsprechende Ableitung
ab, ohne Extrema zu benutzen.

b) Bestimmen Sie mittels der summierten Simpsonregel eine Naherung fiir I mit einer garantierten
Genauigkeit von € = 1072,
Hinweis: Fiir f(z) = ¢°? gilt maxecr|f(€)| =4 -e



Aufgabe 3: (Quadraturformel selbst herleiten) [242+2+3+2 Punkte]
Zu gegebenen h > 0 sei die Quadraturformel

Qn(f) = 2hf(0) + ah® (f'(h) — f'(—h))

zur ndherungsweisen Integration einer Funktion f auf [—h, h] gegeben. Es gilt

h
10) = [ f@)de = Qu(H)+ E(P)

wobei E(f) der Verfahrensfehler ist.

a) Bestimmen Sie das Gewicht « so, dass @ alle Polynome vom Grad kleiner gleich zwei exakt
integriert.

b) Bis zu welchem Grad kénnen Polynome mit der in Aufgabenteil a) hergeleiteten Formel exakt
integriert werden? Beweisen Sie Thre Aussage!

c¢) Berechnen Sie mit Hilfe der Quadraturformel @j, einen Naherungswert fiir das Integral
1
I ::/ exp(2?) da.
0

d) Sei ty, = 2hk fir k =0,...,n eine Unterteilung des Intervalls [0, 1] in n Teilintervalle der Lange
2h = % Geben Sie die summierte Quadraturformel @, an, bei der auf jedem Teilintervall
[tk, tk+1] die Quadraturformel @, verwendet wird.

e) Der Verfahrensfehler E(f) von Q,(f) ist durch E(f) = —ﬁ (4)(€)h® gegeben, fiir ein & € [—h, h).
Zeigen Sie folgende Abschétzung fiir den Fehler der summierten Regel:

Qunlf) - /O () da
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