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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Vorlesungsinhalt

1. Fehleranalyse: Kondition, Rundungsfehler, Stabilitat
a) y = f(x), Eingabefehler Ax — Ausgabefehler Ay
b) Fehler aufgrund Gleitpunktdarstellung
c) Fehler (durch Algorithmus) = Fehler (durch Kondition)

2. Lineare Gleichungssysteme, direkte Losungsverfahren
geg.: A € R™*™ b € R™;
ges.. x € R™ sodass Ax = b

3. Lineare Ausgleichsrechnung
geg.: A € R™*X™ b€ R™, m > n;
ges.: x* € R™, so dass * = arg mingegr~ ||Ax — b||2
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Ubersicht

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 3.1-3.5

» Kondition und Stérungssitze

v

Zeilenskalierung

Dreiecksmatrizen

v

v

GauR-Elimination und LR-Zerlegung
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Ubersicht

Themen: Dahmen & Reusken Kap. 3.1-3.5
» Kondition und Stérungssitze
» Zeilenskalierung
» Dreiecksmatrizen

» GauR-Elimination und LR-Zerlegung

Was Sie mitnehmen sollten:
» Wie ist das Problem Ax = b konditioniert?
» Warum benétige ich Zeilenskalierung und Pivotisierung?

» Wie und weshalb funktioniert die LR-Zerlegung?
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Motivation

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewdhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen (z.B. Filtern verrauschter
Bilder).
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Motivation

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewdhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen (z.B. Filtern verrauschter
Bilder).

> In der linearen Ausgleichsrechnung entsteht auf natiirliche
Weise ein lineares Gleichungssystem (Normalgleichungen, siehe
nichstes Kapitel).
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Motivation

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewdhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen (z.B. Filtern verrauschter
Bilder).

> In der linearen Ausgleichsrechnung entsteht auf natiirliche
Weise ein lineares Gleichungssystem (Normalgleichungen, siehe
nichstes Kapitel).

» Zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems werden oft
Linearisierungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren,
eingesetzt. Bei so einem Verfahren ergibt sich eine Reihe von
linearen Gleichungssystemen (siehe iibernichstes Kapitel).
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Motivation

» Diskretisierung von Integralgleichungen und gewdhnlichen oder
partiellen Differentialgleichungen (z.B. Filtern verrauschter
Bilder).

> In der linearen Ausgleichsrechnung entsteht auf natiirliche
Weise ein lineares Gleichungssystem (Normalgleichungen, siehe
nichstes Kapitel).

» Zur Losung eines nichtlinearen Gleichungssystems werden oft
Linearisierungsverfahren, wie z.B. das Newton-Verfahren,
eingesetzt. Bei so einem Verfahren ergibt sich eine Reihe von
linearen Gleichungssystemen (siehe iibernichstes Kapitel).

Wahl des Lésungsverfahrens hingt vom Problem ab
» diinnbesetztes vs. vollbesetztes Gleichungssystem
» Strukur (Tridiagonal-, Bandmatrizen)
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Problemstellung

Notation: R™*™ ist die Menge der Matrizen

ail -+ Qin

mit Eintragen a; ; € R.

Zu gegebenem A € R"*™ und b = (by,...,b,)T € R"
bestimme ein x = (x1,...,xn)T € R, so dass

a1z + - + arpTn = by

Qn,1 L1 SF coo =F Ap,n Tn = b'n,
bzw. kurz Az = b erfiillt.
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Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

400 a1 %
A=11 2 1
00 3 3
2
2tas
b—=13.5 !
3 1
? 1 213 4 5
= T = ? as T2
? 2
3a’1/
4
1
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Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

400 a1 %
A=11 2 1
00 3 3
2
2tas
b= |35 i
3 1
0?5 1 213 4 5
=z = > 7
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5
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Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

400 a1 %
A= |1 2 1
00 3 3
2
2tas
b= (3.5 L
3 1
‘1)'(5) 1 213 4 5
=> = l [ T
L 0.5ay 2
. ? L
3Cl% 1.0 as
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Geometrische Interpretation Az = b (n = 3)

400 a1 %
A=1]1 2 1
0 0 3 3
2
2tas
b= |35 L
3 1 1.0 a3
0.5 1 3 4 5
=z = |1.0 3" a2/ T2
1.0 5 k2
3Cl% 1.0 as
4

L1
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Bemerkung

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X™:
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Bemerkung

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X™:

» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Lésung
x € R™.
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Bemerkung

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X™:

» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung
x € R™
» Die Matrix A hat vollen Rang n.
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Bemerkung

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A € R™X™:
» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung
x € R".
» Die Matrix A hat vollen Rang n.

» Das homogene System Ax = 0 hat nur die triviale Lésung
xz =0.
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Bemerkung

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A E Rnxn:
» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Losung
x € R".
» Die Matrix A hat vollen Rang n.
» Das homogene System Ax = 0 hat nur die triviale Lésung
xz = 0.
» Es gilt detA # 0.
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Bemerkung

Folgende Aussagen sind dquivalent fiir das System Ax = b mit
A E Rnxn:
» Das System hat fiir jedes b € R™ eine eindeutige Lésung
x € R".
» Die Matrix A hat vollen Rang n.
» Das homogene System Ax = 0 hat nur die triviale Lésung
xz = 0.
» Es gilt detA # 0.
A heiBt reguldr oder nichtsingular, wenn detA # 0.

Annahme: Wir nehmen bei der Lésung linearer Gleichungssysteme
stets an, dass detA # 0 gilt.
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Storung in der rechten Seite b

Sie « + Ax die Losung von A(x + Ax) = b+ Ab. Dann gilt:

lAz]| _ llAb]|
< lATY| 1Al
|| T ——— bl
&)1 (A)

wobei

Ry (A) = [[ATH] A
die (relative) Konditionszahl der Matrix A (bzgl. der Norm || - ||)
ist.
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Storung in der rechten Seite b

Sie ¢ + Ax die Lésung von A(x + Axz) = b+ Ab. Dann gilt:

|| || _—,—/ ||b||

&)1 (A)
wobei

r (A) = |[A7H] 1A

die (relative) Konditionszahl der Matrix A (bzgl. der Norm || - ||)
ist.

Der relative Fehler der Lésung 13Rt sich durch das Vielfache
K(A) = k) (A) = [[A7Y || A]
des relativen Fehlers der rechten Seite (Eingabedaten) abschatzen.
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Stoérung in A und b

Sie  + Ax die Ldsung von
(A+ AA)(xz + Axz) = b+ Ab.

Falls k(A) ””AA‘Lﬁ” < 1 gilt, folgt fiir den relativen Fehler

Azl x(A) [AA] | [|Ab]
[l = 1 — w(A)lasl < Al o]l >

Al
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LR Zerlegung

Stoérung in A und b

Sie  + Ax die Ldsung von
(A+ AA)(xz + Axz) = b+ Ab.

Falls k(A) ”?A‘Lﬁ” < 1 gilt, folgt fiir den relativen Fehler

Azl x(A) [AA] | [|Ab]
[l = 1 - r(a)legl < Al o]l >

Al

Beachte: Falls
|AA

ST

beschreibt die Konditionszahl k(A) auch maRgeblich die Stérungen
in den iibrigen Eingabedaten. -

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Beispiel 3.11

Gegeben seien
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) , und b = <4.003) ’
sowie die gestorten Daten
- 3 1 = 2.002
A= <6 1.997)’ und b = ( 4 )

Schéatzen Sie den relativen Fehler in der Losung ab.
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Beispiel 3.11

Gegeben seien
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) , und b = (4.003) ’
sowie die gestorten Daten
- 3 1 = 2.002
L= <6 1.997)’ o] (9 1= ( 4 )

Schéatzen Sie den relativen Fehler in der Losung ab.

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
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Beispiel 3.11

Gegeben seien
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) , und b = (4.003) ’
sowie die gestorten Daten
- 3 1 = 2.002
L= <6 1.997)’ o] (9 1= ( 4 )
Schéatzen Sie den relativen Fehler in der Losung ab.

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
1 _ —1 /1997 —1.001
~0.015 \ —6 3
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Beispiel 3.11

Gegeben seien
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) , und b = (4.003) ’
sowie die gestorten Daten
- 3 1 = 2.002
L= <6 1.997)’ o] (9 1= ( 4 )

Schéatzen Sie den relativen Fehler in der Losung ab.

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
1 _ —1 /1997 —1.001
~ 0.015 ( —6 3 >
und damit erhalten wir

|A"|oo = 600, ||A]loc = 7.997
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Beispiel 3.11

Gegeben seien
3 1.001 1.999
A= (6 1.997) , und b = (4.003) ’
sowie die gestorten Daten
- 3 1 = 2.002
L= <6 1.997)’ o] (9 1= ( 4 )

Schéatzen Sie den relativen Fehler in der Losung ab.

1. Schritt: Berechne Konditionszahl von A
1 _ —1 /1997 —1.001
~ 0.015 ( —6 3 >
und damit erhalten wir

|A™ oo = 600, ||Alloo = 7.997 = Koo(A) = 4798.2.
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Beispiel 3.11
2. Schritt: Abschitzen der Storungen

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 133



Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.11

2. Schritt: Abschitzen der Storungen

0 —0.001)

AA:A—A:(O 0
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Beispiel 3.11

2. Schritt: Abschitzen der Storungen

0 —-0.001
0 0

AA=A—- A= ( ) = ||AA]|e = 0.001,
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Beispiel 3.11
2. Schritt: Abschitzen der Storungen

AA=A—- A= (g _06001> = ||AA]|e = 0.001,
- 0.003
Ab=b-b= <—0.003)
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Beispiel 3.11

2. Schritt: Abschitzen der Storungen

0 —-0.001
0 0

AA=A—- A= ( ) = ||AA]|e = 0.001,

- 0.003
Ab=b—b= <—o.003) = || Ab||sc = 0.003.
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Beispiel 3.11

2. Schritt: Abschitzen der Storungen
AA=A—- A= (g _06001> = ||AA]|e = 0.001,
0.003

—0.003

3. Schritt: Aus Satz 3.9 ergibt sich somit als Schranke fiir den
relativen Fehler der Lésung & von AZ = b.

|AZ|| oo

2]l oo

Ab=b—b= < ) = ||Ab||co = 0.003.

< 10.49.
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Beispiel 3.11
2. Schritt: Abschitzen der Storungen

0 —-0.001
0 0

AA=A—- A= ( ) = ||AA]|e = 0.001,
0.003
—0.003

3. Schritt: Aus Satz 3.9 ergibt sich somit als Schranke fiir den
relativen Fehler der Lésung & von AZ = b.

|AZ|| oo

2]l oo

Mit exakter Losung z = (1, —1)T von Az = b und gestorter
Lésung & = (0.2229,1.3333)T von A% = b ergibt sich der
tatsachliche relative Fehler

A
Azl 5 333
2]l o0
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 133
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Bemerkung 3.10

In einer Maschine mit Maschinengenauigekeit eps seien die Daten
A und b mit relativen Fehlern < eps behaftet, d.h.
lAA] |Ab]|

<eps und ——— < eps.
Al 16l
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Bemerkung 3.10

In einer Maschine mit Maschinengenauigekeit eps seien die Daten
A und b mit relativen Fehlern < eps behaftet, d.h.

AaA]l |Ab||
——— <eps und —— <eps.
Al 16l
Nach Satz 3.9 ist wegen der Kondition des Problems
(A,b) — © = A~1b der unvermeidliche Fehler in der Lésung x
gegeben durch

Az
|l

= O(k(A) eps).
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Residuum als MaR fiir Genauigkeit

Gegeben: — Gleichungssystem Ax = b
— Naherungslésung .

Das Residuum 7 is definiert als
T =>b— AZ.

Beachte: — Residuum ist ohne Kenntnis der Lésung x berechenbar
-r=0& ==
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Residuum als MaR fiir Genauigkeit

Gegeben: — Gleichungssystem Ax = b
— Naherungslésung .

Das Residuum 7 is definiert als
T =>b— AZ.

Beachte: — Residuum ist ohne Kenntnis der Lésung x berechenbar
-r=0& 2 ==

Frage: Wie aussagekraftig ist die GroRe des Residuums in Bezug

auf den tatsédchlichen Fehler?
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Residuum als MaR fiir Genauigkeit

Gegeben: — Gleichungssystem Ax = b
— Naherungslésung .

Das Residuum 7 is definiert als
T =>b— AZ.

Beachte: — Residuum ist ohne Kenntnis der Lésung x berechenbar
-r=0& 2 ==

Frage: Wie aussagekraftig ist die GroRe des Residuums in Bezug

auf den tatsédchlichen Fehler?

Fiir die Norm des Residuums im Vergleich zu der des Fehlers gilt:

I e =3l _ 17l
1] (Ed] 1]
=> hdngt wieder von der Kondition ab.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 135
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Beispiel 3.12

3 1.001
Cp — T —
Seib=(3,6)" und A = <6 1.997

Exakte Lésung: = = (1,0)T.

) (Koo(A) = 4798.2).

Fiir die Anndherungen
5= 0.99684 § = 1.000045
~10.00949 )’ ~ \0.000089 )’
gilt
|7]|loo = ||b — AZ||co = 1.95 X 1073,
|P]loo = ||b — AZ||co = 4.48 X 10~
Die Norm des Residuums fiir & ist also viel kleiner als fiir &:
17]lo0 < (17| co-
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Beispiel 3.12

3 1.001
6 1.997
Exakte Lésung: = = (1,0)T.

Seib= (3,6)T und A = < ) (Koo (A) = 4798.2).

Fiir die Anndherungen
5 - (0.99684) 4= (1.000045)
0.00949 )’ 0.000089 /'
gilt
|7]loo = ||b — AZ||oo = 1.95 X 1073,
|P]loo = ||b — A%]|loco = 4.48 X 1074
Die Norm des Residuums fiir & ist also viel kleiner als fiir &:
[7lloo < [17]lco-
Der Fehler in & ist aber viel groBer als in &:
|Z — Z|lco = 9.49 X 1073 > || — z||oo = 8.90 X 1075,
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Zeilenskalierung

Kondition einer Matrix ist verantwortlich fiir die Fehlerverstarkung
= wesentlicher Faktor in der Losung linearer Gleichungssysteme.
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Zeilenskalierung

Motivation

Kondition einer Matrix ist verantwortlich fiir die Fehlerverstarkung
= wesentlicher Faktor in der Losung linearer Gleichungssysteme.

Frage: Kann man die Kondition einer Matrix verbessern?
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Zeilenskalierung

Motivation

Kondition einer Matrix ist verantwortlich fiir die Fehlerverstarkung
= wesentlicher Faktor in der Losung linearer Gleichungssysteme.

Frage: Kann man die Kondition einer Matrix verbessern?

=> Zeilenskalierung (Zeilenadquilibrierung), d.h. Multiplikation der
i-ten Zeile der Matrix mit einer Zahl d; # 0 (1 < ¢ < n).
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Zeilenskalierung

Motivation

Kondition einer Matrix ist verantwortlich fiir die Fehlerverstarkung
= wesentlicher Faktor in der Losung linearer Gleichungssysteme.

Frage: Kann man die Kondition einer Matrix verbessern?

=> Zeilenskalierung (Zeilenadquilibrierung), d.h. Multiplikation der
i-ten Zeile der Matrix mit einer Zahl d; # 0 (1 < ¢ < n).

Forme das Gleichungssystem Ax = b in ein dquivalentes Systems

D, Ax = D.,b
<= o
Apeu = byeu

um, wobei D, die Diagonalmatrix D, = diag(di,...,dy)
bezeichnet.
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Zeilenskalierung

Motivation

Kondition einer Matrix ist verantwortlich fiir die Fehlerverstarkung
= wesentlicher Faktor in der Losung linearer Gleichungssysteme.

Frage: Kann man die Kondition einer Matrix verbessern?

=> Zeilenskalierung (Zeilenadquilibrierung), d.h. Multiplikation der
i-ten Zeile der Matrix mit einer Zahl d; # 0 (1 < ¢ < n).

Forme das Gleichungssystem Ax = b in ein dquivalentes Systems

D.,Ax = D.b

~—— —~—

Apeu = bneu
um, wobei D, die Diagonalmatrix D, = diag(di,...,dy)
bezeichnet.

Ziel: Wahle D, so, dass die Kondition der Matrix (wesentlich)

verbessert wird.
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Zeilenskalierung

Sei D, die Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen definiert durch

N -1
di = | X laigl
i=1
Fiir die skalierte Matrix gilt
n
> (D2 A)syjl =1 firalle 4,
j=1

also sind die Betragssummen aller Zeilen gleich eins. Eine Matrix
mit dieser Eigenschaft heillt zeilenweise dquilibriert.
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LR Zerlegung

Zeilenskalierung

Sei D, die Diagonalmatrix mit Diagonaleintragen definiert durch

n -1
di = | > las,l
j=1

Fiir die skalierte Matrix gilt
n
> (D2 A)syjl =1 firalle 4,
j=1

also sind die Betragssummen aller Zeilen gleich eins. Eine Matrix
mit dieser Eigenschaft heillt zeilenweise dquilibriert.

Die Skalierung mit D, hat folgende

Optimalitatseigenschaft
Koo(DzA) < Koo(DA) fiir jede regulidre Diagonalmatrix D.

= Zeilenskalierung mit D, liefert die minimale Konditionszahl

beziiglich der Maximumnorm.
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.14

Fur

8 10000
A=
50 —60

erhilt man Koo (A) = 201.2.
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Beispiel 3.14

Fur

8 10000
A=
50 —60

erhilt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

oo ")
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.14

Fur

2
2 =1 laajl

8 10000 ——FFF > 10008
A=
50 —60

erhilt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

oo ")
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.14

Fur

2
2 =1 laajl

8 10000 ——FFF > 10008
A=
50 —60

erhilt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

1
0
D. — [ 10008
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.14

Fir )
2, la1;l
8 10000 = T 10008
A= 2, laz,l
50 —60 ==L 10

erhilt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

1
0
D. — [ 10008
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.14

Fir )
2, la1;l
8 10000 = T 10008
A= 2, laz,l
50 —60 ==L 10

erhilt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix

1
D, = (10808 (1))
110
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.14
Fir )
2, Jasl
8 10000 = T 10008
A= 2, laz,l
50 —60 ==L 10

erhilt man Koo (A) = 201.2.

Mit der Diagonalmatrix
_1
D, = <10808 1)
110

0.799 x 10~3  0.999 )

ergibt sich

0.455 —0.545
und damit koo (D, A) = 3.40.

p.a—(

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 139



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt ™ y:
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Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt 7 y: 2mn — 1
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LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von
» Skalarprodukt 7 y: 2mn — 1
» Dyadisches Produkt x yT:
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von
» Skalarprodukt 7 y: 2mn — 1
» Dyadisches Produkt = yT: n?
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von
» Skalarprodukt 7 y: 2mn — 1
» Dyadisches Produkt = yT: n?
» Matrix-Vektor Produkt A x:
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von
» Skalarprodukt 7 y: 2mn — 1
» Dyadisches Produkt = yT: n?
» Matrix-Vektor Produkt Ax: 2n? —n
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von
Skalarprodukt =T y: 2n — 1

Dyadisches Produkt x yT: n?

Matrix-Vektor Produkt Ax: 2n? —n
Matrix-Matrix Produkt A B:

v

v

v

v
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*X™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von
Skalarprodukt =T y: 2n — 1

Dyadisches Produkt x yT: n?

Matrix-Vektor Produkt Ax: 2n? —n
Matrix-Matrix Produkt A B: 2n3 — n?

v

v

v

v
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Gegeben seien Matrizen A, B € R™*™ und Vektoren x, y € R"™.

Wie hoch ist der Rechenaufwand zur Bestimmung von

» Skalarprodukt 2T y: 2n — 1 O(n)

» Dyadisches Produkt = yT: n? O(n?)

» Matrix-Vektor Produkt Az: 2n? —n O(n?)

» Matrix-Matrix Produkt A B: 2n3 — n? O(n?)
Bei der Zahlung der Rechenoperationen in einem Algorithmus
werden

» (traditionsgemaR) nur Multiplikationen und Divisionen, und

» nur Terme hochster Ordnung gezahlt.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 140



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.16

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und b=[1].
0O o0 2 4

Die spezielle Struktur von R (obere Dreiecksmatrix) erlaubt eine
einfache Ldsung:

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 141



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.16

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und b=[1].
0O o0 2 4

Die spezielle Struktur von R (obere Dreiecksmatrix) erlaubt eine
einfache Ldsung:

z3 = 4/2 = 2
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Beispiel 3.16

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=|0 1 3|, und b=[1].
0O o0 2 4

Die spezielle Struktur von R (obere Dreiecksmatrix) erlaubt eine
einfache Ldsung:

z3 = 4/2 = 2
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.16

Lose das Gleichungssystem R a = b, wobei

3 —1 2 0
R=10 1 3|, und b=[1
0O 0 2 4

Die spezielle Struktur von R (obere Dreiecksmatrix) erlaubt eine
einfache Ldsung:

xz3 = 4/2 = 2
Lo = 1—-3-2 = —5
z1 = 10— (-1)(=5)-2-2) =3

=> Ruckwartseinsetzen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Dreiecksmatrizen, Riickwartseinsetzen

Definition
Eine Martix R = (Tz',j)
falls

?j:l € R™"*™ heillt obere Dreiecksmatrix,

T3, =0firi>g
gilt.

Allgemeiner Fall:

1,121 + Ti2T2 + cee + TmazTn = b
T2,2T2 + oo + TrenTn = b

Tn—1,n—1 Tn-1 + Tn—1,nTn = bn—l
Tnn,Tn = bnp.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Dreiecksmatrizen, Riickwartseinsetzen

Losbarkeit
Da

detR = 71,172,2 - - - Tn,ny
ist Rx = b genau dann stets eindeutig |6sbar, wenn alle Diagonal-
eintrage v, j = 1,...,n, von Null verschieden sind.

Vorgehen:
» Beginnend bei der letzten Gleichung
Ty = bp/Tnn.
» Einsetzen von x,, in die zweitletzte Gleichung

LTpn—1 — (bn—l — rn—l,nwn)/rn—l,n—l-
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Dreiecksmatrizen, Riickwartseinsetzen

Riickwartseinsetzen

Firj =n,n —1,...,2,1 berechne
n
Tj = (bj - > Tj,kwk> / T
k—j+1

wobei die Summe fiir 5 = n leer ist und als Null interpretiert wird.

Analog: untere Dreiecksmatrix L
> L= (lij)P—q € R ™ mit [ ; = 0 firi < j

» Eindeutig l6sbar, wenn 15, 5 = 1,...,n, von Null
verschieden

» Vorwartseinsetzen !

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Rechenaufwand

Fiir jedes j =n —1,...,1:

n — j Multiplikationen / Additionen,

eine Division,

und fiir 5 = n eine Division. Also insgesamt

(n—1)

n—1
> Z(n —J) = n 5 Additionen / Multiplikationen,
j=1

» n Divisionen.

Rechenaufwand fiir Riickwartseinsetzen

1

5n? Operationen

Ca.

Operation = Multiplikation oder Division.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Eigenschaften 3.18

» Das Produkt von oberen (unteren) Dreiecksmatrizen ist wieder
eine obere (untere) Dreiecksmatrix.

» Die Inverse einer oberen (unteren) nichtsinguldren Dreiecksmatrix
ist wieder eine obere (untere) Dreiecksmatrix.

» Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist gerade das Produkt
aller Diagonaleintrage.

» Die Eigenwerte einer Dreiecksmatrix sind gerade die

Diagonaleintrige.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Gegeben sei A € R™*™ (det A # 0) und b € R™, bestimme
x € R™ so dass

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben sei A € R™*™ (det A # 0) und b € R™, bestimme
x € R™ so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von
A, so dass das Gleichungssystem “leichter” |6sbar ist.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben sei A € R™*™ (det A # 0) und b € R™, bestimme
x € R™ so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von
A, so dass das Gleichungssystem “leichter” |6sbar ist.

Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben sei A € R™*™ (det A # 0) und b € R™, bestimme
x € R™ so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von
A, so dass das Gleichungssystem “leichter” |6sbar ist.

Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D L™, wobei D Diagonalmatrix
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Matrix-Zerlegung

Aufgabe

Gegeben sei A € R™*™ (det A # 0) und b € R™, bestimme
x € R™ so dass

Ax =0b.

Vorgehensweise: Bestimme eine Faktorisierung (Zerlegung) von
A, so dass das Gleichungssystem “leichter” |6sbar ist.

Verfahren:

» LR-Zerlegung: A = L R, wobei L untere Dreiecksmatrix,
R obere Dreiecksmatrix

» Cholesky-Zerlegung: A = L D L™, wobei D Diagonalmatrix
» QR-Zerlegung: A = Q R, wobei Q orthogonale Matrix
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Gaul-Elimination

Die bekannteste Methode, das System
Axz=0»b (det A # 0)

auf Dreieckgestalt zu bringen, ist die Gaul-Elimination.

A=A0
@ K eee eee X%
E3 k  eee e %
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Gaul-Elimination

Die bekannteste Methode, das System
Axz=0»b (det A # 0)
auf Dreieckgestalt zu bringen, ist die Gaul-Elimination.

A=AD A2
® ke eee % * | % o cee X
Kk eee see % O0|® o¢ o0 %
— A®)
* % * 0| % *
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Gaul-Elimination

Die bekannteste Methode, das System
Axz=0»b (det A # 0)
auf Dreieckgestalt zu bringen, ist die Gaul-Elimination.

A=AD A2 AB)
% % eee eee % 0l® .-+ v % 0 *| %
— A® - 008 *
: : A®)
x % * 0| = * 0 0] * *
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Gaul-Elimination

Die bekannteste Methode, das System
Axz=0»b (det A # 0)
auf Dreieckgestalt zu bringen, ist die Gaul-Elimination.

A=AD A®2) AB)
K% e eee % 0l® .+ . % 0 x| %
— A® - 008 *
Con s AB)
Kk eee eee % Ol % o vee % 0 0% -+ %
» Eintrige der Matrix A®) werden mit az(,kj) notiert.

» Eintrag a,(c’f,l (® oben) heiRt Pivotelement.
» In entsprechender Weise ist auch die rechte Seite b umzuformen.
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

Lose das Gleichungssystem Ax = b, wobei

2 -1 -3 3 1
4 0 -3 1 —8
A=16 1 —16| "™ 2= _16
-2 -5 4 1 —12
mit Hilfe der GauB-Elimiation.
Wir benutzen die folgende Notation
2 -1 -3 3 1
4 0O —3 1| -8
= A= ¢ 1 1 6|_16
-2 -5 4 1| -12
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

4 0 -3 1| -8

6 1 —1 6 |—16

2 -5 4 1 |-12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

ji=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 4 0 -3 1| -8
6 1 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

ji=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 0 -3 1| -8
6 1 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

ji=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 -3 1| -8
6 1 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

ji=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 1| -8
6 1 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

ji=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 -5 -8

6 1 -1 6 |—16

—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

J=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10
6 1 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 6 1 —1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 1 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 -1 6 |—16
—2 -5 4 1 |-—12
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen

150



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 6 |—16
—2 -5 4 1 |-12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-16
—2 -5 4 1 |-12
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Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
—2 -5 4 1 |-12
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Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
ly1 = —2 -5 4 1 |-—-12
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
ly1 = 0 -5 4 1 |—12

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
ly1 = 0 -6 4 1 |—12

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
ly1 = 0 -6 1 1 |—-12

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
ly1 = 0 -6 1 4 |—12

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile ¢

j=1
— 2 -1 -3 3| 1
b1 =3 0 2 3 —5|-10
£31 =2 0 4 8 —3|-19
ly1 = 0 -6 1 4 |-11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10

£31 =2 0 4 8 —3|-19

ly1 = 0 -6 1 4 |-11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %
j=2 2 -1 -3 3 1

— 0 2 3 —5 | —10

0 4 8 -3 | —19

0 -6 1 4 —11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10

£31 =2 0 4 8 —3|-19

ly1 = 0 -6 1 4 |-11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 | 1
— 0 2 3 —5/|-10
b3 =3 0 4 8 -3 |-19

0 -6 1 4 —11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10

£31 =2 0 4 8 —3|-19

ly1 = 0 -6 1 4 |-11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 | 1
— 0 2 3 —5/|-10
b3 =3 0 0 8 -—3|-19

0 -6 1 4 —11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10

£31 =2 0 4 8 —3|-19

ly1 = 0 -6 1 4 |-11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 | 1
— 0 2 3 —5/|-10
b3 =3 0 0 2 -3|-19

0 -6 1 4 —11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen

150



Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10

£31 =2 0 4 8 —3|-19

ly1 = 0 -6 1 4 |-11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 | 1
— 0 2 3 —5/|-10
b3 =3 00 2 7 |-19

0 -6 1 4 —11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen

150



Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

GauR-Elimination:
» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2 -1 -3 3| 1

b1 =3 0 2 3 —5|-10

£31 =2 0 4 8 —3|-19

ly1 = 0 -6 1 4 |-11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 | 1
— 0 2 3 —5/|-10
b3 =3 00 2 7 |1

0 -6 1 4 —11

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 150



Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.19.

GauB-Elimination:

Kondition und Stdrungssitze
Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2
b1 =3 0
£31 =2 0
by = =2 0
4,1 - 2

-1 -3 3 1
2 3 —-5|-10
4 8 —-3|-19
—6 1 4 | —11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2
— 0
_ 4
£3’2 =3 0
_ —6
£472 — T 0

IGPM, RWTH Aachen

-1 -3 3 1
2 3 -5 |-—-10
0 2 7 1
—6 1 4 —11

Numerisches Rechnen



Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.19.

GauB-Elimination:

Kondition und Stdrungssitze
Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
— 2
b1 =3 0
£31 =2 0
by = =2 0
4,1 - 2

-1 -3 3 1
2 3 —-5|-10
4 8 —-3|-19
—6 1 4 | —11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2

— 0
_ 4

£3’2 =3 0
_ —6
e = =

IGPM, RWTH Aachen

-1
2 3 —5
0 2 7 1

0 O 1 4

-3 3 1
—10

—11

Numerisches Rechnen



Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.19.

GauB-Elimination:

Kondition und Stdrungssitze
Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
%
la =

l31 =

““\, SIERSTS
o O O W

Ly =

-1 -3 3 1
2 3 —-5|-10
4 8 —-3|-19
—6 1 4 | —11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 1

— 0 2 3 —5|-10
l32 =3 0o 0 2 7 1

Ly = =2 0 0 10 4 |-11

IGPM, RWTH Aachen

Numerisches Rechnen



Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.19.

GauB-Elimination:

Kondition und Stdrungssitze
Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
%
la =

l31 =

““\, SIERSTS
o O O W

Ly =

-1 -3 3 1
2 3 —-5|-10
4 8 —-3|-19
—6 1 4 | —11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 1

— 0 2 3 —5|-10
l32 =3 0o 0 2 7 1

Ly = =2 0 0 10 —11|-11

IGPM, RWTH Aachen

Numerisches Rechnen



Lineare Gleichungssysteme

Beispiel 3.19.

GauB-Elimination:

Kondition und Stdrungssitze
Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

» 1. Schritt: subtrahiere (£;,1 X Zeile 1) von Zeile %

j=1
%
la =

l31 =

““\, SIERSTS
o O O W

Ly =

-1 -3 3 1
2 3 —-5|-10
4 8 —-3|-19
—6 1 4 | —11

» 2. Schritt: subtrahiere (£;2 X Zeile 2) von Zeile %

j=2 2 -1 -3 3 1

— 0 2 3 —5|-10
l32 =3 0o 0 2 7 1

Ly = =2 0 0 10 —11|-41

IGPM, RWTH Aachen

Numerisches Rechnen



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %
-1 -3 3 1

2

0 2 3 -5 | —10
— 0O O 2 7 1

0 0 10 -—-11|-41

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 151



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %

2 -1 -3 3 1
j=3 0o 2 3 -5 | —10
— 0 O 2 7 1
Lz =1 0 0 10 -—11|-41
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %
-1 -3 3 1

2
j=3 0 2 3 —5|-10
— o 0o 2 7 1
Lz =1 0 0 0 -—11|-41

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 151



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %
-1 -3 3 1

2
j=3 0 2 3 —5|-10
— o 0o 2 7 1
Lz =1 0 0 0 —46|-—41

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 151



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %
-1 -3 3 1

2
j=3 0 2 3 —5|-10
— o 0o 2 7 1
Lz =1 0 0 0 —46|—46

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 151



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %
-1 -3 3 1

2
i=3 0 2 3 —5/|-10
= (R]¢)
— 0o 0 2 7 |1
Lz =1 0 0 0 —46|—46

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 151



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %
2 -1 -3 3 1

i=3 0 2 3 —5/|-10
= (R]¢)
— 0o 0 2 7 |1
Lz =1 0 0 0 —46|—46

Wegen

Arx =b<& Rr =c
liefert Riickwartseinsetzen die Losung

c=( , , , ).

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %

2 -1 -3 3 | 1
i=3 0 2 3 —5/|-10
= (R]¢)
— 0o 0 2 7 |1
Ly =2 0 0 0 —46|—46

Wegen

Arx =b<& Rr =c
liefert Riickwartseinsetzen die Losung

c=( , , , 1.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %

2 -1 -3 3 | 1
i=3 0 2 3 —5/|-10
= (R]¢)
— 0o 0 2 7 |1
Ly =2 0 0 0 —46|—46

Wegen

Arx =b<& Rr =c
liefert Riickwartseinsetzen die Losung

c=( , ,-3 1.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %

2 -1 -3 3 | 1
i=3 0 2 3 —5/|-10
= (R]¢)
— 0o 0 2 7 |1
Ly =2 0 0 0 —46|—46

Wegen

Arx =b<& Rr =c
liefert Riickwartseinsetzen die Losung

c=( , 2,-3 1) .

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %

2 -1 -3 3 | 1
i=3 0 2 3 —5/|-10
= (R]¢)
— 0o 0 2 7 |1
Ly =2 0 0 0 —46|—46

Wegen

Arx =b<& Rr =c
liefert Riickwartseinsetzen die Losung

z= (-2, 2,-3, 1)7.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.19.

» 3. Schritt: subtrahiere (£;,3 X Zeile 3) von Zeile %

2 -1 -3 3 1
j=3 0 2 3 —5|-—
=(R|c)
— o 0 2 7 1
Ly =2 0 0 0 —46|—46

Wegen
Arx =b<& Rr =c
liefert Riickwartseinsetzen die Losung
T
= (-2, 2,-3, 1) .
GauB-Elimination ohne Pivotisierung
» Bestimme (A|b) — (R|c)

> Lose R = c
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.22.

Fiir die Matrix

2 -1 -3 3
4 0 -3 1
A=16 1 _1 6
-2 -5 4 1
gilt
A=LR,
wobei
1 0 00 2 -1 -3 3
2 1 00 0 2 3 —5
L=|g3 o 1o ™ EBE=|g g o 7
-1 -3 5 1 0 0 0 —46

die bei der GauR-Elimination berechneten Dreiecksmatrizen sind.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 152



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Zusammenfassung

Ein bemerkenswertes “Nebenprodukt” der GauB-Elimination ist also
eine Faktorisierung von A in ein Produkt einer normierten unteren
Dreiecksmatrix L und oberen Dreiecksmatrix R.

Satz 3.21.
Sind im GauB-Algorithmus stets alle Pivotelemente ungleich null,
dann erhdlt man

A=LR,
wobei R eine obere Dreiecksmatrix und L eine normierte untere

Dreiecksmatrix ist.
'N35 [D:ML|

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 153



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Zusammenfassung

Ein bemerkenswertes “Nebenprodukt” der GauB-Elimination ist also
eine Faktorisierung von A in ein Produkt einer normierten unteren
Dreiecksmatrix L und oberen Dreiecksmatrix R.

Satz 3.21.

Sind im GauB-Algorithmus stets alle Pivotelemente ungleich null,
dann erhdlt man

A=LR,

wobei R eine obere Dreiecksmatrix und L eine normierte untere

Dreiecksmatrix ist.
Frage:

» Was passiert, wenn das Pivotelement identisch null ist?
» Was passiert, wenn das Pivotelement “sehr klein” ist? -

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 153



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung

» Ein verschwindendes Pivotelement bedeutet nicht, dass das
lineare Gleichungssystem keine Ldsung besitzt.

» Bei verschwindendem Pivotelement ist das Vertauschen von
Zeilen notwendig.

> Selbst wenn das Pivotelement ungleich null, ist eine
Vertauschung von Zeilen angebracht, um die Stabilitat der
GauB-Elimination (bzw. LR-Zerlegung) zu verbessern.

» Als Pivotelement wahlt man das betragsgréBte Element der
jeweiligen Spalte.

» Da man das j-te Pivotelement in der j-ten Spalte sucht,
nennt man diesen Vertauschungsvorgang Spaltenpivotisierung.
Die Matrix sollte zuvor dquilibriert werden.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 154



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.23.

Ldse das lineare Gleichungssystem

) @) =)

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.23.

Ldse das lineare Gleichungssystem
0.00031 1 1\ _ (=3
1 1 ro - -7 ’

Mit I2 1 = 1/0.00031 ergibt die GauB-Elimination

0.00031 1 -3
(R |e) = o]
— ! 7 0.00031

1
0 1- 0.00031
-3
9670 |

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 155

und bei 4-stelliger Rechnung schlieklich

0.00031 1
(R |c) =
0  —3225

Rickwartseinsetzen liefert dann ...



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.23.

r1 ~ —6.452, I~ —2.998.
Exakte Rechnung ergibt sich allerdings
xr1 = —4.00124..., x93 = —2.998759...,

d.h., &7 ist auf keiner Stelle korrekt.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 156



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.23.

r1 ~ —6.452, I~ —2.998.
Exakte Rechnung ergibt sich allerdings
xr1 = —4.00124..., x93 = —2.998759...,

d.h., &7 ist auf keiner Stelle korrekt.

Dieses Ergebnis ist unakzeptabel, weil die Kondition des Problems
sehr gut ist: Koo(A) = 4.00.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.23.

r1 ~ —6.452, I~ —2.998.
Exakte Rechnung ergibt sich allerdings
xr1 = —4.00124..., x93 = —2.998759...,

d.h., &7 ist auf keiner Stelle korrekt.

Dieses Ergebnis ist unakzeptabel, weil die Kondition des Problems
sehr gut ist: Koo(A) = 4.00.

Nach Spaltenpivotisierung mit 4-stelliger Rechnung erhalt man
1 1 -7
(Rc) =
0 0.9997 | —2.998

1 ~ —4.001, o~ —2.999,

also vollig akzeptable Werte.
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 156
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Spaltenpivotisierung

Ziel: Vertauschen der Zeilen in Matrix A warend LR-Zerlegung.

1. Mdglich durch Matrix-Matrix-Multiplikation (vgl. Elimination)?
2. Auswirkung auf die LR-Zerlegung?

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Spaltenpivotisierung

Ziel: Vertauschen der Zeilen in Matrix A warend LR-Zerlegung.

1. Mdglich durch Matrix-Matrix-Multiplikation (vgl. Elimination)?
2. Auswirkung auf die LR-Zerlegung?

1. Permutationsmatrix: Die Permutationsmatrix
P (e™) ™) | em(m)T,

entsteht aus der Einheitsmatrix durch Vertauschen der Zeilen
gemal der Permutation w € S,,, wobei

» e’ den i-ten Basisvektor bezeichnet, und

» S, die Permutationen auf der Menge {1,...,n} bezeichnet.

Beispiel: 7 : {1,2,3} — {1,2,3} mit #(1) = 3, w(2) =1,
7(3) = 2 (oder # = (3, 1, 2)) ist eine Permutation in Ss.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix

Wir bezeichnen mit P;j, die Permutationsmatrix, die durch
Vertauschen der ¢-ten und k-ten Zeile der Einheitsmatrix I
entsteht.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 158



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix

Wir bezeichnen mit P;j, die Permutationsmatrix, die durch
Vertauschen der ¢-ten und k-ten Zeile der Einheitsmatrix I

entsteht.

Beispiel: fir n = 4, 1 = 2, k = 4 erhilt man

1 0
0 0
Py, = 0 0
0 1

0

0
1
0

(== ]

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix

Wir bezeichnen mit P;j, die Permutationsmatrix, die durch
Vertauschen der ¢-ten und k-ten Zeile der Einheitsmatrix I
entsteht.

Beispiel: fir n = 4, 1 = 2, k = 4 erhilt man

1000
0001
Pra=10 01 0
0100

Es gelten die folgenden Resultate

1 fir 4 —
detP,- k= ur ,L k,
’ —1 fir ¢ # k,
und
Pi_kzl — PiTk'

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 158



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 0 0 1 00
A= a 1 0 und P2,3 = 0 01
b 0 1 010
P;3A =

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 159



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir
1 0 0 1 0O
A= a 1 0 und P2,3 = 0 01
b 0 1 01 0
1 00
P,3 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir
1 0 0 1 0O
A= a 1 0 und P2,3: 0 01
b 0 1 01 0
1 00
P,3 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
APy3 =

k]
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 0 0 1 0O
A= a 1 0 und P2,3 = 0 01
b 0 1 01 0
1 00
P,3 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
1 00
APy3 = a 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Spalte
b1 0
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 0 0 1 0O
A= a 1 0 und P2,3— 0 01
b 0 1 01 0
1 00
P,3 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
1 00
APy3 = a 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Spalte
b1 0
-1
Py 3 AP2’3 =
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Permutationsmatrix: Beispiel

Berechne die folgenden Matrix-Produkte fiir

1 0 0 1 0 O
A= a 1 0 und P2,3— 0 01
b 0 1 010
1 00
P,3 A = b 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Zeile
a 1 0
1 00
APy3 = a 0 1| = Vertauschen der 2. und 3. Spalte
b 1 0
1 00
Py3 A Pz_,31 = b 1 0] = Vertauschen der Eintrige a und b
a 0 1
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung ist fiir jede nicht-
singuldre Matrix durchfiirbar und es gilt folgende Verallgemeinung
von Satz 3.21.

Satz 3.25.
Zu jeder nichtsinguldren Matrix A existiert eine Permutations-
matrix P, eine (dazu) eindeutige untere normierte Dreiecksmatrix
L, deren Eintrage samtlich betragsmaRig durch eins beschrankt
sind, und eine eindeutige obere Dreiecksmatrix R, so dass

PA =LR.
Die Matrizen P, L und R ergeben sich aus der GauB-Elimination
mit Spaltenpivotisierung.
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Durchfiihrung der LR-Zerlegung

Skalierung und GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung
» Bestimme die Diagonalmatrix
D = diag(di,...,dn),
so dass D A zeilenweise dquilibriert ist, d.h.

n —i
di=<2|ai,k|> , t=1,...,n.
k=1

» Wende GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung auf D A
an. Im j-ten Schritt der GauB-Elimination wahlt man diejenige
Zeile als Pivotzeile, die das betragsmiRig groRte Element in
der ersten Spalte der (n +1 — j) X (n 4+ 1 — j) rechten
unteren Restmatrix hat. Falls diese Pivotzeile und die j-te
Zeile verschieden sind, werden sie vertauscht.
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Kondition und Stdrungssatze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Aufwand

» Zeilensummenberechnung: n(n — 1) Additionen;
» Berechnung der Skalierung: m Divisionen;
> Firj=1,2,...,n—1
» Berechnung der neuen Eintrége in L: (n — j) Divisionen;
» Berechnung der neuen Eintrége in R: (n— j)2 Multiplik./Additionen

Dominierender Aufwand: Z (n—j)2%= Z j% ~ n3/3.

Rechenaufwand 3.29
LR-Zerlegung iiber GauR-Elimination mit Spaltenpivotisierung
kostet ca.

|

1 :
gn?’ Operationen.
Die Skalierung (falls nétig) kostet nur ©(n?) Operationen.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML D:SC
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML

1
6
0

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 163
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML

1 1 5
1 5 0 6(1)0 §§(1)
-2 0 2 00 % —1 o !
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML

1 1 5
1 50 5 00 5 6
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=]| ; 1
1 1
-2 0 2 0 0 —5 0
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
DA Vertauschung
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML

1 1 5
1 50 5 00 5 6
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=]| ; 1
1 1
-2 0 2 0 0 —5 0
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
DA Vertauschung
IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML

1 50 $ 00 i 2o
_ _ 1 _ 1 1 1
A_222:>D—06(1):>DA_ ioaa
-2 0 2 oo ! ~1 01
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
Vertausch _% ) % Eliminati
ertauschung 1 1 1 imination
DA 3 3 3
i 5
6 6 0
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 1 5
1 50 Lo o0 L 59
_ _ 1 _ 1 1 1
A_222:>D_050:>DA_§§§
1 1 1
-2 0 2 oo ! ~1 01
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
1 1 1 1
Vertausch 20 El 2 02
N
DA ertauschung % % % rmination
1 5
6§ 6 U
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Eéeizezl:lzgj;;zen
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 s 00 : 2o
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
-2 0 2 0 0 3 —-1 0 1
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
1 1 1 1
pA  Yertauschung _f (1) i Elimination :g 0z
3 3 3 3
i 60
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML
1 50 $ 00 i 2o
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
-2 0 2 00 % -3 0 3
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
T3 103
pA  Yertauschung % % % Elimination _g % %
i 60
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML
1 50 $ 00 i 2o
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
-2 0 2 00 % -3 0 3
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
T3 103
pA  Yertauschung % % % Elimination _g % %
B -3
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML
1 50 $ 00 i 2o
A=|[2 2 2|=D=|0 ; 0|=>DA=| 3 3
-2 0 2 00 % -3 0 3
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
T3 103
DA Vertauschung % % % Elimination _g % %
B SitE
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

Beispiel 3.30 D:ML
1 1 5
D s )0 g ¢ ]
-2 0 2 oo ! ~1 01
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:
1. Schritt:
1 1 1 1
Vertausch DR Eliminati —2 02
ertauschung 1 1 1 imination 211 2
DA ———— | 3 3 3 ~3|3 3
15 g 15 1
6 6 3|6 6
2. Schritt:
Vertauschung
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 % 00 % % 0
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
1 1 1
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6
2. Schritt:
1 1
—3 0 3
Vertauschung 115 1
3|6 6
_211 2
3 3 3
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 % 00 % % 0
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
1 1 1
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6
2. Schritt:
1 1
—3 0 3
Vertauschung 115 1 Elimination
3 6 6
_211 2
3 3 3
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 % 00 % % 0
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
1 1 1
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
—3 0 3 —3 0 3
Vertauschung 115 1 Elimination
3 6 6
_211 2
3 3 3
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 % 00 % % 0
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
1 1 1
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
—3 0 3 —3 0 3
Vertauschung 115 1 Elimination 1]5 1
3|16 6 3|16 6
_211 2
3 3 3
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 % 00 % % 0
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
1 1 1
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
—3 0 3 —3 0 3
Vertauschung 115 1 Elimination 1]5 1
3|16 6 3|16 6
_211 2 2
3 3 3 3
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 50 % 00 % % 0
A=|2 2 2|=D=]|0 ; 0|=DA=| ; 1 1
1 1 1
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6
2. Schritt:
1 1 1 1
—3 0 3 —3 0 3
Vertauschung 115 1 Elimination 1]5 1
3|16 6 3|16 6
_211 2 2 2
3 3 3 3 5
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Kondition und Stdrungssitze

Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung
Beispiel 3.30 D:ML
1 1 5
1 5 0 3 (1) 0 ? ? (1)
-2 0 2 oo} ~1 01

Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung:

1. Schritt:
1 1 1 1
. —2 0 3 —3 0 3
ertauschung 1 1 1 Elimination 2 1 2
DA 3 3 3 ~3|3 3
1 5 g 1|5 1
6 6 3 6 6

2. Schritt:
1 1 1 1
—3 0 3 —3 0 3
Vertauschung 115 1 Elimination 1]5 1
3|16 6 3|16 6
_211 2 2 213
3 3 3 3 5 5
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

1 00 -1 0 3
Ergebnis: L = —% 1 0|l,undR=1] 0 % %
2 2 3
-3 5 1 0 0 3
Man rechnet einfach nach, dass
LR =PDA
gilt, wobei
0 0 1 1 00 0 01
P=1|1 0 0]=1]10 01 010
010 010 1 00
Die Matrix P ist das Produkt von P53 und P 3. -

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 164



Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen

LR Zerlegung

1 00 -1 0 3
Ergebnis: L = —% 1 0|l,undR=1] 0 % %
2 2 3
-3 5 1 0 0 3
Man rechnet einfach nach, dass
LR =PDA
gilt, wobei
0 01 1 0 0 0 01
P=1]1 0 0]=1]|0 01 010
010 010 1 0 0
Die Matrix P ist das Produkt von P53 und P 3. -
» Skalierung/Aquilibrierung verbessert die Kondition des
Problems.

» Pivotisierung verbessert die Stabilitit der GauR-Elimination/
LR-Zerlegung.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

Sei A € R™*™ eine Matrix, die schon zeilenweise dquilibriert ist.
Sei fiir diese Matrix die LR-Zerlegung P A = L R bekannt.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

Sei A € R™*™ eine Matrix, die schon zeilenweise dquilibriert ist.
Sei fiir diese Matrix die LR-Zerlegung P A = L R bekannt.

1. Losen eines Gleichungssystems
Die Loésung von
Ax=1b
ergibt sich iiber die Ldsung zweier Dreieckssysteme
Ax=b < PAx=Pb < L Rx=Pb
—~
=y
1. Bestimme y durch Vorwértseinsetzen aus Ly = P b.

2. Berechne x aus Rx = y durch Riickwartseinsetzen.

IGPM, RWTH Aachen Numerisches Rechnen 165



Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

2. Mehrere rechte Seiten
Gesucht seien die Lésungen x* des linearen Gleichungssystems
Azt =bF, k=1,...,K,

wobei A eine konstante Matrix ist und b*, k =1,..., K,
verschiedene rechte Seiten sind (Bsp. Zeitdiskretisierung).
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

2. Mehrere rechte Seiten
Gesucht seien die Lésungen x* des linearen Gleichungssystems
Azk =bF, k=1,...,K,
wobei A eine konstante Matrix ist und b*, k =1,..., K,
verschiedene rechte Seiten sind (Bsp. Zeitdiskretisierung).
Vorgehen
» Bestimme (einmalig) LR-Zerlegung von A, d.h.
PA=LR
» Vorwarts-/Riickwartseinsetzen fiir jede rechte Seite
Ly = PbF
Rk = y*
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

2. Mehrere rechte Seiten

Gesucht seien die Lésungen x* des linearen Gleichungssystems
Azt =bF, k=1,...,K,

wobei A eine konstante Matrix ist und b*, k =1,..., K,

verschiedene rechte Seiten sind (Bsp. Zeitdiskretisierung).

Vorgehen
» Bestimme (einmalig) LR-Zerlegung von A, d.h.

PA=LR
» Vorwarts-/Riickwartseinsetzen fiir jede rechte Seite
Ly = PbF
RzF = y*

Aufwand: %n?’ + Kn? (vs. I(%'n,3 ohne LR-Zerlegung)
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

3. Berechnung der Inversen

Sei &' € R™ die i-te Spalte der Inversen von A:
A7l = (z' 22 ... ™).

Aus AA~! =T folgt

Ax*=¢€', 1=1,...,n.
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

3. Berechnung der Inversen
Sei &' € R™ die i-te Spalte der Inversen von A:
A7l = (z' 22 ... ™).

Aus AA~! =T folgt

Axt=¢l, i=1,...,n.
Zur Berechnung der Inversen bietet sich folgende Strategie an:

» Bestimme die LR-Zerlegung P A = L R iiber GauR-
Elimination mit Spaltenpivotisierung,

» Lose die Gleichungssysteme
LRx*=Pe*, i=1,...,n.

4
Gesamtaufwand: etwa §n3 Operationen.
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Kondition und Stdrungssitze
Dreiecksmatrizen

Lineare Gleichungssysteme
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

4. Berechnung von Determinanten
Aus PA = L R folgt
det P det A = det L det R = det R.

Wegen
det P = detP,,,...det P,_1, ,
(_1)#Zeilenvertauschungen’

folgt

det A = (_1)#Zeilenvertauschungen ﬁ T
j=1
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

5. Nachiteration

Rechnerarithmetik: statt L, R erhilt man Niherungen L, R.
Lésung & ist daher nicht exakte Lésung von Ax = L Rx = b.

v

v

v

Ziel der Nachiteration: N3herung iterativ verbesern
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

5. Nachiteration

Rechnerarithmetik: statt L, R erhilt man Niherungen L, R.

v

v

Lésung & ist daher nicht exakte Lésung von Ax = L Rx = b.
Ziel der Nachiteration: N3herung iterativ verbesern

v

Zur Erinnerung: Sei 0 := &, 7 = 7% := b — Ax°. Der Fehler
80 := = — xY ist gerade die Lésung des Defektsystems
A6 = Ax — Ax® = b — Ax0 =10,

v
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Kondition und Stdrungssatze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Anwendungen der LR-Zerlegung

5. Nachiteration

Rechnerarithmetik: statt L, R erhilt man Niherungen L, R.

v

v

Lésung & ist daher nicht exakte Lésung von Ax = L Rx = b.
Ziel der Nachiteration: N3herung iterativ verbesern

v

» Zur Erinnerung: Sei 20 := &, 7 = 70 := b — Ax°. Der Fehler
80 := = — xY ist gerade die Lésung des Defektsystems

A6 = Ax — Ax® = b — Ax0 =10,
Verfahren:

v

Fir k=10,1,2,..., gegeben r9, berechne:
Ly* =rk, R&* =y*;
kTl .= gk 4 ék;
rktl.= b — A 2kt
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Kondition und Stdrungssitze
Lineare Gleichungssysteme Dreiecksmatrizen
LR Zerlegung

Zusammenfassung

» Die Kondition des Problems A = b wird im wesentlichen
durch die Konditinszahl k(A) der Matrix A beschrieben.

» Dreiecksmatrizen ergeben leicht l6sbare Systeme: Aufwand ca.

2n? Operationen.

» Zeilenskalierung vs. Pivotisierung
» Skalierung/Aquilibrierung verbessert die Kondition des Problems.

» Pivotisierung verbessert die Stabilitdt der GauR-Elimination/
LR-Zerlegung.

» LR-Zerlegung mit Spaltenpivotisierung !
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