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Zusatzblatt
Musterlösung

Abgabe: nicht abzugeben

Aufgabe 1: (Optimierung)

Musterlösung

Um kritische Punkte zu finden wendet man das notwendige Kriterium erster Ordnung an: ∇f(x∗) = 0.
Es ist

∇f(x∗) = 1
2(A + AT )x∗ − b.

Wegen der vorausgesetzten Symmetrie von A gilt hier

∇f(x∗) = 1
2(A + AT )x∗ − b = Ax∗ − b

!= 0

und somit Ax∗ = b.

Aufgabe 2: (Optimierung)

Musterlösung

a) Sei A =
(

a1 a2
a3 a4

)
, b =

(
b1
b2

)
, dann gilt:

f(x) = 1
2xT Ax− bT x + c = 1

2(x1, x2)T

(
a1 a2
a3 a4

)(
x1
x2

)
− (b1, b2)T

(
x1
x2

)
+ c

= 1
2(x1, x2)T

(
a1x1 + a2x2
a3x1 + a4x2

)
− b1x1 − b2x2 + c

= 1
2(a1x2

1 + a2x1x2 + a3x1x2 + a4x2
2)− b1x1 − b2x2 + c

Der Koeffizientenvergleich mit f(x) = x2
1 + 2x2

2 + 2x1x2 + 2x1 liefert: b1 = −2, b2 = 0, c = 0,
a1 = 2, a4 = 4, a2 + a3 = 4. Wähle a2 = a3 = 2, dann ist A symmetrisch. Darüber hinaus gilt
für alle x ∈ R2 \ {0} per Konstruktion:

xT Ax = x2
1 + 2x2

2 + 2x1x2 = x2
1 + 2x1x2 + x2

2 + x2
2 = (x1 + x2)2 + x2

2 > 0

Damit ist A positiv definit.
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b) Es ist ∇f(x) = Ax− b und ∇2f(x) = A. Bestimme x∗ mit ∇f(x∗) = 0⇔ Ax∗ = b:

x∗ = A−1b = 1
det(A)

(
a4 −a2
−a3 a1

)(
b1
b2

)

= 1
2 · 4− 2 · 2

(
4 −2
−2 2

)(
−2
0

)
=
(
−2
1

)

Damit erfüllt x∗ das hinreichende Kriterium 2.Ordnung für eine Minimalstelle von f .

Aufgabe 3: (Optimierung)
Musterlösung

Sei g(t) := f(x + ty). Die Kettenregel liefert: dg
dt (t) = yT∇f(x + ty). Es gilt:

f(x + y)− f(x) = g(1)− g(0) =
∫ 1

0

dg(t)
dt

dt =
∫ 1

0
yT∇f(x + ty) dt

=
∫ 1

0
yT (∇f(x + ty) +∇f(x)−∇f(x)) dt

=
∫ 1

0
yT∇f(x) dt +

∫ 1

0
yT (∇f(x + ty)−∇f(x)) dt

≤ yT∇f(x)
∫ 1

0
dt +

∫ 1

0
‖yT ‖ ‖∇f(x + ty)−∇f(x)‖︸ ︷︷ ︸

≤Lt‖y‖

dt

≤ yT∇f(x) + L‖y‖2
∫ 1

0
t dt = yT∇f(x) + L‖y‖2
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