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Aufgabe 2
Gegeben sei die von zwei Parametern α und β abhängige Matrix Aαβ ∈ R3×3:

Aαβ =

 3 12 3α
12 50 + β 12α + 7β + 14
3α 12α + 7β + 14 3α2 + 48β + 99


a) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung der Matrix. Geben Sie die Matrizen L und D explizit

an.

b) Geben Sie alle Wertepaare (α, β) ∈ R× R an, für die die Matrix Aαβ positiv definit ist.

c) Benutzen Sie die in Teil a) bestimmte Cholesky-Zerlegung der Matrix, um das Gleichungs-
system Aαβx = b für α = 0, β = −1 und b = (−6.6,−19.2, 52.4)T zu lösen.

7+2+4=13 Punkte
Musterlösung

a)

dk,k = ak,k −
k−1∑
j=1

dj,jl
2
k,j, k = 1, ..., n

li,k =
1

dk,k
(ai,k −

k−1∑
j=1

li,jdj,jlk,j), i = k + 1, ..., n

Hier ist n = 3.

k = 1 :

d1,1 = a1,1 = 3, l2,1 =
1

a1,1

a2,1 =
12

3
= 4, l3,1 =

1

a1,1

a3,1 =
3α

3
= α

k = 2 :

d2,2 = a2,2 − d1,1l
2
2,1 = 50 + β − 3 · 42 = 2 + β,

l3,2 =
1

d2,2

(a3,2 − l3,1d1,1l2,1) =
1

2 + β
(12α + 7β + 14− α · 3 · 4) = 7

k = 3 :

d3,3 = a3,3 − d1,1l
2
3,1 − d2,2l

2
3,2 = 3α2 + 48β + 99− 3α2 − (2 + β) · 72 = 1− β.

Damit sieht die Cholesky-Zerlegung von A wie folgt aus:

Aαβ =

 3 12 3α
12 50 + β 12α + 7β + 14
3α 12α + 7β + 14 3α2 + 48β + 99


=

1 0 0
4 1 0
α 7 1


︸ ︷︷ ︸

=L

3 0 0
0 2 + β 0
0 0 1− β


︸ ︷︷ ︸

=D

1 4 α
0 1 7
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=LT
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b) Damit die Matrix positiv definit ist, müssen alle Diagonaleinträge von D positiv sein. Damit
ergeben sich zwei Bedingungen:

2 + β > 0 und 1− β > 0

Der Parameter α spielt keine Rolle für die positive Definitheit der Matrix. Insgesamt ist Aαβ
also positiv definit für alle Wertepaare aus der Menge

M = {(α, β) ⊂ R× R | −2 < β < 1}.

c) Das zu lösende Gleichungssystem sieht wie folgt aus:

A0,−1x =

 3 12 0
12 49 7
0 7 51

x =

1 0 0
4 1 0
0 7 1


︸ ︷︷ ︸

=L

3 0 0
0 1 0
0 0 2


︸ ︷︷ ︸

=D

1 4 0
0 1 7
0 0 1


︸ ︷︷ ︸

=LT

x =

 −6.6
−19.2
52.4


Substituiere DLTx = y und löse Ly = b durch Vorwärtseinsetzen:1 0 0

4 1 0
0 7 1

y1

y2

y3

 =

 −6.6
−19.2
52.4

 ⇒

y1

y2

y3

 =

 −6.6
−19.2− 4 · (−6.6)

52.4− 7 · 7.2

 =

−6.6
7.2
2


Mache nun die Substitution DLTx = y rückgängig. Skaliere dafür zunächst mit D−1 und
löse dann LTx = D−1y:1 4 0

0 1 7
0 0 1

x1

x2

x3

 =

1
3

0 0
0 1 0
0 0 1

2

−6.6
7.2
2

 =

−2.2
7.2
1



⇒

x1

x2

x3

 =

−2.2− 4 · 0.2
7.2− 7 · 1

1

 =

−3
0.2
1
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Aufgabe 3

Gegeben sei das lineare Ausgleichsproblem

‖Ax− b‖2 → min
x∈R2

, mit A :=

2 −3
2 3.2
1 2.6

 und b :=

−4
5
10

 .

a) Bestimmen Sie eine QR-Zerlegung von A über Givensrotationen.

b) Bestimmen Sie die Lösung des Ausgleichsproblems über die QR-Zerlegung aus Teil a).

c) Bestimmen Sie den Residuumsvektor sowie dessen Norm.

6+1+2=9 Punkte
Musterlösung

a) (Die im folgenden auftretenden Signa sind reine Konvention. Bei Rechnung “per Hand“
spielt das gewählte Vorzeichen keine Rolle und es wurden dementsprechend natürlich jeweils
beide Vorzeichen akzeptiert. Einzig bei der Implementierung am Rechner spielen Vorzei-
chen aus Gründen der Stabilität und der Speicherplatzeffizienz eine Rolle. Siehe hierfür
Dahmen/Reusken Numerik für Ingenieure und Naturwissenschaftler, Beispiel 3.43 und Al-
gorithmus 3.44.)
Um den Eintrag A1,2 auf Null zu bringen, betrachtet man die Einträge A1,1 und A1,2. Es
ergibt sich:

r = sgn(A1,1)
√
A2

1,1 + A2
1,2 =

√
8 = 2

√
2, c =

A1,1

r
=

2

2
√

2
=

1√
2
, s =

A1,2

r
=

2

2
√

2
=

1√
2

G1,2 =

 1√
2

1√
2

0

− 1√
2

1√
2

0

0 0 1

⇒ G1,2A =


√

8 1
5
√

2

0 31
5
√

2

1 2.6

 , G1,2b =

 1√
2

9√
2

10


Im nächsten Schritt macht man a1,3 zu Null. Hier ergibt sich:

r = sgn((G1,2A)1,1)
√

(G1,2A)2
1,1 + (G1,2A)2

1,3 = 3, c =
(G1,2A)1,1

r
=

√
8

3
, s =

(G1,2A)1,3

r
=

1

3

G1,3 =


√

8
3

0 1
3

0 1 0

−1
3

0
√

8
3

⇒ G1,3G1,2A =

3 1
0 31

5
√

2

0 17
5
√

2

 , G1,3G1,2b =

 4
9√
2

13√
2


Im letzten Schritt macht man a2,3 zu Null. Hier ergibt sich:

r = sgn((G1,3G1,2A)2,2)
√

(G1,3G1,2A)2
2,2 + (G1,3G1,2A)2

2,3 = 5

c =
(G1,3G1,2A)2,2

r
=

31

25
√

2
, s =

(G1,3G1,2A)2,3

r
=

17

25
√

2

G2,3 =

1 0 0
0 31

25
√

2
17

25
√

2

0 − 17
25
√

2
31

25
√

2

⇒ G2,3G1,3G1,2A =

3 1
0 5
0 0

 , G2,3G1,3G1,2b =

 4
10
5
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b) Als Lösung des Systems ergibt sich damit:

x2 =
10

5
= 2⇒ x1 =

4− 1 · 2
3

=
2

3

c) Der Residualvektor lautet somit:

r = Ax− b =

2 −3
2 3.2
1 2.6

(2
3

2

)
−

−4
5
10

 =

−2
3

41
15

−62
15


Somit ergibt sich:

‖r‖2 =

√(
−2

3

)2

+
(41

15

)2

+
(
−62

15

)2

=
1

15

√
102 + 412 + 622 =

1

15

√
5625 =

75

15
= 5
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Aufgabe 4

Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem(
x
y

)
=

1

8

(
sin(x)y2 − cos(y)x2 + 1

ey−1 (2x− y) + 1

)
︸ ︷︷ ︸

=:Φ(x,y)

und die Menge D := {(x, y) ∈ R2 : |x|, |y| ≤ 1}.

a) Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass dieses Gleichungssystem in D genau
eine Lösung besitzt.
Hinweis: Verwenden Sie hierfür die ‖ · ‖1-Norm.

b) Führen Sie nun einen Schritt der Fixpunktiteration mit dem Startwert (0, 1) ∈ D aus. Wie
viele Schritte sind maximal nötig um einen Fehler von ε = 10−4 in der ‖ · ‖1-Norm zu
erreichen?
Hinweis: Falls Sie in Aufgabenteil a) keine Kontraktionskonstante gefunden haben, können
Sie mit L = 7

8
rechnen.

8+4=12 Punkte
Musterlösung

a) Um zu zeigen, dass das Gleichungssystem genau eine Lösung besitzt, überprüfen wir die Vor-
aussetzungen für den Fixpunktsatz von Banach. Das bedeutet wir zeigen, dass D vollständig
ist, dass Φ(x, y) eine Selbstabbildung ist und dass Φ(x, y) kontrahierend ist:

(i) D ist abgeschlossen und damit als Teilmenge eines vollständigen Raumes vollständig.

(ii) Für |x|, |y| ≤ 1 gilt:

1

8
| sin(x)y2 − cos(x)x2 + 1| ≤ 1

8
| sin(x)y2|︸ ︷︷ ︸

≤1

+
1

8
| cos(x)x2|︸ ︷︷ ︸

≤1

+
1

8
≤ 3

8
≤ 1

1

8
|ey−1 (2x− y) + 1| ≤ 1

8
ey−1︸︷︷︸
≤e0=1

( |2x|︸︷︷︸
≤2

+ |y|︸︷︷︸
≤1

) +
1

8
≤ 2

8
+

1

8
+

1

8
=

4

8
≤ 1

Somit ist Φ(x, y) eine Selbstabbildung.

(iii) Für die Kontraktionskonstante betrachten wir die Jacobi-Matrix von Φ und zeigen,
dass die ‖ · ‖1-Norm beschränkt ist. Mit Hilfe des Mittelwertsatzes zeigen wir dann die
Kontraktionseigenschaft.

JΦ(x, y) =
1

8

(
cos(x)y2 − 2 cos(y)x 2 sin(x)y + sin(y)x2

2ey−1 ey−1(2x− y)− ey−1

)
Die ‖·‖1-Norm entspricht dem Maximum der Summe aller Einträge einer Spalte. Somit
gilt für |x|, |y| ≤ 1:

‖JΦ(x, y)‖1 =
1

8
max{| cos(x)y2 − 2 cos(y)x|+ |2ey−1|,
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|2 sin(x)y + sin(y)x2|+ |ey−1(2x− y)− ey−1|}

≤ 1

8
max{| cos(x)y2|︸ ︷︷ ︸

≤1

+ |2 cos(y)x|︸ ︷︷ ︸
≤2

+ |2ey−1|︸ ︷︷ ︸
≤2

,

|2 sin(x)y|︸ ︷︷ ︸
≤2

+ | sin(y)x2|︸ ︷︷ ︸
≤1

+ey−1 |(2x− y)|︸ ︷︷ ︸
≤3

+ |ey−1|︸ ︷︷ ︸
≤1

}

≤ 1

8
max{5, 7}

=
7

8
< 1

Da die Menge D konvex ist, gilt somit nach dem Mittelwertsatz

‖Φ(x1, y1)− Φ(x2, y2)‖1 ≤
7

8
‖(x1, y1)− (x2, y2)‖1,

also ist Φ kontrahierend in D. Insgesamt liefert nun der Fixpunktsatz von Banach
die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes mit einer Kontraktionskonstante L = 7

8
.

b) Wir führen einen Schritt der Fixpunktiteration durch, indem wir Φ(0, 1) berechnen:

Φ(0, 1) =
1

8

(
sin(0)12 − cos(1)02 + 1
e1−1 (2 · 0− 1) + 1

)
=

1

8

(
1
0

)
Um die maximale Anzahl an benötigten Schritte zu berechnen, verwenden wir die a-priori
Fehlerabschätzung mit z = (x, y):

‖z∗ − zn‖1 ≤
Ln

1− L
‖z1 − z0‖1 =

(
7
8

)n
1− 7

8

‖(1

8
,−1)‖1 =

(
7

8

)n
· 8 · 9

8
=

(
7

8

)n
· 9

Um einen Fehler von höchstens ε = 10−4 zu erreichen muss gelten:(
7

8

)n
· 9 ≤ 10−4

⇔
(

7

8

)n
≤ 10−4

9

⇔n ≥
ln
(

10−4

9

)
ln
(

7
8

) ≈ 85.42983584

Es genügen also 86 Schritte um den Fehler unter die gewünschte Schranke zu drücken.
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Aufgabe 5

Wir betrachten in dieser Aufgabe diejenigen Funktionen f : R→ R, für die das Integral∫ ∞
0

e−xf(x) dx

existiert, d.h. kleiner als unendlich ist. Dies gilt z.B. für alle Polynome. Wir betrachten die Qua-
draturformel

Q2(f) :=

(
1

2
+

√
2

4

)
f(2−

√
2) +

(
1

2
−
√

2

4

)
f(2 +

√
2).

a) Bestimmen Sie den Exaktheitsgrad von Q2(f), d.h. bestimmen Sie das größte n ∈ N0, so
dass

Q2(p) =

∫ ∞
0

e−xp(x) dx ∀p ∈ Πn.

Hinweis: Es gilt ∫ ∞
0

e−xxn dx = n! ∀n ∈ N0.

b) Approximieren Sie
∫∞

0
e−x sin(x) dx mit Hilfe von Q2.

7+2=9 Punkte
Musterlösung

a) Der Exaktheitsgrad ist n = 3. Er kann nicht n ≥ 4 sein, denn für das Polynom

p(x) =
((
x− 2 +

√
2
)(

x− 2−
√

2
))2

von Grad 4 gilt Q2(p) = 0, aber das (gewichtete) Integral ist positiv.
Alternativ kann man es auch über naives Ausrechnen feststellen:∫ ∞

0

e−xx4 dx = 24
!

= (
1

2
+

√
2

4
)(2−

√
2)4 + (

1

2
−
√

2

4
)(2 +

√
2)4

=
1

4
(2 +

√
2)(2−

√
2)4 +

1

4
(2−

√
2)(2 +

√
2)4

=
1

2
(2−

√
2)3 +

1

2
(2 +

√
2)3

=
1

2
(8− 12

√
2 + 12− 2

√
2 + 8 + 12

√
2 + 12 + 2

√
2) = 20  

n = 3 folgt durch Einsetzen von {1, x, x2, x3} und Ausnutzen der Linearität von Integral
und Quadraturformel:∫ ∞

0

e−x dx = 1
!

=

(
1

2
+

√
2

4

)
+

(
1

2
−
√

2

4

)
(OK)
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∫ ∞
0

e−xx dx = 1
!

=
1

4
(2 +

√
2)(2−

√
2) +

1

4
(2−

√
2)(2 +

√
2) =

1

2
(4− 2) (OK)∫ ∞

0

e−xx2 dx = 2
!

=
1

4
(2 +

√
2)(2−

√
2)2 +

1

4
(2−

√
2)(2 +

√
2)2

=
1

4
(2 +

√
2)(2−

√
2)
(

2−
√

2 + 2 +
√

2
)

=
1

2
4 (OK)∫ ∞

0

e−xx3 dx = 6
!

=
1

4
(2 +

√
2)(2−

√
2)3 +

1

4
(2−

√
2)(2 +

√
2)3

=
1

4
(2 +

√
2)(2−

√
2)
(

(2−
√

2)2 + (2 +
√

2)2
)

=
1

2

(
4− 4

√
2 + 2 + 4 + 4

√
2 + 2

)
=

1

2
12 (OK)

b) Es ist

Q2(sin) =
1

4
(2 +

√
2) sin(2−

√
2) +

1

4
(2−

√
2) sin(2 +

√
2)

= 0.4324594546798442
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Aufgabe 6

Gegeben seien die Matrix A und der Vektor b mit

A :=

10 −4 0
−4 10 0
0 0 12

 , b :=

10
20
12

 .

Gesucht ist eine Lösung des Gleichungssystems

Ax = b.

a) Führen Sie einen Schritt des Jacobi-Verfahrens zum Startwert x0 := (0.5, 0.5, 0.5)T durch.

b) Zeigen Sie, dass das Jacobi-Verfahren angewandt auf A für jede Wahl von x0 ∈ R3 konver-
giert.

c) In Abbildung 1 sehen Sie drei Konvergenzplots. Welcher dieser Konvergenzplots spiegelt
das generische Verhalten des Jacobi-Verfahrens angewandt auf die obige Matrix am besten
wieder? (Mit Begründung.)

0 2 4 6 8 10

100

10−1

10−2

10−3

10−4

10−5

10−6

10−7

Iteration k

F
eh

le
r

P1

P2

P3

Abbildung 1: Konvergenzplots

4+2+4=10 Punkte
Musterlösung

a) Hier werden zwei verschiedene Lösungen präsentiert.
Variante 1 ist eher von theoretischem Nutzen:
Die Iterationsvorschrift des Jacobi-Verfahrens lautet

xk+1 = Cxk +D−1b, (1)
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wobei C := Id−D−1A und D die Diagonale von A bezeichnet. In diesem Fall ist

D =

10 0 0
0 10 0
0 0 12


C =

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 1

10
0 0

0 1
10

0
0 0 1

12

10 −4 0
−4 10 0
0 0 12


=

1 0 0
0 1 0
0 0 1

−
 1 −4

10
0

−4
10

1 0
0 0 1


=

 0 4
10

0
4
10

0 0
0 0 0


Es ist D−1b = (1, 2, 1)T und Cx0 = ( 2

10
, 2

10
, 0)T . Damit ist x1 = Cx0 +D−1b = (12

10
, 22

10
, 1)T .

Variante 2 ist die, die man in der Praxis eher sehen würde:
Es ist xm+1

i = 1
aii

(bi −
∑

j 6=i aijx
(m)
j ). Damit ergibt sich:

x
(1)
1 =

1

10
(10− (−4) · 0.5) =

12

10

x
(1)
2 =

1

10
(20− (−4) · 0.5) =

22

10

x
(1)
3 =

1

12
(12) = 1

b) Es gibt (mindestens) drei Möglichkeiten, dies hier zu zeigen:

• A ist strikt diagonaldominant, damit konvergiert das Jacobi-Verfahren angewandt auf
A für jeden beliebigen Startwert.

• Zeige, dass der Spektralradius von C kleiner eins ist. Charakteristisches Polynom von
C:

χ(λ) =

∣∣∣∣∣∣
λ −4

10
0

−4
10

λ 0
0 0 λ

∣∣∣∣∣∣ = λ

(
λ2 −

(
2

5

)2
)
.

Damit sind die Eigenwerte {0,±0.4}, und damit ρ(C) = 0.4 < 1. Damit ist Konvergenz
des Jacobi-Verfahrens gegeben.

• A ist positiv definit, denn die Hauptminoren sind 10, 84, 12 · 84 alle größer Null. Wei-

terhin ist 2D − A =

10 4 0
4 10 0
0 0 12

 positiv definit, denn die Hauptminoren sind

10, 84, 12 · 84 auch alle größer Null. Nach dem Satz 13.9. folgt nun Konvergenz des
Jacobi-Verfahrens.

c) Der Spektralradius, und damit auch die ungefähre mittlere Fehlerreduktion in k Schritten,
ist 0.4. Alle Fehler fangen bei 1 an, d.h. nach 10 Schritten erwartet man, dass der Fehler
ungefähr e10 = 0.410 · 1 ≈ 10−4 beträgt. P2 ist also (im Generellen) die korrekte Lösung.


