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Aufgabe 3

Gegeben seien die Matrix A und der Vektor b mit

3 1 0 -2
A= 6 4 1 |eR¥* | b= 0 |eR®
-9 -5 1 6

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A mit Zeilenskalierung und Spaltenpivotisie-
rung, also die Matrizen P, D, L und R so dass PDA = LR gilt.
Hinweis: Rechnen Sie durchweg mit Briichen.

b) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b mit Hilfe der Matrizen P, D, L und R aus Teil a).

c) Bestimmen Sie die Konditionszahl k(A) beziiglich der co-Norm, sie kénnen A~! gegeben

durch
3/4 —1/12 1/12
A= —5/4 1/4 -1/4
1/2 1/2 1/2
verwenden.

d) Wie grof3 darf der relative Fehler beziiglich der co-Norm in b hochstens sein, damit der
relative Fehler beziiglich der oo-Norm in z nicht groler als 5 Prozent ist?

64+4+2+42=14 Punkte
Musterlosung

a) Bestimme zuerst die Matrix D durch direktes berechnen der Eintrige:

1/4 0 0 3/4  1/4 0
D= 0 1/11 0 |=DA=| 6/11 4/11 1/11
0 0 1/15 —9/15 —5/15 1/15

Im ersten Schritt ist keine Pivotisierung nétig, da 3/4 der grochste Eintrag ist, ebenso im
zweiten Schritt nicht.

3/4  1/4 0 L34 140 L34 140
6/11 4/11 1/11 | < | 8/11] 2/11 1/11 | < | 8/11] 2/11  1/11
—3/5 —1/3 1/15 —4/5| —2/15 1/15 —4/5 —11/15]2/15

Somit ergeben sich folgende Matrizen:

3/4 1/4 0 1 0 0 100
R=[ 0 2/11 1/11 L= 811 1 0 P=|[o010
0 0 2/15 —4/5 —11/15 1 00 1
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b) Zu losen ist Az =b< D 'P'LRx = b < LRx = PDb. Somit bestimme zuerst PDb:

—2 —1/2
PD - 0 = 0
6 2/5
Als néchstes bestimmen wir Ly = PDb:
Loy [ ¥ E
%4 111 V)v= (2) T 2 Z%g_%)nzx B ﬁ
—5 1 1 5 s+5(-2) F i 15
Zuguterletzt 16sen wir Rx = y:
3 1 1 1 41 _ 1
S A T N A
00 5 i B2 2

Die Losung des linearen Gleichungssystems Az = b ist somit x = (—1,1,2).

c¢) Fiir die Konditionszahl x(A) benétigen wir die oo-Norm der Matrizen A und A~

|Al] = max{4,11,15} = 15
A7 = max{11/12,7/4,3/2} = 7/4

Somit ergibt sich als Konditionszahl k(A) = 15-7/4 = 26.25

d) Der relative Fehler r, in der Losung ist beschrankt durch den relativen Fehler 7, in der
rechten Seite multipliziert mit der Konditionszahl r, < x(A)r, < 0.05.

0.05
K(A)r, < 0.05 < 1y < i) = 0019047619

Somit diirfen die Anfangsdaten maximal um 0.19 Prozent abweichen damit der Fehler in der
Losung nicht grosser als 5 Prozent wird.
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Aufgabe 4

Gegeben ist eine Funktionenschar

1
flx) = <—§x2 + gl’ + 1) a+ (=22 + Tz — 5)b.

Die Parameter a und b sollen nach der Methode der kleinsten Fehlerquadrate so bestimmt werden,
dass die Wertetabelle

zi |0 1] 2

yi |2 —11] -5

moglichst gut approximiert wird.
a) Formulieren Sie das zugehorige lineare Ausgleichsproblem.
b) Bestimmen Sie a und b mittels QR-Zerlegung tiber Householdertransformationen.

c¢) Berechnen Sie den Residuumsvektor und dessen Norm.

2+6+2=10 Punkte
Musterlosung

a) Zu bestimmen sind a,b € R, so dass gilt:

1 =5 a 2 1 =5 i 2
2 0 (b) — | -11 =min |[[2 O (5) — | —11
2 1 =5/, “"FI\2 1 -5/,
b) Benutze Householder-Spiegelungen:
1 4
a; = | 2 = ||a1||2 =3 =>v=a+ sgn(a11)||a1||261 =12
2 2
-3
Q.a1=1 0 per Konstruktion
0
T -5 4 -5 -5 4 1
2 1
Quaz=(1-25)ar= | 0 | = (2] @220 |=[0])-=(2](18=]3
vy 1 2 1 1 2 4

T 2 , [ 2 2 (4
Qu= (-2 y={-11] - (2| @22 (-1 | ={-11] - 2] (20 =
v 24\, 5 5 12 1,
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Zweiter Householderschritt, betrachte nur noch Zeile 2 und 3 (wird hier angedeutet durch”)

4

(3 ~ o = la 8
Gy = (4) = |ao|| =5 = 0y = as + sgn(an)||as|2e1 = ( )

Qs 02 = <_05) per Konstruktion

Qs = (I~ Q%ﬁ)y = (:D - % (i) (8, 4) (:D

Das Problem sieht also nach QR-Zerlegung wie folgt aus:

—3 1 10

10—1-(-1 11
0 -5 (Z)— 5 —>min:>b:i5:—1=>azo—<)
0 0 5 a,beR

-3 3
2
c) Es gilt:
1 -5 1 2 ~2 ) 5
r=12 0 ( i)— —11 = Y )= |rl==V(=22+112+(-102= = =5
2 1 - —5 —10 3 3
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Aufgabe 5
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
z?cos(y) = 3w —ysin(z)
z(1+sin(z)) = 37 —v.

a) Stellen Sie dieses Gleichungssystem in ein Nullstellenproblem um.

b) Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (2°,4°) = (7, —7) aus,
rechnen Sie hierbei moglichst exakt.

¢) Angenommen die néchste Aufgabe wiirde lauten ,, Fiihren Sie jetzt zwei Schritte des verein-
fachten Newton-Verfahrens zum Startwert (z°,¢y") = (7, —7) durch.“. Welche Rechnungen
miissten Sie dann jetzt nur noch ausfithren? Fiihren Sie diese Rechnungen nicht explizit
durch.

1+6+2=9 Punkte
Musterlésung

a) Wir formen die Gleichungen so um, dass auf der Rechten Seite nur nulleintrége erscheinen:

z?cos(y) + ysin(z) — 3w = 0
T+4+y+asin(z) — s = 0
Gesucht wird somit die Nullstelle der Funktion

[ x*cos(y) + ysin(z) — i
Flz,y) = < r4+y+asin(z) —3r )

b) Zuerst bestimmen wir die Jacobi-Matrix JF' der Funktion F' und werten diese an (xg,yo)

[ 2xcos(y) +ycos(x) —x?sin(y) + sin(z)
JE(2,y) = < 1 + sin(z) + x cos(z) 1 >
2m cos(—7) + (—m) cos(w) —w?sin(—m) + sin(7) -7 0
(20, 90) = ( 1 + sin(7) 4 7 cos(m) 1 ) - ( l—m 1 )

Den Funktion F' ausgewertet an dem Startwert ergibt

F(0,10) = ( w* cos(—m) — wsin(m) — g7 ) _ ( _Wzg_ Ly )

T —m+msin(m) — o7

Nun l6sen wir das Lineare Gleichungssystem JF(xg,y0)s = F(xg,yo) um den Korrektur-

schritt s = (Az, Ay) zu bestimmen.
- 0|-m?—1ir . 1 0|m+43 (10 T+1
l—7m 1 —3r -7 1| =2x 0 1|-3r—(QQ-m)(x+3)
< 10 7T+%
01 —27T—|—7T2—%

Somit ergibt sich fiir die erste Numerischen Apporixmation

()=o) -(8)=(5) (L) = ()
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c) e F(x1,y1) auswerten
o JF(x0,y0)s = F(x1,y1) losen

o (z9,y2) = (21,y1) — s bestimmen



8 Klausur Numerisches Rechnen, 20.02.2014

Aufgabe 6
Gegeben seien die Funktion

Rt =R, z~ In()

und die Stiitzstellen xy = 1,21 = 2,29 = 3 und z3 = 4. Sie diirfen die (gerundeten) Werte des
Logarithmus der folgenden Tabelle entnehmen:

z|1 2 3 4
y |0 0.6931 1.0986 1.3863

a) Bestimmen Sie P(f|zo,z1,z2)(x). Beachten Sie hierbei Aufgabenteil c).

b) Bestimmen Sie P(f|zg,x1,x2)(1.5). Nutzen Sie dazu die Horner-artige Darstellung des Po-
lynoms.

c) Bestimmen Sie P(f|xg, 1,22, x3)(z) und geben Sie fiir diese Approximation eine moglichst
genaue Fehlerabschétzung fiir € [1,4] an. Gehen Sie dabei davon aus, dass die Werte aus
der obigen Tabelle exakt sind.

Hinweis: Die Funktion (z — 1)(z — 2)(xz — 3)(x — 4) nimmt ihre lokalen Maxima und Minima bei

2.5 und 2.5 + 2 an.
44-2+5=11 Punkte
Musterlésung

a) Mache im Hinblick auf Teil c¢) direkt die dividierten Differenzen fiir alle Stiitzstellen:

0 -
0.6931 | 0.6931 - -
1.0986 | 0.4055 | -0.1438 -
1.3863 | 0.2877 | -0.0589 | 0.0283

= Wl DN —

Damit ist
P(flzo, x1,22)(x) =0+ 0.6931(z — 1) — 0.1438(x — 1)(z — 2).
b) Die Horner-artige Darstellung ist
P(f|xg,x1,22)(z) = (x — 1) (0.6931 — 0.1438(x — 2)).

Damit ist

P(f|xo, 71, 22)(1.5) = (1.5 — 1) (0.6931 — 0.1438(1.5 — 2)) = 0.5 (0.6931 + 0.1438 - 0.5) = 0.3825.

c) Mit dem Tableau von Aufgabenteil a) ist

P(f|xo, x1,x2,23)(z) = 0+ 0.6931(x — 1) — 0.1438(z — 1)(z — 2) + 0.0283(x — 1)(z — 2)(z — 3).



Klausur Numerisches Rechnen, 20.02.2014 9

Weiterhin ist

1 1 2 4 6
f’(l’) = 2 f”(x) -T2 f”’(m) =3 f( )(15) = A
Damit ist
1 *|oo,1,4) = 6.

Weiter stellt man mit Hilfe des Hinweises fest, dass |[(z — 1)(z — 2)(x — 3)(z — 4)| < 1. Also
gilt fiir die Fehlerabschéatzung:

@)
17 et 6 _ g o

||P(f|l’0,l‘1,$2,l’3) - f(x)Hoo,[lA] S |(ZL‘ - 1)(1’ - 2)(1’ - 3)(1’ - 4)| 4! — 924



