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Aufgabe 1
Es sei
2 -1 0
A= -1 2 B | e R¥3.
0 B «
a) Bestimmen Sie die Cholesky-Zerlegung A = LDLT. Geben Sie die Matrizen L und D explizit
an.
b) Fiir welche «, 5 € R ist A positiv definit?
c¢) Berechnen Sie die Determinante von A.
d) Es sei nun
1 00 300 1
L=| -2 10 |eR™ D=[020|eR™ ud b=|1|]€R’.
0 -¢1 00 2 1

Losen Sie das lineare Gleichungssystem LDLYx = b.

7+1+1+5=14 Punkte
Musterlosung

a) Cholesky-Zerlegung

1.Spalte: d11 = a1 = 2

a21

l = — = — —
21 dn
asy
[ =—=0
31 du
) 1\? 3
2.Spalte: d22 = a9 — 121d11 =2— —5 -2 = 5
/ _ azy — l31dy1la _ B—0 _ %
32 d22 % 3
26\° 3 2
3.Spalte: d33 — a33 — l§1d11 — l§2d22 =a—0-— (?ﬁ) : 5 = — §ﬂ2
Somit ergibt sich dann also:
1 0 0 1 0 O di;y 0 0 2 0 0
L=|1ln 1 0]|=(—-43 1 0],D=( 0 do 0 |={02 0
131 l32 1 0 %ﬂ 1 0 0 d33 0 0 a— %ﬁQ

b) A ist genau dann positiv definit, wenn alle Diagonalelemente von D positiv sind, d.h., genau
dann wenn o > %ﬁZ gilt.
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¢) det A =det(LDL") = det(D) =22 - (v — 24%) = 3av — 23°

d) Gleichungssystem losen

1
L (Vorwirtseinsetzen): Av =b < LDL"y=b. AlsoLz=b = z=| 2
3
— )
3
D (Diagonale): D L'z = 2. AlsoDy=2 = y=| 1
<~
=y 5
)
LT (Riickwirtseinsetzen): L'z =y = z=| 7

5
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Aufgabe 2
Gegeben seien Mewerte
i |1 2 3 4
t; [0 1 2 4
f(t;) |4 25 25 7
die zu dem Bildungsgesetz
o
t) (= —— t—1
J(0) = o B = 1+

gehoren.

a) Formulieren Sie das lineare Ausgleichsproblem zur Bestimmung von « und . Sie brauchen
das Ausgleichsproblem nicht zu l6sen.

b) Gegeben sei nun das lineare Ausgleichsproblem mit Matrix A und rechter Seite b gegeben

durch
—4 -8 5
A=0 —2]ceR*>*? und b:=| 4 | eR>.
-3 —6 10

Bestimmen Sie die Losung z € R? des Ausgleichsproblems. Verwenden Sie dazu Givens-
Rotationen. Wie grof3 ist die Norm des Residuums?

Hinweis: Die Anwendung der Normalgleichungen oder des Verfahrens von Householder
ergibt 0 Punkte. Bei korrekter Rechnung wird nur eine Givens-Rotation benétigt.

c) Sei A € R™*" mit vollem Rang und m > n. Fiir die Vektoren b € R™ und z € R" sei das
Residuum Ax — b senkrecht zum Bildraum von A, d.h.

Az — b L Bild(A).
Zeigen Sie: Der Vektor x 16st die Normalgleichungen.

24-54+4=11 Punkte
Musterlosung

a) Das zugehorige lineare Ausgleichsproblem lautet: min,cgz || Az — bl|, wobei

11 4
1

A=|7 Ol er® und b= |12 ert und x:<o‘)eR2.
. 0.5 3
! 3

b) Bestimme die Givens-Rotation um ag; zu eliminieren.

r=+/(—42+ (=32 =16+ 9=25=5

-3
3—_

CcC =

3)

—4

5
—4 81 5 ) 10 —10
-2 4 0 4
—3 —6 | 10 )
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Lose das lineare Ausgleichsproblem durch Riickwértseinsetzen:

—2x9 4 & 1y = =2 g 2
55, = —10—10(—2) =10 & ; = 2 =\

Residuum:
|| Az = bl|2 = 5.

c) Es gilt:

Az —b L Bild(A) < w” (Az — b) = 0 fiir alle w € Bild(A)
& (Ay) ' (Az —b) = 0 fiir alle y € R"
&yt (AT Ax — ATb) = 0 fiir alle y € R".

Mit der Wahl y = AT Az — ATb folgt ||AT Az — AT)||3 = 0 und somit AT Az — ATh =0 &
AT Ax = ATb. Also 16st o die Normalgleichungen.
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Aufgabe 3
Wir betrachten das Optimierungsproblem

* .
2" = arg min f(z)

wobei x = (x1,73) und f: R? — R gegeben ist durch

a)

f(zy, 29) = 1.52% + 322 — 2129 — 4y — 229 + 2.

Zeigen Sie, dass die Funktion als f(z) = %xTAx — b"x + ¢ geschrieben werden kann. Zeigen
Sie, dass A symmetrisch positiv definit gewahlt werden kann.

b) Bestimmen Sie das Minimum von f mit Hilfe der hinreichenden Bedingung 2. Ordnung.
c¢) Eine Abstiegsrichtung d* ist dadurch definiert, daf
f@") = f(a" +oFd¥) < f(2¥), k=0,1,...
mit o positiv und hinreichend klein. Sei V f(2*) # 0 und D € R?**? positiv definit. Zeigen
Sie, daf
d* = —DV f(z")
eine Abstiegsrichtung ist.
Hinweis: Verwenden Sie die Taylorreihenentwicklung unter Vernachléssigung aller Terme
vom Grad zwei und hoher.
d) Gegeben sei nun der Startwert z° = (0,0)7. Fiihren Sie jeweils einen Schritt der folgenden
beiden Verfahren zur Losung des Optimierungsproblems aus:
_azk\T gk
(I) Steepest Descent (Verfahren des steilsten Abstiegs) mit Schrittweite a* = %.
(IT) Newton-Verfahrens mit Schrittweite a* = 1.
Vergleichen Sie die Losungen der beiden Verfahren nach dem ersten Schritt. Hétten Sie dies
erwartet? Begriinden Sie Ihre Antwort.
34+244+4=13 Punkte
Musterlosung

a)

Sei A = (a1 a2>’ b= <b1>, dann gilt:
as ag bg

f(z) = %xTAx — bz +c= %(:m,wz)T (al aQ) (xl) — (b1, bo)" (xl) +e

az a4 X2 T2

1 T [ Q1271 + [IHU)
= 5(1’1, 1'2) (CLgZEl + G4y — bll'l — b2332 +c

1
= §(a1x% + ApT1Ty + a3T1 Ty + ag3) — biwy — bowg +
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Der Koeffizientenvergleich mit f(z) = 1.52% + 323 — 2129 — 41 — 215 + 2 liefert: by, = 4,
by =2, ¢c=2, a1 =3, ay =6, as + a3 = —4. Wihle ay = a3 = —2, dann ist A symmetrisch.
Zusammenfassend ergibt sich

3 =2 4
() e

mit A positiv definit [zu zeigen iiber quadratische Erginzung oder Hauptminoren oder Dia-
gonaldominanz (mit positiven Diagonaleintrigen)]

b) Esist Vf(z) = Az — b und V?f(x) = A. Bestimme z* mit Vf(z*) = 0 & Az* = b:

1 a —a b
A @ (—as ) (b)

- 3-6—<—12>-<—2> (g 3) @ - @

Damit erfiillt z* das hinreichende Kriterium 2.0Ordnung fiir eine Minimalstelle von f.

¢) Aus der Taylorreihenentwicklung erster Ordnung mit d* = —DV f(2*) ergibt sich
f(l’k+1) — f(l’k —I—Ozkdk)

f(a*) + af(d*)V f(a")

= f(@") = a5 (V") DVf(a*) < f(=¥), k=0,1,...,

da o positiv und D positiv definit, d.h. o (V f(2*))T DV f(2*) > 0 fiir Vf(2*) # 0.

d) (I) Die Iterationsvorschrift fiir Steepest Descent lautet: 2! = 2% + o*d*, wobei d; =

T
~Vf(xb), ok = %—kzd;ﬂc. Es ergibt sich somit:
20 = 0 , d’ = -Vfa)=b— Az’ = 4
0 2
4
4,2
o (b—A"d* (4,2) (2) 20

o =

T A0 )
(06

(IT) Die Iterationsvorschrift fiir das Newton-Verfahren lautet

Damit ist

P = ok (V) ()
Konkret bedeutet das hier (vergleiche Aufgabenteil b)):

t=2" - A4 —b)=2" 2"+ A=A
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L6 2\ [4) _ (2
T 14\2 3)\2) 1
Beide Losungen sind gleich und identisch mit z*. Fiir das Newton-Verfahren ist dies zu

erwarten, da das Kostenfunktional quadratisch ist und das Newton-Verfahren daher in einem
Schritt konvergiert.

Mit dem Verfahren des steilsten Abstiegs erreicht man das Optimum im Allgemeinen nicht
in einem Schritt, d.h. die Losung war nicht zu erwarten (in dem vorliegenden Fall konvergiert
auch das Verfahren des steilsten Abstiegs in einem Schritt, da der Startwert 2° auf einer der
beiden Halbachsen des Paraboloids, genauer gesagt der Niveaulinien, liegt).
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Aufgabe 4

Betrachten Sie die Funktion
f(z) = sin(z) + x cos(z)

T

und die Stiitzstellen xg =0, 1 = 7 und x5 = 37”

a) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom P(f|xg, z1,x2) in Newton-Darstellung.

b) Werten Sie P(f|zo, z1,2) mit dem Horner-Schema an der Stelle z = $7 aus.

c) Schétzen Sie den Interpolationsfehler max, ez 2.1 | P(f|20, #1,22)(x) — f(x)| moglichst genau

ab.
Hinweise:
e Fiir w(z) :=z(z — m)(z — %) gilt [ lw(z)| ~ 8.19 < %.
e BEsist /() = — (14 2) cos(x) + £ sin(z).
74+24+3=12 Punkte
Musterlosung
a) Auswerten f(zo), f(21)undf(zs):
() = £(0) = sin(0) + 220 _g
ﬂm):fm):amwy+””f“):o+@4):—1
fan) = 1) = sin(3Ty 4 210Gy gy

zi | wlf | [ xiaalf | @ wior, o f
0 0 — —
AN T

3 1(-1) 0—(-1) o
Eﬂ- _1 %7‘(’771‘ - 0 %7’[’70 372

Das Interpolationspolynom in Newton-Darstellung lautet

P(fleo,71,02)(2) = 0= ~ (& = 0) + 25 (x — 0)(z — ).

b) Hornerschema

.mﬂmﬂm@x%ozo+x[—%+@—wy{§%ﬂ
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:0+§7r- [—%—F(%W_ﬂ)'{%}}

4 1 2
—04gr |-

T 1bmw

= —— = —0.90667
5

¢) Schitze den Interpolationsfehler ab:

fa) = sin(e) + T2
= f'(z) = cos(z) + % (cos(x) — x -sin(x)) = (1 + %) cos(x) — %sm(m)
= f(z)=—(1+ l) sin(x) — l(sin(gv) +z - cos(z)) = (-1 — g) sin(z) — z cos(x)
7r 7r m m
= f(z)=(-1- %) cos(z) — %(cos(az) —x-sin(z)) = (-1 — %) cos(z) + % sin(z)
Damit gilt
(@) = |(=1 = 2 cos(z) + & sin(x)| = ‘1 + 3| Jeos(z)| += || [sin(z)]
™ ™ T T —
<1 ggﬂ <1
<14243.3,0
™ 2 9w 2
und folglich ist )
e B 1 5

Man erhélt also die Abschéitzung

_ < .
max | P(flao, 21, 22)(x) = f(2)] < fggflw(x)l max =)

22?1 :2%:, 12
41 41
07 12
= 4.72174



