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Aufgabe 3
Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
20 05 —-0.2 —1.89
A= 0.3 —0.3 0.1 und b = —0.37
02 —-04 -0.3 —0.38

a) Berechnen Sie die L R-Zerlegung von A mit Spaltenpivotisierung. Geben Sie L, R und P mit
PA = LR explizit an.

b) Losen Sie das Gleichungssystem Az = b mit Hilfe der unter a) berechneten LR-Zerlegung.
¢) Bestimmen Sie die Determinante von A mit Hilfe der unter a) berechneten LR-Zerlegung.

d) Berechnen Sie die Kondition .| von A bzgl. der 1-Norm.
Hinweis: Es gilt ||A7!||; &~ 5.1682.

e) Betrachten Sie nun das gestorte Gleichungssystem Az = b. Wie grof darf der relative Fehler
=2,
loly

hochstens sein, damit der relative Fehler % nicht grofler als 2% ist?
1

7+4+14+1+1 = 14 Punkte
Musterlosung s

a) Pivotzeile 1: Pivotvektor — p = (1,2,3)” und Ly, = 0.15 sowie Lz; = 0.1:

2.0 0.5 —0.2
A— Ry = 0 —-0.375 0.13
0 —-045 —-0.28

Pivotzeile 3: Pivotvektor — p = (1,3,2)7 (d.h.: Ly und Ls; vertauschen!) und Lz, =

0.83333333:
2.0 0.5 —0.2 1 0 0 100
Ry — R = 0 —0.45 —-028 |,L= 0.1 10 |,P=]001
0 0 0.36333333 0.15 0.83333333 1 010

b) Vertausche b gemif p
—1.89

b— —0.38
—0.37

Vorwartseinsetzen
—1.89

Ly = —0.191
0.072666667
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Riickwartseinsetzen
—1.0
— T = 0.3
0.2
c) Es gilt

det(A) =det P! -det L-det R = —det R = —1-2.0- (—0.45) - 0.36333333 = 0.327000000

=1 =1
d) JA], = max{2.5, 1.2, 0.6} = 2.5 = x;(A) = 2.5 - 5.1682 = 12.9205

|
e) rp < Kk(A) -1, < 2% d.h. mit r, < % = 0.15479290% konnen wir die gewiinschte
Genauigkeit in = garantieren.
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Aufgabe 4
Gegeben sind Messwerte f, an den Stiitzstellen xy:

o | 1 P 3
fk\ 15 13 14

Die Punkte (z, fi) sollen geméf theoretischen Uberlegungen auf der Kurve
f(z) =ay(z —3)? + ayr
liegen. Die Koeflizienten a;, ay sollen optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate bestimmt
werden.
a) Formulieren Sie das lineare Ausgleichsproblem.

b) Losen Sie das lineare Ausgleichsproblem aus Aufgabenteil a) mit Hilfe einer @) R-Zerlegung
durch Givensrotationen.

c) Geben Sie den Residualvektor und seine Norm an.

2+10+2 = 14 Punkte
Musterlosung

a) Das lineare Ausgleichsproblem lautet ||Ax — b||; — min mit

4.0 1.0 1.5
A=|[10 20|, b=|13
0.0 3.0 1.4

und x = (ay, as)’.

b) Lose mittels Givensrotationen:
(i) » = V17 = 4.1231056, ¢ = 0.97014250, s = 0.24253562, also:

4.12310563 1.45521375 1.77051006
A = 0.0 169774938 | = p = | 0.89738181
0.0 3.0 1.4

(il) r = +/11.88235296 = 3.44707900, ¢ = 0.49251828, s = 0.87030210, also:

4.1231056 1.45521375 1.7705101
Ay = 0.0 3.44707900 |, by = 1.6603999
0.0 0.0 —0.0914677

Damit folgt:
0.25940594
xr =
0.481683168
c¢) Der Residualvektor lautet r = (0.019306931, —0.077227723,0.045049505)” und seine Norm
betriagt ||r||2 = 0.0914677.
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Aufgabe 5
Gesucht ist eine Naherungslosung der nichtlinearen Gleichung 2z — tanx = 0 im Intervall D =

[1,1.5].

a) Betrachten Sie die Abbildungen 1, o : D — R, gegeben durch:

o1(x) = 5 tan

po(x) = arctan(2x)

Begriinden Sie, warum ¢, die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes fiir das
Intervall D erfiillt und warum ¢; es nicht tut.

Hinweis: Die Ableitung des arctan lautet: arctan’(z) =

_1
1422

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startwert xy = 1.2 drei Iterationsschritte der zu @ gehorigen
Fixpunktiteration durch.

c) Wieviele Iterationsschritte sind laut a-priori-Abschétzung notwendig, um eine Abweichung
von hochstens 1074 vom Fixpunkt garantieren zu kénnen? Wie genau ist bereits 23 aus Teil
2) laut a-posteriori-Abschétzung?

8+2+6 = 16 Punkte

Musterlésung

a) (i)
(i)

(i)

Zunéchst ist D als beschrianktes und abgeschlossenes Intervall kompakt.
Mit ¢1(1.5) = 7.051 gilt ¢1(D) € D = ¢ erfiillt die Selbstabbildungseigenschaft nicht.
Es ist ¢9(1) = arctan(2) = 1.107 und ¢2(1.5) = arctan(3) = 1.249. Weiter gilt:

o() >0 VYreD.

Damit ist o monoton steigend auf D und aus diesem Grund ist

p2(D) C [ipa(1),¢2(1.5)] C D,

also erfiillt o die Selbstabbildungseigenschaft.

- 1+ 422

¢} (z) = 1 (14 tan’z) ist monton steigend auf dem betrachteten Intervall, betrachte
also die Stelle x = 1.5:
21 (1.5) = 99.9250,

damit ist ¢, keine Kontraktion.

¢, (aus (ii)) ist offensichtlich stetig, monoton fallend und positiv auf D und darum ist

2

sup [y(2)] = | (1)] = .
zeD

Wahle also L = % < 1 als Kontraktionskonstante.

Damit sind fiir ¢, alle Bedingungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt und somit liefert
die Iteration o (zy) = xk41 einen eindeutigen Fixpunkt in D (ausgehend von einem Startwert
Ty € D)
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b) Die ersten drei Iterationsschritte liefern: g = 1.2, zy = 1.176, x5 = 1.169, z3 = 1.167.
¢) Die a-priori Abschitzung ||z — z*|| < %Hﬂﬁ — ]| liefert:

(5)"

2 = 6.53882478.
1-2
5

! 2\k 3 1074 log(0.0025)
1.2 — 1.176 <]0—4¢><—> <2, —0.0025 < k> el eo)
| | 5 5 0.024 log(0.4)

Damit ist nach sieben Schritten garantiert, dass der Fehler kleiner als 107 ist.

Die a-posteriori Abschétzung fiir x3 liefert:

(A1)

2

2
1-L —2
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Aufgabe 6
Gegeben sei die Wertetabelle

zi |1 15 2 2.5 3
yi | 0 0.4055 0.6931 0.9163 1.0986

einer Funktion y : R — R : z +— y(z).

a) Berechnen Sie die vier fehlenden dividierten Differenzen im folgenden Newton-Schema:

o = 1 0
N\
r1 =1.5]0.4055 — [Xo,X1]y
N\ N\
e =2 [0.6931 — 0.5754 — -0.2356
N\ N\ N\
r3=2.51{0.9163 — 0.4463 — [x1,X2,x3]y — 0.0710
N\ N\ N\ N\
ry =3 | 1.0986 — [x3,x4]y — -0.0816 — 0.0316 — [xgq,...,X4]y

b) Stellen Sie das Interpolationspolynom py(z) vom Grad 4 in Newton- und in Horner-artiger
Form auf.

¢) Geben Sie eine Abschétzung fiir den maximalen Fehler |py(z) — y(2z)| im Intervall [1, 3] an
unter der Annahme, dass die Tabellenwerte zu der Funktion y(z) = [ In(¢)d¢ gehéren.

Hinweis: Fiir das Knotenpolynom ist keine Extremwertbetrachtung gefordert, sondern eine
einfache Abschéitzung ausreichend.

2+24+6 = 10 Punkte
Musterlosung

a) Newton-Schema:

Tog=1 0
N\
z; =15 04055 — [0.8110
\ N\
=2 [0.6931 — 05754 — -0.2356
N\ N\ N\
r3=251]009163 — 04463 — —0.0710
\ N\ \ \
ry=3 | 1098 — [0.3646] — -0.0816 — 0.0316 —

b) Interpolationspolynom in Newton-Form:

pa(z) =04 0.811(x — 1) — 0.2356(x — 1)(x — 1.5) + 0.0710(z — 1)(x — 1.5)(x — 2) — ...
—0.0197(z — 1)(z — 1.5)(z — 2)(z — 2.5)

Interpolationspolynom in Horner-artiger Form:

pa(z) = 0+ (z — 1){0.8110 + (x — 1.5)[-0.2356 + (z — 2)(0.0710 + (z — 2.5) - (—0.0197))] }



Klausur Numerisches Rechnen, 15.03.2011 15

c¢) (Sehr einfache und grobe) Abschitzung fiir den Maximalwert, den das Knotenpolynom in
dem gegebenen Intervall annimmt:

max |w(x)| = max |z — 1|-|z — 1.5]-|x — 2|-|z — 2.5]- |z — 3| <2:1.5-1-1.5:2=9
z€[1,3] z€][1,3]

Die Ableitungen der zu interpolierenden Funktion lauten wie folgt:

1 2 6

1
! o " _ = 7 -~ (4) _ = (5) -
y(@) =), y'(2)=— y'@)=-73 y7@)=— vy @)=-3

Abschitzung fiir das Maximum der fiinften Ableitung im gegebenen Intervall (eigentlich
Supremum, aber die Funktion ist stetig und das Intervall kompakt):

6
max |y® (€)] = ‘— —‘ =6 (Monotonieargument,)
£e(1,3] 1

Das Kombinieren der Teilresultate liefert die endgiiltige Fehlerabschétzung:

1 1 9
J2g (o) —9(@)] < o ooy ma WO <9 7550 = g



