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RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHEN

1. ﬂbung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 02

Sonderaufgaben
Die Sonderaufgaben werden in der ersten Ubungsstunde behandelt.

Aufgabe 1:

a) Welche der folgenden Abbildungen definieren Normen im R??

x|z, z - 5lzy| + 2|za|, = max(4|zy|,|z2|),
T T+ To, T+ \/T1 F Z2, T = /T3 + T2,

z = |z1| + |72, @ max(|z1], |22])

b) Skizzieren Sie die Einheitssphiiren {z € R? : [|z|| = 1} zu den Normen in a).

Aufgabe 2:
Sei

Berechnen Sie ||A]|co, [|A]l1 und [|A]|2-
Hinweis: Fir A € R™*"™ ist
a) [|Alloc = maxi=1,..,m >_j—; |aij|  (Zeilensummen-Norm),

b) [|A|li = maxj—1,..n > 1oy |aij| (Spaltensummen-Norm),
¢) Sei Amax(AT A) der grofite Eigenwert von AT A. Dann ist

”A”Z = \/ Amax(lélTAA) (SpektralfNorm)_

(Beachten Sie hierzu auch Aufgabe 1b) der Hausaufgaben.)

Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Seien A € R™*" b€ R™ und F : R* — R sei definiert durch

F(z) := ||Az — b||3.

a) Zeigen Sie:
VF(z)=0 <= ATAx=A"b.

b) Zeigen Sie: Falls zusiitzlich m > n und Rang(A) = n, so ist AT A symmetrisch positiv definit.

Hinweis: B € R**™ heiit symmetrisch positiv definit, falls BT = B und 7 Bz > 0 fiir alle z € R,
z # 0 gilt. (242 Punkte)
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Seite 2 1. I"Jbung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 02

Aufgabe 2:
Bestimmen Sie ein Polynom minimalen Grades, das durch die Punkte (zo,v0) = (0, —3), (z1,%1) =
(1,1), (z2,y2) = (2,2) und (z3,y3) = (4,7) verlauft. (3 Punkte)

Aufgabe 3:
Gegeben seien die Matrix

4 2 3
A=12 2 1
2 2 2

und die Vektoren b(") = (2,1,2)7 und b® = (3,7,8)T. Losen Sie die Gleichungssysteme Az(?) = b(®)
¢ = 1,2 mittels LR—Zerlegung ohne Pivotisierung. (4 Punkte)

Aufgabe 4:
Gegeben sei

2a a —a —a
4 6 2 3

Mo = 4a 4 a 1 ’ a€R.
0 0 4-—5a —ba

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix M, ohne Pivotisierung. Geben Sie auch an, fiir
welche a sich diese Zerlegung durchfiihren 148t.

b) Fiir welche a verschwindet die Determinante von M,?

¢) Sei nun a = 2. Berechnen Sie die Losung des Gleichungssystems M, x = b mit b = (1,2, 3,4)T.

(34142 Punkte)

Aufgabe 5:
Gegeben sind

2 -4 —6 -2
A= -2 4 5 und b= 0
1 -1 3 10

Losen Sie die Gleichung Ax = b durch LR—Zerlegung mit Spaltenpivotisierung, und geben Sie auch
die Permutationsmatrix P mit LR = PA an. (4 Punkte)

Abgabe bis Mo, 06.05.2002, 12°° Uhr
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Differentialgleichungen und Numerik, SS 02
Losungen zu Ubung 1 (Aufgaben 1-3)

Aufgabe 1:
Seien A € R™*" b€ R™ und F : R® — R sei definiert durch

F(z) == || Az — bl

a) Zeigen Sie:
VF(z)=0 <= ATAxz=A"b.

b) Zeigen Sie: Falls zusitzlich m > n und Rang(A4) = n, so ist AT A symmetrisch positiv definit.

Hinweis: B € R**™ heifit symmetrisch positiv definit, falls BT = B und 7 Bz > 0 fiir alle z € R",
z # 0 gilt.

Losung:
a) Wir berechnen (VF)(z). Esist F(z) = ||Az — b||3 = 27 AT Az — 227 ATb + bT'b oder anders

geschrieben
Z Zapkaplkal —QZZ(J,plb X +Zb2

k,l=1p=1 =1 p=1

Fiir 1 < j < n erhalten wir
=3 S ) 230 by
k,l=1p=1 =1 p=1

Nun ist %(mk xr) = Ok & +0j xp und %xl = d;; 7;. Hierbei ist d;; das Kronecker—Symbol®.
Also gilt weiter

) n m m
%F(w) = Z Zapk apr (Orj 1 + 615 Tk) —ZZaW- bp
J k=1 p=1 p=1
= 2 Z Z apk api Or; T — 2 (ATh);
k=1 p=1
= ZZZU,pJ apl T; -2 ATb)
=1 p=1

= 2(ATAz); —2(ATD);.
Damit erhilt man sofort

(VF)(z) =0 <= ATAz=ATb.

IDas Kronecker-Symbol ist definiert durch

loesung123,20020508-1420 30



Seite 2 Differentialgleichungen und Numerik, SS 02 Lésungen zu Ubung 1 (Aufgaben 1-3)

b) Sei A € R™*™ m > n und A habe vollen Rang, d. h. die Spalten von A seien linear unabhéngig.
Dann ist B := AT A symmetrisch positiv definit, denn

BT = (ATA)T = AT(AT)T = ATA=B.
Sei z € R, x # 0. Dann gilt
' Bz = 2T AT Az = (Az)T (Az) = || A=||2 > 0.

Definition der Norm (i) besagt: 7 Bz = ||Az||2 = 0 nur, falls Az = 0. Da A vollen Rang hat,
muf daher z = 0 sein. Also gilt fiir z # 0 7 Bz > 0, womit alles gezeigt ist.

Aufgabe 2:
Bestimmen Sie ein Polynom minimalen Grades, das durch die Punkte (zq,y0) = (0, —3), (z1,y1) =
(17 1)5 (-"52,112) = (272) und (533;3/3) = (457) verlduft.
Losung: Die Interpolationsbedingungen lauten
yi:ao+a1xi+a2wf+...+anx?, i=1,...,N.

Dies fiihrt auf ein lineares Gleichungssystem. In der vorliegenden Aufgabe ist n = 3, N = 4. Man
erhilt als Systemmatrix

1.0 0 O
11 1 1
Vs = 1 2 4 8
1 4 16 64

und als rechte Seit y = (—=3,1,2,7)T. Es ist also das lineare Gleichungssystem Vza = y zu losen.
Man 16st dieses Gleichungssystem z.B. mit dem Gaufi—Algorithmus und erhélt als Ergebnis a =

(—3,12,-3,1)T. Das gesuchte Polynom lautet daher ps(z) = 12° — 322 + 2z - 3.

Aufgabe 3:
Gegeben seien die Matrix
4 2 3
A=12 2 1
2 2 2

und die Vektoren b(!) = (2,1,2)7 und b® = (3,7,8)7. Losen Sie die Gleichungssysteme Az(?) = p(®)
i = 1,2 mittels LR-Zerlegung ohne Pivotisierung.

Lésung: Zunichst berechnet man die LR-Zerlegung (ohne Pivotisierung) von A:

4 2 3 4 2 3 4 2 3

2 21 |=|051 -05|=[051 —05

2 2 2 05 1 05 05 1 1
1 00 4 2 3
L=[0510], R=[01 -05
05 1 1 00 1

Anschliefiend brechenen wir die Lésungen der beiden Gleichungssystem durch Vorwérts- und Riick-
wirtseinsetzen. Beachten Sie: Die LR-Zerlegung wird nur einmal berechnet.

Az =p i =12 LRz =D i =1,2 & Ly =p® Rz =y =12
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1=1: 1
1 0 0|2 yi” 2
LyW=tWe 05 1 01 |=]|4" |=]0
05 1 1|2 0 1
3
4 2 3 |2 2V 0.5
Re®W=yW a0 1 —05/0 |=| ) |=] 05
00 1 |1 e 1
1 0 0/3 yi) 3
Ly =@ e 05 1 0|7 |=| 42 | =] 1172
05 1 18 O 1
3
42 3| 3 2 -3
Rt =yP o 01 —05[11/2 |=| 22 |=] 6
00 1 1 2 1
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2. ﬂ'bung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 02

Aufgabe 1:
Gegeben seien die Matrizen

1 2 01 01
5= 35) o=(1 ) wa =7 ,)

Untersuchen Sie fiir jede der drei Matrizen B, C, D, ob eine eindeutige LR—-Zerlegung ohne Pivoti-
sierung existiert. Geben Sie ggf. alle moglichen L R—Zerlegungen an. (6 Punkte)

Programmentwurf zur Cholesky—Zerlegung:

Firi=1,2,...,n:
fiir k=1,2,...,i—1:
Qi k < ik — Zj<k Qi,j Ak,j;
diag — Q445
fir j=1,2,...,¢—1:
h « ai;/a;j;
diag « diag —a;; h;
Q5 < h;
falls diag < 105 a;; Abbruch.
a; i < dlag

Aufgabe 2:
Gegeben seien die Matrizen
2 -1 0 -2 4 -2 4 -6
-1 3 -2 4 -2 2 =2 5
A=1 0 2 =4 3| md B=| 4 5 13 _18
-2 4 -3 5 —6 5 —18 33

a) Untersuchen Sie fiir jede der beiden Matrizen A, B, ob sie symmetrisch positiv definit ist.
b) Berechnen Sie die LDLT-Zerlegung fiir B mit dem Cholesky—Verfahren.

¢) Sei b = (2,—-1,—-1,1)T. Lésen Sie Bz = b mit Hilfe der in Aufgabenteil b) berechneten
LDLTZerlegung.

(24442 Punkte)

Aufgabe 3:
Gegeben seien

N
N Ot N
DN =

)

uebung2,20020506—-0941 30
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Seite 2 2. I"Jbung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 02

Berechnen Sie eine Ndherungslosung des Gleichungssystems Az = b, indem Sie jeweils zwei Schritte
des

a) Gesamtschrittverfahrens,

b) Einzelschrittverfahrens

mit dem Startwert 20 = (1,1,1)? durchfiihren. (4+4 Punkte)

Aufgabe 4: (Steepest Descent Method)
Ziel dieser Aufgabe ist es, ein iteratives Verfahren zur Losung linearer Gleichungssysteme fiir sym-
metrisch positiv definite Matrizen herzuleiten.

Sei A € R™*™ gymmetrisch positiv definit und b € R™. Ferner sei ® : R* — R definiert durch

d(x) = 3 T Az — z7b.
a) Zeigen Sie: z* € R” ist Losung des linearen Gleichungssystems Az = b genau dann, wenn z*
das Funktional & minimiert.

Die Idee des Steepest Descent Verfahrens ist, ausgehend von einer Niherung z* die Richtung r* des
steilsten Abstiegs zu bestimmen. In Richtung von r* wird dann eine Liniensuche durchgefiihrt: es
wird das Minimum von ®(z* + trF), ¢t > 0 berechnet. Wird das Minimum in ¢ = a; angenommen,
so ist 2¥t! := z*¥ + a4 r* die neue Niherung. Eine erste Version des Verfahrens lautet:

Sei 2° € R™ gegeben. Fiir k = 0,1,... bis 2¥t! | geniigend genau“:

1. Berechne Abstiegsrichgung r*.
2. (Liniensuche) Bestimme das Minimum von

gr(t) == ®(zF + trk), t>0.

3. Wird dieses Minimum bei ¢ = o} angenommen, setze

k

ML = b + oy r.

x

b) Zeigen Sie: Mit r* := b — Az*¥ = —(V®)(z*) ist die Richtung des steilsten Abstiegs von ® an
der Stelle z* gegeben.

c) Zeigen Sie: Das Minimum von g wird an der Stelle

‘o (Tk)T T’k
~ (rk)T Ark
angenommen.
d) Zeigen Sie, daB durch die Abbildung || -||4 : R* — R, definiert durch ||z||4 = (27 Az)'/?, eine
Norm auf R™ definiert wird. || - |4 wird Energie-Norm genannt.

(34+3+2+2 Punkte)
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Das Steepest Descent Verfahren lautet damit:

Sei 2° € R™. Fiir k=0, 1,... bis z*¥*!  geniigend genau*“:

1. vk = b — Azk,
()T 1k
2. =
Wk (rk)T Ark’

3. okt =k + ap rk.

Bemerkung: Man kann zeigen, dafl das Steepest Descent Verfahren fiir symmetrisch positiv
definite Matrizen konvergiert, und dafl folgende Fehlerabschitzung gilt:

||.Z'k+1 - .’L'*”A < condg(A) -1

Dttt ey A k.
~ conda(A) +1 2% = 27l

Dabei bezeichnet cond,(A) die Kondition von A.

Aufgabe 5:
Vorgelegt sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit

3 2 2
A_(Z 6) und b—<_8>.
Berechen Sie eine Niherunglosung z3 des Gleichungssystems Az = b indem Sie drei Schritte des
Steepest Descent Verfahrens aus Aufgabe 4 mit dem Startwert z° = (0,0)7 durchfiihren.

Hinweis: Verwenden Sie einen Taschenrechner oder schreiben Sie ein kleines Programm.

(4 Punkte)

Abgabe bis Mo., 27.05.2002, 12°° Uhr
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Aufgabe 1:
Die Gleichung
coszT ==z

besitzt genau eine Losung z* € R. Mit dem klassischen Newton—Verfahren zum einen und mit einer
Fixpunktiteration zum anderen sollen Niherungswerte zu z* berechnet werden. Als Startwert wird
jeweils zp = 0.1 gew&hlt.

a) Stellen Sie die Iterationsvorschrift fiir das Newton—Verfahren auf.

b) Stellen Sie die Iterationsvorschrift fiir die Fixpunktiteration auf und begriinden Sie, weshalb
die Fixpunktiteration mit dem Startwert o = 0.1 konvergiert.

c¢) Fiihren Sie mit beiden Verfahren jeweils 10 Iterationen aus, und begriinden Sie das Konver-
genzverhalten.

(14342 Punkte)

Aufgabe 2:
Gesucht sind Niherungslosungen des Gleichungssystems
522 —6zy+5y2—-32 = 0,
92> —16y> - 16 =
a) Verschaffen Sie sich zunichst mit Hilfe einer Skizze einen Uberblick iiber die Anzahl und die
Lage der Nullstellen.

b) Berechnen Sie Approximationen zu den Losungen, indem Sie jeweils zwei Schritte des Newton—
als auch des vereinfachten Newton—Verfahrens durchfiihren.

(24+4 Punkte)

Aufgabe 3:
Gegeben sei die Wertetabelle
i o 1 2
i 0 1
fi -3 1 2 7

a) Bestimmen Sie mit der Interpolationsformel von Lagrange das eindeutig bestimmte Interpo-
lationspolynom dritten Grades durch die obigen Wertepaare.

b) Bestimmen Sie das Interpolationspolynom in der Newton Form.

c) Wie lautet das Interpolationspolynom unter Hinzunahme des Punktes (z4, f1) = (—1,1) (Be-
rechnung nach a) und b)) bzw. der Punkte (x4, f4) = (=1,1) und (z5, f5) = (3,6) (Berechnung
nach b))?

(24242 Punkte)

uebung3,20020524-1435 30
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Aufgabe 4:
Die Funktion

Flz) = /0 " sin?(t) dt

soll im Intervall I = [0, 7] dquidistant so tabelliert werden, daf bei linearer Interpolation der
Interpolationsfehler fiir jedes = € I kleiner als $10~* ist.

Wie grof darf der Stiitzstellenabstand kA dann héchstens sein und wieviele Funktionswerte miissen
in die Tabelle aufgenommen werden? (3 Punkte)

Aufgabe 5: (Kubische Splines)

Gegeben seien n + 1 Stiitzstellen z¢ < ... < x, mit zugehdrigen Funktionswerten f;, i = 0,...,n.
Es soll ein kubischer Spline S(z) durch diese Punkte bestimmt werden, der zweimal stetig differen-
zierbar ist. Der Einfachheit halber betrachten wir hier nur den Fall mit dquidistanten Stiitzstellen,
d.h. zi41 —2; = h,i=0,...,n— 1. Bezeichnet man mit S; := S|, 4,,,] das kubische Polynom auf
dem Intervall [z;,2;11], so 148t sich diese Forderung schreiben als

(1) Sz(ﬂl'z) = fi; Sz'(xz'—i-l) = fi+1 fir = 0, cee,— 1,
2)  Si@it1) = Sty (@i1), S (@ig1) = Sy (wig1) fiir i=0,...,n—2.

Die Gleichungen (1) sind die Interpolationsbedingungen, die Gleichungen (2) die I"Jbergangsbedin—
gungen, die die zweifache Differenzierbarkeit gewahrleisten. Weil dies zusammen lediglich 4n — 2
Gleichungen fiir die 4n Unbekannten a;, b;, ¢;, d; der Polynome S;(z) = a; + b; (x — ;) + ¢; (x —
z;)? +d; (x — x;)® sind, fordert man zus#tzlich

3) §"(w0) = 8"(zn) =0,

um eine eindeutige Losung zu erhalten. Dieses lineare Gleichungssystem wird in mehreren Schritten
gelost.

a) Nehmen Sie an, Sie kennen bereits die zweiten Ableitungen m; := S"(z;) in den Stiitzstellen.
Berechnen Sie daraus den Spline und die Koeffizienten a;, b;, ¢;, d; unter Verwendung der
Gleichungen (1).

b) Gewinnen Sie aus (2) und (3) eine Gleichung fiir m;, m;y1 und mita, (1 = 0,...,n — 2).
Fassen Sie diese Gleichungen zu einem Gleichungssystem fiir die m; zusammen.

c) Berechnen Sie den zweimal stetig differenzierbaren kubischen Spline S mit der Randbedingung
SII('Z.O) = S”(.Z‘g) = 0 durch die Punkte (x07f0) = (07 1)7 (mlafl) = (171)7 ($27f2) = (272)7
(23, f3) = (3,2).

(34+3+3 Punkte)

Bemerkungen:

a) Statt (3) werden oft andere Forderungen gestellt, z.B. S'(zg) = S'(z,), S"(xz0) = 5"(z,)
(periodische Randbedingungen) oder So = S1, Sp—1 = Sp—2 (Keine-Knoten-Bedingung)
Dadurch verdndern sich jedoch nur wenige Zeilen des Gleichungssystems.

b) Einen guten Uberblick iiber Splines bietet das Buch von C. de Boor: A Practical Guide to
Splines, Applied Mathematical Sciences 27, Springer—Verlag, New York, 1978.

Abgabe bis Mo., 10.06.2002, 12°° Uhr
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Losungen
Aufgabe 1:
a) Setze f(x) := cos(x) — x, dann f'(z) = —sin(z) — 1. Die Newton-Iteration lautet damit
Chen = op— f(zn
" f'(zk)
cos(zy) — xg
= —————— keN
Tk sin(zy) +1° € "o,

mit zo = 0.1.
b) Setze g(z) := cos(z). Die Fixpunktiteration lautet

Ther = g(zk)
= cos(z), k€N,
mit g = 0.1 als Startwert.
Setze ) := [0, 1] und zeige, dal g die Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach erfiillt:
(i) Q ist abgeschlossen (klar),
(ii) g ist Selbstabbildung (klar),

(iii) seien z,y € Q, dann

lg(z) —g(y)| < lgleaglg'@)l |z —yl

~  max|sin(©)] |z — |
= sin(1)] - |o — yl.
Da 0 < sin(1) < 1, erfiillt g die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes, d.h.

g hat genau einen Fixpunkt z* € Q und die Fixpunktiteration konvergiert fiir jeden
Startwert x € 2, insbesondere fiir g = 0.1.

c¢) Mit dem Taschenrechner erhilt man die Werte

k | Fixpunktiteration | Newton—Verfahren
0 0.10000000 0.10000000
1 0.99500417 0.91376339
2 0.54449940 0.74466424
3 0.85538671 0.73909197
4 0.65592666 0.73908513
5 0.79248310 0.73908513
6 0.70207927 0.73908513
7 0.76350103 0.73908513
8 0.72241964 0.73908513
9 0.75020806 0.73908513

10 0.73154703 0.73908513

Das Newton—Verfahren liefert schon nach vier Iterationen acht richtige Dezimalstellen. Die
Fixpunktiteration hat nach zehn Iterationen gerade zwei richtige Dezimalstellen. Begriindung:

Isg'a5,20020620-1615 30
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Das Newton—Verfahren ist (lokal) quadratisch konvergent. Die Fixpunktiteration ist ein Ver-
fahren erster Ordnung.

Aufgabe 3:

a) Die Interpolationspolynome P, lauten in der Lagrange—Form

Pp(x) = Zf(xj)ljn($)7 Ln =11 w._ o

n
Jj=0
Daraus ergibt sich

3
Py(x) = > fla;)ls(a)
=0
r—1 z2—-2 x-—4
= 3T 0201
z—0 2—-2 -4

R R s g
+2.:c—0.:c—1_:1:—4
2—-0 2—-1 2—-4
+7‘a:—0‘a:—1‘a:—2
4-0 4-1 4-2

= %x3—3w2+12—3:c—3.

b) Berechne dividierte Differenzen durch Rekursion

z| 0 1 2 3
0|-3
114—3
1, 3
2| 2 :
§2
4|7 2

Somit ergibt sich fiir das Interpolationsploynom
3 1
Pi(z) = =3+ 4z — 5:1:(1’ -1)+ 5:5(3: —1)(z - 2).

¢) Nehmen wir den Punkt (z4, f1) = (—1,1) hinzu, bekommen wir in der Lagrange-Form

4

Py(z) = ) fla;)la()

3=0
= (-3

+1

rx—1 2—-2 -4 z+1
"0—1 0—-2 0—-4 0+1
z—0 2—-2 2—4 z+1
"1-0 1-2 1-4 1+1
z—0 -1 2—4 z+1
‘2.0 2-1 2-4 2+1

+2




3. I"Jbung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 02 Losungen Seite 3

z—0 z—-1 2—2 z+1
4-0 4-1 4-2 4+1
+1.x—0.x—1.3:—2_x—4

-1-0 -1-1 -1-2 -1-—-4
7T 4 83 4 53 22 83

+7-

Berechnung nach Newton (wir ergénzen die Tabelle aus b))

z; | 0 1 2 3 4
0 |-3
. -3
2 9 1 1 % 7
5 123 . 1B
4|7 2 1B 30
g 39
111 5
und bekommen folgendes Interpolationspolynom:
7
Py(z) = B(@)+ pole-DE-2)@-49)
3 1 7
= -3+4z- ix(x -1+ 5;1:(:1: -D(z—-2)+ Em(x —1)(z —2)(z —4).
Erginzen wir zusétzlich noch (zs, f5) = (3,6), dann erhalten wir folgende dividierte Differen-
zen:
z, | 0 1 2 3 4 5
0|-3
. -3
T
2 2 5 =
3 123 30 121 0
4|7 2 B 30 31 120
6 301 a9 120
111 z -4 60
316 1
Das Interpolationspolynom lautet somit
29
Ps(z) = Py(z) - 120 z(x —1)(x —2)(x —4)(z + 1)
3 1 7
= —-3+4z - 5:1:(:1: -1+ 5:1:(:17 —1(z—-2)+ 1—5:13(:1: —1(z —-2)(z—4)
29
—an:(x —1)(z —2)(z —4)(z + 1).

Aufgabe 4: Sei 0 =20 < z1 < ... <2y = §. P(f|z;,zi11) bezeichne das lineare Interpolations-
polynom zu f an den Stiitzstellen z; und a:,+

Dann gibt es zu jedem z € [ ein i € {0,... N — 1} mit x € [z;,2;41] und ein & € (z;,z;41) mit

f"(&)
2t

|f(.fll') f|1'“ -Z'H»l | = .’L‘Z+1 — .TL')
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Bei dquidistanter Unterteilung (s. auch Bemerkung) und f € C?(I), 148t sich der Interpolationsfehler
h? maxeer |f"(€)|

abschétzen durch
@) = P(flos zi0)(@)]| < - 6L
Die ersten beiden Ableitungen von f lauten
f'l@) = sin’(a),
f'(z) = 2sin(z) cos(z) = sin(2z).

Damit folgt
h? maxgcr|sin(2 h?
1) ~ P(flrs g )(@)] < 1o e |9RCOL
4 2! 8
Soll der Interpolationsfehler kleiner als 1107 sein, also

h2
— <10t
8 p— 7

RN

so muf h < % gewahlt werden.
Mit obiger Notation ist die Anzahl der benétigten Funktionswerte gleich N + 1. Der Anzahl N der

Teilintervalle muf} so gewahlt werden, dafl
<h

2ot

gilt. Da N ganzzahlig ist, bedeutet das
N = [11 - [”'_100} = 112.
2h 2.2
Bemerkung: Dies ist keine dquidistante Tabellierung mehr. Wir haben hier z;.17 — z; < h, wobei

jedoch ziy1 — & m xj41 —x; fur i,j € {0,...,N —1}.

Aufgabe 5:
a) S/, i=0,...,n—1, ist eine lineare Funktion, die man mit Hilfe der m; darstellen kann
S (x) = m; T2 + mip m_xi, 1=0,...,n—1.
h h
Durch Integration erhdlt man daraus
)2
@=2)” 4 0. -1 4)

’ o (®ig1 — 37)2 .
Sz(x) = —my 2h + M1 oh

und
L — )3 — ;)3
Si(x)ZmiM+mi+1M+Ai($—$i)+Bn i=0,...,n—-1 (5)
6h 6h
mit Integrationskonstanten A;, B;, i = 0,...,n — 1. Aus (1) erhdlt man fiir A; und B; die
Gleichungen
h2
+ B;

fi = mi?
2

h
fit1 Miv1 + A;h+ B;
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und daher
. — . h
i = % 6 (Miv1 —mi), (6)
h2
B; = fi—m; 6 (7)
fir i =0,...,n — 1. Die Koeffizienten a;, b;, ¢;, d; lassen sich damit berechnen und lauten
a; = fi7
o = M
(] - 2 3
m; h 1 — | 2m; + m;
b‘L = Sl(xz):_? +Al: f’b"rlh f‘L_ 1 6 l-‘rl h)
d = S"(@i) _ mig1 —my
CT 76 T e

Damit haben wir den Spline mit Hilfe der m; dargestellt.
b) Setzt man die Gleichungen (6), (7) in (4), (5) ein, erhdlt man zunéchst

Tip1 — z)? z—x;)* fimn—fi h .
S;(m):—mi%—}—miﬂ( Zh) + +1h —E(mi_,_l—m,-), 1=0,...,n—1.

und daraus mit der Bedingung Sj(zi11) = Si,;(zi+1) die Gleichung

6 .
mi +4mip1 +mip2 = 72 (fira = 2fi1 + fi), i=0,...,n—2.

Wegen (3) gilt
mo = my = 0.

Insgesamt ergibt sich das System

4 1 m fo=2f1+ fo
1 4 - 0 ma fi—=2fa+f3
) K :
= ,
1 4 Mnp-1 fn2=2fn 1+ fn

das man effizient mit dem Cholesky—Verfahren 16sen kann.

¢) Wir haben das Gleichungssystem

(1 4)-Gu)=s(fz3nit)=(5)

zu 16sen. Wir erhalten (mg, my,mz, m3)T = (0,2,—2,0)7 und daraus

) a; bz C; d,
1 1
off1{-3]0] 31
2 2
1ff1] 2|1 |-2
2 1
202 2 |-1] 1%
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AbschlieBend noch ein Plot des Splines:

1.8

1.69

1.4+

1.2

25
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4. ﬂ'bung zu Differentialgleichungen und Numerik, SS 02

Aufgabe 1:
Gegeben sei die Wertetabelle

z| -1 0 1
yi| -2 -1 '

Die Punkte (z;,v;), ¢ = 1,2, 3, sollen gem#f theoretischen Uberlegungen auf der Kurve
yx)=rz+s(l—2z— 2%
liegen. Bestimmen Sie die Parameter r,s € R optimal im Sinne der kleinsten Fehlerquadrate

a) durch Losung der Normalgleichungen (siche auch Ubung 1, Aufgabe 1),
b) mit Hilfe der Q R—Zerlegung

-1 1 -2 0 ¥ V2 V2
0 1 )= 0 1 0 0 1
1 -1 @ 0 @ 0 0

(3+3 Punkte)

Aufgabe 2:
Sei M ein Teilraum des R™ und b € R™. Zeigen Sie, daf} fiir y* € M die folgenden Aussagen
dquivalent sind:

(i) minyenm [ly = bll2 = [ly* = bll2,
(i) y*—b L M.

(3 Punkte)

Bemerkung: Es wird vorausgesetzt, dafl jede(r) Student(in), der/die mit Differentialgleichungen
beschéftigt ist, keine Probleme mit dem Integrieren der einfachsten Funktionen hat.

Die ,einfachsten® Funktionen sind nicht nur
”

sondern auch

1 1 1 x .

Vi—z2" 1+22 (cosz)?’ 142’

e cosz,. ..

Aufgabe 3:

Es seien I C R ein Intervall mit T # @ und a, b: I — R stetig. y : I — R heilt Losung der linearen
Differentialgeichung erster Ordnung y' = ay + b, falls

uebung4,20020607-1138 30
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a) y stetig ist und
b) yls ist differenzierbar mit y'(t) = a(t) y(t) + b(?) fiir alle t € I.

Wir setzen

{y:I— R: yist Losung von y' = ay},

H
L {y: I — R: yist Losung von y' = ay + b}.

a) Sei y, € L. Zeigen Sie
L=y, +H.

b) Es seien tg € I, A: I — R sei definiert durch A(t) := fti; a(t)dr und y : I - R. Zeigen Sie,
dal y € H genau dann gilt, falls es ein ¢ € R gibt mit

y(t) = ceA® Vtel

c) Es seien tg € I, A : I — R sei definiert wie in b) und ¢ : I — R sei definiert durch
c(t) == fti) e~A() b(r) dr. Dann wird durch y, : I — R, definert durch

yp(t) := c(t) e Vtel
eine partikulére Losung definiert, d. h. y, ist eine Losung von y' = ay + b.

(24242 Punkte)

Aufgabe 4:

a) Bestimmen Sie die Losungsgesamtheit der Differentialgleichung

y' = —tan(t)y + tan(t), I=(—w/2,7/2).
b) Losen Sie das Anfangswertproblem
y' = cos(t)e?, y(0)=-L1.
(343 Punkte)

Aufgabe 5:
Es seien I C R ein Intervall, a,b : I — R stetig und o € R. Vorgelegt sei die Bernoulli—
Differentialgeichung y' = ay + by®. Substituiert man u := y'~®, so erhiilt man eine lineare

Differentialgleichung erster Ordnung. Bestimmen Sie auf diese Weise fiir ein geeignetes Intervall die
Losung des Anfangswertproblems

Yy =-y+y°, y(0)=1/2.

(4 Punkte)

Abgabe bis Mo., 24.06.2002, 12°° Uhr
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Information zur Schein- und Vordiplomklausur

Die Scheinklausur fiir PhysikerInnen findet am Mittwoch, 24.07.2002, 14%° — 16°° Uhr im Ro-
ten Horsaal statt. Die Einsicht ist voraussichtlich am Montag, 29.07.2002 von 8% — 10°° Uhr im
Raum 149 (Hauptgebidude). Die Teilnahme an der Klausur erfordert eine Anmeldung. Die An-
meldung erfolgt in den Kleingruppeniibungen. Fiir InformatikerInnen ist es nicht mdglich, diese
Klausur als ,,Probeklausur® mitzuschreiben.

Die Vordiplomklausuren (P+1I) finden am Dienstag, 06.08.2002 gleichzeitig in mehreren Hor-
sélen statt. Die genaue Aufteilung der TeilnehmerInnen auf die einzelnen Riume wird erst etwa
eine Woche vor der Klausur durch Aushang bekanntgegeben.

Fiir alle Klausuren gilt:
e Lichtbild- und Studentenausweis mitbringen sowie dokumentenechtes Schreibgerit,

e ¢s sind keine Hilfsmittel erlaubt (Papier wird gestellt),

e weitere Informationen (Uhrzeit, Horsaal, Einsicht,...) entnehmen Sie dem Schaukasten von
Prof. Esser.

Hausaufgaben

Aufgabe 1:
Bestimmen Sie ein (reelles) Fundamentalsystem fiir y'(¢) = Ay(t) in den Fillen

(243 Punkte)

Aufgabe 2:
Losen Sie das Anfangswertproblem

y'(t) = <Z :;) y(t) + (2ti—1> v = <2>

(4 Punkte)

Ansatz vom Typ der rechten Seite

Wir betrachten eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung, bei der die rechte Seite von der

Form
m

e Z t7 (b; cos(Bt) + ¢; sin(Bt))

J=0

uebung5,20020621-1030 30
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ist. Ist dann v := a4+ 8 und k € Ny die Vielfachheit von ~ als Nullstelle des charakteristischen
Polynoms, so fithrt der Ansatz

yp(t) := etk zm: t7(d; cos(Bt) + e; sin(Bt))
=0

durch Koeffizientenvergleich auf eine partikuldre Losung.

Aufgabe 3:
Losen Sie das Anfangswertproblem

y"'(t) —y'(t) = 3e*,  y(0)=0, ¥'(0)=0, y"(0)=0.

Bestimmen sie eine partikuldre Losung a) iiber einen Ansatz vom Typ der rechten Seite und b) iiber
Variation der Konstanten. (3+3 Punkte)

Aufgabe 4:
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

Berechnen Sie mit dem

a) expliziten Euler—Verfahren,
b) verbesserten Euler—Verfahren,

c) klassischen Runge-Kutta—Verfahren

zur Schrittweite h = 1 eine Niherung zu y(2). (24242 Punkte)

Abgabe bis Mo., 08.07.2002, 12°° Uhr

Sonderaufgaben
Die Sonderaufgaben werden in der Grofltibung am 12.07.2002 behandelt.

Aufgabe 1:
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

y'(t) =y*(t) -5t  y(1) =2

a) Formulieren Sie fiir obiges Anfangswertproblem die Iterationsvorschrift des impliziten Euler—

Verfahrens zur Schrittweite h = .

b) Die in jedem Zeitschritt zu losende quadratische Gleichung in yx1 besitzt jeweils zwei reelle
Losungen. Welche Losung mufl man im impliziten Euler—Verfahren verwenden?

¢) Fiihren Sie einen Schritt des impliziten Euler—Verfahren zur Schrittweite h = 1 durch, um
eine Niherung zu y(3) zu berechnen.
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Aufgabe 2:
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe
t)
'(t) = —L, 1) =1
y'(1) V-1 y(1)
Berechnen Sie mit dem expliziten und impliziten Eulerverfahren sowie dem klassischen Runge—
Kutta—Verfahren Niherungen fiir y(9) zu den Schrittweiten h = 8,4,2,1, 1, 1,... und kommentieren

Sie die Ergebnisse.

Aufgabe 3:
Sei y die Losung des Anfangswertproblems

y'(t) =2y(t) —ty'(t), y(2)=5, ¥'(2)=4
Berechnen Sie mit dem

a) expliziten Euler—Verfahren,

b) impliziten Euler—Verfahren

und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(3) und y'(3).
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