RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE
INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK
Differentialgleichungen und Numerik — Sommer 98
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

Aufgabenblatt zur Scheinklausur, 07. Juli 1998

Die Bearbeitungszeit betragt insgesamt 120 Minuten. Aufler Papier und dokumentenechtem
Schreibgerat sind keine Hilfsmittel erlaubt. Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt
40 erreichbaren Punkte erforderlich.

Die Klausurergebnisse werden ab Donnerstag, 9. Juli 1998, durch Aushang im Schaukasten
von Prof. Esser bekanntgegeben. Die Klausureinsicht findet ebenfalls am 9. Juli im Raum 149,
Hauptgebaude erster Stock, von 10.00 bis 11.00 Uhr statt. Danach sind keine Einspriiche gegen
die Korrektur mehr moglich.

Aufgabe 1:

Geben Sie auf der Riickseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig oder
falsch sind (jede richtige Antwort ergibt einen Punkt):

a.) Sei f : [a,b] — IR eine differenzierbare Funktion, die auf [a, b] genau eine Nullstelle besitzt.
Dann konvergiert das (vereinfachte) Newton-Verfahren fir jeden Startwert zo € [a,]

gegen diese Nullstelle.

b.) Ist y(z) eine Losung des Anfangswertproblems

y/(x):f($7y)7 y($0) = Yo, CC,.ZC()E [7

mit einer stetigen Funktion f, dann konvergiert das Euler-Cauchy-Verfahren fiur A — 0
gegen diese Losung.

c.) Sei I ein offenes Intervall, zy € I, yo € IR" und seien die n x n Matrix A(z) und die
Funktion b(z) stetig auf /. Dann besizt das Anfangswertproblem

y'(z) = Alz)y(z) + b(z),  y(zo) = yo.
genau eine Losung auf 1.

d.) Sei g ein Polynom vom Grad < n — 1, {{;}/~, paarweise verschiedene Punkte, und p =
p(q, z) das Interpolationspolynom vom Grad n — 1, so daf

plg,t) =q(t;), 1=1,...,n.

Dann gilt
plg, ) = q(z).

Punkte: 4



Aufgabe 2:

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem zur Differentialgleichung y' = Ay mit

-1 1 =2
A= 4 1 0
2 1 -1
Punkte: 9
Aufgabe 3:
Losen Sie A
y'(z) = —y(z) + v \/y(z), firz>0,y>0 undy(l)=414
x
Punkte: 9
Aufgabe 4:

Sei y die Losung der Differentialgleichung
y"(x) = 2%y (2) + 2y'(x) — dy(x) + 4, y(0)=1, ¢'(0)=0, y"(0)=2.

Berechnen Sie mit der Trapezregel

1
Yk+1 = Yk + §[f(f€k, Yr) + f(Trg1s Yogr)]

und der Schrittweite o = 1 eine Approximation von y(1),y'(1),y"(1). Punkte: 6
Aufgabe 5:
Fiir welche a, b hat das Gleichungssystem
a a? 1

a 1 a |z=1| b

a* a 1 b?
a.) genau eine Losung, b.) keine Losung, c.) mehr als eine Losung?
Fiir welche a ist die Matrix des Systems positiv definit? Punkte: 6

Aufgabe 6:

a.) Sei f(z) = sinz und p € P, dasjenige Polynom, das [ an den Stellen 0, —Z und 7
interpoliert. Geben Sie p in der Newton-Form an und zeigen Sie, daf fiir den Interpola-

tionsfehler auf [—Z, Z] gilt:

202

7_[_3

724/3’

b.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom zu f mit der zusatzlichen Stiitzstelle Z.

|f(z) = p(z)| <

T EC [_ga %]

Punkte: 6



Scheinklausur, 7. Juli 1998 (Musterlosung)

Aufgabe 1
a) Falsch. Das (vereinfachte) Newton-Verfahren nur lokal konvergent ist.
b) Falsch. Es kann viele Losungen des AWP’s geben.
c) Richtig (s. Satz 1.7 der Vorlesung).
d) Richtig. Die Polynome p,q € P,_; stimmen in n verschiedene Punkte tiberein
= p=gq.
Aufgabe 2.
1) Berechnung der Eigenwerte:
—-1-Xx 1 -2
det(A — X)) = 4 1—A 0
R
= (14+X)*(1=X)=8+4(1 =X)+4(1+X)
= (1—|—)\)2(1—/\) = /\1 = 17 )\23:—1.
2) Bestimmung der Eigenvektoren.
-2 1 =2 0
(A=T)v, = 40 0]lv=0 = vu=|2].
2 1 =2 1
(ii) Fur /\23 = —1
01 =2 -1
(A+Duvy=[4 2 0|v=0 = v= 2 |.

21 0 1



(Da dim[Ker (A 4 I)] = 1 ist, ist vy einziger Eigenvektor zum Eigenwert A3 = —1).

(ii1) Bestimmung des Hauptvektors der 2. Stufe zu A = —1 durch Losung der Gleichung
(A4 Ivs = vy

01 —2 —1 0
42 0|w=v= 2| = wu=|1].
2 1 0 1 1

3) Berechnung des Fundamentalsystems. Aus der Formel

p—1 t] )
F(A — M) vy,
=07

yr(t) = e

folgt fur die Hauptvektoren v der Stufe p = 1 die Gleichung
ye(t) = Moy, k=1,2;
und fir den Hauptvektor vz der Stufe p = 2 die Gleichung

ys(t) = e_t<v3 +t(A— )\])vg) = e_t(vg + tvg).

Also ist
0 1 -t
ypp=cvi=¢| 2|, yp=clvy=c"’ 2 [, w=e(vatto)=e"| 142
1 1 1 + 1

ein Fundamentalsystem. ++

Aufgabe 3
Die Differentialgleichung
4
y'=—ytay
ist eine Bernoulli-Differentialgleichung mit a = 1.
Da fiir y = 0 die rechte Seite = 0, ist y = 0 eine Losung.

Fiir y > 0 erhalt man durch die Substitution

) = () = ()
die lineare Differentialgleichung

2 1
==z + 5% z(1)=2, =z(z)>0.
X

2



Losung der homogenen Gleichung;:

2 .
=22z = Inz=2lha+¢ = z=Cz%
T

Variation der Konstanten:

. 1 1
C'(z)2® = 5t = C(z) = §ln|x| + 2,

also

1
z(z) = C(x)2® = 2* <§ln |z| + cz> ,  wenn z > (.

Wir haben |
z(z) >0 & §ln;v—|—02 >0 & 1> e

Aus der Anfangsbedingung

Daraus folgt

SchlieBilich

Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung;:

Yy z 1

z=1 4y | =] 2], 20)=1]0

y” 23 2
y' 22

di= oy | = 2 =: f(z,2).
y" 2225 + 129 — 42y + 4
2) Sei

%
()= | 2
<3

(=]

(=]

=

= = =

(=]



Die Trapezregel

(1) = =(0) + (0, 2(0)) + 7(1,2(1)]

liefert
Z1 1 0 Z9
1 1
z | =101+ 3 2 3 23 )
zZ3 2 0 Z3+22—421+4

und das aquivalente Gleichungssystem ist

1 -1 0 2 1
0o 1 -1 o [=]1]
2 —% % 23 4
3) Losung des Gleichungssystem.
-3 01 1 -2 01
0 1 —-1|1 = 0 1 =11 =
2 -1 4 0 1ot
1 -3 01 2
= 0 1_%1 = z=| 2
0 0 2|3 2

4) Also liefert die Trapezregel folgende Approximation

y(1) 2 2
yl(l) Rl oz | = | 2
”(1) z3 2
Aufgabe 5
1) GauB-Elimimation:
1 a a1 1 a a’® 1
a 1 alb = a l—a* a(l—a*)| b—ua

a? a(l—da*) 1-da* |b*—d?



a# +1 - genau eine Losung fiir jedes b
(da die Determinante des dquivalenten Systems # 0 ist).
a==1,b#a — keine Losung

(da das dquivalente System

1+ axy +a*rs = 1
0 = b—a
0 = bb—a)
unlosbar ist).
a==1,b=a - unendlich viele Losungen z

(die die Gleichheit

T +ax2+a2x3 =1

erfiillen).

2) Die Cholesky-Zerlegung von A lautet

1 00 10 0
A=LDL", mit L= a 1 0], D=0 1-a> 0 .
a’? a 1 0 0 1 — a?

A ist positiv definit &  d; >0 Vi & 1-ad*>0 & |a<]1.

Aufgabe 6
a) Newton-Darstellung:
1|1
2
0 0 0
2
Z 1




Also gilt
p(;v):—l—l—%(:c—l—g):%;v.

al) Interpolationsfehler:

o) — @) < e~ e 51

Bestimmung des Maximums von

Wir haben

Also gilt auf [—Z

% %] wegen w(%) =0

73 3 3
w(@)] < |wlzn)] = |5s — Zal = 2r.

Da
7)== [cos €| <1

ist, gilt die Abschatzung

p(z) — f(2)] <

2) Die Newton-Darstellung mit der zusatzlichen Stiitzstelle :

11
2
0 0 0
= T = 3
s =3
13 _ 3
2w 2m
s 1
6 2
Also gilt
p(z) = 22— gha(e? — T) = Ba — ;5"
Man kann auch sofort schreiben
2 2 2
pla) = ple) + ca(a® = =) = Za 4 cafa® — )
und die Konstante ¢ aus die Gleichheit
pE) =13

bestimmen.



RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE
INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK
Differentialgleichungen und Numerik — Sommer 98
Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

Aufgabenblatt zur Vordiplomklausur, 21. Juli 1998

Die Bearbeitungszeit betragt insgesamt 120 Minuten. Aufler Papier und dokumentenechtem
Schreibgerat sind keine Hilfsmittel erlaubt. Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt
40 erreichbaren Punkte erforderlich.

Die Klausurergebnisse werden ab Freitag, 24. Juli 1998, durch Aushang im Schaukasten von
Prof. Esser bekanntgegeben. Die Klausureinsicht findet ebenfalls am 24. Juli im Raum 149,
Hauptgebaude erster Stock, von 10.00 bis 11.00 Uhr statt. Danach sind keine Einspriiche gegen
die Korrektur mehr moglich.

Aufgabe 1:

Geben Sie auf der Riickseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig oder
falsch sind (jede richtige Antwort ergibt einen Punkt):

a.) Es seien [ ein offenes Intervall und A(z) eine auf I Lipschitz-stetige n x n Matrix. Dann
ist eine Wronski-Matrix (d.h. ein Fundamentalsystem) zur homogenen Gleichung

eindeutig bestimmt.
b.) Seien I ein offenes Intervall,
(zo,y0) € D =1 x IR, f(z,y) eine stetige Funktion auf D.
Ist die Differentialgleichung
y'(z) = fle,y), y(zo) = yo,
lokal eindeutig losbar, dann besitzt diese Gleichung eine maximale Losung.
c.) Jede nichtsingulare Matrix besitzt eine L R-Zerlegung.

d.) Je grofer die Konditionszahl einer Matrix A ist, desto kleiner ist die Empfindlichkeit der
Losung des Gleichungssystems Az = b gegentiber Storungen der rechten Seite.

Punkte: 4

Aufgabe 2:

Losen Sie das Anfangswertproblem

y"(z) = y"(z) —y'(z) + y(x) = 4e”, y(0) =y'(0) = y"(0) = 0.
Punkte: 9



Aufgabe 3:

Losen Sie .

y'(z) = % ~ 5y fir y > 0, z > 0 und y(2) = 2.
Geben Sie auch die maximale Losung mit dem maximalen Existenzintervall an. Punkte: 7
Aufgabe 4:

Gegeben ist die Gleichung

/

y'—azy' +y=3, y(0)=3, ¢(0)=2
Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren
kl :f(tk7yk)7 k? :f(tk‘}‘%h, yk‘|‘%hk‘1),
ks = f(tx + $h, yr + ghka), ko= f(te + h, ye + hks),
Yet1 = Yk + éh(k‘l + 2ky + 2ks + ky)

und der Schrittweite - = 1 eine Approximation von y(1),y'(1). Punkte: 6

Aufgabe 5:

1) Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, daB fir jedes a mit |a] < 1 das
nichtlineare Gleichungssystem

T =asin(z
)t D= (o) At <)
y = acos(zy)
genau eine Losung besitzt. Fiir den Kontraktivitatsbeweis verwenden Sie folgende Abschatzung
der euklidischen Norm einer Matrix A: ||A]|; < (Z?,jﬂ a?j) 1/2.
2) Andererseits gilt (wegen sin(—z) = —sin(z) und cos(—z) = cos(z)):
Ist (z*,y*) eine Losung, dann ist (—z*,y*) auch eine Losung.

Uberlegen Sie diesen “Widerspruch” und verwenden Sie ihn, um die Losung dieses Systems
explizit anzugeben. Punkte: 642

Aufgabe 6:
a.) Finden Sie ein Polynom 1-ten Grades, p(z) = m + nz, das die Daten

t;

~1]o]1]
b

a (&

Yi
im Sinne der kleinsten Fehlerquadratmethode approximiert.
b.) Fir welche a,b, ¢ ist die Fehlerquadratsumme minimal?

Punkte: 442
Viel Erfolg! o



Vordiplomklausur, 21. Juli 1998 (Musterlosung)

Aufgabe 1

a) Falsch.

Eine Wronski-Matrix ist nur bis auf eine nichtsingulare linearen Transformation be-
stimmt (s. Satz 1.9(iii) der Vorlesung).

b) Falsch.

Um die Implikation
Eindeutigkeit “im kleinen” = Eindeutigkeit “im groflen”
zu garantieren, reicht die Stetigkeit der Funktion f nicht. Z.B. die Gleichung

v =yl y(x0) = o,

ist lokal eindeutig 1osbar fiir jedes yo # 0, aber fiir ein grofles Intervall T 3 z, gibt es viele
Losungen, deshalb keine maximale Losung.
Lokal Lipschitz-stetigkeit von f auf D ist aber schon hinreichend (s. Satz 1.4).

c) Falsch (s. Bemerkung auf S.52 der Vorlesung).

0 1
7.B. gibt es keine LR-Zerlegung zu A = ( )
11

d) Falsch.

Das Umgekehrte gilt (s. S.52 der Vorlesung).



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
pA) =X =X = A+1=Q+1D)N=22+1)=A+1(XA =1~
)\]:—1, )\2:)\'3:1
1b) Ein Fundamentalsystem: e, €e", xe”.

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e’ € ze” 0
W(z)=| —e® ¢ (x4 1)e” | f(z) = 0 .
e’ e (J; + 2)6”” 4e”

3) Eine spezielle Losung des aquivalenten Systems:

Yi(e) = W(x)/x: WO di,  Yi(xo) = (0,0,0)7
b(%)

3a) Berechnen von b(z) = W='(z) f(z) als Losung des Systems W (z)b(z) = f(z):

e " €* ze” 0 e’ €F ze” 0 e’
—e % € (J: + 1)6”‘"’ 0 = 0 2¢€° (230 + 1)6”‘"’ 0 = b(.r) = —(2,7; + 1)
e €T (;v + 2)6”‘"’ 4e” 0 0 2¢e” 4e” 2

3b) Integrieren:

12o _ 1
2 2
b(x) = /0 b(i)di = | —(a? + 1)
2x

4a) Eine spezielle Losung der urspriinglichen DGL:
(o) = Vsl (= die 1-ste Komponente von Vy(2)),  54(0) = y}(0) = y{/(0) = 0,
die wegen der Nullanfangsbedingungen des AWP’s die geforderte Losung ist.
4b) Berechnen der Losung des AWP’s:

y(z) = yalx) = [W(x)b(x)h = ([, ", 2], b(x))



Aufgabe 3

1) Die Differentialgleichung

/ y =
== - — 2y =2

ist eine homogene Differentialgleichung der Form y' = f(%).

2) Durch die Substitution

erhalt man

1 /2 1 1 2241
/__ - - _ _ —
° = T <2 2z Z) €T ( 2z ) ’ 2(2) L

3) Losung durch Trennung der Variablen:

2z dz dx 9 9 C
/22+1_—/— = InGz*4+1)=—-Injz|+InC = z"+1=

4) Bestimmung der Konstante:

5) Resubstitution:

2 4
<g> +1=—=, oder y?+z*=4ux.
T

6) Fir > 0, y > 0 haben wir folgende maximale Losung:

y=y/r(d—z), 0<z<4d

Die Gleichung
v 42t =4 & y2+(:c—2)2=22

definiert eine Kreis, fiir y > 0 eine Halbkreis.

T T



Aufgabe 3 (Alternative)

1) Die Differentialgleichung

Yy x 1 T _
y'=——— (Z—y——y 1>, z,y >0, y(2)=2

T % 2 2
ist eine Bernoulli-Differentialgleichung mit o = —1.

2) Fir y > 0 erhalt man durch die Substitution

die lineare Differentialgleichung

2 = lz —z, z(2)=4, =z(z)>0.

Ja) Losung der homogenen Gleichung:

3b) Variation der Konstanten:
C'lz)e=—2 = C(z)=—-1+c,
3c) Allgemeine Losung:

z(z)=C(z)r =z(c; — ), wenn z> 0.

4) Bestimmung der Konstante
2(2)=4 = =4

5) Resubstitution:
y*(z) = x(4 —z) > 0.

5) Fiir 2,y > 0 ist die maximalle Losung gegeben durch

ylz) =z(4d—2), 0<z<A4

1
z=—2 = Inz=hz4+e = 2=C0Cz.



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung;:

2 () = ( () ) = ( #(e) ) =: f(z,z2).
y"(z) vz(r) — 21 () +3

2) Das Runge-Kutta-Verfahren mit der Schrittweite A = 1:

ko= J(0.2(0) = f (o, @)) _ (O_§+3> _ @
oo G ()0 - b)) (s

b= ek = (1) (1) = (1 0) = (5L )

(1) = 2(0)+ %(kl + 2k + 2k + k) = 2(0) + ky = @) 4 (3) _ (g)

3) Also liefert das Runge-Kutta-Verfahren folgende Approximation



Aufgabe 5

1) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F(z,y):
Fi(z, asin(x
(:v) = F(:E), wobei F(m) = (@) = (zy) .
y Yy Yy Fy(z,y) a cos(zy)

Uberprﬁfung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:

1.1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
1.2) F ist selbstabbildend, da
V(z,y) Fi(z,y)+ Fj(z,y) := a’[sin*(zy) + cos’(zy)] = a® < 1,
d.h.
F(D) CD.

1.3) Kontraktivitat von F. Wegen Mittelwertsatz

L:= sup ||F'(z,y)]| <1 = F ist kontrahierend.
(z,y)eD

Wir haben

—aysin(zy) —axsin(zy)

Fla,y) = ( aycos(zy)  awxcos(zy) ) .

Nach dem Hinweis

2
L= sup ||[F'(z,y)|* < sup 3 [Fj(w,y)]"= sup a’(y"+2%)=a’ <1

(zy)ED (zW)ED ; j=1 x24y2<1

1.4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, dal F' auf D genau einen Fixpunkt
besitzt.

2) Da fir einen Fixpunkt (z*, y*) auch der Punkt (—z*, y*) ein Fixpunkt der Funktion
Fist, folgt wegen der oben bewiesenen Eindeutigkeit des Fixpunktes von F, daB

(", y")=(=2"y") = 2"=0.
Daraus folgt
y* = acos(z*y") = acos0 = a,
d.h.

=0, y"=a

ist die (einzige) Losung des Gleichungssystems.



Aufgabe 6

3
1) Gesucht ist ein Polynom p(z) = m + nz, so daf Z[p(tz) — y;]* minimal ist.

i=1

la) Die Koeffizienten m, n werden als Normallésung des iiberbestimmten Gleichungssys-
tems p(t;) = y; gefunden, d.h. des Systems

m-—-n = a, 1 -1 a
m
m = b, oder 1 0 =1 b |-
n
m+n = c, 1 1 ) — c
A y

1b) Man sucht die Normallosung, d.h. die Losung der Gleichung

AT Az = ATy,
Wir haben
30 + b+
AT Az = S I “| = amy,
0 2 n c—a
woraus b !
m:a—l—?)—l—c7 n:c;a N p(x):a—l—g—l—c_{_c;ax'

2a) Approximationsfehler in den Stutzstellen:

R

p(O) — Y2 = a-l-?’ﬁ —b — (a+c3)—25
a c c—a a c ota 2h—(ate

p(1) —ys = ofbte pe=a o atbie  cta _ 2-(edo)

2b) Fehlerquadratsumme:

3

> Ip(ti) — yi]* = const - [2b — (a + ¢)]%.

=1
C .
erreicht

2¢) Das Minimum, das = 0 ist, wird fir b =
Alternative

2a) Die Fehlerquadratsumme S ist immer > 0.

2b) S=0 < p(t;)=y; < die Punkte (4, y;) auf einer Gerade liegen:

b—a c—b a—+c
- b= . 1
0—(—1) 1-0 >

~I



RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE
INSTITUT FUR GEOMETRIE UND PRAKTISCHE MATHEMATIK
Differentialgleichungen und Numerik — Winter 98/99

Prof. Dr. Henning Esser — Dr. Alexei Chadrine

Aufgabenblatt zur Vordiplomklausur, 30. Marz 1999

o Bearbeitungszeit: 2 Stunden = 120 Minuten.

o Aufler Papier und dokumentenechtem Schreibgerit sind keine Hilfsmittel erlaubt.

o Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich.
o Klausurergebnisse: Do, 1. April 1999, Schaukasten von Prof. Esser

o Klausureinsicht: Do, 1. April 1999, 10.00-12.00 Uhr, H6rsaal 1V

o Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr méglich.

—  Deckblatter ausfillen und unterschreiben!
— Aufgabenblatt kontrollieren: Sechs Aufgaben auf zwei Seiten.
— Fiir jede neue Aufgabe eine neue Seite anfangen!

— Jedes Blatt mit dem Namen und der Matrikelnummer versehen!

—  Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen!

Aufgabe 1:

Geben Sie auf der Riickseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig oder falsch
sind. Jede richtige Antwort ergibt einen Punkt, fiir falsche Angaben gibt es keinen Punktabzug.

a.) Es seien [ ein abgeschlossenes Intervall und f: I — I eine stetige Selbstabbildung, die genau
einen Fixpunkt z* € I hat. Dann existiert eine e-Umgebung U, von z*, so daB fiir jedes zg € U,
die Banach’sche Iterationsfolge zx1+1 = f(zx) gegen z* konvergiert.

b.) Die Differentialgleichung
f"@) =31 () +3f'(z) = f(z) =sinz, =z €(0,1)

hat auf (0, 1) drei (3) linear unabhingige Lésungen.
c.) Fiir einen Vektor b € IR™ und eine Matrix A € IR"*” ist das lineare Gleichungssystem

AT Az = ATh
stets losbar.
d.) Das Anfangswertproblem
ist lokal eindeutig losbar. Punkte: 1+14+14+1=4

Aufgabe 2:

Losen Sie das System der Differentialgleichungen

{yi(t) = 4Ay(t) + y2(0), {yl(O) = 0,
yo(t) = —2y1(t) + y2(t) + € = 0.

Hinweis. Reduktion auf Y'(t) = A-Y (t) + F(t). Punkte: 9



Aufgabe 3:

Lésen Sie
vy, v
y(z) = —=+ ——, fir0 <z <1 und y(1/e) =e.
r  In“x
Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.
Hinweis zu einem der betreffenden Integrale. (Inz) = 1. Punkte: 64+1=7
Aufgabe 4:

Sei y die Losung der Differentialgleichung

y'(@) =2y(2) —wy'(x),  w(2) =5, y(2)=4

Berechnen Sie mit dem

a.) Euler-Cauchy-Verfahren: b.) riickwértigen Euler-Cauchy-Verfahren:
Yrt1 = Yk + hf(2r, yi) Ukt1 = Yk + L (Tht1, Yht1)
und der Schrittweite A = 1 jeweils eine Approximation von y(3),y(3).
Punkte: 6
Aufgabe 5:
Gegeben seien
1 3 3 1 0 37
A 3 94a 942a 3+4a b 2 11
a — = , €=
3 94+2a¢ 9+5a 3+ 3a 6 16
1 3+a 34+3a 2+ 2a 3 25
a.) Bestimmen Sie die LDL"-Zerlegung der Matrix A,.
b.) Losen Sie das Gleichungssystem A,z = b fiir a = 2.
c.) Wieviele Lésungen hat das lineare Gleichungssystem A,z = ¢ fiir ¢ = —17
(Begriindung dazu) Punkte: 34+34+1=7

Aufgabe 6:

us

5z in den folgenden Knoten

Sei p € P das kubische Interpolationspolynom zu f(z) = sin

v | =3]-1]1] 3
flag) | 1]-1]1]—1

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, da8 fiir den Interpolationsfehler in z = 0 gilt:

£(0) = p(0)] < 33(m/2)".

b.) Geben Sie p in der Newton-Form an.
c.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom ¢ € Py zu f mit der zusitzlichen Stiitzstelle z5 = 0.
d.) Wie grof ist der Interpolationsfehler | f(0) — p(0)| tatsdchlich? (Begriindung)
Punkte: 14+441+1=7

Viel Erfolg!



Aufgabe 1

a) Falsch.

Die dritte Voraussetzung des Banach’schen Fixpunktsatzes (Kontrativitat) fehlt.
7.B. die Funktion

flz)=1/z, =z €][1/2,2]

hat genau einen Fixpunkt z* = 1, aber, wenn z¢ # 1, alterniert jede Iterationsfolge
Tr+1 = f(xy) zwischen g und 1/xq.

b) Richtig (s. S.23 der Vorlesung)

Jede lineare DGL der Ordnung n mit stetiger rechten Seite hat n linear unabhangige
Losungen.

¢) Richtig (s. S.81 der Vorlesung).

d) Richtig.

Die rechte Seite ist Lipschitz-stetig.



Aufgabe 2

1) Aquivalente Formulierung
, 41 0
Y(t)=A-Y()+ Ft), Y(0)=0; A= PO =1 ]
e

2a) Berechnung der Eigenwerte:

4— A 1

det(A=A1)=|"_ " "

=AM -5A4+6=(1=2)A=3) = A =2 l=3. [1]

2b) Bestimmung der Eigenvektoren.

2 1 1
M=2 = (A—E[)Ulz( )vlz() = Ulz( )

-2 -1 2

-2 1

1 1 1
)\2:3 = (A—?)])UQZ(Q )’UQZO = ’UQZ( )

Apt

2¢) Berechnung des Fundamentalsystems {e**"v;};_, und einer Wronski-Matrix:

y; = e’ : , yp=c¢" 1 ; W(t) = [y, y2) = o
-2 —1 —92e2t et

3) Losung des Systems (Variation der Konstanten)

Y =AY +F, Y(t)=0 = Y)=W(@) [ W (x)F(z) dL.

3a) Berechnen von b(t) = F(t)
Q2 Bt
_2621‘ _631‘

. / — 1
3b) Integrieren: b(t) :/ b(T) dr = ( e+ ) .
0

3c) Berechnen von Y'(1):

N 2t 3t —et+1 — et 4 et et
Y(t) = W(t)b(t) = (_26% Bt) ( . ) = ( ) :

als Losung des Systems W (t)b(t) = F(t):

1) - o0 (2)

1

2631‘ _ 2627,‘ _ teBt

[}



Aufgabe 3

1) Die DGL
2
y— Yy

A
ist eine Bernoulli-DGL mit o = 2.

2a) Substitution (fir y(x) # 0):

2(x) = y' ™) = 1/y(x)

0<z<l, y(l/e)=c¢

2b) Die lineare Differentialgleichung

z':lz ! . z(1/e) =1/e.

z In?

Ja) Losung der homogenen Gleichung:

!

1
Z=—z = Inlz|=Ihlz|+ea = z=Cx.
T

3b) Variation der Konstanten:

1 11 1
= (C'(z)=—--

C'(z)x =

In?z

3c) Allgemeine Losung:

4) Bestimmung der Konstante

—1/e+erfe=z(1]e)=1/e = c¢;=2.

5) Resubstitution:
Inz

y(z) =1/z(x) = et 1)

6) Da fiir z = 1//e der Nenner z(2Inz 4 1) = 0 ist, und die Ungleichungen
0<l/e<1/ye<1

gelten, ist fir 0 < 2 < 1 das maximale Existenzintervall gegeben durch

0<z<l1/ye



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung;:

) )
Y 2y 4

2= ( y//) = ( 5 2 ) =: f(z,2).
Y Z1 — TR

a.) Euler-Cauchy-Verfahren (h =1, 2o = 2):
z%l) _ z%o) N Zgo) z%o) (5
zgl) B zgo) 2. z%o) — Zg - zgo) ’ zgo) Vg )
(1)
2z 5 4 9
= = : 1
(5”) (4)+(2-5—2-4) (6)

b.) Rickwartiges Euler-Cauchy-Verfahren (h =1, z; = 3):

Z§1) B Z§0) .\ Zgl)
zgl) B zéo) 2 - z%l) — - zgl)

und das aquivalente Gleichungssystem ist

1 -1 zg) z%o) 5
= = . 1
( -2 14+ ) ( 251) Zéo) 4

Losung des Gleichungssystem.
1 -1
0 2

1 —-11]5
-2 4|4

5) = z(l):(m). +

14



Aufgabe 5

1 3 3 1
K)
a.) LDL"-Zerlegung von 5 9t 94Za Sta
3 94+2a 9+5a 3+ 3a
1 34+a 3+4+3a 24+ 2a
1 3 3 1 1 3 3 1 1 3 3 1
3 a 2a a 3 a 2a a 3 a 2a a
= = ; 3
3 2a ba 3a 3 2 a a 3 2 a
1 a 3a 1+ 2a 11 a 14a 1 1 1
d.h.
1 1 3 3 1
31 1 21
L= , D =diag (1,a,a,1), L"=
3 21 11
1111 1
b.) a=2 = D=diag(1,2,2,1).
]
—~—
LDLYz=b=(0,2,63)".
——
y
1 0 0
3 1 2 2
Ly=b = = = = ; 1
Y 321 |77 |6 A
1 2 1 1 3 —1
0
. . 1
Dy=y = y= 1k
-1
1 3 31 0 1
1 21 1 -2
o=y = = = z= 1
e 11" 1 ’ 2
1 -1 -1
c.) Genau eine Losung. (Fiir a = —1 ist det A, = det D = a? # 0).



Aufgabe 6
a) Interpolationsfehler:

(4)
o) - 1) < ), ) = @4 3)e 4 1)@ - 1) - 9).

SOQ] = [(sin )W < (m/2)", |w(0)[ =9 = [/(0) = p(0)] < 34(m/2)".

b)-c) Die Newton-Darstellung (mit der zusatzlichen Stiitzstelle 0):

-3 1
-1
1| -1 1
1
1 ~5
1 1 N
S T S
3| -1 .0 =2
1
L
o o
Also gilt
ple)=1—-(z43)+3(x+3)(z+1) = gz +3)(z + 1)(z - 1).
und
q(z) = p(x)
d.) Deshalb £(0) := ¢(0) = p(0), und ist tatsichlich | f(0) — p(0)| = 0.
> =[7]
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Aufgabe 1.

Geben Sie auf der Riickseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig oder falsch

sind (jede richtige Antwort ergibt einen Punkt):

a.) Fiir jede zq, yo € R besitzt das Anfangswertproblem

v =y+y"" y(zo) =wo

eine maximale Losung.

b.) Die Differentialgleichung
y,"—2y"+2y,_y:€x, T E (071)

hat auf (0, 1) vier linear unabhingige Ldsungen.

c.) Wenn die Funktion f(z) auf dem Interval (a,b) genau eine Nullstelle 2* besitzt,
konvergiert das Newton Verfahren fiir jeden Startwert z( € (a,b) gegen z*.

d.) Jede nichtsingulire Matrix besitzt eine L R-Zerlegung.



Aufgabe 2:

Losen Sie das Anfangswertproblem:

1 1 0
y=Ay, A=|2 1 -2 |, y0)=(01,1,1)7
2 1 -1

Aufgabe 3

Losen Sie die DGL 5
T
y =y + >’ fir y<0, y(-1)=-1.

Geben Sie das maximale Existenzinterval.

Aufgabe 4.

Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (2% y°) = (0,7) aus, um eine

Losung des nichtlinearen Gleichungssystems

r+ysinz = w41
y+azcosy = —(r+1) '

ZUu approximieren.

Aufgabe 5.

Gegeben seien

2 3 1
44a 6+a? 2+4a
6+a® 10+a® 4+a* |’
24a 44a* 3+4+a

Ag =

—_ W N

a.) Bestimmen Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A,.
b.) Fiir welche a ist A, positiv definit?

c.) Loésen Sie das Gleichungssystem A,z = b fiir a = 2.

Aufgabe 6.
Sei p € P, dasjenige Polynom, das die Werte
1

von f(w):ac—}—l auf z; €{1,2,3}

interpoliert.

a.) Geben Sie p in der Newton-Form an.

b.) Berechnen Sie das Interpolationspolynom ¢ € P; zu f mit der zusitzlichen Stiitzstelle 0.

c.) Zeigen Sie, daB fiir den Interpolationsfehler an der Stelle z = % gilt:

173 -3 < 135

Viel Erfolg!

b=(-1,2,817".

-
B

[ro] [es]

[¢]



Scheinklausur, 6. Juli 1999 (Musterlosung)

Aufgabe 1

a) richtig
b)-d) falsch



Aufgabe 2.

1) Berechnung der Eigenwerte:

1—A 1 0
2 1-Xx =2 = —(1=X2(14+X) —4+2(1 =X)+2(1 +})
2 1 —1-=X
= —(1—/\)2(1+/\) = /\12 = 1, )\3 = —1
2) Bestimmung der Eigenvektoren.
01 0 1
)\1:1 = (A-[)Ulz 2 0 =2 U1:0 = v = 0 .
2 1 =2 1
21 0 -1
da=—1 = (A+Dvy=[2 2 =2 |wvs=0 = wvs=| 2|.
21 0 1
3) Bestimmung des Hauptvektors der Stufe 2 durch Losung (A — Ajpl) vy = vy
01 0 1 0
2 0 =2 |luoy=v;=10 = wv=|11.
2 1 =2 1 0
el te! —e”!
4) Eine Wronski-Matrix: ~ W(t) = (e'vy, €' (vy + tvy), e vg) = 0 e 2et
el te' e’
5) Allgemeine Losung: y(¢) = W (t)c. Bestimmung von ¢ durch Losung W(0)e = (1,1,1)7:
10 —1]1 10 =171 1
01 21| = [01 2{1| = e=[1].
1 0 11 00 20 0
el tel —e7t 1 (1 + t)e
4) Losung des AWP’s: y(t)=W(t)e=| 0 € 2 1] = et
et tel et 0 (1 + t)e

[}



Aufgabe 3

1) Die DGL
, 2z
y=y+gn y<0, y(-1)=-1,

ist eine Bernoulli-DGL mit « = —1 = Substitution: z = y'~* =y

2) Lineare DGL:
2 =2z44z, =z(-1)=1, =z(z)>0.

3a) Losung der homogenen Gleichung:

3b) Variation der Konstanten:
C’(J;>62x =4z = C’($> — dpe~? = C(:C) _ _(2$ n 1>6_2x Lo

30) Allgemeine Losung: z = —(Q;U + 1) + ce?®

4) Bestimmung der Konstante:

5) Resubstitution:

y=—Vz=—/-(2z+1).

1
—(2$+1)>0 = $<—§.

6) Das Existenzintervall:

1

=

I
=[]



Aufgabe 4.

1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F(z,y) = ( gjj:i(s:lollz ; E: i 3 )
. ‘ 1+ ycosx sin
. ! =
2) Jacobi Matrix: F' (xa y) = ( cos y 1 —xsiny )

3) Berechnen von F(=°), F/(=)
F(0,m) = ( ey ) F(0,7) = ( e ) | M+
4) Losung des Gleichungsystems F'(z°)Az% = F(2°):
() - (Re)- (5 )
4) Die niichste Nitherung 2! = 20 — Az;

()= ()0 )= ()



a.) LDLT-Zerlegung von

1 2 3 1 1 2 3 1 1 2 3 1
2 a a? a N 2 a a’ a N 2 a a’ a
3 a* 14+a® 1442 3 a 1 1 3 a 1 1
1 a 1+a* 2+4+a 1 1 1 2 1 1 1 1
d.h.
1 1 2 3 1
21 . r | 1 e
L= 3 a1 , D =diag (1,a,1,1), L' = 11
1 111 1
b) A>0 & D>0 & a>0.
c.) a=2 = D=diag(1,2,1,1).
g
—~—
LDLTz=b=(-1,2,8"7".
S———’
Yy
1 -1 -1
2 1 2 4
Ly=b-= 3 91 [v=| g| = ¥=| 3]
1 1 11 7 1
-1
~ - 2
Dy=y = g=| 4];
1
1 2 31 —1 —2
1 21 2 -3
T, =~ _
L'z=9 = 1 1]%= 3 = = 5
1 1 1

Aufgabe 5

1 2 3 1

2 44a 6+a* 2+4a
3 64+a® 104+a® 44 a?
1 24a 4+4+a*> 3+4+a




Aufgabe 6

1) Dividierte Differenzen mit der zusatzlichen Stutzstelle 0:

1
1 2
1
1 6 1
2 3 24
1 S 1
S S g 1
1 Coa
3 4 s 12
|
1
0 1

2) Newton Darstellung

pa) = F—de -1+ e -De-2
o) = ple) = Ha =z —2)(-3)

3) Abschétzung fur die 3-te Ableitung:
3! /(&) 1 1

aXx = ImMmax =
£€(1,3]

11
= — =
! (x) (T +1)* §I2[1,3] 3!

4) Interpolationsfehler:

p(3) = I3 < max G -G -G -3 =53 = s

E+1)7  (Q+1)7

[2]+[1]

s
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Aufgabe 1.

Geben Sie auf der Riickseite des Deckblatts an, ob die folgenden Aussagen jeweils richtig oder falsch
sind (jede richtige Antwort ergibt einen Punkt):

a.)

Fiir jede zg,y0 € R, yo # 0, ist das Anfangswertproblem

y' =2ty + a2yt y(zo) = yo

lokal eindeutig 16sbar.
Fiir jede Menge von Stiitzstellen {z;} und Werte {y;} gibt es genau ein Polynom p vom Grad n,
so dafy

plzi)=w;, i=1,...,n+1.
Jede symmetrische nichtsingulire Matrix besitzt eine LDL"-Zerlegung.
Sei W (z) eine Wronski-Matrix zur Differentialgleichung

y'(z) = Ay(z), AeR™"

Dann ist det W (z) # 0 fiir jedes 2 € R.



Aufgabe 2.

Lésen Sie das Anfangswertproblem

y"'(z) — 4y (z) + 5y (z) — 2y(z) = 2%, y(0) =4/ (0) = 4" (0) = 0. @
Aufgabe 3
[.6sen Sie
) y: Ly 1 . 3
y(m)zﬁ-l-;—i, fir 2 > 0 und y(3) = 3.
Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.
Aufgabe 4

Gegeben ist die Gleichung
y" =ty -y vy -1, y()=2, yQ) =1, y'(1)=0.
Berechnen Sie mit der Trapezregel
h
Yerr = Yo+ 5 (@ ) + F(2h41, )]
und der Schrittweite A = 1 eine Approximation von y(2),y'(2),y"(2). @

Aufgabe 5
1) Fiir welche a,b hat das Gleichungssystem

1 =2 4 -1
-2 5 -11 T = 2
4 —11 26— a? -3 — 3b?

a.) genau eine Losung, b.) keine Lésung, c.) mehr als eine Losung?
2) Fiir welche a ist die Matrix des Systems positiv definit?

Aufgabe 6

Zeigen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, daf fiir jedes @ € (0,1) das nichtlineare Glei-
chungssystem

r=aln(1+ zy) P o< <

y:a% /1_|_$2y2 au —{(Z,y) STY S }

genau eine Ldsung besitzt.

Fiir den Kontraktivitidtsbeweis verwenden Sie die [,,-Norm einer Matrix A: [|A]|o = max; 2?21 ;.
Hinweis. Um das Maximum einer symmetrischen Funktion G(z,y) (d.h.G(z,y) = G(y, z)) zu bestim-
men, kann man die folgende Aussage benutzen:

5 m%xb]G(x, y) = G(b,b)
r,yela,
8_xG(7;’ y) Z O V.’I;, y E [(1’7 b] i max my . G(x’ y) = b2G(b’ b)
x,ye[a,,b]

Viel Erfolg!



Vordiplomklausur, 20. Juli 1999 (Musterlosung)

Aufgabe 1

Fiir die Aufgaben a)-b) hat jeder 2 Punkte bekommen

(da diese nicht deutlich formuliert wurden)

a) Fur yo < 0 ist die rechte Seite nicht bestimmt
Fur yo > 0 ist die DGL lokal eindeutig losbar, da die rechte Seite lokal Lipschitz-
stetig ist.

b) Fur n + 1 paarweise verschiedene Stutzstellen gibt es genau ein Interpolation-
spolynom vom Grad p.

0 1

¢) Falsch. Es gibt keine LDLT-Zerlegung fiir ( ) .
10

d) Richtig. Die Determinante von Wronski-Matrix ist von Null verschieden.



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
pA) =X =4+ 55X -2=(A—-1) (N =31 +2)= (A= 1)*(A = 2)
A=A =1, Ay = 2.

=

1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e”, xe”, e*}

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e’ re’ e’ 0
Wiz)=| e (z+1)e 22 [, flz)=| 0 |.
e’ (T + 2)6”’ 42 2e®

3) Eine spezielle Losung des daquivalenten Systems:

V(o) = W(a)e(e) = W(a) [ WS di. - Vilao) = (0,0,0)"
(1)

3a) Berechnen von ¢(z) = W~ (z)f(x) als Losung des Systems W(z)d'(z) = f(z):

e’ ze” e | 0 e’ ze® €| 0
e (z+1)e” 2e* | 0 = 0 e €| 0
e (z+2)e” 4e? | 27 0 2e 3¢ |27
1+ [+ ]
e xe® e | 0 20 — 2
= 0 e €| 0 =  dx)=] -2
0 0 ¥ |2e 2e"
x? — 2z
3b) Integrieren:  c(z) = /0 “emydi=|  _ow
—2e T+ 2
4) Berechnen der Losung des AWP’s:
y(z) = ys(z) = [W(z)e(z) = ([e",ze”, e*7], [2* — 22, =22, —2e™" 4 2])
= (2% —2z)e” — 22" — 2e" + 2%

= —(2* 422 4 2)e” + 2¢*".

Y =[9]



Aufgabe 2 (Andere Sortierung des FS)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:
pA) =X — 4N+ 50 —2=(A—=1) (N =31 +2) = (A =2)(A — 1)
/\]:2, /\2:)\'3:1
1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e*, ", xe”}

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e et re” 0
Wi(z) =1 2% e* (x 4+ 1)e” |, flz) = 0 .
4e?* 7 (T + Q)ex 2e®

3) Eine spezielle Losung des daquivalenten Systems:

V(o) = W(a)e(e) = W(a) [ WS di. - Vilao) = (0,0,0)"
(1)

3a) Berechnen von ¢(z) = W~ (z)f(x) als Losung des Systems W(z)d'(z) = f(z):

e?” e xe® | 0 e” e’ xe® | 0
2¢* € (z+1)e"| 0 = 0 —e (—z+1)e"| 0
46 ¢ (z+2)e” |27 0 —3¢® (=32 +2)e” | 267
1+ [+ ]
e e ze” | 0 2e™7
= 0 —” (—x+1)e"| 0 = d(z)= |22 -2
0 0 —e” | 2e” —2
—2e77 42
3b) Integrieren: cy(z) = /0 Teydi=| 229
—2z
4) Berechnen der Losung des AWP’s:
y(z) =ys(z) = [W(x)e(z) = ([e*, €7, xe”], [-2e7" 4 2, 2% — 22, —2z])
= —2e" 4 2e* 4 (2% — 2z)e” — 227"

= —(2* 422 4 2)e” + 2%,

Y =[9]



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA) =X =4 450 2= A =1D(N =32 +2)= (A -1)*\-2)

1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e”, xe”, e*}

2) Bestimmung einer speziellen Losung durch den Ansatz

ys(x) = ca’e”.

Es gilt
ys(z) = ca’e”,
valz) = co(a®+2z)e”,
J() = e+ 4z +2)e,
yl(z) = c(a®+ 6z +6)e”,
und

Yyl — Ayl 4 Byl — 2y, = —2¢e” 1= 2" = c=—1.

3a) Allgemeine Losung:

y(z) = c1e” + cpze” + cze™ — %",

3b) Bestimmung der Konstanten entsprechend den Anfangsbedingungen

d.h. Losung des Gleichungssystems:

1 0 110 1 0 110 1 0 110
1 1 210 = 01 110 = 01 110 =
1 2 412 0 2 3|2 0 0 1]2

4) Also ist

die Losung des AWP’s.

2
]+ [+ 1]

> =[9]



Aufgabe 3

1) Die DGL
2
_ Y y 1 1y _ 3
y(@ =g55+- -5 vz =3
hat die Form y' = f(¥) = Substitution z =% = 2/ =1(f(z) - 2)

2) Die DGL mit getrennten Variablen:

122-1 1
=2 (3)=3.

3) Losung durch Trennung der Variablen:

/22:2_1“:/%‘12:/(2:‘2;)dZ: =

z — z—1
= an 1‘:ln|x|+ln0 = m:CJ;.
4) Bestimmung der Konstante:
() =3 = ool L oo
2 3+1
4) Losung:
z—1 2 2 z4+1
z4+1 r= z4+1 vo=s +1—$ z—1
5) Resubstitution:
r+1
y=—1
r—1
6) Das maximale Existenzintervall (das T = % beinhaltet):
O<z<l.
> =



Aufgabe 4

Y 21
1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung: z = | ' | =| 2,
y// 23
y' Z3 2
2= y// = Z3 = f(.’L‘,Z), Z(l) = 1 .
" 22z —xz9+ 21— 1 0

21

2) Sei z(2) = | z, |. Die Trapezregel z(2) = z(1) + %[f(l, z(1)) + f(2,2(2))] liefert

23
Z1 2 1
1 1
o =1 [+5]|0]|+3 :
Z3 0 0 42'3—222+Z1—1

und das aquivalente Gleichungssystem ist

I
)

-
0 1 —1 22 1
—% 1 -1 Z3 —%
3) Losung des Gleichungssystems.
1 -+ 0| 3 1 -1 03
o 1 -2 1| = o 1 11| =
-3 1 -1 =; 0§ —1|3
I RS
= o 1 11| = =] ye [=]|1 [+ 1]
0 0 =210 y"(2) 0



Aufgabe 5

1) GauB-Elimination:

1 -2 4 1 1 -2 4 1
—2 5 -1l p = | -2 1 -3 0
4 —11 26—a®|—3— 3p? 4 —3 10—a®|1 -3

4 -3 1—-a*|1-3°

a) a# 1+l - genau eine Losung fir jedes b
(da die Determinante des aquivalenten Systems # 0 ist).
b) a=+1,b# :I:% — keine Losung

(da die Gleichung (1 — a?)z3 = 1 — 3b% unlésbar ist)

c) a==1,b= :l:% — unendlich viele Losungen x (der Form = = (=1 + 2v,37,7)7)

2) Cholesky-Zerlegung von A:

1 0 0
A=LDLT, mit L=| —2 1 0|, D=diag(1,1,1—d?
4 -3 1
A ist positiv definit & D>0 & 1-a*>0 & || <]l.

~I



Aufgabe 6

1) Eine Losung des Gleichungssystems ist ein Fixpunkt der Funktion F/(z,y):
Fi(z, aln(l + =z
(x> = F(x), wobei F(m) = 1@, y) = ( y) .
! Y Y Fy(z,y) azzVI+ 2ty

Uberprﬁfung der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes:

1.1) D ist offensichtlich abgeschlossen.
1.2) F ist selbstabbildend. Fir 0 < z,y <1 und 0 < a < 1 gilt
0=alnl<aln(l4+zy)<aln(l+1)<a<l,
—_——

Fl (a:,y)

0§a%\/1+$2y2§a%\/1—|—1:a<1
—_——

EZ (m,y)

d.h. F(D)C D.
1.3) Kontraktivitat von F. Zu zeigen:

L:= sup [[F'(z,y)| < 1.
(x,y)€D

Jacobi-Matrix:
Yy x

14+zy 14+zy
F'(z,y)=a 2y v .
VIVi+a2? V21422

Die [-Norm:

”F'(fcawl\m:amax{“y x4y }

, L
N e

Abschatzungen (nach dem Hinweis):

. —_— . —_— 2

Oxty Lty -Cty)y 1oy o ety o 14D

Ox 1+ xy (]+.7:y)2 (]—I—my)Q 1+ 2y 14+1-1

Jd x4y _]'\/_(Jj‘l'y)'%_(1+x2y2)—(x+y)-:vy2_ 1 —zy? >0

Oz T+ 22y 1+ x2y? B (1+x2y2)-\/ _(1+$2y2)-\/_

r+y 1+1
= — <1l —=
RN i NCNGESE
1.4) Nach dem Banachschen Fixpunktsatz folgt, daB F auf D genau einen Fixpunkt
besitzt.
> =7]
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— Deckblétter ausfiillen und unterschreiben;

— Aufgabenblatt kontrollieren: Sechs Aufgaben auf zwei Seiten;

— Fiir jede neue Aufgabe eine neue Seite anfangen;

— Jedes Blatt mit dem Namen und der Matrikelnummer versehen;
— Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;

— Keine vorzeitige Abgabe wahrend der letzten 15 Minuten.

Aufgabe 1.

Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (2°,y%) = (0,1) aus, um eine

Lésung des nichtlinearen Gleichungssystems

$2+y2 = 92
e +Iny = 1

zu approximieren. (Keine Reduktion auf den skalaren Fall.)

Aufgabe 2.

Lésen Sie das Anfangswertproblem

y"(x) = 3y'(z) + 2y(z) = €**,  y(0) = y'(0) = 0.

Aufgabe 3.
Losen Sie das Anfangswertproblem

11
y'(z) = 3V~ §my3, y(1) = Ve.

Geben Sie das maximale Existenzintervall an.



Aufgabe 4.
Gegeben ist die Gleichung

y'—zy' +y=1,  y(0)=1, ' (0) =4
Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren

kl = f(tk7 yk)7 k3 = f(tk + %h7 Y + %hk2)7
ko= f(tx+ 2h, y + Lhk1),  ka= f(tx + b, yx + hks),

Yrt1 = Ui + ghks + 2ko + 2k + ky)
und der Schrittweite A = 1 eine Approximation von y(1),y(1).

Aufgabe 5.

Gegeben seien
1 2 a
A,=12 4+a 4a , b=(1,2,4)T.
a 4a a’+4a-1

a.) Bestimmen Sie die LDL"-Zerlegung der Matrix A,.
b.) Fiir welche a ist A, positiv definit?

c.) Losen Sie das Gleichungssystem A,z = b fiir a = 3.

Aufgabe 6.

Seien p € P; und ¢ € Ps diejenigen Polynome, die die Werte

1
von f(z) = auf z; € {2,3,4} bzw. auf 2; € {1,2,3,4}

z+1

interpolieren.

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, da8 fiir den Interpolationsfehler in z = % gilt:

173 =3 < 51

b.) Geben Sie p und ¢ in der Newton-Form an. (Weitere Vereinfachungen sind nicht nétig.)

Viel Erfolg!

>

(=] [=] [e]

5 & =



Vordiplomklausur, 31. Marz 2000 (Musterlosung)

Aufgabe 1.
. . _ vt 4yt —2
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F(z,y) = ,
e +lny—1
. . / 20 2y
2) Jacobi Matrix: F'(z,y) = -
e’ 1y
3) Berechnen von F(2°%), F'(z")
F(O,l):(_é), F’(O,l):((l) ?)
4) Losung des Gleichungsystems F'(29) 2% = F(2°):
0 2|—1 §z%\ 1/2
() = (8 )-(4R)
4) Die nachste Naherung z' = 2% — §2°:
2\ (0 12\ [ -1/2
()=(1)- (k) - (32)



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA)=M=3A+2=A-1(A-2), h=L A=2

1b) Ein Fundamentalsystem: S ={e", ¥}

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

o= (5 e ) f0=( 2 ).

€

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Yi(x) = W(a)e(x) = W(m)/x: WY F(8) di,  Yi(xo) = (0,0,0)7.
c'(t)
3a) Berechnen von ¢/(z) = W' (z) f(z) als Losung des Systems W (z)d'(z) = f(2):
L oe (el - ew- () e

3b) Integrieren:  ¢(z) = /x d(t)dt = ( —er+l )
0

x

(&

4) Berechnen der Losung des AWP’s:



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA) =N =32+2=A-1DA=2), X=1, A=2

1b) Ein Fundamentalsystem: S ={e", ¥}

2) Bestimmung einer speziellen Losung durch den Ansatz

ys(z) = cre®”,

Es gilt
(o) = cze®®, yi(2) = 20+ )¢, y(z) = c(da + 4)e™,

und

2z

y' =3y 4+ 2y, = ce® =€ = c=1.

3a) Allgemeine Losung:

y(z) = cre” + 02" 4+ ze?®.

3b) Bestimmung der Konstanten entsprechend den Anfangsbedingungen
d.h. Losung des Gleichungssystems:
1 1] 0 N 1 1] 0 oo 1
12| -1 0 1|-1 T )

y<$> — ex_62x+$62x

4) Also ist

die Losung des AWP’s.

=] [=]

=

=] [=]

=



Aufgabe 3

1) Die DGL
;11

y'=gy— gy’ y(l)=Ve

ist eine Bernoulli-DGL mit o = 3.

2) Substitution z = y'=* =1/y?* = Die lineare DGL

2 =—z+4z, z(1) =1/e.

3a) Losung der homogenen Gleichung:

!/

==z = z=Ce"

3b) Variation der Konstanten:

3c) Allgemeine Losung: z(z) = C(z)e” = (z — 1) + ce™.

4) Bestimmung der Konstante

z(1)=cfe:=1/e = c=1

5) Resubstitution:

y(x) = NED = NEEnrT=

6) Fiir den Ausdruck z(z) unter der Wurzel gilt

z(0) =0, z(z) >0, x=#0 (Z'(z)=1—¢€7")

Das maximale Existenzintervall (das z = 1 beinhaltet)

0<z<oo



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung;:

#(e) = ( ?y’,’((j;)) ) - ( :cZQ(:c)Z—Q(i)(x) +1 ) =i f(@,2).

2) Das Runge-Kutta-Verfahren mit der Schrittweite A = 1:

ko= (0,2(0) = f (0’ @) - (0—?4—1) B @

ky = f(%,z(0)+%k1>zf(%a(i)Jr%(é)):f(%’(?;»:(2—§+1)

A1) = 2(0)+ %(kl + 2ky 4 2ks + kq) = 2(0) + by = (1) i (4) _ (i

4 0

3) Also liefert das Runge-Kutta-Verfahren folgende Approximation

)

¥ = 6]



Aufgabe 5

a.) LDL"-Zerlegung:

1 2 a 1 2 a 1 2 a
2 4+a 4a = 2 «a 2a = 2 a 2a +
a 2

a 4da d*+4a—-1 a 2a 4a-—1 —1
d.h.
1 1 2 a
L=[2 1 |, D=diag(l,q,-1), LT=| 1 2].
a 2 1 1
b) A>0 & D>0 & d;>0.
Da ds3 = —1 ist, gibt es kein a, fur welches A, positiv definit ist.
c.) a=3.
y
——

LTy =

Nagt
4
AN

—
— Do
— N O
~—
=
I
N
Leoo
~—
4
=
I
AN
»LMO
~—
[=]



Aufgabe 6

a1) Abschatzung fur die 3-te Ableitung:

3l F() 1 L
" _ UASE _ _
S i) = @r 1P fea 31 EMETDF 2+ 8l

as) Interpolationsfehler:

9 | 1L
~ 3
_ 1
1 12 1
3 i 0
1 |
20 v 120 —|—+
1 C1
4 = 1
o1
: "
1 3

bez) Newton Darstellung

=

pa) = E k(e =2+ (e —2)(x - 3)
a(r) = ple) — e = 2)(x —3)

~—~ O

~I
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—  Deckblitter ausfiillen und unterschreiben;

— Aufgabenblatt kontrollieren: Sechs Aufgaben auf zwei Seiten;

— Fiir jede neue Aufgabe eine neue Seite anfangen;

— Jedes Blatt mit dem Namen und der Matrikelnummer versehen;
— Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;

— Keine vorzeitige Abgabe wahrend der letzten 15 Minuten.

Aufgabe 1.

Fiihren Sie einen Schritt des Newton-Verfahrens mit dem Startwert (z% y°) = (e,e) aus, um eine

L.osung des nichtlinearen Gleichungssystems

r+ylnze =
y+azlny =

o

o

7ZUu approximieren.

Aufgabe 2.

[.6sen Sie das Anfangswertproblem

y"(z) — 2y (2) + y(z) = e"cosz, y(0)=1y'(0)=0.

Aufgabe 3

Lésen Sie 5
y'(z) = il + -, fir y,2 > 0 und y(1) = 1.
Yy

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.



Aufgabe 4.

Gegeben ist die Gleichung
y'+y=2  y(0)=-2, y(0)=0.

Berechnen Sie mit dem klassischen Runge-Kutta-Verfahren
kv = f(tk, yk), ks = f(tx + %ha Yk + %hkz),
ke = f(te + 3hy yx + Shkr), ks = f(te + b, yx + hks),
Ykt = Y + ghiki + 2k + 2k + ka)

und der Schrittweite h = 2 eine Approximation von y(2), y'(2).

Aufgabe 5.

Gegeben seien
2 -1 0 0
=12 1o B "
A=|"y 1 5 1| r=ann
0 0 -1 2

a.) Bestimmen Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A.

b.) Stellen Sie fest, ob A positiv definit oder negativ definit oder indefinit ist. (Begriindung dazu)

c.) Loésen Sie das Gleichungssystem Az = b.

Aufgabe 6.

Seien p € P, und ¢ € P diejenigen Polynome, die die Werte
von f(z) =+/z auf z; €{1,4,9} bzw. auf z; € {0,1,4,9}

interpolieren.

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, daf fiir den Interpolationsfehler in z = 5 gilt:

1f(5) = p(5)] < 1.

b.) Geben Sie p und ¢ in der Newton-Form an. (Weitere Vereinfachungen sind nicht nétig.)

Viel Erfolg!

s =

[¢]



Scheinklausur, 18. Juli 2000 (Musterlésung)

Aufgabe 1.
+ylnz -3
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F'(z,y) = YT e
y+azlny — ge
1+ 1
2) Jacobi Matrix: F'(z,y) = e
Iny 1+ %

3) Berechnen von F(2°%), F'(z")

N
Nt =
— —
SN————
[l
N
o )
SN———
|
|
B = [
o @
[l
N B |
o @
[~]



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

PN =X =22 +1=(A-1?%  Ap=1

1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e", xe”}
2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e’ ze® 0

W(z) = , fz) = :

e’ (z+1)e" e” cos x

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Vi) = Wialelo) = W(o) [ WS dr, Viloo) = 0,007
N (1)

3a) Berechnen von ¢/(z) = W' (z) f(z) als Losung des Systems W (z)d'(z) = f(2):

xr o . _ + 1
3b) Integrieren:  ¢(z) = / (1) dt = rsime —cos
0

sin &

4) Berechnen der Losung des AWP’s:

y(r) = ya(x) = W()e(a)]y = <><“)

sin &

= e”‘"(—l‘sinw —cosz + 1 +wsinx) =e” —e’cosa

> =[8]



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

PN =X =22 +1=(AN—-1?% =1

1b) Ein Fundamentalsystem: S = {e", xe”}

2) Bestimmung einer speziellen Losung durch den Ansatz

ys(x) = ae® cos x + be” sin .
Es gilt
ys(z) = ae”cosw +be sin x,
yi(z) = ae”(cosxz —sinz) +be"(sinx + cosz),
y'(z) = ae”(—2sinz) +be”(2 cos x),
und

Yy — 2yl + ys = ae”(—cosx) + be”(—sinz) := " cosz = a= -1, b=0.

3a) Allgemeine Losung:
y(z) = cre” 4 cpwe” — €” cos x.

3b) Bestimmung der Konstanten entsprechend den Anfangsbedingungen

d.h. Losung des Gleichungssystems:

1 0|1 1
111 ’ 0

4) Also ist
y(z) =" — e cosx

die Losung des AWP’s.



Aufgabe 3

1) Die DGL
2u
! = — — =
hat die Form y' = f(¥) = Substitution z =% = 2/ = %(f(z) —z)

2) Die DGL mit getrennten Variablen:

2= %(Z—I—l/z) z(l): 1.

3) Losung durch Trennung der Variablen:

d
/22 dz = ar
22+ 1 T

1 2 2 2
= §ln|z +1=Injz|+In|C] = z"+1=Cz"
4) Bestimmung der Konstante:
(=1 = C=2
4) Losung:
z=v2z? -1
5) Resubstitution:
y=xV2zx?—1.
6) Das maximale Existenzintervall (das z=1 beinhaltet):
1
— <z < 0. 1
7
> =



Aufgabe 3 (Alternative)

1) Die DGL

ist eine Bernoulli-DGL mit o = —1.

2) Substitution z =y'=* =y*> = Die lineare DGL

4
7 = —z + 2z, z(1) = 1.

x

3a) Losung der homogenen Gleichung:

!/

A— z = zZ = C$4.
3b) Variation der Konstanten:
C'($)$4:2$ = Cl(m):2/$3 = C(J:):—l/.IQ—l—c

3c) Allgemeine Losung: z(z) = C(x)x? = —2* + ez’

4) Bestimmung der Konstante

5) Resubstitution:

y(z) = v/z(z) = V224 — 2% = 2222 — 1.

6) Das maximale Existenzintervall (das x = 1 beinhaltet)

<z < oo

1
V2

1

.

=

=

(=]



Aufgabe 4

1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung;:

1
2B8) = 2(0)+ 52 (ky + 2ky + 2hs + hy)

- (6)+3(C) () () ()] - ()

=

.

=

=

3) Also liefert das Runge-Kutta-Verfahren folgende Approximation



Aufgabe 5

a.) LDLT-Zerlegung:

2 -1 0 0 2 -1 0 0
-1 2 -1 0 -2 2 -1 0
= 22 =
0 -1 2 -1 0o -1 2 -1
0o 0 -1 2 0o 0 —1 2
2 -1 0 0 2 -1 0 0
_1 3 1 -1 3 _1 0
= 2 2 = 2 2 _I_
0 -2 2 - 0 -2 2 -
3 3 3 3
0 0o -1 2 0 0 _% %
d.h.
1
-1 1
T 2 . :
A=LDL", L= \ , D =diag(2,%,2,2)
0 —3 1
0 0 -2 1
b.) Da D > 0ist, ist auch A >0 (wegen A >0 < D >0).
—~
¢) LDLTz=b=(1,1,1,1)T.
———’
1 1 1
1 1 1 3
Lz=b = 2 = z= ’ )
-2 1 1 2
EEERE 5
Dy=2z = diag(?,%,%,%) = y:(%71a%a2)T§
|1 1 2
1 -2 1 3
LTJ;:y = 3 = =
1 =22 3
4|2
12 2

> =[]

~I



Aufgabe 6

a1) Abschéatzung fur die 3-te Ableitung:

1 -1 =3 3 3
— 1/2 " - .. _2.-5/2_ 2 -5/2 " _ = 1
fla)y =z f"a) =5 5 5w 5277 = max (O] = g
as) Interpolationsfehler:
p(5) = F(5)] < = max [F"(€)] - (5= (5= 4)(5 =9 = =+ > - 16=1
— 3leeng 6 8
by) Dividierte Differenzen mit der zusatzlichen Stiitzstelle 1:
1 1
1
3
I
U & [+ [1]+ [1]
I
1
3
0| 0
by) Newton Darstellung
plz) = 1+3(r—1)— gz —1)(z—4)
3 60 +
qg(z) = p(r)+ gz =)z - 4)(z-9)
=
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o Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr méglich.
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—  Deckbléatter ausfiillen und unterschreiben;
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— Fiir jede neue Aufgabe eine neue Seite anfangen;
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Aufgabe 1.

Fiihren Sie einen Schritt des gedimpften Newton-Verfahrens mit dem Startwert (z°, y°) = (0,1) durch,

um eine Ldsung des nichtlinearen Gleichungssystems

ry+1)+2 = 0
2?4y -5 =0

zu approximieren. Fiir den Abbruchtest [|[F'(z', y")|| < [|£(2°, y°)|| benutzten Sie die Euklidische Norm.

Aufgabe 2.

Losen Sie das Anfangswertproblem

y'(x) =2y () + 2y(x) = ze”,  y(0) =y'(0) = 0.

Aufgabe 3
Losen Sie 4 9
y’:5y+4$3-\/?’ x>0, y=>0, y(l)zﬁ

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.



Aufgabe 4
Gegeben ist die Gleichung

y' ' =zy —y—1, y()=1, ¢'(1)=2.

Berechnen Sie
a.) mit der Trapezregel:  yrp1 = yk + = [f (@, y&) + F(rt1, Yit1)]

b.) mit dem verbesserten Euler-Cauchy-Verfahren: ki = f(zg, yx)
ky = f(zr + 3h,yx + fhk)

Yk+1 = Yk + hks.
und der Schrittweite h = 1 jeweils eine Approximation von y(2),y'(2).

Aufgabe 5

Gegeben sei

2 4 2 6

4 a+8 a*+4 a-+12
2 a’+4 a*4+a+2 a*4+2a+6
6 a+12 a?+2a+6 5a + 19

Ay =

a.) Fiihren Sie die LDLT-Zerlegung der Matrix A, durch.
b.) Finden Sie den Wert der Determinante von A,.
c.) Fiir welche a ist die Matrix A, positiv definit?

Aufgabe 6.
Seien p € P, und ¢q € Ps diejenigen Polynome, die die Funktion

f(z)=12 inuz; € {—@,O,—}—?} bzw. in z; € {—@,O,—I—@,a}

interpolieren, wobei a verschieden von i@ und 0 ist.

[=]=1=]

a.) Zeigen Sie, ohne das Polynom p zu bestimmen, daf fiir den Interpolationsfehler auf [—1, 1] gilt:

[/ (2) = p(z)| <

=

b.) Geben Sie p in der Newton-Form an und vereinfachen Sie diese Darstellung.

c.) Finden Sie (wie Sie wollen) die explizite Form des Interpolationspolynoms g.

Viel Erfolg!

\g/

ElEiE=

[=<]



Vordiplomklausur, 1. August 2000 (Musterlosung)

Aufgabe 1.
o2y +1) +2
1) Suche nach einer Nullstelle der Funktion F(z,y) = ©(2y+1)
Byt -2
20+ 1 22
2) Jacobi Matrix: F'(z,y) = Y
2z 2y
3) Berechnen von F(2%), F'(2°) fiir 2° = (0, %)T:
2 20
F(0,3) = . F0,3) =
-1 0 1
4) Losung des Gleichungsystems F'(29)6z° = F(2?)
2 0 2 5z° 1
= =
0 1/|-1 510 1

xt 0 1 —1
= ) — = .

4b) Test: F(x',y') = (-2,2)7,

|F(z',y")]l2 < |F(2%y%)|]2 7 nicht erfiillt.

Ha) Die ndchste Naherung mit dem Dampfungsparameter %: 21 =20 — %520

GG

5b) Test:  F(z',y') = (3 O)Ta

29

|Gyl < | 7 in Ordnung,



Aufgabe 2

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pAN) =X =22 4+2=A—1)2+1, Ap=1+i.

1b) Ein reeles Fundamentalsystem: S ={e"cosx,e”sinx}

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e’ cosx e’ sinz 0

W(z) = . flz)= :

e’”(cos T — sin x) e’”(sin T 4+ cos x) ze®

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Yi(z) = W(z)e(z) = W(x) /x W) f(t) di, Yi(zo) = (O,O)T.

o (1)

3a) Berechnen von ¢/(z) = W' (z) f(z) als Losung des Systems W (z)d'(z) = f(2):

e” cos x e’ sin x 0
e”(cosz —sinz) e”(sinz + cosz) | xe”
' - . 0 o
(2)-cosx—(1gcosa:—sm 2 [ € cosx €sinx rsin

0 e ze¥ cos T COS T

7 (cos r—sinzx
3b) Integrieren:  ¢(z) = / (1) d(:
0

rsinx + cosx — 1

4) Berechnen der Losung des AWP’s:

TCOST — SINT

y(z) = ys(z) = [W(z)e(z)y = (e"cosz,e”sinz)
rsinx + cosx — 1

2

= e“’(mcos z —cosxsinz + xzsin?z + sinz cos z —SiTl.TJ)

= em(m — sin T)

= =

T =



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA) =X =20 4+2=A—1)%+1, Ap=1=£i.

1b) Ein reeles Fundamentalsystem: S ={e"cosx,e”sinx}
2) Bestimmung einer speziellen Losung durch den Ansatz

ys(z) = € (az + b)

Es gilt
ys(z) = €*(ax +b),
yi(z) = e"(ax+b+a),
y'(z) = e"(ax + b+ 2a),
und

Yy =2yl +2ys = e"(ax + b) :=xe® = a=1, b=0.
3a) Allgemeine Losung:
y(z) = cre” cosx + cpe” sinx + ze”.
3b) Bestimmung der Konstanten entsprechend den Anfangsbedingungen

y(;c) = e cosx + e sinx + xe”, y(0> =0;

y'(z) = c¢e”(cosz —sinz) + cpe”(sinz + cosz) + (x4 1)e”, y'(0) = 0;

d.h. Losung des Gleichungssystems:

1 0 0 0
= c=
1 1]—-1 -1
4) Also ist
U(T) = —¢e"sinx + xe”.

die Losung des AWP’s.



Aufgabe 2 (Alternative)

la) Charakteristisches Polynom und seine Nullstellen:

pA) =X =22 +2=(A=1)2+1,  Ap=1%i.

1b) Ein complexes Fundamentalsystem: S = {1tz (=)

2) Wronski-Matrix W und die rechte Seite f des dquivalenten Systems:

e(l-l—i)ac e(l—i)x 0
W(z) = . flx) = )

(1 42)etHde (1 —4)elt=ie ze”

3) Eine spezielle Losung des dquivalenten Systems:

Yi(z) = W(z)e(z) = W(x) /gc W) f(t) di, Y, (o) = (0,0)%.

Ty

3a) Berechnen von ¢(z) = W= (z)f(x) als Losung des Systems W(z)d'(z) = f(z):

e(1+i)z‘ e(l—i)z‘ 0
(1+ i)e(“‘i)m (1— i)e(l_i)m re®
=@+ [P 7070 1 pemiv
2 ;

0 —25e(1=92 | e —Lae

z Lz +1)er - L
3b) Integrieren:  ¢(z) = / d(t)dt = zlie +1)e o
0 — (=i + 1) + &

2
4) Berechnen der Losung des AWP’s:
iy [ w0 =
1 N i 1
—Z(—zx + 1) + %
= €7 [%(77‘ + 1) — %em — %(—77’ + 1) + %e“”]

y(z) = ys(2) = W (z)e(x)ly = (7,

— T [I _ %(6”‘ — G_M:)] = ex<$ — sin .73)



Aufgabe 3

1) Die DGL
4 9
y' =—y+42°y, >0, y>0, y(1)=ﬁ
X

ist eine Bernoulli-DGL mit o = ]5

2) Da fiir y = 0 die rechte Seite = 0 its, ist y = 0 eine Losung (s.u. 7b).
3) Fiiry >0 =  Substitution z = y'=* = y'/2 = Die lineare DGL

2 3
2= e +22° 2(1) = x z(z) > 0.

4a) Losung der homogenen Gleichung:
y_ 2 2
==z = Inlz|=2Injz|+In|C|] = z=Cz"
T
4b) Variation der Konstanten:

C'(z)z? =22° = Clz)=2"+¢,

4c) Allgemeine Losung:

z(x) = C’(.r)x2 = $2($2 +c¢), wenn z>0.

5) Bestimmung der Konstante

3 1
2(1) = 7 ¢=-7
6) Positivitat (Existenzintervall fir z > 0):
o f o 1 1
z(z) >0 & =z 2= >0, >0 & T> 5

7a) Resubstitution (fiir y > 0):

7b) Nullteil der Losung



Aufgabe 4

' z
1) Reduktion auf ein System 1-ter Ordnung: z = ( Y ) = ( ' ) .
y' <2

Z,Z(y/)( = ):f(.r,z), z(])(l).
y" Tzg — 21 — 1 2

2) Sei z(2) = ( : ) . Die Trapezregel 2(2) = z(1) + 3[f(1,2(1)) + f(2, 2(2))] liefert

z 1 1 2 1 z
L) = +5 +5 2 ;
Z9 2 2 0 2 22’2—21—]

und die Losung des daquivalenten Gleichungssystems ist

1 —32 y(2)
= zZz= =
(o) -0

N
N QO
N—
=]

o
|
=
N | — N
PR 2
S
N——— I
Il
~ TN
N =
A
T
~—
N——— I
I —
TN w
o
|
N
[ o
—_
Il
~__
= =

IS
S
Il
IS
=
+
&
Il
DN —
~_
_|_
TN
o N
N
Il
AN
CRaY)
g
Il
=] [=]



Aufgabe 5

1) LDLT-Zerlegung:

2 4 2 6 2 4 2 6
4 a+8 a’+4 a-+12 2 a a’ a
=
2 a?4+4 P+a+2 d®+2a+6 1 ¢ ®+a a*+2a
6 a+12 a’>+2a+6 5a + 19 3 a a*+2a ba+1
2 4 2 6 2 4 2 6
2 a a’ a 2 a d® a
= = +
1 a a«a 2a 1 a a 2a
3 1 2a 4a+1 31 2 1
1 0 0 0
T ) 21 00 )
A=LDL", mit L= , D =diag (2,a,a,1)
1 a 1 0
31 2 1
1) det A = det D = 24?
NA>0 & D>0 & di>0 & a>0

]
[
Ed

~I



Aufgabe 6

a) Interpolationsfehler:

[f(z) = p(2)] < Gyw(z) max |f"(E)].
a1) Bestimmung des Maximums von

w(z)=(z+ @)x(m — ﬁ) =a® - 3z
Wir haben

w’(:c) :3$2—%:0 = :U]sz:%,

und

w(Ed) = FL, w(El) = £,

jw(z)| < max (Jw(E3)]; lw(E)]) = 5.
ag) Da f"(z) = 6 ist, gilt die Abschitzung

f(z) — p(z)| < Fw(z) max |f7(¢)] <3

56[_171]

Also gilt auf [—1,1]

by) Dividierte Differenzen (mit der zusdtzlichen Stiitzstelle a):

_V3 | _3/38
2 8

3
a

0 0 0
3 IR ][]

@ BSﬁ ............. a—i—?

a2+§a+%
a a’
by) Newton Darstellung von p: p(x) = _Bsﬁ + %(w + 73) = %I.

¢) Explizite Form von g mittels Newton Darstellung:

o) = (o) + o+ Lyae - L) = 30 a@r - 3y =00

Alternative

¢) Explizite Form von ¢q. Da f(z) = z° ein Polynom vom Grad 3 ist und ¢ ist das
Interpolationspolynom zu f auch vom Grad 3, gilt

q(z) = f(z) = 2°.

> =7]
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DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 2

Aufgabe 1:
Ein Teilchen der Masse m, das sich auf der z—Achse mit einer Anfangsgeschwindigkeit
vy > 0 bewegt, wird durch Reibung abgebremst. Gegeben ist das Reibungsgesetz

K(@)=-vvv, v>0.
a) Wie ist der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit v(¢)?
b) Wann und nach welcher Strecke kommt das Teilchen zum Stillstand?
¢) Berechnen Sie die totale, durch Reibung verlorgengegangene Energie W.

Hinweis: Es gilt
W= / K (u(t)) ot) dt.
0
(3+3+2 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 3

Aufgabe 2:

Losen Sie das Anfangswertproblem
y" —y =cosx, y(0) =0, y'(0)=0.

(7 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 4

Aufgabe 3:

Losen Sie die Anfangswertaufgabe
, . .
Yy + ysinx = sinx, y(0) = m.

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an. (6 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 5

Aufgabe 4:
Gegeben ist die Gleichung

y' —zy +y=3, y(0) =3, y'(0)=2,
Berechnen Sie

a) mit dem impliziten Euler—Verfahren

Y1 = Yk + b [(Tht1, Yrtr)
b) mit dem verbesserten Euler—Verfahren
kl = f(wka yk)
ky = [flax+ 3h,yr + 3hk1)
Y1 = Yk + hko
und der Schrittweite 2 = 1 jeweils eine Approximation von y(1), y'(1).
(443 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 6

Aufgabe 5:
Es seien
31 2 1 7 1
A= g ;l ? g und b= gg sowie ¢ = 1
6 4 11 8 29 1

a) Bestimmen Sie die L R—Zerlegung der Matrix A ohne Pivotisierung,.
b) Berechnen Sie die Determinante von A.

c¢) Losen Sie die beiden Gleichungssysteme Az = b und Az = c.

(2+1+4 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer:

Seite 7

Aufgabe 6:

Zeigen Sie: Das nichtlineare Gleichungssystem

cosx 4+ 2y = 6z,
ry? +siny = 8y,

besitzt auf © = [0, 1] x [0,1] genau eine Losung,.

(5 Punkte)
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o Hilfsmittel: keine (auBer dokumentenechtes Schreibgerit);
e kein eigenes Papier benutzen und nicht mit Bleistift schreiben;
¢ Bearbeitungszeit: 120 Minuten;

o Deckblatter ausfiillen und unterschreiben;

Aufgabenblitter kontrollieren: insgesamt sechs Aufgaben;

L]

Jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer versehen;
¢ Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;
¢ keine vorzeitige Abgabe wahrend der letzten 15 Minuten;

Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich. Die Klausu-
rergebnisse werden ab Fr., 27. Juli 2001, durch Aushang im Schaukasten von Prof. Esser bekannt-
gegeben. Die Klausureinsicht findet am Fr., 27. Juli im Raum 149, Hauptgebiude erste Etage, von
10:00 bis 12:00 Uhr statt. Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr méglich.

Matrikelnummer:

Name: Vorname:

Hiermit erklare ich, daf ich keine anderen als die erlaubten Hilfsmittel benutze. Ferner nehme ich
zur Kenntnis, dafl bei Tauschungsversuchen, auch solchen zugunsten anderer, die Klausur als nicht
bestanden bewertet wird.
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DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 2

Aufgabe 1:
Ein Teilchen der Masse m, das sich auf der z—Achse mit einer Anfangsgeschwindigkeit
vg > 0 bewegt, wird durch Reibung abgebremst. Gegeben ist das Reibungsgesetz

K(v)=-yvv, >0

a) Wie ist der zeitliche Verlauf der Geschwindigkeit v(t)?
b) Wann und nach welcher Strecke kommt das Teilchen zum Stillstand?

c) Berechnen Sie die totale, durch Reibung verlorgengegangene Energie W.

Hinweis: Es gilt
W= - K(v(t))v(t) dt.

(34342 Punkte)

v Klv) | Ay ams ﬂg;ff%{ E}w?

vy "

/ ] £ o Y pi b, a5 o vl - / m"{n? s j%ﬁ
wule Ao e ucebm e, uf‘vg s BOLIE &W‘@g X L6t \%)‘M&“

t, 20 oefudt)

Dies isf cme DEL wit gRouuten Vadudebhen. Sclee

{:z‘?fi‘ > R é**‘)"g
-1z
& R, =K v =YV



Doww st oas HP awf ciuew Tulesva i

Jeslopy, umdl olMe émﬁw% ot geqgben ool i LI
‘ NS

\ - o
vit) = 67 o Fly)

v

N eboeu s ecbim uwg : x bheshwwe & fi/)

%: Ix — ¢ ‘ ;::':ZM

¥y

Y

s N
4]

v
~/
s
i
v bY
3
i =,
O
e —

1
/:"*ﬂ,,,
gﬁ:&!
=
{
i
!
i
o~

=> 0

H
LS
<

4

i

(-!-,

#

W t — /N"f Vq

2 5@“%waff;§?~? T= 240 fowwt oes TerA

&

8l
i&.%&iﬁ(@ .

o S . H B i _ \‘t\ ,\\ .
(ﬂﬁf@m@w ww% Ao Shesfe " beactide: V=X

ity = (W = 5 ) x(9)

L
7

/ \ \2 \ -
& (s) = f{—’; {\5"+ 200" und Aot

L &w(aw(\%

i

¢ )¢ ¢ ) i20
. \ﬁfa?; " w?) ‘\m““gg;;"*’ ,



Dies ish € P, wolhes Aomendas ﬁom st esoloe Sauy
?‘ {5& ,

. 4o : H §'y ” — N - i“"’i%‘—

X ¢) | \w/w' ~ 7)) AT

o

7

i
m
les
{
~
-f.
N
]
<

1

[y 1s
&

<
R
i~
[=)

it
S
i
§ &g
£
- &f:j:;
c(w j
i
g T‘
<
(3 3}

i

]
J
=
o
£
-
=]
el
™
~t.
(0
= |%
&)
~

A1 2
= WA
VA

)

. . f} 5 § N 5y msr N f"'}‘g - - # "~ . -Fm

@ (eSS 5& f;;:fg»csz Uiy g \'%ff‘c;g% an Ay f;ﬁgj okt aas om e &
0 1 )
N b

& g A WG 556 {2,



DiffNum 88 01 Name: Matrikelnummer: Seite 3

Aufgabe 2:
Losen Sie das Anfangswertproblem

y'—y=cosz,  y(0)=0, y'(0)=0.
(7 Punkte)
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DiffNum S8 01 Name: Matrikelnummer: Seite 4

Aufgabe 3:
Losen Sie die Anfangswertaufgabe

y' 4+ ysinz = sinz, y(0) = 7.

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an. (6 Punkte)
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DiffNum 85 01 Name: Matrikelnummer: Seite 5

Aufgabe 4:
Gegeben ist die Gleichung

' —zy' +y=3, y(0)=3, y(0)=2

Berechnen Sie
a) mit dem impliziten Euler—Verfahren

Yerr = Yk + b f (@1, Yrer)
b) mit dem verbesserten Euler—Verfahren
ki = flze,ye)
ky = f(zk+ 3h,ye + $hkr)
Ykt1 = Yk + hky
und der Schrittweite A = 1 jeweils eine Approximation von y(1), y'(1).

(443 Punkte)
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DiffNum 8§ 01 Name:

Matrikelnummer: Seite 6
Aufgabe 5:
Es seien
31 2 1 7 1
6 4 5 5 _ | 20 . 11
A= 35 7 8 und b= 93 sowie ¢ = | |
6 4 11 8 29 1

a) Bestimmen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A ohne Pivotisierung.

b) Berechnen Sie die Determinante von A.

c) Losen Sie die beiden Gleichungssysteme Az = b und Az = c.

(24144 Punkte)
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DiffNum 8§ 01 Name: Matrikelnummer: Seite 7

Aufgabe 6:
Zeigen Sie: Das nichtlineare Gleichungssystem

cosz + 2y = 6,
zy* +siny = 8y,

besitzt auf Q = [0,1] x [0, 1] genau eine Losung. (5 Punkte)
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Institut fur Geometrie
und Praktische Mathematik
Prof. Dr. H. Esser Dipl. Math. J. Vorloeper

RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHEN

Diplomvorpriifung Differentialgleichungen und Numerik,
SS 01 (InformatikerInnen)

o teilnahmeberechtigt an dieser Klausur sind laut DPO nur StudentInnen, die den Schein zur
Vorlesung ,, Analysis fur Informatiker“ erworben haben;

o Hilfsmittel: keine (aufier dokumentenechtes Schreibgerat);

e kein eigenes Papier benutzen und nicht mit Bleistift schreiben;
e Bearbeitungszeit: 120 Minuten;

e Deckblatter ausfillen und unterschreiben;

e Aufgabenblatter kontrollieren: insgesamt sechs Aufgaben;

e jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer versehen;

e Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;

e keine vorzeitige Abgabe wahrend der letzten 15 Minuten;

Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich. Die Klausur-
ergebnisse werden ab Mo, 13.08.2001, durch Aushang im Schaukasten von Prof. Esser bekanntgege-
ben. Die Klausureinsicht findet ebenfalls am Mo, 13.08.2001 statt (Uhrzeit und Raum s. Aushang
im Schaukasten). Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr méglich.

Matrikelnummer:

Name: Vorname:

Hiermit erklare ich, daf} ich keine anderen als die erlaubten Hilfsmittel benutze. Ferner nehme ich
zur Kenntnis, dafl be1 Tauschungsversuchen, auch solchen zugunsten anderer, die Klausur als nicht
bestanden bewertet wird.

Unterschrift:

Korrekturvermerke

Al A2 A3 A4 A5 A6 D

aufgaben’i,20010724-1108 30



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 2

Aufgabe 1:

a) Wie ist die Exponentialfunktion fir Matrizen definiert? Wieso existiert exp(A),

b) Formulieren Sie unter vollstandiger Angabe der Voraussetzungen und der Be-
hauptung den Hauptsatz iiber die Existenz der maximalen Losung eines An-
fangswertproblems.

c) Zeigen Sie: Das Lagrange Interpolationsproblem ist stets eindeutig lsbar, d.h.
zu gegebenen Daten fo,..., f, € IR und paarweise verschiedenen Stutzstellen
To, ..., T, € IR existiert ein eindeutiges Polynom P,(z) = P(f|zo,...,z,) € P,
mit

P.(z;) = fj, 7=0,...,n.
(24243 Punkte)



DiffNum SS 01

Name:

Matrikelnummer:

Seite 3

Aufgabe 2:
Die Gleichung

COST =2

besitzt genau eine Losung z* € IR. Mit dem klassischen Newton—Verfahren zum
einen und mit einer Fixpunktiteration zum anderen sollen Naherungswerte zu z*

berechnet werden. Als Startwert wird jeweils 2y = 0.1 gewahlt.

a) Stellen Sie die Iterationsvorschrift fur das Newton—Verfahren auf.

b) Stellen Sie die Iterationsvorschrift fur die Fixpunktiteration auf und begriinden
Sie, weshalb die Fixpunktiteration fur den Startwert zy = 0.1 konvergiert.

c¢) Die Fixpunktiteration und das Newton—Verfahren liefern folgende Naherungs-

werte xy:

k | Fixpunktiteration | Newton—Verfahren
0 0.10000000 0.10000000
1 0.99500417 0.91376339
2 0.54449940 0.74466424
3 0.85538671 0.73909197
4 0.65592666 0.73908513
5 0.79248310 0.73908513
6 0.70207927 0.73908513
7 0.76350103 0.73908513
8 0.72241964 0.73908513
9 0.75020806 0.73908513

10 0.73154703 0.73908513

Beschreiben und begrinden Sie das Konvergenzverhalten der beiden Verfahren.

(1+3+2 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 4

Aufgabe 3:

Losen Sie das Anfangswertproblem
y" — 3y + 2y = ¢ sina, y(0) =0, y'(0)=3.
(7 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 5

Aufgabe 4:

Losen Sie die Anfangswertaufgabe
y — wyZ —3zy =0, y(O) = —1.

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an. (7 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 6

Aufgabe 5:
Vorgelegt sei das Gleichungssystem Az = b mit
8 2 0 -1
A= 2 8 4 und b= 2
I 4 =8 1

a) Berechnen Sie eine Naherungslosung z? des Gleichungssystems, indem Sie aus-
gehend vom Startwert 2% = (0,0,0)" zwei Schritte des Gesamtschrittverfahrens

durchfithren.
b) Weshalb konvergiert das Gesamtschrittverfahren?
¢) Berechnen Sie die L R-Zerlegung der Matrix A ohne Pivotisierung.
d) Berechnen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems Az = b unter Verwen-

dung der in Aufgabenteil ¢) bestimmten L R—Zerlegung.

(34142+2 Punkte)



DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 7

Aufgabe 6:
Gegeben sind die Punkte

z;

0 1 1/V2
1 2 3

Yi

Diese Punkte (z;,y;), 1 = 1,2,3, sollen gemaB theoretischen Uber]egungen auf der

Kurve
y(zr) = az® —b

liegen. Bestimmen Sie die Parameter a,b € IR optimal im Sinne der kleinsten Feh-

lerquadratmethode mit Hilfe der folgenden () R—Zerlegung
1 1 1 3
0 -1 0 —=v30 =6 V5 —ZV5
6 6 2 5
2 1 1
1 -1 ]| =5 V30 —v6 [ 0 %\/30

5 30 6
1 1 1 1
- - _ ——/ S 0 0
2 sVo TVl 3o

(5 Punkte)
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Institut fiir Geometrie
und Praktische Mathematik
Prof. Dr. H. Esser Dipl. Math. J. Vorloeper

WS(&@W»%

Diplomvorpriifung Differentialgleichungen und Numerik,
SS 01 (InformatikerInnen)

RHEINISCH-WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHEN

o Hilfsmittel: keine (auBer dokumentenechtes Schreibgerit);

o kein eigenes Papier benutzen und nicht mit Bleistift schreiben;
o Bearbeitungszeit: 120 Minuten;
o Deckblatter ausfiillen und unterschreiben;
¢ Aufgabenblétter kontrollieren: insgesamt sechs Aufgaben;
e jedes Blatt mit Namen und Matrikelnummer versehen;
¢ Studenten- und Lichtbildausweis zur Kontrolle bereitlegen;
o keine vorzeitige Abgabe wahrend der letzten 15 Minuten;

Zum Bestehen der Klausur sind 20 der insgesamt 40 erreichbaren Punkte erforderlich. Die Klausur-
ergebnisse werden ab Mo, 13.08.2001, durch Aushang im Schaukasten von Prof. Esser bekanntgege-
ben. Die Klausureinsicht findet ebenfalls am Me;+3-68-2064-statt (Uhrzeit und Raum s. Aushang
im Schaukasten). Danach sind keine Einspriiche gegen die Korrektur mehr méglich.

Matrikelnummer:

Name: ‘Vorname:

Hiermit erklére ich, daf ich keine anderen als die erlaubten Hilfsmittel benutze. Ferner nehme ich
zur Kenntnis, daf§ bei Tauschungsversuchen, auch solchen zugunsten anderer, die Klausur als nicht
bestanden bewertet wird.

Unterschrift:

Korrekturvermerke

Al A2 A3 A4 A5 A6 2

aufgaben'i,20010723-1516 30



DiffNum S8 01 Name: Matrikelnummer: Seite 2

Aufgabe 1:

a) Wie ist die Exponentialfunktion fiir Matrizen definiert? Wieso existiert exp(A),
A E RTLX’VL?

b) Formulieren Sie unter vollstindiger Angabe der Voraussetzungen und der Be-
hauptung den Hauptsatz {iber die Existenz der maximalen Losung eines An-
fangswertproblems.

c) Zeigen Sie: Das Lagrange Interpolationsproblem ist stets eindeutig l6sbar, d.h.
zu gegebenen Daten f,..., f, € IR und paarweise verschiedenen Stiitzstellen
To,...,Zn € IR existiert ein eindeutiges Polynom P,(z) = P(f|zo,-..,2,) € Py
mit

Pn(afj)ij, j:O,...,n.

(242+3 Punkte)
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DiffiNum SS 01

Name:

Matrikelnummer:

Seite 3

Aufgabe 2:
Die Gleichung

COsSxr =

besitzt genau eine Losung z* € IR. Mit dem klassischen Newton-Verfahren zum
einen und mit einer Fixpunktiteration zum anderen sollen Naherungswerte zu z*

berechnet werden. Als Startwert wird jeweils zp = 0.1 gewahlt.

a) Stellen Sie die Iterationsvorschrift fiir das Newton—Verfahren auf.

b) Stellen Sie die Iterationsvorschrift fiir die Fixpunktiteration auf und begriinden

Sie, weshalb die Fixpunktiteration fiir den Startwert zo = 0.1 konvergiert.

c) Die Fixpunktiteration und das Newton-Verfahren liefern folgende Niherungs-

werte zy:

k | Fixpunktiteration | Newton—Verfahren
0 0.10000000 0.10000000
1 0.99500417 0.91376339
2 0.54449940 0.74466424
3 0.85538671 0.73909197
4 0.65592666 0.73908513
5 0.79248310 0.73908513
6 0.70207927 0.73908513
7 0.76350103 0.73908513
8 0.72241964 0.73908513

-9 0.75020806 0.73908513

10 0.73154703 0.73908513

Beschreiben und begriinden Sie das Konvergenzverhalten der beiden Verfahren.
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DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer: Seite 4

Aufgabe 3:
Losen Sie das Anfangswertproblem

y" =3y +2y = ¢® sinz, y(0) =0, y'(0)=3.
(7 Punkte)
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DiffNum SS 01 Name: Matrikelnummer:

Seite 5

Aufgabe 4:
Losen Sie die Anfangswertaufgabe

v —zy® —3zy =0, y(0) = —1.

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an.

(7 Punkte)
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DiffNum S8 01 Name: Matrikelnummer: Seite 6

Aufgabe 5:
Vorgelegt sei das Gleichungssystem Az = b mit

8 2 0 -1
A=1] 2 8 4 und b= 2 .
1 4 -8 1

a) Berechnen Sie eine Naherungslésung z? des Gleichungssystems, indem Sie aus-

gehend vom Startwert 2° = (0,0,0)7 zwei Schritte des Gesamtschrittverfahrens
durchfiihren.

b) Weshalb konvergiert das Gesamtschrittverfahren?
c) Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix A ohne Pivotisierung.

d) Berechnen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems Az = b unter Verwen-
dung der in Aufgabenteil ¢) bestimmten L R-Zerlegung.

(3414242 Punkte)
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Aufgabe 6:
Gegeben sind die Punkte

q

0 1 1/v2
1 2 3

Yi

Diese Punkte (z;,4), i = 1,2,3, sollen gema$ theoretischen Uberlegungen auf der
Kurve

y(z) = az® - b
liegen. Bestimmen Sie die Parameter a,b € IR optimal im Sinne der kleinsten Feh-
lerquadratmethode mit Hilfe der folgenden ) R~Zerlegung

0 -1 0 —%\/35 %\/6 %\/5 —gx/g
1...1:%\/5-3%@%6-0%@
(5 Punkte)
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Aufgabe 1

a) Was ist eine Wronski-Matrix? Nennen Sie auferdem zwei wesentliche Eigen-
schaften einer Wronski-Matrix.

b) Geben Sie eine geometrische Deutung fiir das implizite Euler—Verfahren

Ykt1 = Yk + 1 [ (kg1 Yrtr)

mit f: D C IR x R — IR.
¢) Vorgelegt sei das lineare Ausgleichsproblem ||Az — b||; — min mit A € R™*",
m > n, Rang(A) = n und b € IR™. Sei z* Losung dieses Problems und r :=
b— Ax*. Zeigen Sie
r L Bild(A),
d. h. das Residuum r steht senkrecht auf dem Teilraum Bild(A).
Hinweis: Es ist Bild(A) = {Az : = € IR"}.

(3-|—2-|—3 Punkte)
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Aufgabe 2
Gegeben sei die Anfangswertaufgabe

y'(t) =y*(t) =5t y(l) =2

a) Berechnen Sie mit dem expliziten Euler—Verfahren zur Schrittweite h = % eine
Naherung zu y(2).

b) Formulieren Sie fiir obiges Anfangswertproblem die Iterationsvorschrift des im-
pliziten Euler—Verfahrens zur Schrittweite h = é.

c¢) Diein jedem Zeitschritt zu 16sende quadratische Gleichung in yj4 besitzt jeweils

zwel reelle Losungen. Welche Losung muf man im impliziten Euler—Verfahren

verwenden (Begrindung)?

d) Fiihren Sie einen Schritt des impliziten Euler—Verfahren zur Schrittweite A = &

8
durch, um eine Naherung zu y(%) zu berechnen.

Hinweis: Wenn Sie Aufgabenteil ¢) nicht gelost haben, benutzen Sie diejeni-
ge Losung der quadratischen Gleichung, die am nachsten zur vorhergehenden

Approximation y; liegt.
(2+1+2+2 Punkte)
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Aufgabe 3

Bestimmen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe

V() — () +5y(t) =0,  y(0) = 1.

Geben Sie auch das maximale Existenzintervall an. (6 Punkte)
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Aufgabe 4

Berechnen Sie die Losung der Anfangswertaufgabe

J(1) = ( (1) } )y(tH @i) y(1) = (_ch>

(7 Punkte)
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Aufgabe 5
Vorgelegt sei das lineare Gleichungssystem Az = b mit
4 20 -1
A=11 4 1 und b= 2
2 0 4 1

a) Berechnen Sie eine Naherungslosung z? des Gleichungssystems, indem Sie aus-
gehend vom Startwert 2% = (0,0,0)” zwei Schritte des Einzelschrittverfahrens
durchfithren.

b) Berechnen Sie die L R—Zerlegung der Matrix A ohne Pivotisierung,.

¢) Berechnen Sie die exakte Losung des Gleichungssystems Az = b unter Verwen-

dung der in Aufgabenteil ¢) bestimmten L R-Zerlegung.

(34242 Punkte)
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Aufgabe 6
Die Funktion

flz) = /Ox sin®(t) dt

soll im Intervall I = [0, 5] dquidistant so tabelliert werden, daf bei linearer Interpo-
lation der Interpolationsfehler fir jedes x € I kleiner als %10_4 ist.

Wie grof} darf der Stutzstellenabstand A dann hochstens sein und wieviele Funkti-
onswerte mussen in die Tabelle aufgenommen werden? (5 Punkte)
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Institut fur Geometrie
und Praktische Mathematik
Prof. Dr. H. Esser Dipl. Math. J. Vorloeper

RHEINISCH WESTFALISCHE TECHNISCHE HOCHSCHULE AACHEN

Diplomvorpriifung Differentialgleichungen und Numerik,

WS 01/02 (Musterlosung)

Aufgabe 1:

a)

Betrachtet wird die lineare, homogene Differentialgleichung

auf einem Intervall I € R mit A(t) :R” — R™. Ein Fundamentalsystem besteht aus n linear
unabhangigen Losungen y1, ..., yn. Diezugehorige nxn Matrix W (1) := (y1 @), - un (t)), te
1, heiit Wronski-Matrix.
Diese Matrix besitzt fir ¢ € I unter anderem folgende Eigenschaften:

(a) W'(t) = At) W(¢),

(b) det(W(t)) # 0,

(c) eine weitere Matrix W(t), t € I ist eine Wronski—Matrix genau dann, wenn eine nicht-
singulare Matrix B existiert mit

Skizze zum impliziten Euler—Verfahren:

y(®

I
| |
ti tiva

Da die Steigung fiir den impliziten Eulerschritt f(¢;41,yi4+1) ist, liegt eine Beriihrung mit
dem Schaubild von g(¢) vor. Dabei ist y(¢) die Losung der Differentialgleichung mit y'(t) =
f(t,9(t)) zum Startwert J5 = yi41.

Unter den angegebenen Voraussetzungen ist das lineare Ausgleichsproblem aquivalent zur
Losung der Normalengleichungen

AT Az = ATh =  AT(Az —b) =0,

d.h. der Vektor Az* — b muf senkrecht zu den Spalten von A und damit zu allen Linearkom-
binationen der Spalten von A, also zum Bild von A sein.

losung,20020411-1627 30
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Aufgabe 2:

a)

Das explizite Euler—Verfahren lautet

Y1 = yk+hf(tkayk,)
= ye+h((g)® —5t)

und liefert die Naherungswerte

Yo
n

[N \‘[\'J

)

|
ool©

Y2 = —
Die Tterationsvorschrift des impliziten Euler—Verfahrens lautet fiir obige Anfangswertaufgabe
Yet1 = Yk +h f(tegr, Yegr)
= ye+h((e1)® =5t + h)).
In jedem Zeitschritt ist somit die quadratische Gleichung

0="h(Yrt1)” — Yrr + e — 5 h (tr + h)
zu losen.
Sei g : R x R — R definiert durch g(h,y) := hy* — y+ yx — 5h (tx + h), wobei yg und
vorgegeben sind. Da g stetig differenzierbar ist, g(0,yx) = 0 und 9, g(0,yx) = —1 # 0, lafit
sich nach dem Satz iiber implizite Funktionen die Gleichung g(h,y) = 0 lokal um h = 0 nach
y auflosen. Es gibt also ein h > 0 und eine offene Menge V' C R mit yx € V' sowie eine stetig

differenzierbare Funktion p: (—h, 71) — V, so0 daf§
g(h,y) =0 <= y=p(h)
fiir alle (h,y) € (—h, h) x V. Insbesondere gilt y = p(0).

Lost man die quadratische Gleichung aus Aufgabenteil b) nach yx41 auf, so erhalt man fiir

h £ 0 die beiden Wurzeln

1+ /1 — 4hyy, + 20h2(t), + h)

ykt1,1(h) = o :
yk’+172(h) = 2]7, —-

Fir b — 0 gilt yey1,1(h) = co. Daher kommt diese Wurzel nicht in Frage. Nach dem Satz
iiber implizite Funktionen ist demnach yg41 2(h) die Losung der quadratischen Gleichung, die
beim impliziten Euler—Verfahren benutzt werden mu#.
Bemerkung: Die Abbildung p lautet in diesem Beispiel

1—1/1—4hyx+20h2(tx+h) ..
piy =1 fir h 7 0
Yk fur h=0

Die Stetigkeit von p folgt aus dem Satz uber implizite Funktionen. Man kann die Stetigkeit
im Punkte A = 0 aber auch direkt mit der Regel von I’Hospital zeigen.

Zur Berechnung von y; 16st man
0= ()" =8y + (16 —5-2)

und erhalt unter Verwendung des Hinweises oder der Ergebnisse aus Aufgabenteil c):

45
w=4— 5 ~ 1628
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Aufgabe 3:
Die vorgelegte Differentialgleichung ist vom Typ Bernoulli-DG1..

Substitution
Die Substitution u(t) := y~2(¢) fithrt auf die lineare Differentialgleichung erster Ordnung

u'(t) = 10 u(t) — 2.

Losungsgesamtheit der linearen DGL
Die Losungsgesamtheit der homogenen Gleichung

u'(t) = 10 u(t)

ist gegeben durch

up(t) =ce'® ccR.

Eine partikulare Losung erhalt man durch Variation der Konstanten. Der Ansatz
up (t) = c(t) '™

fuhrt auf

und damit )
uplt) = 51— ™)

Die Losungsgesamtheit der homogenen DGL lautet somit

1
u(t):uh(t)—{—up(t):éemt—kg, ¢ceR.

Ricksubstitution

Die Riicksubstitution y(t) = u=1/%(t) fithrt auf

1

y(t):ﬁ,
yeett+ g

tel.

fur ein offenes Intervall 7.

Anfangswert
Mit y(0) = 1 bestimmt man die Konstante ¢ und erhalt

.4
é= —.
)
Losung
Die Losung lautet
1
ult) = 4 1
g@lOt + g

Wegen %emt + % >0 furallet € Rist I = R.
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Aufgabe 4:
Sei

Fundamentalsystem /Wronski-Matrix
Die Eigenwerte von A sind

1-A 1

det(A—)\Eg):‘ oL,

‘:(1—)\)2 = A =X=1
Bestimmung der Eigenvektoren (Hauptvektoren der Stufe 1):

amim=(§ 1) (2) = =)

Es gibt keinen anderen Eigenvektor vs zu A = 1, so dafl die Vektoren {v1, v2} ein linear unabhingiges
System im R? bilden. Deshalb Bestimmung eines Hauptvektors der Stufe 2 durch Lésung von
(A= A E3)va = vy, also

-spu=(§ §)wn=(3)=u = u=(").

Zwei linear unabhangige Losungen der DGL sind somit

Vi(t) = et<(1)>,
o = (e (=)

Die zugehorige Wronski—-Matrix lautet dann

W= a0 v0) = (5 %),

Partikulare Losung
Eine partikulare Losung des Systems erhalt man durch Variation der Konstanten. Der Ansatz

yp(t) := W(t) c(t) fiihrt zu

Berechnung von ¢/(7) = (W(T))_lF(T) als Losung des Systems W(7) ¢/(7) = F(7):

) = do=(4)-
C@Z[dﬂmzﬁéw.

Die allgemeine Losung der Differentialgleichung ist gegeben durch

Integration liefert

u) = WD) (elt) +o),  ce R

Anfangswert
Bestimmung von ¢ als Losung des Systems W (tg) ¢ = y(to):
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Losung
Damit lautet die Losung des Anfangswertproblems

w0 =wew+a= (5 ') (Gl ) = (alr®y)-
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Aufgabe 5:

a) Die Iterationsvorschrift des Einzelschrittverfahrens im j-ten Schritt lautet

i—1 3
- 1 - . _
x£+ :—; (E aikx?' + E aikxi—bi> , 1=123.
22

k=1 k=i+1

Die Matrix A erfullt offensichtlich das starke Zeilensummenkriterium. Somit konvergiert das
Einzelschrittverfahren.
Im ersten Schritt erhéalt man die Werte

1
i = T
9
T; = 16
1 _ 3
IS = 3
1_/ 1 9 3\T
also z = (-3 16 §_)
Der zweite Schritt liefert
2?2 = -1z
1 — 399
2 69
Ty = 138
2 _ 33
r3 = =
2 (17 69 33\T
also z% = (—ﬁ, 58 51,
b) Die LR-Zerlegung von A lautet
1 0 0 4 2 0
_ 1 _ 7
L= 7 L 01, R = 0 5 1
1 2 30
3 —7 | 00 =

c¢) Im ersten Schritt wird Ly = b durch Vorwartseinsetzen gelost, also

1 0 0]-1 -1

1 _| o

7 L 0 2 —y=1| 3
L _2 15

2 7 7

Im zweiten Schritt Rz = y durch Ruckwartseinsetzen, also

4 2 0 |-1 —3

7 9 - 1

30 15 1

00 F|7 3
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Aufgabe 6:
s

Sei 0 =x9 <1 <...< 2N = 5. P(flzi,2iy1) bezeichne das lineare Interpolationspolynom zu f
an den Stutzstellen z; und z;41.

Da f € C’Q([), gibt es zu jedem « € T ein i € {0,...N — 1} mit # € [x;, z;41] und ein & € (@i, Ti41)
mit

f(@) = P(flei, xiga)(2) = (2: — @) (wig1 — 7) %

Bei aquidistanter Unterteilung 1ait sich der Interpolationsfehler abschatzen durch

h? max 1"
1F(2) = P(flos, zign) ()| < o maXees F7E)]

=7 9
Die ersten beiden Ableitungen von f lauten
fl(x) = sin’(z),
f'(z) = 2sin(z) cos(z) = sin(2z).

Damit folgt

h? max sin(2 h?
1) = PUfles zign) ()| < B e 19Ol _ 2

Soll der Interpolationsfehler kleiner als %10_4 sein, also
hZ
— < -107%,
g =

I

so mufl h < % gewahlt werden.

Mit obiger Notation ist die Anzahl der benotigten Funktionswerte gleich N + 1. Der Anzahl N der
Teilintervalle muf} so gewahlt werden, dafl

2|M|=I
|

gilt. Da N ganzzahlig ist, bedeutet das

N> [%1 - [’;—yﬂ = 112.

Es miissen also mindestens 113 Funktionswerte in die Tabelle aufgenommen werden.



